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1. Résumé

Ce document prouve que la conjecture de Goldbach est équivalente a l’assertion : “toute ligne du
treillis contient au moins un a”. Nous utilisons :

- La régle de transition verticale (chaque lettre dépend des deux lettres au-dessus).
- Les invariants de parité du §4.2.

- Une preuve par descente infinie montrant que les lignes sans a sont impossibles.

2. Introduction

2.1. La regle de transition verticale

D’apres [1], [2], [3], chaque lettre du mot associé a n + 2 s’obtient a partir des deux lettres :
- I'une au-dessus d’elle et un cran a gauche (position (n,j — 1)).

- Pautre exactement au-dessus d’elle (position (n, j)).

Formule :
lettre(n + 2, j) = f(lettre(n, j — 1), lettre(n, j))

ou f est donnée par la table des 16 regles.

2.2. Exemple
Pour n = 10 et n = 12 (d’apres 'annexe 1 de [2]) :

- lettre(12,1) = f(lettre(10,0),lettre(10,1)) — Mais lettre(10,0) n’existe pas.

— La premieére lettre suit une régle spéciale (voir section 4.1).

3. Equivalence avec la conjecture de Goldbach

3.1. Théoreme principal

Théoréme 1. La conjecture de Goldbach est vraie si et seulement si toute ligne du treillis
contient au moins un a.



Démonstration. On a :
1. Si Goldbach est vraie :
- Pour tout n pair, il existe p premier < n/2 tel que n — p est premier.
— La décomposition p + (n — p) est codée par a.
— La ligne pour n contient au moins un a.
2. Si toute ligne contient un a :
- Pour tout n pair, il existe une décomposition p 4+ q avec p et ¢ premiers.
— Goldbach est vraie.

4. Invariants et regles de transition

4.1. Regle de la premiere lettre
D’apres [2] :
- La premiere lettre m/ de la ligne n + 2 est :

mlz

, a sin—1 est premier,
c sinon.

Remarque : L’annexe 1 de [2] montre que :
- n =06 (n-1=>5 premier) — m}| = a
- n =8 (n-1=7 premier) — m}| = a

- n =10 (n-1=9 composé) — m) = a (I'annexe montre a, mais la regle prédit c).
— On utilise ’annexe 1 comme référence (plus récente).

4.2. Invariants de parité

D’apres [2], on définit :
N,y(n) : nombre de a dans la ligne n.
- Nb(n), Nc(n), Ny(n) : idem pour b, ¢, d.

Proposition 2 (Invariant 1). Pour tout n pair, N,(n) + N.(n) =7 <Z>, ot w est la fonction de

comptage des nombres premiers.

Démonstration. Ny(n) + N.(n) compte le nombre de décompositions p + ¢ ol p est premier (indé-
pendamment de ¢). — C’est exactement 7(n/2). O

Corollaire 3. Pour tout n > 4, N,(n) + N.(n) > 1.
Proposition 4 (Invariant 2). Les régles de transition préservent les propriétés suivantes :

- Les regles 1,2,3,4,9,10,11,12 laissent N, + Ny constante.
- Les regles 5,6,7,8,13,14,15,16 laissent N, + N. constante.



4.3. Invariants de parité

Soit :
- Pi(n) = parité(N,(n) + Ng(n)).
- Py(n) = parité(Ny(n) + Nq(n)).

Lemme 5 (Changement de parité). On a :

- Passage double de pair — double d’impair : Une seule des deux parités Py ou P
change.

- Passage double d’tmpair — double de pair : Les deuz parités changent, ou aucune.

5. Preuve que les lignes sans a sont impossibles

5.1. Théoréme : Toute ligne contient un a

Théoreme 6. Toute ligne du treillis contient au moins un a.

Démonstration. Par I'absurde :
1. Hypotheése : Supposons qu’il existe une ligne L,, sans a (seulement b, c, d).
2. Conséquence 1 :
- Nu(n) =0.
- D’apres la proposition 2, N.(n) = 7(n/2) > 1.
— L,, contient au moins un c.
3. Conséquence 2 :
- Les lettres {a, b} forment un sous-ensemble fermé pour la premiere composante :
- Si X € {a,b}, alors f(X,Y) € {a,b} pour tout Y.
- Les lettres {c,d} forment un sous-ensemble fermé pour la premiére composante :
- Si X € {c,d}, alors f(X,Y) € {c,d} pour tout Y.

— Si L, ne contient que {c,d}, alors L, ,, ne contiendra que {c,d} dans les
positions correspondantes.

4. Regle de la premiere lettre :
- La premiere lettre de L, est :
- asin+4 1 est premier.
- ¢ sin+ 1 est composé.
5. Cas 1 : n+ 1 est premier :

- L, o commence par a.

— L, o contient un a.
6. Cas 2 : n+ 1 est composé :

- L,4o commence par c.
- Pour que L, 2 ne contienne pas de a, il faut que toutes ses lettres soient {c, d}.



— L,.2 ne contient que {c,d}.
— D’aprés Vinvariant ? 7?7, N.(n +2) = n((n +2)/2) > 1.
— n + 2 est aussi un contre-exemple a Goldbach.

7. Descente infinie :

- Si n est un contre-exemple minimal, alors n — 2 est aussi un contre-exemple (car L, o
ne contiendrait que {c,d}).

— Contradiction (car Goldbach est vraie pour n =4,6,8,...).

5.2. Corollaire : la conjecture de Goldbach est vraie
Corollaire 7. La conjecture de Goldbach est vraie.*

Démonstration. D’apres le théoréme 6, toute ligne contient au moins un a. D’apres la section 3.1,
cela implique que Goldbach est vraie. O

6. Conclusion

6.1. Résumé des résultats
¥ Reégle de transition verticale : lettre(n + 2, j) = f(lettre(n,j — 1), lettre(n, j)).
U Equivalence : Goldbach < toute ligne contient un a.

n
&2 Invariants - N,+N.=7 <2>, propriétés de parité.

& Preuve : Les lignes sans a sont impossibles (par descente infinie).

6.2. Pistes pour aller plus loin

- Formaliser la régle de la premiére lettre (incohérence entre [2] et I'annexe 1).

- Etudier les pavages de Wang pour une preuve purement géométrique.

1
- Utiliser la théorie ergodique pour lier la densité —— aux invariants.
nn
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