Probléemes du Millenium : L’hypothese de Riemann
ENRICO BOMBIERI

I. Le probléme. La fonction zeta de Riemann est la fonction de la variable complexe
s, définie sur le demi—plan[] M(s) > 1 par les séries absolument convergentes
> 01

—,
n=1 n
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et dans le plan complexe entier C par prolongement analytique. Comme montré par
Riemann, ((s) s’étend a C en une fonction méromorphe avec un seul pdle simple en
s =1, avec résidu 1, et satisfait I’équation fonctionnelle

g oo (2) ) = r-t-anp (122

)=,

Dans un mémoire illustre publié¢ en 1859, Riemann [Ri] obtient une formule analy-
tique pour le nombre de nombres premiers jusqu’a une certaine limite. Cette formule
est exprimée en fonction des zéros de la fonction zeta, c¢’est-a-dire en fonction des
solutions p € C de ’équation ((p) = 0.

Dans son article, Riemann introduit la fonction de la variable complexe t définie par

€)= 5505~ Drr (5) <09

avec s = % + it, et montre que £(f) est une fonction entiére paire de t dont les
zéros ont leur partie imaginaire comprise entre —i/2 et i/2. Il établit alors, en four-
nissant la preuve, que dans le domaine entre 0 et 7', la fonction £(t) a environ
(T'/2m)log(T /27) — T /27 zéros. Riemann continue alors “Man findet nun in der That
etwa so viel reelle Wurzeln innerhalb dieser Grenzen, und es ist sehr wahrscheinlich,
dass alle Wurzeln reell sind,”, ce qui peut étre traduit par “En effet, on trouve entre
ces limites environ ce nombre de zéros réels, et il est vraisemblable que tous les zéros
soient réels.”.

L’assertion que tous les zéros de la fonction £(t) sont réels est ’hypothese de Riemann.

La fonction ((s) a des zéros aux entiers pairs négatifs -2, -4,... et on les appelle les
zéros triviauz. Les autres zéros sont les nombres complexes % + 2, ol v est un zéro

Traduction de la description du probleme Clay consultable ici
1. Nous notons i(s) et J(s) les parties réelle et imaginaire des variables complexes. L’utilisation
de la variable s est déja présente dans le travail célebre de Dirichlet de 1837 sur les nombres premiers

dans les progressions arithmétiques.

https://www.claymath.org/wp-content/uploiids/2022/05/riemann.pdf
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de £(t). Ainsi, de la fonction ((s), nous pouvons dire I’

Hypotheése de Riemann. Les zéros non triviauz de ((s) ont une partie réelle égale
al.

Selon de nombreux mathématiciens, I’hypothese de Riemann, et son extension aux
classes générales de fonctions L, est probablement le probleme ouvert le plus impor-
tant des mathématiques actuelles.

I1. Histoire et signification de I’hypothése de Riemann. Pour des références
appartenant a I’histoire du début des fonctions zeta et la théorie des nombres pre-
miers, nous renvoyons a Landau [La] et Edwards [Ed].

La connexion entre les nombres premiers et la fonction zeta, par le célebre produit

d’Euler
¢(s) =TI —-p™)~"
JZ

valide pour R(s) > 1, apparait pour la premiére fois dans le livre d’Euler Introductio
in Analysis Infinitorum, publié en 1748. Euler a aussi étudié les valeurs de ((s) aux
nombres entiers positifs pairs et aux nombres entiers négatifs, et il a deviné une équa-
tion fonctionnelle, équivalente a I’équation fonctionnelle de Riemann, pour la fonction
qui lui est liée de fagon proche 3°(—1)""!/n® (voir un compte-rendu intéressant du
travail d’Euler dans le livre de Hardy [Hard]).

Le probléme de la distribution des nombres premiers a été étudié attentivement pour
la premiere fois par Gauss et Legendre, a la fin du XvIir®™e siecle. Gauss, dans une
lettre a 'astronome Hencke en 1849, affirme qu’il avait trouvé dans ses jeunes années
que le nombre 7(x) de nombres premiers jusqu’a x est bien approché par la fonctionﬂ

Litr) = [ dat

0o logt

En 1837, Dirichlet prouva son fameux théoreme de I’existence d'une infinité de nombres
premiers dans toute progression arithmétique gn + a avec g et a deux entiers positifs
premiers entre eux.

Le 24 mai 1848, Tchebychev lut a I’Académie de Saint-Petersbourg son premier mé-
moire sur la distribution des nombres premiers, publié plus tard en 1850. Il contient
la premiere étude de la fonction 7(z) par des méthodes analytiques.

2. L’intégrale est une valeur principale au sens de Cauchy.



Tchebychev commence par prendre le logarithme du produit d’Euler, obtenantﬂ

1
2) - St (1 ) +toa(s — 1) = og((s = 1))
p
qui est son point de départ.

Ensuite, il prouve la formule intégrale

() Cls) =1 s i 1 F(ls) /OOO (e‘”l— 1 ;:) e TTat e,

dont il déduit que (s—1)((s) a pour limite 1, et a également des dérivées finies de tous
ordres, lorsque s tend vers 1 depuis la droite (par-dessus). Il observe alors que la dé-
rivée de n’importe quel ordre du coté gauche de 1'égalité (2) peut s’écrire comme une
fraction dans laquelle le numérateur est un polynéme en les dérivées de (s — 1)((s),
et le dénominateur est une puissance entiere de (s —1)((s), d’ou il découle que le c6té
droit de 'égalité (2) a des dérivées finies de tous ordres, lorsque s tend vers 1 par la
droite. De cela, il est capable de prouver que s’il y a une formule asymptotique pour
7(x) au moyen d’une somme finie 3" azz/(log )*, jusqu’a un ordre O(z/(log z)V),
alors ar, = (k — 1)! pour k =1,..., N — 1. Ceci est précisément ’expansion asympto-
tique de la fonction Li(x), ce qui corrobore I'intuition de Gauss.

Un second article de Tchebychev donne des preuves rigoureuses des bornes explicites
supérieure et inférieure pour m(z), de 'ordre de grandeur correct. Ici, il introduit les
fonctions de comptage

I(z) = logp, (x) =0(x) +I(Vw) +I(Vx) + ...

p<z

et prouve l'identité[]

> (2) = log[x]!.

n<x

De cette identité, il obtient finalement des bornes numériques supérieure et inférieure

pour ¥(z),¥(z) et 7(z).

Les variantes populaires de la méthode de Tchebychev, basées sur le caractere entier
ou non de rapports adéquats de factorielles, ont été utilisées plus tard et ne peuvent
étre attribuées a Tchebychev.

3. Tchebychev utilise 1+ p a la place de notre s. Nous écrivons ses formules en notation moderne.
4. Ici [x] dénote la partie entiere de z.



Le mémoire de Riemann sur 7(z) est vraiment étonnant pour la nouveauté des idées
qu’il introduit. I1 écrit d’abord ((s) en utilisant la formule de I'intégrale, valide pour
R(s) >1:

(1) () = o | e
s) = ¥ d,
I(s)Jo 1—e®

et alors il déforme le contour d’intégration dans le plan complexe, de maniére a obte-
nir une représentation valide pour tout s. Cela donne le prolongement analytique et
I'équation fonctionnelle de ((s). Ensuite, il donne une seconde preuve de 1'équation
fonctionnelle selon la forme symétrique (1), il introduit la fonction £(¢) et il établit
quelques-unes de ses propriétés comme fonction de la variable complexe t.

Riemann continue en écrivant le logarithme du produit Eulérien comme une trans-
formation d’intégrale, valide pour R(s) > 1 :

(5) o ((5) = [ T[w)e

ou
1 1
[1(x) = (@) + 5m(o) + o7 (Va) + ..
Par inversion de Fourier, il est capable d’exprimer [[(z) comme une intégrale com-
plexe, et de la calculer en utilisant le calcul des résidus. Il y a des résidus au niveau
des singularités de log ((s) en s = 1 et aux zéros de ((s). Finalement, une formule

d’inversion exprimant 7(z) en fonction de []J(z) amene a la formule de Riemann.

Ce fut un résultat remarquable qui attira immédiatement beaucoup d’attention.
Méme si la ligne d’attaque initiale de Riemann a pu étre influencée par Tchebychev
(on trouve des références explicites a Tchebyehev dans le Nachlassﬂ non publié de
Riemann), sa grande contribution a été de voir comment la distribution des nombres
premiers est déterminée par les zéros complexes de la fonction zeta.

Au premier abord, '’hypothese de Riemann apparait seulement comme une propriété
intéressante plausible de la fonction spéciale ((s), et Riemann lui-méme semble de
cet avis. Il écrit : “Hiervon ware allerdings ein strenger Beweis zu wiinschen ; ich
habe indess die Aufsuchung desselben nach einigen fliichtigen vergeblichen Versuchen
vorlaufig bei Seite gelassen, da er fiir den nachsten Zweck meiner Untersuchung ent-
behrlich schien,” que I'on peut traduire par “Il serait sans aucun doute souhaitable
d’avoir une preuve rigoureuse de cette proposition ; pourtant j’ai laissé cette recherche

5. Le Nachlass contient les articles et notes non publiés de Riemann et il est conservé dans la
bibliotheque mathématique de 1'Université de Gottingen. La partie concernant la fonction effective
a finalement été étudié en profondeur par C. L. Siegel [Sie].
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de c6té pour 'instant apres quelques tentatives rapides infructueuses, parce qu’elle
semble ne pas étre nécessaire au but immédiat de mon étude.”.

D’un autre co6té, on ne devrait pas tirer de ce commentaire la conclusion que 1’hy-
pothese de Riemann était seulement une remarque occasionnelle d’un intérét mineur
pour lui. La validité de I’hypotheése de Riemann équivaut a dire que la déviation du
nombre de nombres premiers du terme moyen Li(z) est

m(z) = Li(z) + O(Vx log x);

Le terme d’erreur ne peut pas étre beaucoup amélioré, puisqu’on sait qu’il oscille
dans les deux directions d’un ordre de grandeur au moins égal a Li(y/z) log log log z
(Littlewood). Quand on voit les commentaires de Riemann a la fin de son mémoire
a propos de 'approximation de 7(x) par Li(x), il est assez vraisemblable qu’il avait
vu combien son hypothese était centrale pour permettre d’évaluer la qualité de I'ap-
proximation de 7(x) que 'on peut obtenir a partir de cette formule.

L’invalidation de I’hypothese de Riemann provoquerait des ravages dans la distri-
bution des nombres premiers. Ce fait a lui seul fait de I'hypothese de Riemann la
principale question ouverte en théorie des nombres premiers.

L’hypothese de Riemann est devenue un probléeme central de mathématiques pures,
pas seulement du fait de ses conséquences fondamentales sur la loi de distribution des
nombres premiers. Une raison est que la fonction zeta de Riemann n’est pas un objet
isolé, elle est plutot le prototype d’un ensemble plus général de fonctions, appelées
fonctions L, associées a des objets algébriques (les représentations automorphes) ou
arithmétiques (les variétés arithmétiques) ; nous les appellerons les fonctions L glo-
bales. Ce sont des séries de Dirichlet avec un produit Eulérien adéquat et on s’attend
a ce qu’elles satisfassent une équation fonctionnelle appropriée et une hypothese de
Riemann. Les facteurs du produit Eulérien peuvent aussi étre considérés comme des
fonctions zeta d’un certain type de nature locale, et ils devraient aussi satisfaire une
hypothese de Riemann appropriée (appelée la propriété de Ramanujan). Les proprié-
tés les plus importantes des objets algébriques ou arithmétiques sous-tendant une
fonction L peuvent ou devraient pouvoir étre décrits en fonction de la localisation
des zéros et des poles, et des valeurs en certains points spéciaux.

Les conséquences d’une hypothese de Riemann pour les fonctions L globales sont
importantes et variées. Nous mentionnons ici, pour indiquer la variété des situations
auxquelles elle peut étre appliquée, une forme effective extrémement forte du théoreme
de densité de Tchebotarev pour les corps de nombres, la représentabilité non triviale
de 0 par une forme cubique non singuliére en 5 variables ou plus (en supposant qu’elle
satisfiait les conditions appropriées de congruences nécessaires a sa solubilité, Hooley),



et le test déterministe de primalité en temps polynomial de Miller. D’un autre coté, de
nombreux résultats profonds de théorie des nombres qui sont des conséquences d’une
hypothese de Riemann généralisée peuvent étre montrés comme étant valides indé-
pendamment d’elle, ajoutant ainsi un poids considérable a la validité de la conjecture.

Il est en dehors du champ de cet article de résumer la définition des fonctions L glo-
bales, on se reportera a ce sujet a Iwaniec et Sarnak [IS] pour une étude des propriétés
qu’elles sont attendues de satisfaire ; il suffit de dire ici que ’étude des propriétés ana-
lytiques de ces fonctions présente d’extraordinaires difficultés.

Déja, le prolongement analytique des fonctions L en fonctions méromorphes ou en-
tieres est seulement connu dans des cas spéciaux. Par exemple, I’équation fonction-
nelle pour la fonction L d’une courbe elliptique sur Q et pour ses torsions par des
caracteres de Dirichlet est une conséquence facile de 'existence d’une paramétrisation
de la courbe au moyen de fonctions modulaires pour un groupe de Hecke T'o(N) (elle
lui est équivalente) ; la difficulté réelle consiste a établir cette modularité. Personne
ne sait comment prouver cette équation fonctionnelle par des méthodes analytiques,
mais la modularité des courbes elliptiques sur Q a été établie directement, d’abord
dans le cas semi-stable dans le travail spectaculaire de Wiles [Wi] et de Taylor et
Wiles [TW] amenant la résolution du dernier théoreme de Fermat, et ensuite dans
le cas général dans une pré-publication récente de Breuil, Conrad, Diamond et Taylor.

Toutes les fonctions L ne sont pas directement associées a des objets arithmétiques
ou géométriques. L’exemple le plus simple de fonctions L qui ne soient ni de nature
arithmétique ni de nature géométrique sont celles qui découlent de formes d’ondes de
Maass d’une surface de Riemann X uniformisée par un sous-groupe arithmétique I"
de PGL(2,R). Ce sont des pullbacks f(z) vers le recouvrement universel J(z) > 0 de
X des fonctions propres simultanées pour ’action du Laplacien hyperbolique et des
opérateurs de Hecke sur X.

Le cas le plus important est & nouveau le groupe I'o(/N). Dans ce cas, on introduit
une notion de forme d’onde primitive, analogue a la notion de caractere primitif de
Dirichlet, signifiant que la forme d’onde n’est pas induite par une autre forme d’onde
pour un I'g(N’) avec N’ un diviseur propre de N. Pour une forme d’onde primitive,
I’action des opérateurs de Hecke T,,, est définie pour tout n, et la fonction L peut
étre définie comme Y A¢(n)n~%, ot Af(n) est la valeur propre de 7T, agissant sur la
forme d’onde f(z). Une telle fonction L a un produit Eulérien et satisfait 1’équation
fonctionnelle analogue a celle de ((s). On s’attend aussi a ce qu’elle satisfasse I’hy-
pothese de Riemann.

Pas un seul exemple de validité ou d’échec de I’hypothese de Riemann n’est connu
a ce jour pour une fonction L. L’hypothese de Riemann pour ((s) ne semble pas
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étre plus facile que pour les fonctions L de Dirichlet (excepté éventuellement pour
les zéros non-triviaux réels), ce qui ameéne a penser que sa solution peut nécessiter
d’attaquer des problémes plus généraux, au moyen d’idées entierement nouvelles.

III. Evidence de I’hypothéese de Riemann. Nonobstant quelque scepticisme ex-
primé dans le passé, et peut-étre a cause du nombre de tentatives infructueuses d’ob-
tenir une preuve plutot que de solides heuristiques, il est juste de dire qu’aujourd’hui,
il y a un peu d’évidence en sa faveur. Nous avons déja insisté sur le fait que I'hypo-
these de Riemann générale est consistante avec notre connaissance actuelle en théorie
des nombres. Il y a aussi une évidence spécifique d’'une nature plus directe, que nous
allons examiner maintenant.

Premiérement, voyons 1’évidence numérique forte.

D’une maniere suffisamment intéressante, les premiers calculs numériques des pre-
miers zéros de la fonction apparaissent déja dans le Nachlass de Riemann. Une vé-
rification numérique de I’hypotheése de Riemann dans un intervalle donné peut étre
effectuée de la facon suivante. Le nombre N(7') de zéros de ((s) dans le rectangle R
de sommets en —1 — 71,2 — T, 2 +T, —1 4T est donnée par l'intégrale de Cauchy

NT)-1= 1/(97%—(/(3)615,

211

si T n’est pas la partie imaginaire d’un zéro (le -1 du c6té gauche de cette formule est
dt au pdle simple de ((s) en s = 1). La fonction zeta et ses dérivées peut étre calculée
avec une précision arbitraire en utilisation la formule de sommation de MacLaurin ou
la formule de Riemann-Siegel [Sie] ; la quantité N(7T') — 1, qui est un@ entier, est alors
calculée exactement en divisant par 27 I’évaluation numérique de l'intégrale, et en
arrondissant sa partie réelle, a I'entier le plus proche (ceci est seulement d'un intérét
théorique, et de bien meilleures méthodes existent en pratique pour calculer N(7T')
exactement). D’un autre coté, puisque () est continue et réelle pour ¢ réelle, il y aura
un zéro d’ordre impair entre n’importe quels deux points entre lesquels £(t) change
de signe. En choisissant judicieusement les points en question, on peut détecter les
changements de signe de £(t) dans l'intervalle [T, T]. Si le nombre de changements
de signe est égal a N(7T'), on en conclut que tous les zéros de ((s) dans R sont simples
et satisfont 'hypothese de Riemann. De cette maniere, il a été démontré par van de
Lune, te Riele et Winter [LRW] que les 1.5 billions premiers zéros de ((s), ordonnés
par parties imaginaires positives croissantes, sont simples et satisfont 'hypothese de
Riemann.

L’hypothese de Riemann est équivalente a l'assertion que tous les maxima locaux
de &(t) sont positifs et que tous les minima locaux sont négatifs, et il a été suggéré
que si un contre-exemple existe, alors il devrait se trouver au voisinage des pics in-
habituellement élevés de ‘C (3 + zt)‘ Le domaine ci-dessus pour T est T = 5 x 10®
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et n’est pas assez grand pour que ‘C (% + zt)‘ montre de tels pics, dont on sait qu’ils
peuvent éventuellement exister. De plus, les calculs effectués par Odlyzko [Od] dans
des intervalles particuliers montrent que I’hypothese de Riemann est vérifiée pour
plus de 3 x 108 zéros plus grands queﬂ 2 x 10%°. Ces calculs corroborent également
fortement des conjectures indépendantes de Dyson et Montgomery [Mo| concernant
la distribution des intervalles entre les zéros.

Calculer les zéros de fonctions L est plus difficile, mais cela a été fait dans plusieurs
cas, incluant des exemples de fonctions L de Dirichlet, de fonctions L de courbes
elliptiques, de fonctions L de Maass et de fonctions L non abéliennes d’Artin qui
proviennent des corps de nombres de petit degré. Aucune exception a ’hypothese
générale de Riemann n’a été trouvée de cette maniere.

Deuxiemement, il est connu que d’éventuelles exceptions a I'’hypothese de Riemann

doivent étre rares si I'on s’éloigne de la droite R(s) = 1.

Soit N(«, T) le nombre de zéros de ((s) dans le rectangle o < R(s) < 2,

0 <3J(s) <T. Le résultat prototype remonte & Bohr et Landau en 1914, notamment
N(o, T) = O(T) pour tout « fixé tel que 3 < o < 1. Une amélioration significative du
résultat de Bohr et Landau a été obtenu par Carlson en 1920, qui a démontré le théo-
réme de densité N(a,T) = O(T**1=9+) pour tout £ > 0 fixé. Le fait que I'exposant
ici soit strictement plus petit que 1 est important pour les applications arithmétiques,
par exemple dans I’étude des nombres premiers dans de petits intervalles. L’exposant
dans le théoreme de Carlson a été plusieurs fois précisé pour différents domaines de
a, en particulier pour le domaine % < a < 1. Curieusement, le meilleur exposant
connu jusqu’a aujourd’hui dans le domaine % < a< % reste I'exposant de Ingham
3(1 — «)/(2 — «), obtenu en 1940. Pour des références de ces résultats, le lecteur
peut consulter la révision récente par Heath-Brown de la monographie classique de

Titchmarsh [Ti], et le livre d'Ivi¢ [Iv].

Troisiémement, il est connu que plus de 40% des zéros non-triviaux de ((s) sont
simples et satisfont 1'’hypothese de Riemann (Selberg [Sel], Levinson [Le|, Conrey
[Conr]). La plupart de ces résultats ont été étendus a d’autres fonctions L, incluant
toutes les fonctions L de Dirichlet et les fonctions L associées a des formes modulaires
ou & des formes d’onde de Maass.

IV. Evidence renforcée : Variétés sur des corps finis. On peut dire que la
meilleure évidence en faveur de 'hypothese de Riemann découle de la théorie corres-
pondante, qui a été développée dans le contexte des variétés algébriques sur des corps

6. Les calculs les plus récents d’Odlyzko, qui arrivent bientot a terme, exploreront complétement
I'intervalle [1022,10%2 + 1010].



finis. La situation la plus simple est la suivante.

Appelons C' une courbe non-singuliere projective sur un corps fini F, de caractéris-
tique p avec ¢ = p® éléments. Soit Div(C') le groupe additif des diviseurs de C' défini
sur IF,, ou en d’autres termes, des sommes finies formelles a = Y~ a,;F;, avec a;, € Z
et P, points de C' définies sur une extension finie de F,, telles que ¢(a) = a ou ¢
est ’endomorphisme de Frobenius sur C' élevant les coordonnées a la puissance ¢q. La
quantité deg(a) = 3 a; est le degré du diviseur a. Le diviseur a est dit effectif si tout
a; est un entier positif; dans ce cas, nous écrivons a > 0. Finalement, un diviseur
premier p est un diviseur positif qui ne peut pas étre exprimé comme une somme de
deux diviseurs positifs. Par définition, la norme d’un diviseur a est Na = ¢d&®.

La fonction zeta de la courbe C, telle que définie par E. Artin, H. Hasse et F.K.
Schmidt, est
1

C(S,C) = Z Nag'

a>0

Cette fonction a un produit Eulérien

¢(s,C) =TI = Np~)~

p

et une équation fonctionnelle
g5 (5,C) = g DU=¢(1 — 5,0,

ol g est le genre de la courbe C'; ceci est une conséquence du théoreme de Riemann-
Roch. La fonction ((s, C') est une fonction rationnelle de la variable t = ¢~* et est donc
périodiqueﬂ de période 27i/log q et a des poles simples en les points s = 2mim/log g
et s = 1+ 2mim/log ¢ pour m € Z. Exprimée en fonction de la variable ¢, la fonction
zeta devient une fonction rationnelle Z(t,C') de t, avec des pdles simples en ¢ = 1
et t = ¢~'. L’utilisation de la variable ¢, plutot que ¢~*, est plus naturelle dans le
cas géométrique et nous appellerons fonctions Zeta, avec un Z majuscule, les objets
correspondant.

L’hypothese de Riemann pour ((s,C') est I'assertion que tous ses zéros ont pour par-
tie réelle : ; cela correspond pour la fonction Zeta Z(t,C), qui a un numérateur de

2
degré 2¢, au fait que ses zéros ont pour valeur absolue ¢~ /2.

Ceci est tres facile a vérifier si ¢ = 0, parce que le numérateur est 1. Pour g = 1,
une preuve a été obtenue par Hasse en 1934. Le cas général pour le genre arbitraire a
finalement été établi par Weil dans le début des années 1940 (voir sa lettre a E. Artin

7. De fagon similaire, {(s) est presque périodique dans le demi-plan R(s) > 1+ 4, > 0.



du 10 juillet 1942, ou il donne un croquis complet de la théorie des correspondances
sur une courbe [Wel]); ses résultats furent finalement publiés sous forme de livre en
1948 [We2].

A travers ses recherches, Weil a été amené a la formulation de conjectures générales a
propos des fonctions Zeta de variétés algébriques générales sur des corps finis, reliant
leurs propriétés a la structure topologique de la variété algébrique qui les sous-tend.
Ici, 'hypothese de Riemann, sous une forme simplifiée, est I'assertion que les réci-
proques des zéros et des poles de la fonction Zeta (appelées racines caractéristiques)
ont pour valeur absolue ¢~%? avec d un entier positif ou nul, et sont interprétées
comme les valeurs propres de 'automorphisme de Frobenius agissant sur la coho-
mologie de la variété. Apres que M. Artin, A. Grothendieck, et J.-L. Verdier aient
développé l'outil fondamental de la cohomologie étale, la preuve de 'hypothese de
Riemann correspondant aux fonctions Zeta de variétés arbitraires sur des corps finis
a finalement été fournie par Deligne [Dell], [Del2]. Le théoreme de Deligne peut cer-
tainement étre considéré comme le couronnement des plus profondes réalisations des
mathématiques du Xx®™° siecle. Ses applications nombreuses & la résolution de pro-
bléemes anciens en théorie des nombres, en géométrie algébrique et en mathématiques
discretes sont les témoins de I'importance de ces hypotheses de Riemann générales.

Selon notre opinion, ces résultats dans le domaine géométrique ne peuvent étre consi-
dérés comme ne relevant pas de la compréhension de ’hypothese classique de Rie-
mann, ces analogies étant trop irrésistibles pour étre carrément rejetées.

V. Toujours plus d’évidence : la formule explicite. Une généralisation concep-
tuelle importante de la formule explicite de Riemann pour 7(z), obtenue par Weil
[We3] en 1952, offre un indice de ce qui peut continuer de se cacher derriere le pro-
bleme.

Considérons la classe W des fonctions a variable complexe f(x) de la demi-droite po-
sitive R, continues et continiiment différentiables sauf pour un nombre fini de points
pour lesquels a la fois f(x) et f'(z) présentent au plus une discontinuité de la pre-
miere espece, et auxquels les valeurs de f(x) et f/(x) sont définies comme moyennes
de leurs limites droite et gauche a cet endroit. Supposons également qu’il existe § > 0
tel que f(x) = O(2?) lorsque & — 0+ et f(z) = O(x~!7°%) lorsque z — +o0.

Désignons par f (s) la transformée de Mellin
~ 7 dx
7(9) = [ r@ye,
0

qui est une fonction analytique de s pour —d < R(s) < 1+ 9.

10



Pour la fonction zeta de Riemann, la formule de Weil peut étre exprimée comme suit.
Soit A(n) = log p si n = p* est une puissance d’un nombre premier p, et 0 sinon. On
a la

Formule explicite. Pour f € W, on a
= F)+ T =3 A {0+ () )+ (tog x4 4)5(0)
P

:+/{ 4t (5) -l

Ici la premiere somme est effectuée sur tous les zéros non triviaux de ((s) et est
comprise comme
lim Z f

T—+oc0 ol<T

Dans son article, Weil a montré qu’il y a une formule correspondante de zeta pour les
fonctions L d’un corps de nombres aussi bien que pour les fonctions Zeta des courbes
sur les corps finis. Les termes dans le coté droit de 1’équation peuvent étre écrits
comme une somme de termes de nature locale, associés aux valeurs absolues du corps
de nombres sous-jacent, ou du corps de fonctions sous-jacent dans le cas d'un corps
de caractéristique positive. De plus, dans le dernier cas, la formule explicite peut étre
déduite de la formule du point fixe de Lefschetz, appliquée a I’endomorphisme de
Frobenius sur la courbe C. Les trois termes du coté gauche de I'équation, notam-
ment f(0),3 f(p), f(1), correspondent maintenant a la trace de 'automorphisme de
Frobenius de la cohomologie l-adique de C' (le terme intéressant > f(p) correspond
a la trace sur H'), alors que le c6té droit correspond au nombre de points fixes de
I’endomorphisme de Frobenius, c¢’est-a-dire aux diviseurs premiers de degré 1 sur C.

Weil a aussi démontré que ’hypothése de Riemann est équivalente a la négativité du
coté droit pour toutes les fonctions f(z) de type

f@)= [ gley)gl)ay

a chaque fois que g € W satisfait les conditions supplémentaires

[T o)™ = [7 gaiz =0

Xz

Dans le cas géométrique des courbes sur un corps fini, la négativité est plutot une
conséquence facile du théoréme de |’ algébrique pour les surfaces, c’est-a-dire,
indice
indice
Théoreme de 'aaddais algébrique. Soit X une surface projective non-singuliere dé-
finie sur un corps algébrique fermé. Alors l'auto-intersection quadratique de la forme

(D.D), restreinte au groupe des diviseurs D sur X de degré 0 dans le recouvrement
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indice


projectif de X, est semi-définie négative.

indice
Le théoreme de |'iadase algébrique pour les surfaces est essentiellement di a Severiﬁ
en 1906 [Sev, §2, Théo. I|. La preuve utilise le théoréeme de Riemann-Roch sur X et
la finitude des familles de courbes sur X d’un degré donné ; aucune autre preuve par
des méthodes algébriques n’est connue a ce jour, méme si plus tard, quelques auteurs
ont indépendamment redécouvert I'argument de Severi.

indice
Le théoreme de |'daaas algébrique pour les variétés projectives non-singulieres de di-
mension paire sur les nombres complexes a d’abord été formulé et prouvé par Hodge,
comme une conséquence de sa théorie des formes harmoniques. Aucune preuve algé-
brique du théoreme de Hodge n’est connue, et cela reste un probleme ouvert fonda-
mental que de I’étendre aux variétés sur des corps de caractéristique positive.

Le travail de Montgomery [Mo], Odlyzko [Od], et Rudnick et Sarnak [RS] sur les cor-
rélations pour les espacements entre zéros de £(t) suggere que les fonctions L peuvent
étre groupées en quelques familles, dans chacune desquelles la corrélation est univer-
selle; la corrélation pour les espacements conjecturée est la méme que celle pour la
distribution limite des valeurs propres de matrices aléatoires orthogonales, unitaires
ou symplectiques dans des familles universelles adéquates, quand la dimension tend
vers 1’o00.

Tout ceci est compatible avec la vision exprimée par Hilbert et Pélya que les zéros
de &(t) pourraient étre les valeurs propres d’un opérateur auto-adjoint linéaire sur
I’espace de Hilbert adéquat. Il faudrait aussi rappeler qu’une théorie correspondante
inconditionnelle, pour les corrélations d’espaces des racines caractéristiques des fonc-
tions Zeta des familles de variétés algébriques sur des corps finis ont été développées
par Katz et Sarnak [KS], en utilisant les méthodes introduites par Deligne dans sa
preuve de I’hypotheése de Riemann pour les variétés sur les corps finis. Ainsi le pro-
bleme des corrélations d’intervalles pour les zéros des fonctions L semble étre un
probleme tres profond.

Tout ceci amene plusieurs questions de base.

Y a-t-il une théorie dans le cas global, qui joue le méme role que celui que joue la

cohomologie pour les fonctions Zeta des variétés sur un corps de caractéristique po-

sitive 7 Y a-t-il un analogue de ’automorphisme de Frobenius dans le cas classique 7

Y a-t-il un théoreme de |'iamsais général par lequel on peut prouver 'hypothese de
indice

8. Severi a montré qu’'un diviseur D sur X est algébriquement équivalent & 0 modulo torsion, s’il

est de degré 0 et si (D.D) = 0. Sa preuve reste valide, sans modifications, sous I'assomption plus
faible (D.D) > 0, qui ameéne le théoreme de 1gjsumm.

indice
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Riemann classique ? Nous sommes ici dans le domaine des conjectures et de la spé-
culation. Dans le paradigme adélique proposé par Tate et Weil, les articles [Conn],
[Den|, [Hara| fournissent des vues sur une maniére de poser ces problémes de base.

D’un autre coté, il y a les fonctions L, telles que celles attachées a des formes d’onde
de Maass, qui ne semblent pas trouver leur origine dans la géométrie et pour lesquelles
nous attendons toujours qu’elles vérifient une certaine hypothese de Riemann. Pour
ces fonctions, nous n’avons pas de modeles algébrique et géométrique pour guider
notre pensée, et il est possible que des idées entierement nouvelles soient nécessaires
pour étudier ces objets si énigmatiques.

INSTITUTE FOR ADVANCED STUDY, PRINCETON, NJ 08540
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