ANALYSE MATHEMATIQUE. Quelques conséquences de l'hypothése que la fonction ((s) de

Riemann n’a pas de zéros dans le demi-plan R(s) > 3
Note de M. J.-E. LITTLEWOOD, présentée par M. Emile Picard.
Le théoreme suivant a été trouvé d’une fagon indépendante par plusieurs auteurs :

La série

f(s) =2 anls —s0)" (1)

étant convergente pour |s — so| < 13, on a, pour
Ty S 1o <13,

l'inégalité
3 og 3 og 72
[M(ra)] 871 < [M(r)] 72 < [M(r5)] 71,

M (r) désignant le mazimum de |f(s)| sur la circonférence |s — so| = r.

A Taide de ce théoréme, je déduis de I'hypotheése de Riemann : ((s) # 0 pour R(s) > < la

conséquence suivante :

1
2

log ¢ (o + it) = O](log t)?1=7)+¢] (2)

et méme uniformément pour
1
5 +0<o0c< 17

0 et e désignant des quantités positives, arbitrairement petites et indépendantes ['une de ’autre.
Posons en fait
. 1 1
80:00+lt, r = 0g— 1+§(5 s 9 = 0g — O, T3:O'0—§<1+5).
Alors on a, d’apres des théoremes connus concernant ((s), les relations
M) =Ollog 1), M(r) = O(1),
et en appliquant (1) avec un choix convenable de gy, on obtient un résultat équivalent a (2).

Ecrivons maintenant dans (2) e = ¢ : il en résulte
[log ¢(s)| < K(log #)'°

et ainsi
|<(S)’ < elog tK (log t)~9 — tK(log )9 — O(t€> (3)
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¢ étant arbitrairement petit. D’une facon analogue

1
=0(t°) pour o> 5—1—5 (3)

‘ 1
¢(s)
On en conclut, d’apres un théoreme connu, le résultat suivant :

Les séries de Dirichlet

L )
)

et

S s _ C(2s) :
;))\(n)n =6 (4"

1
convergent dans le demi-plan R(6) > 3

On a des résultats analogues pour des séries de Dirichlet de caractere plus général. Par exemple :

(5) La droite 0 = « étant la droite de convergence de la série f(s) = > a,n~*, alors, ou la fonction
f(s) a des singularités en tout domaine o > a— 9, ou elle prend chaque valeur assignée une infinité
de fois en tous ces domaines, ou enfin on a, en tous ces domaines et pour chaque valeur de k,

lim. sup.|f(s)s ™| = oo.

Il reste encore a décider si cette derniere alternative n’est pas superflue et en quelle mesure ’exposant
de la série de Dirichlet pourrait étre généralisé.

Des raisonnements plus subtils m’ont conduit aux théoremes suivants, dont le premier nous donne
une forme plus précise de (2).

On a uniformément, pour
1

2 * log, t

<o <1,

la relation

log ((s) =log ((o+it) = O

log tlog, ¢ log, 1 @)
log, t ST

ot
log, t =loglogr,....

De plus (toujours basé sur I’hypothése de Riemann)

log ¢(1 + it) = log[O(log, tlogs t)], (5)

2



de sorte que ((1 +it) et sont de la forme

1
¢(1+4t)
O(log, t logs t).
Si, au lieu de 'hypothese de Riemann, nous supposons seulement que les abscisses des zéros de ((s)

sont toutes < © < 1, les théoremes (27), (3) et (3’) seront a remplacer par des théoremes analogues,
tandis que (6) reste inaltéré.

En me servant enfin d'un théoréeme de MM. Bohr et Landau, d’apres lequel |((1 + ¢1)] > K 1log, ¢
pour certaines grandes valeurs de ¢, je déduis (’hypotheése de Riemann étant vraie ou non) le
théoreme suivant :

(7) Ou la fonction ((s), ou bien la fonction ('(s) a une infinité de zéros dans le demi-plan o > 1—9,
0 étant une quantité positive arbitrairement petite.



