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ANALYSE FONCTIONNELLE. Etats presque périodiques sur une algébre de von Neumann. Note
de M. ALAIN CONNES, transmise par M. Gaston Julia.

Dans I nous répondons & une question de M. Takesaki en montrant la continuité de la dépendance entre
I'état normal fidele ¢ et le groupe d’automorphismes modulaires of. Dans II et IV (th. 11), nous relions
la propriété Ly de Powers et I'invariant S de ﬂ Dans III nous répondons & une question de E. J. WoodsEI
en montrant que la classification des facteurs non hyperfinis de type III n’est pas standard. Dans IV, nous
introduisons et étudions les états normaux fidéles dont le groupe d’automorphismes modulaires of est
fortement presque périodique.

Dans toute cette Note, M désigne une algeébre de von Neumann dans I’espace de Hilbert § ou elle
admet un vecteur séparateur et totalisateur. M, désigne le prédual de M, muni de la topologie
normique, § désigne I’ensemble des états normaux fidéles muni de la topologie induite.

Pour ¢ € §, 0 désigne le groupe d’automorphismes modulaires correspondantﬁ. Pour ¢ € §, on
choisit un élément &, de $), totalisateur pour M, tel que ¢(z) = (2, &,) pour tout x de M, et 'on
note Ap 'opérateur modulaire correspondant.

[. PERTURBATION DES AUTOMORPHISMES MODULAIRES.

THEOREME 1. (a) § est un G; dans M.. [cf.P].
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(b) Quand ¥ — ¢ € §, pour tout x € M, et tout t € R, on a o
convergence est uniforme en t, pour |t| < to.

— ol (z) fortement; la

)

L’estimé principal est le suivant :

LEMME 2. Si la mesure spectrale de Ay sur x&, est portée par Uintervalle [y~',~v],v > 2 et si

[ — ¢ < 479 *(Log )™,

on a
[U(07 (@)a") — (o (2)*)] < 36(1 + 48%)"/2|||* |0 — /1.

II. LA PROPRIETE L), DE POWERS ET L'INVARIANT S.

THEOREME 3. Soit \,0 < A < 1/2; si M wvérifie la propriété Ly de Powers, on a

A

[ e S(M) = ﬂSpectreAgp, Y ESF.
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La démonstration utilise le lemme plus précis suivant :
LEMME 4. Soit \,0 < A < 1/2; soient € >0 et p € F; soit u €M, u® = 0, uvu* + u*u =1 tel que
[Ap(uz) — (1 = A)p(zu)| <ellzf], VeeM;

on a alors
No(uz) — (1 — Np(zu) < 15 eVp(xz + z2*)]Y?, Vo e M.

III. INVARIANT T ET CLASSIFICATION DES FACTEURS NON HYPERFINIS DE TYPE III DANS UN
ESPACE DE HILBERT SEPARABLE.

THEOREME 5. L’espace borélien des classes d’isomorphisme algébrique des facteurs de type 111 non
hyperfinis dans [’espace de Hilbert séparable n’est pas dénombrablement séparé.

La démonstration s’appuie sur la construction effectuée dans (4) et sur le lemme suivant :

LEMME 6. Soient P un ITPFI, N un facteur fini; on a

2
1o N) = 1(P) = {To, e (~77) €21
ot T désigne linvariant défini dans (1).
IV. ETATS PRESQUE PERIODIQUES SUR UNE ALGEBRE DE VON NEUMANN.

LEMME 7. Pour ¢ € § les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Pour tout élément x de M Uensemble {0 (x)¢,,t € R} est normiquement précompact dans
9
(b) Pour tout couple (x,y) d’éléments de M la fonction

t = f(t) = plo] (x)y)

est presque périodique ;

(c) Il existe une famille Ex, A € R} de projecteurs deux & deux orthogonaur de § tels
que Ay, = XAE\, A€ RY;

(d) Il existe un groupe commutatif compact K, un homomorphisme fortement continu H de K
dans le groupe des automorphismes de M qui laissent ¢ invariant, un homomorphisme 5 du
dual K dans R tels que Vo € M,Vy € M, en posant pour g € K,

filg) = p(Hy(x)y) et falg) = p(yH,(7)),

on ait Fourier f; = Fourier fs.



DEFINITION 8. Soit ¢ € §; on dit que ¢ est presque périodique et on note ¢ € Fpp s’il vérifie les
conditions équivalentes du lemme 7.

LEMME 9. Si M est un produit tensoriel infini d’algébres de von Neumann semi-finies de genre
dénombrable (et en particulier si M est ITPFI, ou finie), Spp est dense dans §.

THEOREME 10. Soit ¢ € §pp; pour A € R%, on pose
Ny ={z,2 € M,0f(z) = \N"2,vt e R}, N =N,, C=CentredeN.

Pour x € M, on note vy(x) le plus petit projecteur v de C tel que xy = x.

1° Ona N'NM C N, ot N' désigne le commutant de N.

2° (a) Soit A € R’ ; pour que X appartienne au spectre ponctuel de A, il faut et il suffit que
kE(X\) # 0, ou
k(A) =Vr(z), @€ Ny;

(b) Pour tout A € R, il existe un isomorphisme unique wy de l’algébre réduite C k(X\) sur
C k(A1) tel que pour tout x de Ny on ait

(@) = wa(y(2));

(c) Pour tout couple (Ai,X2) d’éléments de R et tout projecteur q de C tel que
q < k(M) wx (q) < Kk(N2), on a

q < k(/\l, /\2) et W1 X2 (Q) = Wi, (w)\l (Q))

3° Pour que M soit un facteur il faut et il suffit que pour tout couple (qi,q2) de projecteurs non
nuls de C il existe A € R tel que

@ k(N wa-1(g2 k(A7) # 0.

4° Si M est un facteur, l’algébre de von Neumann N est soit discréte, soit continue.
Pour tout projecteur non nul e de N, ¢, désigne I’état défini sur I’algébre réduite M, par 1’égalité

we(x) = p(x)/p(e).

Pour ¢ € §pp, G, désigne le sous-ensemble fermé de R7, intersection des spectres des opérateurs

modulaires Ay, quand e décrit I’ensemble des projecteurs non nuls de N.

THEOREME 11. 1° Soit ¢ € §pp et soit A€ R}, A #1:

(a) Pour que A\ appartienne a G, il faut et il suffit que pour tout projecteur non nul ¢ de C et
tout voisinage V de X\ il existe un € V, tel que

k(p) quu-1(k (w") q) #0;

(b) G, est un sous-groupe multiplicatif fermé de R? ;



(c) Pour que A\ appartienne a G, il faut et il suffit que pour tout état 1 commutant avec ¢ et
tout nombre positif €, il existe un élément u de M tel que

=0, wl+atu=1,  [Pur)’ - Maw)| <clzll, Vre M.

2° Soit M un facteur de type 111 tel que Fpp soit dense dans § :
(a) Soit S(M) = ﬂ Spectre Ay, ¢ € § [cf. (1)]; on a

S(M) = (") Spectre Ap, @ €Fpp =( |Gy, ¥ € Tep ;

(b) S (M) est un sous-groupe multiplicatif fermé de RY. ;
(¢) Pour que M vérifie la propriété Ly de Powers, il faut et il suffit que /(1 — \) appartienne a
S (M) (on suppose (0 < X < 1/2).
COROLLAIRE 12. Soit M un facteur; soient ¢ € §, et A\,0 < A < 1 tels que
Spectre Ap = {\",n € Z} = S(M) ;
alors l’algébre
N ={z,x € M,0f(z) = z,Vt € R}

est un facteur (fini, continu).

COROLLAIRE 13. Soit M un produit tensoriel infini d’algébres de von Neumann semi-finies de genre
dénombrable ; soit \,0 < X\ < 1/2; M vérifie la propriété L\ d’Araki si (et seulement si) M vérifie
la propriété Ly de Powers.
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