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ANALYSE FONCTIONNELLE
Un nouvel invariant pour les algebres de von Neumann.
NoteE| de M. Alain Connes, présentée par M. Gaston Julia.

A toute algébre de von Neumann M de genre dénombrable, nous associons un invariant
S(M), sous-ensemble fermé de R, défini comme intersection des spectres des opérateurs
modulaires associés par la théorie de Tomita aux états normaux et fideles sur M.

Si M est semi-finie, S(M) C {0, 1}.

Si M), désigne les facteurs étudiés par Powers, avec 0 < A < 1/2 nous montrons que
S(My) ={u",ne Z}, u=(1—-2X)/(1+2X), ce qui donne une nouvelle démonstration du
non-isomorphisme des M.

M désigne une algebre de von Neumann dans 1’espace de Hilbert $), a un vecteur tota-
lisateur et séparateur pour M ; M’ le commutant de M.

L’opérateur qui & xa, ou € M associe z*« (resp. qui & ya, y € M’ associe y*a) est
préfermé [3] ; nous notons S, (resp. F,) sa fermeture, S, = J,A/? la décomposition
de S, étudiée dans [3], A, = F, S, est un opérateur positif.

Soit ¢ un état normal et fidele sur M, soit $,,I1,, &, la construction de Gelfand-Segal
relative a ¢ ; nous notons A, I'opérateur modulaire relatif au triplet £, II,(M), &,.

Soit. M une algebre de von Neumann de genre dénombrable, nous posons S(M) =
N Spectre A, ¢ état normal et fidele. S(M) est un fermé de R, et t # 0,t € S(M)
entraine t~' € S(M), car J,A,J, = A" ; de plus, S(M; x My) = S(My) U S(Ms), o
My x M, désigne un produit d’algebres de von Neumann.

THEOREME 1. Soit M une algébre de von Neumann opérant dans $), si l’ensemble &
des vecteurs totalisateurs et séparateurs de norme un est non vide, l’ensemble S(M) est
l’ensemble des t > 0, tels que pour tout ¢ > 0 et tout o € &, il existe x € M,y € M’
tels que ||z ol = 1,[[t'?za —ya| <&, ||z*a -2y a| < e.

Il résulte des lemmes suivants :
LEMME 2. Soit ¢ normal fidele sur M, il existe o € &, et U isométrie de 5, sur $) tels
que U, = a, UAN, U = A,
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Comme & est non vide, l'isomorphisme II, est spatial [1], ainsi IL,(z) = U~ 'z U, posons
a = U, ; on vérifie que US,U" est la fermeture de l'opérateur

{B,U'B =T,(x)&, pourun z € M,US,U"'B = Ull,(x*)&,},
dou S, =US,U et A, =UAU.

LEMME 3. Soitt > 0,e >0, € & :
(a) Distance(t'/2, Spectre AY/?) < ¢ si et seulement s’il eviste v € M,

1
o al =1, |(ad-#)waf <
(b) x € M, ||(AY? — t1/%)xa|| < & entraine existence de y € M’ tel que
[tz a—yal <e fata—tiyal <e ;
(c)x e M,ye M, |[t"?r a—yal| <&, ||z*a —t'?y*al|| < ¢ entraine
1 1
H(A& —t2)x aH <2¢
(a) Résulte de la densité de M« dans le domaine de Al/2.
(b) Soit y = Jur*Jy ;onay € M,y a = A%z a ; de plus,

(c) Soit B =z a,7 = A2y a; v et 3 sont dans le domaine de Al/2 et [|t/23—AL/2| <
g, [|AY23 — /24| < ¢, soit, comme AY2(t1/2 4 AV 71 et t1/2(+1/2 + Al/2)~1 sont des
contractions

1
o — t2y”

ly*oz)H et Jyyta = za.

A3(t2 + A3) || <e.
La conclusion résulte de (A t1/2) = (Ay — t)(AY2 1 11/2)~1

Dans la suite, 9t désigne 'algebre des matrices d’ordre 2, H 1'espace de Hilbert obtenu

en posant
(e, B) = Trace B* o pour a €M, e M.

On pose

oS
N
>
N——
Ll
(e

1
n= 1|, ou 0<)\<§ ; ona |n]=1.



$ désigne l'espace de Hilbert produit tensoriel d’une infinité dénombrable de couples
(H,n),, n € N.

L’on note II,, (resp. II') la représentation (resp. antireprésentation) de 9t dans $ qui
a x associe I, (x) [resp. 1T/ (z)] telle que

() (01 ® ... A1 @ @ U1 ®..) =0 ® .. @ A1 @ T @ Apyq @ ...
(resp. a, z au lieu de x ).

M, désigne I'algebre de von Neumann engendrée par les I1,,(901).

THEOREME 4. (a) Si M est de genre dénombrable, semi-finie, alors S(M) C {0,1}.
(b) S(My) ={u™,n € Z},u=(1—-2X)/(1+2\).

(a) Soit 7 une trace normale fidéle semi-finie sur M, ), 'espace des opérateurs de Hilbert-
Schmidt, IT (resp. II') la représentation (resp. antireprésentation) de M dans $), par
multiplication a gauche (resp. a droite).

Soit h € §, positif, non singulier, A, opérateur modulaire relatif & (9., [I(M), h).
LEMME 5. Soit v € R, alors AY = TI(R*)II'(h=2").
D’apres [3], le groupe modulaire o, est
o,(z) = h*"2z h*, don Axh = h*xhh ",
Comme II(M) et IT'(M) commutent I’on a Spectre A,llﬂ inclus dans (Spectre h).(Spectre h™1).

L’assertion (a) résulte de I'existence de hy (resp. hy) positif non singulier, élément de
9, dont le spectre ne contient que des (1/2)%, k € N [resp. des (1/3)*, k € N].

(b) Soit ¢ 'opérateur modulaire relatif au triplet (H, 9%, 7n) ; soit

_ [0 L+ /\)51 .
0 0 ’

on a |zn| =1 u’?zn=mnzetu’?nz* = 2"n; dapreés les lemmes 3, 5,
Spectre § = {u, 1,u~'}.

LEMME 6. Le vecteur ag =nQ®n® ... @ n X ... est séparateur et totalisateur pour M)
dans ), SpectreA,, = {u",n € Z}.



L’espace vectoriel E engendré par les vecteurs de la forme

TINR .. QTN AN ... (resp. N1 @ ... ANY, ®N R ...),
ot z; € M (resp. y; € M) est dense dans §).

Sao (resp. Fy,) est une extension de l'opérateur qui a 1’élément ci-dessus de F associe
TIN® .. QT n@N®... (resp. ny; ) ; ainsi Ay = FiySa, est une extension de 'opérateur
produit tensoriel algébrique de §, noté ® d, qui a un sens car 6(n) = 7.

Comme (1+A,,)E = E est dense dans 9, A,, est la fermeture de ® d, d’ou la conclusion.

LEMME 7. Soit k € N,e >0, € 9, ||| = 1; il existe x € My,y € Mj tels que
|lza|| >1—¢; et Hugxa - yaH <e, Hm*a - ugy*aH <e.
Soit F, le sous-espace de §) engendré par les vecteurs
G®.Qu,RNK®..., ounageH (=12 ..,n);

oo
comme = E, il existe n € N et o € E, tels que
1

-1
/] =1 et |o/—all<e22 (ug + 1) ,
Soit @ = Ilni1(2).. Mnik(2), y = 1L, 14 (2).. 11, 4 (2) s on a

/ / x _f L

uzz o =y o, z*d/ =wury*ad/;, donc |zal >1-—¢,

E LI *
Hu2x a—y aH <e, Hu2y a—x aH <e,

car

D=
N|=

L
2| < |2 et \z|:(2+)\) < 2%,
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