LES NOMBRES PREMIERS DANS k(p)

BALTH. VAN DER POL et PIERRE SPEZIALI

(Communiqué a la rencontre du 23 décembre 1950)

De la méme maniére que les complexes ou les entiers de Gauss a+bi (a et b deux entiers rationnels)
appartiennent au corps k(i), les entiers £ = a + bp (a et b a nouveau deux entiers rationnels) sont
dits E| appartenir au corps k(p). Ici p est défini comme étant une racine de I’équation

P +p+1=0

Les unités de k(p) sont 41, 4p, +p?, situés aux sommets d’'un hexagone régulier inscrit dans le
cercle unité.

Sip=3i(-1+iV3)= e3’™  alors p? = L=1-1iVv3) = ¢35

et
A nouveau, on a

ou
£ —Q2a—bé+a®—ab+b*=0

de telle facon que £ est un entier quadratique.
De plus, il découle de I’équation fondamentale
P H+p+1=0

que
a+bp=a—0b—bp?

a+bp?*=a—"b— bp.

Les entiers de k(p) sont par conséquent de la forme a + bp ou a + bp?, I'une des formes étant
déduisible de 'autre.

A part 1 — p et ses associés et les nombres premiers rationnels de la forme 3n + 2 et leurs associés,
les nombres premiers de k(p) et leurs associés sont de la forme

a + bp,

Référence : Balthazar van der Pol, Pierre Speziali, The primes in k(p), Indagationes Mathematicae (Proceedings)
Volume 54, 1951, p. 9-15.

Transcription en Latex et traduction, Denise Vella-Chemla, novembre 2024.
'HARDY et WRIGHT, An introduction to the Theory of numbers, p. 177-188 et p. 220-221 (Oxford, 1938).



ou a et b doivent respecter la relation

(1) a® — ab+ b* = p,

p étant un nombre premier rationnel de la forme

(2) p=3n+1

De (1) et (2), il découle que a et b ne peuvent pas étre simultanément pairs, car alors (1) serait
pair, ce qui est impossible. A nouveau, si a et b sont simultanément impairs, on peut introduire ¢’

défini par b = a — b’ ou b’ est par conséquent pair.

Sa substitution dans (1) amene
a® —ab +b?

qui est de la méme forme que (1) de telle fagon qu’on est libre de supposer b pair.

On peut par conséquent écrire

b=25 (= entier)
et (1) devient

P 2
a’ —ab+ b = (a—§> +Zb2:(a—ﬁ)2+362

ou, en appelant a — f = ¢
a> —ab+b* =+ 36%

Par conséquent, on a
(3) A+32=p=3n+1

11 découle de (3) que ¢ ne peut pas étre divisible par 3, et donc il ne reste que les deux possibilités
¢ =1 (mod 3) ou ¢ =2 (mod 3).

De plus, dans (3), n ne peut étre impair parce que cela rendrait 3n + 1 pair.
On peut donc écrire n = 2m de telle fagcon que (3) devient

(4) A+33=p=6m-+1

ol maintenant m peut étre impair ou pair.

En revenant a la forme a + bp, on a par conséquent

1 i b b
a+bp:a+b<—§+$> :a—§+%\/§:a—5+iﬁ\/§:c+iﬁ\/§



et donc ¢ + i3v/3 est un nombre premier dans k(p) quand (4) est satisfaite. Par conséquent, on a
1°+322=13=62+1

de telle facon que ¢ = 1,8 = 2 et 1+ 2i+/3 est un nombre premier dans k(p) ainsi que ses associés,
qui sont obtenus par multiplication par e*s (k =1,2,...,6).

On note de plus que si dans la forme a? — ab + b%, on remplace a par —a, et b par —b ou a par a — b
et b par b — a, on trouve les associés de a + bp.

Les nombres a+bp ont été introduits par EISENSTEIN et JACOBI dans leurs travaux sur la réciprocité
cubique.

Les nombres premiers rationnels de la forme p = 6m+1 ont déja été le sujet de plusieurs recherches.
Il a été démontré qu’ils sont en nombre infini E| en considérant 1'expression 3(1.2.3.....p)% + 1.

Parmi les formes quadratiques représentant une séquence de nombres premiers de la forme
p = 6m + 1, on note
y; = 627 + 62 + 31

qui, pour z = 0,1,...28, fournit 29 nombres premiers de la forme 6m + 1 compris entre 31 et
4909 ; en remplacant x par x — 29, on obtient

Yo = 6% — 342 + 4903

qui fournit 58 nombres premiers de la forme considérée. Ces deux formes nous ont été gentiment
communiquées par M. C. COXE (de Geneve).

Le but de la présente note est de décomposer les nombres premiers de la forme 6m + 1 sous la forme
¢ + 3532 et de les représenter dans le plan complexe (c,if3).

Entre 1 et 10 000, il y a 1229 nombres premiers en tout, dont 611 sont de la forme 6m + 1. Ci-apres
est présentée la maniere dont cette décomposition a été effectuée.

La relation 6m + 1 = ¢ 4 332 nous dit que :
1) ¢ n’est pas divisible par 3,
2) si c est pair, alors  est impair,
3) si ¢ est impair, alors ( est pair.

Cela signifie que dans le plan réel (c, 3), tous les nombres de la forme 6m + 1, que ce soient des
nombres premiers ou pas, sont situés aux sommets d’hexagones (voir la Fig. 1).

2E. CAHEN, Eléments de la Théorie des Nombres, p. 319 (Paris, 1900).
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Fig. 1

Plutot que d’essayer la décomposition directement, ce qui entrainerait de plus en plus d’essais, la
méthode suivante a été suivie.

Apres qu’ait été préparée une liste de nombres premiers de la forme 6m + 1, on a fait les ajouts
suivants :

224312, 424 3.12, 82 +3.12,....

12 4+3.22, 524+3.22, 724+3.22 .. etc.

et on a vérifié si une telle somme était un nombre premier de la forme requise. Bien sir, on aurait
également pu suivre les colonnes plutot que les lignes.

Ci-apres, est fournie une table des décompositions des nombres premiers de la forme p = 6m + 1
sous la forme ¢ 4 332

La premiere colonne contient les nombres premiers p et la seconde les nombres ¢ et [3.
La représentation des nombres premiers ¢ + i8v/3 du corps k(p) dans le plan complexe est plus
naturelle en recouvrant préalablement le plan par un réseau d’hexagones adjacents. La distance

des centres de deux hexagones adjacents horizontalement est prise comme distance unité.

Alors la distance la plus courte entre deux centres situés sur une droite verticale devient v/3.



Par conséquent, le point A dans la Fig. 2 représente le nombre premier complexe 4 + 1iv/3.

/3 aNIARNIVAR

Fig. 2

Sa norme N(4 + 1iv/3) = (4 + iv/3)(4 — iv/3) = 19 est un nombre premier rationnel de la forme
6m+ 1. L’hexagone ayant comme centre A a été ombré avec ses associés ek%(él—i—i\/g), k=1,2,..6.

Ces associés sont par conséquent trouvés simplement en tournant selon des angles de 60°, 120°,
180°, ..., etc. De cette fagon, le grand diagramme du Plateau I a été construit, qui montre claire-

ment les symétries selon les angles 0°, 60°, 120°,. ...

Le centre de ce Plateau est présenté séparément dans la Fig. 3.
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Fig 3.

Un diagramme similaire des nombres premiers gaussiens (du corps k(7)) avait été publié précédem-
3BALTH. VAN DER POL, Verslagen van de Maatschappij Diligentia, (’s-Gravenhage, 1946).
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Table de la décomposition des nombres premiers inférieurs a 10 000 de la forme p =
6m + 1 sous la forme c? + 33°.

p |oB| P |ob | plep|» [cb|[p b p [an

70 2a | sm1| sas| 1281 345 | 1051 | 3803|2718 | 10,28] 3517 | 7,34
18| 1,2 | 577 23,4 | 1237|352 | 1087 | 20,23| 2710 | 14,20| 3529 | 50,4
|
|

19| 41| 601 1312|1249 | 7.20| 1993 | 35,16 2731 | 52,3 | 3541 | 20,30
31| 23| 607! 10,13| 1279 | 14,10| 1999 | 26,21| 2749 | 7,30| 3547 | 32,29
37| 52| 813! 5,14| 1201 | 28,13| 2011 | 44,5 | 2767 | 38,21 3550 | 26,31
43| 4,3 | 619 16,11 1207 | 23,16 | 2017 | 17,24 | 2791 | 46,15| 3571 | 52,17
61| 7,2| 631 22,7 | 1303 | 34,7 | 2020 | 1,26) 2707 | 47,14 3583 | 50,19
67| 81| 643 209 | 1321 11,20| 2053 | 5,26| 2803 | 44,17{ 3607 | 58,9
73| 54| 661 10,00] 1327 | 2,21 2083 | 44,7 | 2833 | 40,12 3613 | 55,14
70| 25| 675 254 | 1381 37,2 | 2089 | 19,24 2851 | 52,7 | 3831 | 98,27
07| 7.4 | 601 4,15] 1300 | 34,0 | 2113 | 41,12 2857 | 53,4 | 3637 | 13,34
103 | 10,1 | 709 | 11,14] 1423 | 10,21 2131 | 16,25| 2887 | 2,31| 3643 | 56,13
100 | 16| 727! 22,0 |1420| 20,14 2137 | 37,16 2017 | 63,6 | 3673 | 50,8
127 | 10,3 | 733 | 25,6 | 1447 | 38,1 | 2143 | 46,3 | 2953 | 35,24| 3691 | 4,35
130 | 85| 730 | 8151453 | 1,22 2161 | 31,20| 2071 | 28,27| 3697 | 25,32
151 | 2,7 | 751 | 26,5 | 1459 | 28,15] 2179 | 44,9 | 3001 | 53,8 | 3700 | 41,26
157 | 7.6 | 767 | 13,14 1471 | 38,3 | 2203 | 4,27 3019 | 44,19 3727 | 58,11
163 | 47| 769 | 1.6 1483 20,19 2221 | 47,2 | 3087 | 55,2 | 3733 | 61,2
181 | 13,2 | 787 | 28,1 | 1489 | 17,20( 223 | 34,10 | 3040 | 43,20 3739 | 8,35
193 | 1,8 | s11| 28,3 | 1581 32,13 2251 | 8,27 3061 | 19,30 3760 | 61,4
199 | 14,1 | 823 | 26,7 | 1548 26,17| 22690 | 41,14 | 3087 | 52,11| 3793 | 55,16
211 | &7 | 829 23,10| 1659 31,14 2281 | 43,12 3079 | 14,31 3823 | 50,21
223 | 14,3 | 853 | 28,2 | 1567 22,19( 2287 | 10,27 3109 | 53,10| 3847 | 62,1
299 | 11,6 | 850 | 28,5 | 1570 | 16,21 | 2203 | 20,92| 3121 | 7,32| 3853 | 40,22
241 | 7,8 | 877 17,14| 1507 ' 25,18) 2311 | 38,17 3183 | 56,3 | 3877 | 43,26
271 | 14,6 | 883 | 4,07| 1609 ' 20,16] 2341 | 37,18 | 3160 | 40,16 | 3889 | 1,36
277 13,6 | 907 | 20,13| 1621 13,22 2347 | 32,21 | 3181 | 47,18 3907 | 32,31
283 | 16,3 | 010 | 26,9 | 1627 40,3 | 2371 | 28,23 | 3187 | 40,23 | 3019 | 62,5
307! 8,0 937 1316|1657 35,12] 2377 | 5.28| 3217 | 55,8 | 3981 | 18,35
313 ) 11,8 | 967 | 10,17 | 1663 | 34,13 ] 2383 | 14,27 3229 | 23,30 | 3943 | 26,33
331! 16,6 | 991 | 22,13 1689  37,10| 2389 | 19,26 3253 | 35,26 | 3967 | 38,29
337 | 17,4 | 997 | 5.18) 1603 41,2 | 2437 | 43,14 3259 | 44,21 4003 | 56,17
349 | 7.10| 1009 | 31,4 | 1689 32,15 2467 | 20,17 | 3271 | 2,33| 4021 ! 61,10
367 | 2,11| 021 | 7,18| 1723 20,21 2473 | 11,28 | 3801 | 43,22 | 4027 | 52,21
373 | 19,2 | 1033 | 20,8 [ 1741 17,22( 2503 | 50,1 | 3307 | 28,20 | 4051 | 28,33
379 | 4,11} 1039 | 26,11 | 1747 40,7 | 2521 | 13,28 | 3313 | 31,28 | 4057 | 13,36.
307 | 17,6 | 1051 | 32,3 | 1753 5,24| 2539 | 4,29 3319 | 38,25 4093 | 25,34
409 | 19,4 | 1063 | 14,17| 1759 28,19 2551 | 26,25| 3331 | 8,33 | 4099 | 84,1
421 | 11,10{ 1060 | 31,6 | 1777 7,241 2557 | 23,26 3343 | 34,27 | 4111 | 2,37
433 | 1,12| 1087 | 2,19| 1783  14,23| 2503 | 49,8 | 3381 | 17,32 | 4129 | 49,24
430 | 14,0 | 1003 | 11,18| 1780 | 41,6 | 2617 | 43,16 3373 | 49,18 | 4153 | 61,12
457 | 5,120 1117 | 25,14 | 1801 37,12 2647 | 50,7 | 3391 | 58,3 | 4159 | 22,35
463 | 10,11] 1123 | 16,17 | 1831 : 34,15{ 2659 | 28,25 3433 | 19,32 | 4177 | 17,36
487 | 22,1 | 1129 | 19,16 1881 | 43,2 | 2671 | 22,27 3457 | 55,12 | 4201 | 43,28
490 | 16,9 | 1153 | 31,8 | 1867 | 28,10 2677 | 35,22 | 3463 | 14,33 | 4219 | 56,19
523 | 4,13| 1171, 32,7 | 1873 | 41,8 | 2683 | 40,19 | 3460 | 1,34 | 4231 | 58,17
541 | 23,2 | 1201 | 1,20| 1879 | 2,25 2680 | 31,24 | 3409 | 56,11 | 4243 | 64,7
547 | 20,7 | 1213 | 25,14 1933 - 31.18] 2707 | 52,1 | 3511 | 58,7 | 4261 | 53,22
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4273
4207
4327
4339
4357
4363
4423
4441
4447
4483
4507
4513
4519
4540
4561
4567
4591
4507
4603
4621
4630
4651
4657
4663
4723

i729+
4758 |

4783
47RO
4801
4813
4831
4861
4903
40080
4933
4851
4057
4085
4487
4093
4000
011
65023
S50
BOTT
5100
5107
5113
S114%
5167
5179
51497
5204

f

|

5,4
85,32
38,51
4,9
5,38
16,37
54,33
37,32
58,19
40,31
20,37
25,36
62,15
43,30
47,28
2,39
22,37
67,8
64,13
17,38
46,29
68,3
6,12
10,39
56,23
29,36
14,30
26,37
67,10
1,40
fi5,14
34,35
23,38
Ti,1
47,30
59,22
58,33
25,38
13,40
68,11
65,16
46,31
06,25
60,29
4,41
67,14
40,30
5,41
35,36
38,35
fa,91
fid,19
65,18
50,24

5227
5233
5281
5323
G347

5407 |

5413

5419 |

G431
G437
5443
G449
a478
4503
462l
3527
G5LT
G663
it
5581
5623
G641
5647
5653
5659
GBED
S689
5701
A737
5743
5749
5779
5781
5821
G827
GBI
G851
58aT
BHGD
G881
6923
H95a
80T
8037
4.3
B067
6073
6079
LIGEN
6121
6133
filsl
G163
6109

52,20
71,8
47,32
56,27
258,30
70,13
11,42
84,21
62,23
73,6
20,41
61,24
74,1
74,3
73,8
22 41
35,38
4,43
41,36
17.42

[ 74,7

29,40
10,43
19,42
56,29
4,23
87,20
37.38
43,38
14,43
81,26
76,1

46,35
23,42
a8 41
74,11
76,5

T4
4%, 534
53,32
76,7

5,24
38,59
T7.6

44,37
32,41
61,28
2,45
4,45
T7.8

20,432
74,14
40,39
34,41

Bi211
a217
8220
247
6271
6277
6301
8337
G343
(ET |
6367
6373
G370
6307 |
6421
6427
6451
6469
64581
6529
6547
553 |
6571
6577
Ba0T
Ga1g
6637
6661 |
6673
Lilire!]
aEd1
6703
0709
6733
G763
7581
6793
6823
GR20
0541
871
f583 |
ao07
6049
6961 |
6oa7
6o01
faa7
7027 |
7089
TOAT
TOGY |
7129

7159

88,23
87,24
77,10
58,31
14,45
53,34
73,18
23,44
74,17
7712
62,20
5,46
52,35
7,46
61,30
80,3
76,15
11,46
41,40
75,20
80,7
50,32
32,43
85,28
50,37
64,29
17,46
37,42
79,12
46,59
8,47
34,43
19,46
49,38
80,11
73,28
61,52
14,47
79,14
87,28
82,7
16,47
80,13

| 59,34

7,48
82,0

38,43
83,6

20,47
58,35
73,24
71,26
77,20
46,41

T177
T207
7213
T219
T237
T243
T2OT
Ta09
T321
T333
T361
TE60
TI83
T411
T417
T450
T477
T480
THT
THIT
T450
THEL
T5673
7601
THH3
TGI1
TG3D
THED
TGS
TBAT
THAD
7717
TT23
T741
7753
TT50
TTHD
THET
T873
TETH
TH27
TH33
THEL
T3
THHI
8011
8017
5053
8059
&089
5101
5161
8167
5179

37.44
2,49
79,18
4,49
85,2
56,37
85,32
31,46
83,12
85,6
74,25
59,36
71,28
28,47
85,8
16,49
83,14
41,44
88,31
25,48
7,50
67,32
35,46
82,17
20,49
11,50
86,9
13,50
73,28
22,49
56,30
37,46
80,21
71,30
29,48
86,11
17,50
B.51
al.18
26,49
59,30
#9.2
$2,37
76,27
85,16
44,45
47,44
81,38
16,51
83,20
53,42
7,52
70,33
565,41

#1901
8200
g221
B233
8263
269
R287
8293
R311
B317
Ba2D
R353
BATT
B3ED
BdlD
8431
B443
B4l
B4BT
BAEZ1
B52T
B530
BOG3
BA&1
R500
86823
BE2D
B4
B6TT
BEHD
BT07
8713
B719
8731
8737
8761
2770
8803
8821
HEAD
8863
BBAT
BEOI
8023
BO20
8041
8971
9001
LI
4013
0043
D400
9067

46,45
49,44
89,10
11,62
86,17
79,26
22,51
91,2
82,23
55,42
91,4
89,12
67,36
01,6
88,15
2,53
4,53
31,50
92,1
61,40
10,53
92,5
44,47
91,10
82,25
14,53
77,30
29,52
38,40
85,22
89,16
92,9
91,12
86,21
68,97
25,52
43,48
52,45
40,49
67,38
TH |
94,3
62,41
89,18
80,20
71,36
79,30
92,13
77,32
70,37
81,42
76,33
91,16
88,21

gl
a103
0100
9127
9133 |
0151

D157

9181 |
9187 |
9199I
9241

9277

0283 |
palg |
9337

0343

B349 |
9391
9307
0403
9421 |
9433
(430
0463 |
9511
O547
AR01
Q813
9619
A631
Q843
0649
AEARL
HH79
9697
A721
9733
9739
0760
ATEl
0387
0811
as1T
BE20
0850 |
871
0883
Go01
ao0T
4931
0049
apaT
a973

4,55
26,53
19,54
5047
95,6
74,35
03,46
41,50
68,39
94,11
83,28
23,54
80,31
46,49
35,52
64,13
43,50
62,43
77,34
40,61
07,0
5,50
48,46
70,39
94,15
02,19
T8
95,14
88,26
95,3
4,43
80,24
73,38
98,6
17,56
53,48
91,22
44,51
10,56
67,42
02,21
8,67
7786
50,46
28,55
38,53
76,37
4960
52,40
BR,27
80,26
08,11
35,04



