Opérateur sphéroidal prolate et Zeta
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Résumé : Dans cet article, nous décrivons une nouvelle propriété remarquable de ’extension auto-adjointe Wy, de
Popérateur sphéroidal prolate introduite dans [1], [3]. La restriction de cet opérateur a l'intervalle J dont la fonction
caractéristique commute avec lui est bien connue, a un spectre positif discret et est bien comprise ([14], [15], [16],
[9]). Ce que nous avons découvert, c’est que la restriction de W, au complémentaire de J admet (outre une réplique
du spectre positif ci-dessus) des valeurs propres négatives dont le comportement ultraviolet reproduit celui des carrés
des zéros de la fonction zeta de Riemann. De plus, les fonctions propres leur correspondant appartiennent a 1’espace
de Sonin. Cette caractéristique s’accorde avec la preuve [4] de la positivité de Weil & la place archimédienne, qui
utilise la compression de I'action de mise a 1’échelle a ’espace de Sonin. Comme sous-produit, nous construisons une
famille isospectrale d’opérateurs de Dirac dont les spectres ont le méme comportement ultraviolet que les zéros de
la fonction zeta de Riemann.

1. Introduction

Les fonctions d’onde sphéroidales prolate jouent un rdle central dans [2] [4] [5] en relation avec
la fonction zeta de Riemann. Dans toutes ces applications, elles apparaissent comme les fonctions
propres d'un opérateur d’angle entre deux projections orthogonales dans I'espace de Hilbert L?(R)®"
de fonctions de carrés intégrables sur R. Ces projections dépendent d'un parametre A > 0, la
projection Py est donnée par la multiplication par la fonction caractéristique de I'intervalle [—\, \] C
R. La projection P, est sa conjuguée par transformation de Fourier F., qui est I'opérateur unitaire
dans L*(R)® défini par

Fer(€)(y) = [ () exp(~2miay)da.

Dans toutes les applications ci-dessus des fonctions sphéroidales prolate, ’existence miraculeuse,
découverte par le groupe des laboratoires Bell ([14], [15], [16]), d'un opérateur différentiel Wy
commutant avec I'opérateur d’angle, joue seulement un réle auxiliaire. Dans le présent article,
nous découvrons un autre “miracle”: une étude minutieuse de I’extension naturelle auto-adjointe
de Wy introduite dans le lemme 6 de [1] (voir également le paragraphe 3.3 de [3]) & L*(R) montre que
celle-ci a encore un spectre discret et que ses valeurs propres négatives reproduisent le comportement
ultraviolet des carrés des zéros de la fonction zéta de Riemann. De facon similaire, le spectre positif
correspond, dans le régime ultraviolet, aux zéros triviauxﬂ. Cette coincidence est vérifiée pour deux
valeurs A = 1 et A = /2. La raison conceptuelle de cette coincidence est le lien entre 'opérateur

(W& (@) = —0:(N* — 2)0:(2) + (27A)*2%¢ () (1)

et le carré de l'opérateur de mise a 1'échelle S := x0,. Dans [4], la compression de f(S) a l'espace
de Sonin (pour A = 1) s’est avérée étre (cela a été montré) la racine de la positivité de Weil a la
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place archimédienne sur des fonctions de test & support dans l'intervalle [271/2, 2/2], mais puisque
I’espace de Sonin n’est pas préservé par la mise a 1’échelle, on ne pouvait pas réduire la mise a
I’échelle a cet espace. Il s’est avéré que W, commute avec la projection orthogonale de ’espace de
Sonin. Donc on peut restreindre Wy a I’espace de Sonin et la similarité spectrale ultraviolette avec
les carrés des zéros non triviaux de la fonction zeta suggere qu’on a capturé spectralement la contri-
bution de la place archimédienne au spectre mystérieux de zeta. En fait, en utilisant le procédé de
Darboux, on construit une racine carrée du Dirac de W) dépendant d’un parametre de déformation,
et dont le spectre a le méme comportement ultraviolet que les zéros de la fonction zeta de Riemann.

Notre article s’organise comme suit : dans le paragraphe 2, nous montrons qu’il existe une unique
extension auto-adjointe Wy, de lopérateur symétrique Wy, défini sur l'espace de Schwartz S(R)
par (1). De plus, W, commute avec la transformation de Fourier et a un spectre discret non borné
dans les deux directions. Dans le paragraphe 3, nous montrons que les vecteurs propres pour les
valeurs propres négatives de Wy, appartiennent a l’espace de Sonin. Dans le paragraphe 4, nous
calculons 'approximation semi-classique du nombre de valeurs propres négatives de Wy, dont la
valeur absolue est inférieure & E?. Dans le paragraphe 5, nous utilisons la méthode de Darboux
combinée avec les solutions d'une équation de Riccati pour construire une famille isospectrale
d’opérateurs de Dirac ) dont les carrés sont les sommes directes de deux copies de Wy,. Dans
le paragraphe 6, nous spécialisons cela au cas A = v/2 et nous montrons que 'opérateur 2I) a un
spectre discret simple contenu dans RU:R avec des valeurs propres imaginaires selon la conjugaison
complexe et la fonction de comptage N(F) (qui compte ceux dont la partie imaginaire positive est
moindre que E) respecte la méme condition que la formule de Riemann

N(E) ~ 2 (108 (E) ~1)+0() @)
27 2T
Nous montrons également 1’évidence numérique pour la similarité spectrale ultraviolette entre les
valeurs propres de 2I) et les zéros de la fonction zeta de Riemann. Finalement, le paragraphe 7
contient des remarques finales plus spéculatives, en particulier sur une géométrie naturelle de trous
noirs 2-dimensionnelle intrinsequement liée & 'opérateur 2.

2. L’opérateur auto-adjoint d’onde sphéroidal prolate

L’opérateur sphéroidal prolate (1) est un opérateur de type Sturm-Liouville,

(Wad)(x) = =0 (p(2)0€(x)) + q2)é(x),  z€R .
o plr) =N —a?  q(x) = (2m\)?,

mais ayant deux points singuliers intérieurs, il n’est pas directement traitable par la théorie habituelle

de Sturm-Liouville. Pourtant, ses restrictions a chacun des intervalles (—oo, —\), (=, A) et (), 00)

sont des opérateurs de Sturm-Liouville standards, en fait quasi-réguliers.

Dans la suite W) sera simplement noté W a chaque fois que A est un parametre général. Pour
commencer, on regarde W comme un opérateur non borné sur L*(R) avec comme centre I’espace
de Schwartz S(R). Ainsi, W est réel, symétrique et invariant selon 1’échange de parité z — —zx.
Ces caractéristiques sont héritées de sa fermeture dans la norme de graphe W ,;,, aussi bien que



par Wiax = Wi, ce dernier ayant pour domaine
Dom(Wiax) = {€ € L*(R) | W¢ € L*(R)}, (4)

avec W¢ vu comme une distribution tempérée. De plus, W a la remarquable propriété de commuter
avec la transformation de Fourier

Foo(£)() = [ f(@) exp(—2miay)da. (5)

— 00

Puisqu’a la fois 'espace de Schwartz S(R) et son dual sont globalement invariants par la transforma-
tion de Fourier, les domaines DomW ,;, et DomW . sont également invariants, et par conséquent
a la fois Wiin €t Winax commutent avec Fe,

LEMME 2.1. Les indices de déficience de Wi sont (4,4).

Preuve. N’importe quel £ € Dom(W,,..x) satisfaisant W& = +i€ est une fonction analytique réelle
par morceaux et est uniquement déterminée par six parametres dans le complémentaire des deux
points singuliers réguliers +-\. La forme connue des solutions (cf.. [13]) avec le fait que W& € L*(R)
implique que les singularités logarithmiques de £ sur la gauche et sur la droite de £\ doivent con-
corder. Cela réduit le nombre de parametres a 4. Inversement, puisque tous les 4 points singuliers
sont LC (dans le cas limite du cercle), toute solution de W¢ = +i¢ appartient & Dom(W,,.x), par
conséquent dim Ker(W.x +4I) = 4.

LEMME 2.2. Soit £ € DomW,.x et dénotons par a = £\. La distribution p(x)0.€ coincide avec
une fonction continue f dans un voisinage de a et la fonction d’évaluation L(§) := f(a) définit une
forme linéaire continue non nulle sur DomW . qui s’évanouit sur le sous-espace fermé DomW ;,.

Preuve. Soit V' = [b, ¢] un voisinage intervalle compact de a = £\ ou a est le seul zéro de p(z).
Soit ¢ la distribution ¢ = p(x)d,&(x), on a par définition,

W 16) == | €@).p(@)o(x))dw, V6 € S(R)

Soit 1 = Wiax€, on a par définition,
(| d) = (€| Wano) = /Ré“(x) (02(p(2)00(2)) + q(x)¢(x)) dz, Vo € S(R)

Soit & € L*(R) qui coincide avec q(x)&(x) sur V. Alors pour toute fonction continue ¢ & support
dans V,

W1 8:0) = = [ &@)0(p@)0.0(@))dz = (& =1 | 6)

La restriction de £ —n a V' appartient a LQ(V) C LY(V) et la fonction fi(x) = — [;7(& — n)(t)dt
est continue et vérifie

/fl r)dr = (& —n | @)

Il s’ensuit que (¢ — f1 | 0,¢) = 0 pour toutes les fonctions continues ¢ a support dans V' et en
choisissant une fonction continue positive ¢; a support dans V' et d’intégrale 1, on obtient

(Wlg)=({fi+s|d), VoeCO(V), s= (= f)|d).
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Par conséquent, la distribution p(z)0,£ coincide avec la fonction f(x) := fi(z) + s sur V. On a
fla) = s+ fila) = (W= f) | &) — [ (& = m)(x)da
De plus (¢ | ¢1) = [ p(2)0:8(x) 1 (x)dr = — [ £(2)0x(p(2)¢1(z))dz = (£ [ m) onm € CZ(V). On

a également,
~(hilo) - [ -n@dr= [ ["(@-n®a@ddz— [ (& —n)a)da
= (& m2) + (0] ms)

ol les vecteurs n; € L*(R). Par conséquent la forme linéaire L(€) := f(a) est continue dans la
norme de graphe de DomW,,,,. Pour ¢ € S(R) la distribution ¥ = p(x)d,£(x) est une fonction qui
s’évanouit en x = a et donc L(§) = 0. Par la densité de S(R) dans DomW,,;, pour la norme de
graphe, il s’ensuit que L s’évanouit sur le sous-espace fermé DomW ;. 0]

Soit Py la projection cutoff associée a I'intervalle [—\, A], i.e. 'opérateur de multiplication par la
fonction caractéristique 1;_y ), et si P\ = IFQRP,\IF;D; dénote son conjugué par la transformation de
Fourier.

LEMME 2.3. Si & € Pomem alors P\§ € DomW,.x et WPE = PA\WE. La méme chose est
vérifiée par rapport a Pj.

Preuve. Soit f € C*(V) ou V est un voisinage de 'intervalle [—A, A]. Alors Pyf € DomWy,.x et
en voyant W (P, f) comme une distribution, on obtient pour tout ¢ € S(R)

A

W0 = [ J@ W)= [ —F@)o — #)0,0(x)dr

—-A

+/ )(2mA) 222 () .

En utilisant deux fois I'intégration par parties, ainsi que le fait que (A\* — 2%)¢/(z) et (A\? — z?)f'(x)
s’évanouissent sur la frontiere, on obtient

(W(P\f), / fla dx+/ ) (2702226 (x)d
—/ (B((N2 — 22) f'(x dx+/ )(2mA) 222 () dar

_ / W f(x
ce qui montre que W (P, f) = PA\W f. En particulier, la méme chose est vraie pour tout f € S(R),
et par la densité de S(R) dans DomW,,;, pour la norme de graphe, il s’ensuit que

£ € DomWyy, = P\ € DomW,., et WiaPE = PAWE.

L’assertion découle maintenant du fait que W commute avec F,



Les extensions auto-adjointes de W ,;, sont paramétrées par les sous-espaces auto-orthogonaux de
E := Dom(Wiax)/Dom(Wi,i, ) selon la forme sesquilinéaire anti-symétrique donnée par I'appariement

Q(&,m)

qui descend vers une forme non-dégénérée sur £.

(W ) = (€ Wanaen)), €1 € Domn(Wins) ()

g

L’appariement €2 peut étre exprimé en fonction des valeurs sur la frontiere comme habituellement.
On commence avec l'identité de Lagrange

d
ou &,n € CHR) N DomWyay, et
d d
sl = (€50 ) . plo =2 )

est le Wronskien généralisé. En U'intégrant sur des sous-intervalles compacts [a,b] C R\ {£A} , on
obtient la formule de Green

[ W@ - W) () = [ AL, = limle, al(x) ~ lmle,7](x). (9)

Le passage aux limites latérales vers les extrémités des trois sous-intervalles partitionnant R\ {£A},
étend cette identité a la ligne temporelle compléte, permettant d’exprimer €2 en fonction des crochets
de Lagrange comme suit :

Q&) = [6 1)l =% + & Al + &l (10)

pour toutes les paires £, € DomW ..

Puisque W est invariant par 1’échange de parité, il préserve la décomposition orthogo-
nale L*(R) = L2 (R) @ L% (R) en des fonctions paires, resp. impaires, ce qui en retour induit les
séparations correspondantes W =W*T e W= Q=Q,. & Q_et £ =E, dE_. Notons aussi que les
&+ sont invariants par transformée de Fourier.

Le lemme auxiliaire suivant sera utilisé dans la discussion & venir.

LEMME 2.4. (i) Soit f(z) = 3log((A? — 2?)72) vue comme une distribution tempérée. Alors, la

transformation de Fourier F., f est une distribution qui coincide en dehors de 0 avec la fonction

= . cos(2mAy)

(17) Soit 11 la fonction caractéristique de l'intervalle I = [—\, \] alors

sin(2m\y
- SN



Preuve. (i) On a f(z) = 1log((A — z)72) + 3 log((A + z)~2), alors on commence par calculer
la transformation de Fourier de la distribution ¢ = —log(z?). On a x9,f = —2. Alors on obtient
(9ny — 2. Par conséquent, yl est égal & sign(y) et £ est la valeur principale de Weil 1/|y|. Translater
la variable signifie multiplier par une exponentielle imaginaire dans Fourier et cela donne I'égalité
requise.

(77) On a 0,17 = 0_x — J) et en général, F., f(y) = 2miy F., f(v).

Nous procédons maintenant a la construction d’une base de £. D’abord, pour £, nous prenons une
fonction paire ay € C°(R) telle que ay(z) = log [\ — #?| pour z € [2X,2)] et & support dans
(%)\, %/\) Alors nous prenons (., (x) = 1y, la fonction caractéristique de l'intervalle I = [—\, A, qui
appartient & P\S(R) et par conséquent a DomW,,... Ensuite, pour £_ on pose a_(z) := za(x)

et - (z) = xf(z).
LEMME 2.5. Le quadruplet {ai,ﬁi,&i,gi} forme une base de E,..

Preuve. On vérifie en utilisant 1'expression (10) de I'appariement 2 ainsi que le lemme 2.4 que
la représentation matricielle de Omega, selon le quadruplet fourni a une entrée non nulle unique
dans chaque ligne et chaque colonne.

Dans le cas impair, on note que d’un ¢oté [a_, 8_|(z) = 22[ay, B4 ](z), et de Iautre coté, les dérivées
impliquées dans leurs transformées de Fourier a_(z) = ;8,0 (), resp. B_(z) = = LB (x).
échangent les deux fonctions cos et sin dans les termes principaux a Uinfini. Avec cette observa-
tion, le calcul devient semblable & celui pour le cas pair, et on a ainsi le résultat.

Les appariements 2 avec les éléments de la base ci-dessus amenent des conditions aux bornes de
type Sturm-Liouville. En utilisant les notations, pour & € Dom(W:

max)
Lai (5) = ZQi (ga Oé+>, Lai (g)

Qu(¢ay),
Lo, () =iQ4(, 1),  Lg (§) = <£B>

(11)

les domaines minimaux sont caractérisés en ces termes comme étant l'intersection

Dom(W,,,) = Ker Lo, NKerLs, NKerk;, NKer Ls, (12)
et les fonctionnelles induites sur £ = Dom(W)/Dom (W) forment une base de £%.

Par des calculs évidents, en utilisant le fait qu’on peut toujours restreindre le calcul & R™, on obtient
des expressions explicites pour les fonctionnelles aux bornes. A un facteur constant non nul pres,



ils sont comme suit. Dans le cas pair,
Lo (&) = lim ((z — A)log(A — 2)0:¢(x) — £(2))
— lim (2 — A)log(x — A)0:¢(z) — &(2)) ;

xT

Ly (&) = 72r lim (a:cos(27r)\a:)8m§(a:) + (27r)\xsin(27r)\x) + cos(27r)\x))£(x)) ;
Ls, (&) =— iggll_}tgo (xsin(27r)\x)8$£(x) - (27r)\xcos(27r)\x) - sin(27r)\x))£(x)) :

On remarque que 'existence de la limite définissant Lg, (), 4.e. I’égalité des limites latérales, est
assurée par le lemme 2.2.
Des formules similaires définissent les fonctionnelles L, ,Lg , L | LEL dans le cas impair.

Puisqu’a la fois Dom(W,in) et Dom(Wi,.x), ainsi que la forme symplectique 2, sont globalement
invariants par transformation de Fourier, le quotient hérite des transformations induites
fei]R : &+ — &4 qui relie les fonctionnelles aux bornes comme suit :

Lﬁi = Lﬁi © fe]R and Lai = Lozi o feR' (14)
Cette association donne naissance a deux sous-espaces auto-orthogonaux distincts, notamment

Ls =) Kerkg, N ﬂKerLEi and L, = (| KerLq, N[ Kerky, (15)
- - - -

Définition : On note W, la restriction de l'opérateur Wi« au sous-espace L5 = Ny Kerbg, N
Nt KerLB\i. Explicitement, son domaine DomWg, consiste en les éléments £ € Dom (W p.x) satis-
faisant les conditions aux limites suivantes :

lim (\? — 2%)0,£(x) = 0, (16)

rz—EA

et en 400, en écrivant £ = £ + £ avec £ € Dom(W2,,),

max

lim (:csin(27r)\:c)8x§+(x) — (27r)\:ccos(27r)\m) — sin(27r)\x))§+(a:)> =0, (17)
im (xcos(QﬂAx)axff(:v) + (277)\xsin(27r)\:c) + Cos(27r)\:1:))§’(:c)) = 0. (18)

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le résultat principal de ce paragraphe.

THEOREME 2.6. (i) W, est auto-adjoint et commute avec la transformation de Fourier.

(11) Wsa commute avec les projections Py et Py.

(1i1) Wi, est la seule extension auto-adjointe de Wiy, commutant avec Py et 13,\.

(1v) Le spectre de Wy, est discret et non borné des deux cotés ; ses valeurs propres négatives sont
sitmples, alors que ses valeurs propres positives (avec possiblement un nombre fini d’exceptions) ont
pour multiplicité 2.



Preuve. (i) Wy, est auto-adjoint par construction, et son domaine L est invariant par transforma-
tion de Fourier également par construction.

(77) Puisque DomW i, est donné par (12), tout élément de Lg est une combinaison linéaire d’un
élément & € DomW ;, et des 4 vecteurs (4, Bﬂ: du lemme 2.1. Chaque [+ est de la forme Py fyi
avec fy continue a support compact et ainsi on a en utilisant le lemme 2.3,

P/\B:I: = 6:&: € 87 WsaP/\B:I: = Wsap)\f:l: = P/\Wf:ta

qui montre que W, P\f+ = P\Ws . P\f+ = PA\W,, [+ fournissant la commutation requise pour le ..
(7i1) Le domaine d’une extension auto-adjointe de Wi, commutant avec Py et 13,\ doit étre contenu
dans DomW,,. et contient également a la fois P\S(R) et PSS (R). Ainsi, il doit contenir Lz, et ne
peut étre plus grand du fait de I'auto-adjonction.

COROLLAIRE 2.7. Si ¢ est une fonction propre de We,™ alors

(i) ¢ est régulier sur [\, A + €) et sur (A — €, \] pour un certain € > 0, avec une discontinuité
possible en \;

(ii) le terme dominant de ’expansion asymptotique de ¢ at oo est proportionnel sm(2m7ﬂ'/\as) st @

cos(2m Az

est pair et a ) i ¢ est impair.

Preuve. Cela découle des caractérisations ci-dessus (16), (17), (18) du domaine de W, combinées
avec les bases connues des solutions formelles de 'équation W& = ué, p € R, prés de £ et o0

(¢f-[13]). .

3. Espace de Sonin et valeurs propres négatives

Nous traduisons la contrainte que la transformation de Fourier F., f d'une f € DomWy.x n’a
aucune singularité logarithmique en les points singuliers en une condition sur le comportement
asymptotique de f en I’'co. Pour simplifier, nous ne traitons que les fonctions paires, et pour des
raisons de commodité de notation, on prend A\ = 1.

On peut alors trouver Pexpansion asymptotique en I'co en utilisant la condition aux limites que le
terme dominant & cet endroit est S22™%  Op prend pour des raisons de simplicité A = 1 et on
utilise [13] pour vecteur propre potentiel pour la fonction propre p I'expansion a ’oo

sin(27x) N (n — 4m?)cos(2m) N —p? 4+ 812 + 2u — 1671 + 872

- —4
; 2 3923 sin(2rz) + 0(z ™)

5#(@ ~

En fait, comme cela est montré dans la proposition 14 de [13], les coefficients de cette expansion
sont directement reliés aux coefficients de 1’expansion de la solution finie en A et en prenant pour
simplifier A = 1, si ce dernier est de la forme

) = S Ul = 1", Uol) =1, Uiy = 7



2 2 4 2
W —8mepu — 2pu + 167° — 87
Us(p) = L

alors la série asymptotique & 'infini qui gouverne la solution qui a un terme dominant en exp(—2miz)/x
est égale a v(z) exp(—2miz)/x ou

v(z) ~ > nlU, () (2miz) ™"

Quand on applique une sommation de Borel a cette série, la premiere étape consiste a la remplacer
par sa transformée de Borel qui est, a normalisation pres,

B(y) = >_ Un(w)y"
et est reliée & v(z) par [;° " exp(—zt)dt = 27" 'T'(n + 1) i.e. la transformée de Laplace

v(x)

2mix

zbéwexpﬂ—%ﬁmﬂfﬂﬂdt

LEMME 3.1. Pour tout i € R l'ezpansion asymptotique de 'unique solution §, qui en l'oo est

asymptotiquement ~ —w est sommable au sens de Borel et est égale a la transformée de

Fourier de l'unique solution paire ¢,, qui est nulle sur [—1,1] et est en accord avec f,(x) pour x > 1.

Preuve. On a 1’égalité

v(x)

2mix

oo

:/mwMJMﬁw@ﬁ:/ exp(—2mixt) fu(t + 1)dt =
0 0

— /100 exp(—Qﬂ'il’(:y - 1>>f,u<y)dy

Ainsi on obtient o
v(x) exp(—2miz)/(2miz) :/ exp(—2mizy) f.(y)dy
1

La fonction ¢, est paire et s’évanouit sur [—1, 1] de telle fagon que

| exp(=2riay)suly)dy = [ exp(=2mizy)fuly)dy + [ exp(~2rizy)fuly)dy =

—0o0

= v(z) exp(—2mix)/(2miz) + v(z) exp(—2mix)/(2mix)

Maintenant ces deux termes sont des solutions asymptotiques puisque p est réelle et
v(x) exp(—2miz)/(2miz) est une solution asymptotique. De plus, le comportement dominant & 1’co
est en (2
sin(2mx
exp(—2mizx)/(2mix) — exp(2mix)/(2mwiz) = _sin2rz)

T

Donc il en découle que la transformée de Fourier F. ¢, = &,. U

COROLLAIRE 3.2. Avec les notations ci-dessus, supposons que (i est une valeur propre négative.
Alors ¢, appartient a l’espace de Sonin.



Preuve. En fait, I’espace de Sonin est I’'orthogonal des espaces propres de W, associés aux fonctions
prolates classiques et a leurs transformations de Fourier.

Nous devrions noter ici que nous ne prétendons pas (bien que cela soit corroboré par 1’évidence
numérique) que toutes les valeurs propres de la restriction de Wy, a I’espace de Sonin sont négatives,
pourtant il ne pourrait y avoir seulement qu'un nombre fini d’exceptions.

4. Approximation semi-classique et fonction de comptage

Dans ce paragraphe, nous utilisons I’estimée semi-classique pour la fonction comptant le nombre de
valeurs propres et recherchons les valeurs propres négatives de 'opérateur Wy,. Nous considérons
I’hamiltonien classique

Hy(p,q) = (0" = N)(¢* = \?) (19)

et nous l'utilisons comme une approximation semi-classique de Wy, a travers la relation formelle

Wy ~ —4m? Hy + 412 \* (20)

en utilisant la correspondance ¢ — x et p — %&C associée au choix de la transformée de Fourier

T

F.,. L’espace de Sonin correspond aux conditions p? —A\? > 0 et ¢>—A? > 0 et la région intéressante
pour le comptage des valeurs propres est par conséquent

20_‘ T T T T T T T T T T T T T T T T T I_
15+ _
101 —

(P*-A%)(g*-A%)<(E/2 )% +A*

PzA,qzA
5+ _
Q,(E)
é R 1IO D 1‘5 D 2|07

FIGURE 1 : Le sous-ensemble 2, (F) dans le premier quadrant

WE) = {(@n) |02 Ap2 N\ Hapa) < (o) +3)
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2
L’aire de Q) (E) est donnée, avec a = (%) + A4, par l'intégrale convergente

w (Va T N =
I)\(a)://\ < T —A) dx

On a, avec x = Ay, I'égalité

Va+ My? — )\ o (Valxt+y? -1
_)\/ A )d :)\2/ —1)4
( VAEE X ) T ( VA1 Y

Ainsi, on obtient ’égalité

Iy(a) = NI (a \7%) (21)
On rappelle que les intégrales elliptiques E(m) et K(m) sont définies par

/2 /2 1
" msin?0do, Km) = [ 4p
/0 (m) 0 v1—m sin%f

LEMME 4.1. L’intégrale I(a) = I (a) est donnée par la somme des intégrales elliptiques
I(a) =aK(l—a)— E(l—a)+1 (22)
Preuve. On a, avecm=1—a, x =1/t

Appelons

VI=2 (mt? + VT = 2VT—mt* - 1)
t) = —
9(t) tv1 — mt?
On a g(0) =0, g(1) = 0 et la dérivée de g est égale a
V1 —mt? )2y 1—m V1 —mt?
1—¢2 V1I—12V1—mt2  1-—¢
de telle facon que I'égalité [} ¢'(t)dt = 0 donne (22).

+1

g'(t) =

Ainsi on obtient la

PROPOSITION 4.2 : L’approximation semi-classique du nombre de valeurs propres négatives & de
Wea avec —& < E? sur les fonctions paires est la méme que sur les fonctions impaires et est égale
a20(E,\) ou

(B, \) ~ ZE; (log (22) — 1+ log(4) — 210g()\)) A2 1 o(1) (23)

Preuve. L’approximation semi-classique correspond, pour la restriction aux fonctions paires (ou
aux fonctions impaires), a deux fois l'aire de Qy(E) et par conséquent & I(a) = \2I(a X™*), pour

2
a= (%) + A% On a l'expansion asymptotique pour a — 0o

I(a) ~ ;\/E(log(a) —2+4log(2))+1+ ;\/g(— log(a) —41og(2)) + 0 (i) (24)
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de telle fagcon que

I(a) ~ ;\/E(log(a) —2+4log(2) — 4log \) + A* + o(1) (25)

Nous utilisons alors les expansions

E E
Va= = +0(1/E), log(a) = 2log () +O(1/E?)
2m 2m
et obtenons (23).
5. Opérateurs de Dirac

Les résultats du paragraphe 4 montrent que pour des valeurs adéquates de )\, le spectre négatif
de Wy, a le méme comportement ultraviolet que les carrés des zéros de la fonction zeta de Rie-
mann. Puisque Wy, est un opérateur différentiel du second ordre, on le compare a 'opérateur de
Klein-Gordon et on construit I’analogue de 'opérateur de Dirac. D’abord, on utilise le processus
de Darboux (voir [7], [8]) pour factoriser Wy, comme un produit de deux opérateurs différentiels
du premier ordre.

LEMME 5.1. Soit p(z) = 22 — X2, V() = 472X%22, L = 9(p(2)0) + V(z), (Vf)(z) := p(x)Y/20f ()

et U lopérateur unitaire
U: L2([A 00), dw) = L[, 00), p(x) "V ?dx), U(€)(x) := p(x)/*E(x).

Soit w(zx) une solution de l’équation

2

VQU(:L‘) + ’LU(:B)2 _ —V(ZB) n <p”(£b‘) p’(:c)

1 16p(:v)> , Vo €[\ 00) (26)

alors on o L = U*(V +w)(V —w)U.

Preuve. Soit f une fonction continue sur R et considérons les opérateurs différentiels T := 0, f
et Ty := 0, f10,. Montrons que T? — Ty est un opérateur d’ordre zéro : on a

T12 = fafoaxf = _flf2axf + 6:1:f3axf

—[' 20 f = —f2f = [ fP0n, 0uf?0uf = 0uf 100 + 0 f
de telle fagon que T? —Ty est la multiplication par 272 f2+ f3 f”. Appliquer cela pour f(z) = p(z)
donne

1/4

p'(x)  p(z)?

4 16p(x)

pour lequel la conclusion découle de 'utilisation de (26).

(U*VU)? = 0,p(x)0, +

Nous déterminons maintenant toutes les solutions de I’équation de Riccati (26) qui donne

1 2 1
Va2 — X' (z) + w(z)? = —4r*\2a? — 2 ﬁ +3 (27)
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Le prochain lemme est standard en utilisant la réduction d’une équation de Riccati a une équation
de Bernoulli.

LEMME 5.2. Soit u; deux solutions a valeurs réelles de Lu = 0 qui engendrent l'espace linéaire des
solutions dans (A, 00).

(i) Pour z € C et u = uy + zug, la solution u n'a pas de zéro dans (\,00) si z ¢ R et une infinité
de zéros sinon.

(77) Toutes les solutions de l’équation de Riccati (27) sont données par

(2% — )\2)1/48 ((332 _ )\2)1/4u($))

w,(x) = (28)
ot u=1u + zug et z € C\ R.
(1i1) L’application z — w, de C\ R vers l’espace des solutions de (27) est un homéomorphisme.

Preuve. (i) Soit x € (A\,o0) et z € C\ R, u = uy + zuz. Supposons que u(x) = 0. Alors
ur(z) + zug(z) = 0 et puisque z € C\ R, cela implique uy(z) = 0 et uz(x) = 0. Le Wron-
skien p(z)(u)(z)us(r) — uh(x)us(x)) est constant et non nul puisque les u; sont des solutions
indépendantes. Par conséquent, nous obtenons une contradiction et u n’a aucun zéro. De plus,
puisque ’équation Lu = 0 est dans le cas LCO, n’importe quelle solution de valeur réelle a une
infinité de zéros.

(77) La solution standard de '’équation de Riccati (26) est de la forme

p(x) /10 (p(x) " u(x))

w(x) = (29)

ce qui donne

o P'(x) P (x)  px)® | pla)u’(z)
Vw(e) +w(z)” = 4 - u(x) 16p(x) u(x)

de telle fagon que

p”(l‘) p’(x)Q
Lu= 0= Vuw(z) +w(r)’ = -V(z) + —
@)+ e = V(o) + (42 - B
Par conséquent, par (i), n’importe quel w,, z € C\R est une solution de (27). En utilisant les trois
valeurs {i,—i,j} pour z et la réduction a une équation de Bernoulli, on peut exprimer la solution
générale de (27) selon la forme

(w_i — w;)(w; — w;)
(1—t> wj—wl-)—i-t(w,i—wi

ou it — 1)+t + 1)

z(t) = — .

®) i(t+1)+j(t—1)
(7i1) La formule (30) établit un homéomorphisme entre l'espace des solutions de 1’équation de
Riccati et le complémentaire dans P!(C) du cercle

e C\R

{teP(C) | 2(t) e P(R)}
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et ainsi I'application z — w, de C\ R dans I'espace des solutions de (27) est un homéomorphisme.

PROPOSITION 5.3 : Soit w une solution de ’équation de Riccati (27) et ) la matrice d’ordre un

d’opérateurs
D= ( o _Ow(l.) V+Ow(a;) ) (31)

Alors le carré de I) est diagonal avec chaque terme de la diagonale spectralement équivalent a L,

UpU = (é L+ 290 )

La preuve est évidente. L’utilisation du procédé de Darboux dans cette construction est relié a la
théorie des déformations spectrales [7], [8].

6. Comportement ultraviolet du spectre de Dirac, dans le cas A\ = /2

Dans cette section on prend A = /2, et on consideére 'opérateur 2Ip o Ip est comme défini dans
la Proposition 5.3.

THEOREME 6.1 : L’opérateur 2I) a un spectre simple discret contenu dans R UiR. Ses valeurs
propres imaginaires sont symétriques selon la conjugaison complexe et la fonction de comptage
N(E) comptant ceux de partie imaginaire positive moindre que E est telle que

N(E) ~ 2@; (108 (22) ~1)+0() (32)

Preuve. Par la Proposition 5.3, le spectre de 2I) est constitué des nombres complexes de la
forme & = +2y/a o « varie dans le spectre de L. Ce dernier est réel et le nombre des valeurs
propres négatives a > —E? est donné par la Proposition 4.2 comme étant égal & 20(F, \), par
conséquent en sélectionnant la racine de partie imaginaire positive on obtient

0<SE) <E < a>—(E/2)?

et le nombre N(F) de tels € est donc

20(E/2,V/2) = 22 <log (2?) — 1+ log(4) — 2log(\/§)> +0(1) =

-2 (1o (22) ~1)+0()

qui fournit I'estimation requise. O

14



100 - ¢

I Lot
| . '

80 e’
I .
L P
- ' .

60 - .8
| . ®
I o *

40 - !
I °

[ ]

r H
r [ ]

20- ¢
'
I 1 | 1 | | | 1 | | | 1 | | | 1 1 | | 1 1 |
= 5 10 15 20 25 30

FIGURE 2 : Graphique de la (partie imaginaire de la) n'®™® valeur propre (en bleu) et du n'®m®

zéro de zet

a (en rouge). Quand le point rouge cache le point bleu, les deux valeurs sont trop
proches I'une de 'autre pour étre distinguées.

I L}
L ....'
150 - L
L [ ]
. .o"..
ot’
: l'..'
100| ot
'
- ....
- ..'.
- .'.
i .'l.
50 ot
L P
e
- ..
_..
l_
| 1 | 1 1 I | I 1 1 | 1 I | I 1 1 1 | I I |
0 10 20 30 40 50 60
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FIGURE 4 : Le spectre comparé aux zéros de zeta

7. Remarques finales
Nous rassemblons dans ce dernier paragraphe un certain nombre de remarques spéculatives.
7.1. Signification géométrique du théoréme 6.1

L’opérateur 21) du théoréme 6.1 avec I’action par multiplication des fonctions continues sur I'intervalle
[V/2,00) définirait un triplet spectral si 21 était self-adjoint (ou adjoint oblique) mais son spectre
contient a la fois des éléments imaginaires et des éléments réels. Toujours, la propriété clef
que le résolvant est compact est satisfaite et de plus, puisque le terme dominant V = (2\/ x? — 2) om
est équivalent & 2x0, pour r — oo, l'algebre des fonctions ayant un commutateur borné avec 21)
contient des fonctions continues qui sont Lipchitz pour la métrique d’invariance d’échelle dz/z. La
métrique classique associée a 2I) est

2_ 1

1
ds® = 4dx2/(x2—2):—

oz(:v)dx , ax) =—4(x* - 2)

Cette ds® change de signe quand il y a traversée de la frontiere = /2 et cela suggere, dans le
but de gérer toutes les fonctions paires sur R et de prendre en compte les valeurs propres réelles et
imaginaires du carré de 2Ip, de chercher une métrique deux-dimensionnelle avec signature (—1, 1)
de la forme

1
2 _ 2 L
ds® = —a(x)dt +a(x)dx

Cette géométrie correspond a un trou noir en deux dimensions d’espace-temps avec horizon en x =
++/2. 1l respecte I’analogue 2-dimensionnel de I’équation d’Einstein avec constante comologique
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= 8 et pas de source [10]. On peut regarder les courbes nulles ce qui signifie 2 = +a(z) et utiliser

dx 1

= a(z) = —4(22 — 2) = t(z) = 5% (V2+2)/(x = V2)) +c

dt
pour passer aux nouvelles coordonnées v = t —t(z), et x inchangé. Dans ces nouvelles coordonnées,

on réexprime la métrique sous la forme continue

ds®> =4 (332 — 2) dv? — 2dvdzx

FIGURE 5 : Rayons lumineux dans la géométrie deux dimensionnelle, et en noir la courbe
originale. Les lignes verticales sont les horizons en z = 4+/2.

Dans cette métrique, les rayons lumineux sont donnés par v = vy (i.e. les lignes d’horizon de la
Figure 5) et par les courbes

v(x) = ! log T Vi +c
42 +V2
i.e. les solutions de I'équation dv = %. La courbe originale donnée par t = 0 correspond au
graphe de v = —t(z) comme montré en noir dans la Figure 5.

7.2. Valeurs propres positives de W, et zéros triviaux de Zeta

Les valeurs propres x(n) de la restriction de Wy, aux fonctions paires dans U'intervalle [\, A] ont une
forme asymptotique bien comprise qui par le théoreme 3.11 de [12] implique que, indépendamment
de la valeur de A, (notons que nous ne considérons que les fonctions paires de telle fagon que 'index
n de op.cit. est remplacé par 2n)

x(n) = (2n~|— %)2 +0(1), n — o0

Ce comportement est le méme que celui des carrés des zéros triviauxﬂ de la fonction zeta de Riemann
avec le méme décalage de % comme pour la ligne critique. Pour obtenir une relation convaincante,

2y0n triviaux ?
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on devrait analyser 'extension de 2I) & (deux copies) des fonctions paires sur R ainsi qu’aux con-
ditions que doit respecter l'espace de Hilbert pour éliminer les racines carrées positives de x(n).

7.3. Troncature spectrale

Pour éliminer les valeurs propres réelles de 2I) provenant des valeurs propres positives de Wy, on
peut effectuer une troncature spectrale [6], 'algebre des fonctions agissant par multiplication est
alors remplacée par le systeme d’opérateurs obtenu par compression sur I’espace de Sonin. De facon
similaire, on peut utiliser la troncature spectrale pour éliminer les racines carrées positives avec les
notations du paragraphe 7.2.
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