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Trouvé dans How Euler did even more de C. Edward Sandifer 1 :
Un lemme d’Euler (pour un problème oublié de Fermat)

Lemme. Si la droite AB est coupée de quelque manière que ce soit en deux points (Fig. 1), R et S,
l’aire du rectangle ayant un côté de longueur AB et un côté de longueur RS, ajoutée à l’aire d’un
rectangle ayant un côté de longueur AR et un côté de longueur BS est égale à l’aire d’un rectangle
dont les côtés sont de longueurs respectives AS et BR :

AB.RS + AR.BS = AS.BR.

Preuve :
AB = AS +BS

Multiplions par RS :
AB.RS = AS.RS +BS.RS

Ajoutons
AB.RS = AS.RS + BS.RS
AR.BS = AR.BS

AB.RS + AR.BS = AS.RS + BS.RS + AR.BS

ce qui est égal à : BS.RS + AR.BS = BS(RS + AR) = BS.AS.

De façon similaire,
AS.RS +BS.AS = AS(RS +BS) = AS.BR.

Par conséquent, on a
AB.RS + AR.BS = AS.BR

Q.E.D.

Scholion (seconde preuve) : Faisons une copie du segment ARSB qu’on appelle arsB. Utilisons ce
second segment pour former le carré ABab visible sur la figure 2.

Ce lemme peut également être démontré de la manière suivante à l’aide d’une figure géométrique
uniquement. Sur la droite AB donnée, divisée quelconquement aux points R et S, soit le carré
ABab construit et le côté Ba coupé de manière analogue aux points r et s de sorte que

Bs = BS, sr = SR et ar = AR.

Ensuite, si les droites Rh, Sg, sc et rd sont tracées parallèlement aux côtés du carré, les segments
Ss et cg du carré seront situés de part et d’autre de la diagonale Bb, et donc on aura

AE = ae.

1. MAA, série Spectrum, 2015.
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En ajoutant cf aux deux rectangles, on obtient

AE +□cf = ae+ cf,

Fig. 2. Seconde preuve de son lemme par Euler

ou bien
Af = ae+□cf.

Mais
ae = □af +□er

et donc
Af = af + er + cf

= □af + er.

où
Af = AS.Br = AS.BR

□af = ar.BS = AR.BS

et
cr = AB.rs = AB.RS.

dont les valeurs seront substituées pour obtenir

AS.BR = AR.BS + AB.RS,
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ou
AB.RS + AR.BS = AS.BR

ce qui démontre le lemme.
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Annexe : Article original en latin, consultable à la page https://scholarlycommons.pacific.edu/euler-
works/135/.
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