Sur la conjecture de réarrangement de Graham
Huy Tuan Pham, Lisa Sauermann

Résumé

Graham a conjecturé en 1971 que pour tout nombre premier p, tout sous-ensemble S C
Zp\ {0} admet un ordonnancement s1, sa, ... , 8|5| tel que toutes les sommes partielles s1, 51+
§2,...,81+ 82+ -+ 8|5 soient distinctes. Nous prouvons cette conjecture pour tous les sous-
ensembles S C Z, \ {0} avec |S| < p'=* et |S| suffisamment grand par rapport a «, pour
tout a € (0,1). Combiné avec des résultats antérieurs, cela donne une résolution compléte de
la conjecture de réarrangement de Graham pour tous les nombres premiers p suffisamment
grands.

1 Introduction

Etant donné un groupe abélien G et un sous-ensemble S C G, un ordonnancement valide de
S est un ordonnancement sy, s, ..., s des éléments de S tel que toutes les sommes partielles
51,81 + S2,...,51 + 83+ -+ + 55 soient distinctes.

Les ordonnancements valides ont fait ’objet d’un certain nombre de travaux en combinatoire et en
théorie des groupes. Le sujet principal de cet article est une conjecture, appelée la conjecture de
réarrangement de Graham, qui a été posée par Graham [7, p. 36] en 1971 et ensuite réitérée par
Erdés et Graham [6, p. 95].

Conjecture : Tout sous-ensemble S C Z, \ {0} admet un ordonnancement valide.

La conjecture de réarrangement de Graham a suscité beaucoup d’intérét ces dernieres années. Be-
dert et Kravitz [3] ont montré que la conjecture est vraie pour les petits ensembles S, a savoir
pour |S| < exp((logp)'/4), améliorant un résultat antérieur de Kravitz [9] et une observation de
Sawin [12]. Miiyesser et Pokrovskiy [10] ont montré que la conjecture est vraie pour des S treés
grands de taille |S| > (1 — o(1))p. Buci¢, Frederickson, Miiyesser, Pokrovskiy et Yepremyan [4] ont
montré une version approximative de la conjecture, ou toutes les sommes partielles sauf o(|.S|) sont
garanties d’étre distinctes. Récemment, Bedert, Bucié¢, Kravitz, Montgomery et Miiyesser [2] ont
montré que la conjecture est vraie pour de grands ensembles S, & savoir pour |S| > p'~¢ pour une
petite constante positive c.

Le résultat principal de cet article est le théoréme suivant, qui montre que la conjecture de réar-
rangement de Graham est vraie pour tous les S C Z, \ {0} avec C, < |S| < p'™®, pour tout a > 0
(avec une constante appropriée C, > 0 dépendant de «).

Théoreme 1. Pour tout 0 < a < 1, il existe une constante C, > 0 telle que ce qui suit est vrai.
Soit p un nombre premier et soit S C Z, \ {0} un sous-ensemble avec C, < |S| < p'=*. Alors il
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existe un ordonnancement valide de S, c’est-a-dire qu’il existe un ordonnancement si, s, ..., S|g|
des éléments de S tel que toutes les sommes partielles sy, 81 + S3,...,81 + 83 + -+ + 5|5 soient
distinctes.

Conjointement avec les résultats antérieurs discutés ci-dessus, cela résout completement la conjec-
ture de réarrangement de Graham pour tous les nombres premiers p suffisamment grands.

Contrairement aux résultats précédents concernant la conjecture de réarrangement de Graham,
employant des résultats structurels de combinatoire additive, ou des arguments de théorie des
graphes reposant sur des notions appropriées d’expansion et la méthode d’absorption, notre preuve
est intrinsequement probabiliste, reposant sur des estimations d’anticoncentration sur les sommes
de sous-ensembles aléatoires de S d’une taille donnée. Plus précisément, nous prouvons le résultat
d’anticoncentration suivant, qui est une entrée importante pour notre preuve du Théoreme 1.

Théoreme 2. [l existe une constante absolue C' > 0 telle que ce qui suit est vrai. Soit p un nombre
premier, soit S C Z, un sous-ensemble de taille |S| > 2, et soit m un entier avec C'log|S| < m <
1073]S]/log |S|. Maintenant, soit R C S un sous-ensemble uniformément aléatoire de S de taille
m, et soit X(R) =Y. ,cr® € Z, la somme des éléments de R. Alors

1 C

%%fP[E(R) =z| < , + S

Dans notre preuve du Théoreme 2, nous représentons un sous-ensemble uniformément aléatoire R

de taille m en partitionnant d’abord S aléatoirement en m parties de taille a peu pres égale, puis

en choisissant un élément uniformément aléatoire dans chaque partie. Pour comprendre I'anticon-

centration, étant donné une partition fixe, nous employons des idées d’analyse de Fourier similaires

au travail de Nguyen et Vu [11] sur le probleme inverse de Littlewood-Offord. L’étape nouvelle

clé dans la preuve est 1'utilisation d’estimations de concentration appropriées pour relier certaines
quantités impliquant la partition aléatoire de S a leurs analogues déterministes.

Afin de traiter également le cas ou m est plus grand que la borne supérieure supposée dans le
Théoreme 2, nous utilisons le corollaire suivant du Théoréme 2.

Corollaire 3. Pour tout 0 < € < 1 Il existe une constante C. > 0 telle que ce qui suit est vrai.
Soit p un nombre premier, soit S C Z, un sous-ensemble de taille |S| > 2, et considérons un entier
positif m < (1 — €)|S|. Maintenant, soit R C S un sous-ensemble uniformément aléatoire de S de
taille m, et soit X(R) = Y. ,cp® € Z, la somme des éléments de R. Alors

En gros, notre preuve du Théoreme 1 se déroule comme suit. En partant d’un ordonnancement
aléatoire de S, nous effectuons des ajustements locaux pour chaque segment de somme nulle (en
échangeant I'extrémité du segment avec un autre élément ultérieur proche dans I'ordonnancement).
En utilisant les bornes d’anticoncentration du Théoreme 2 et du Corollaire 3, nous montrons que
de cette maniere nous pouvons obtenir un ordonnancement valide de S.



Outre le cadre du groupe cyclique dans la conjecture de réarrangement de Graham, les ordonnan-
cements valides ont également été étudiés dans d’autres groupes. Alspach [1, 5] a conjecturé un
analogue de la conjecture de réarrangement de Graham dans des groupes abéliens finis arbitraires.
Nous pensons que notre argument peut se généraliser a d’autres groupes abéliens également, et
prévoyons de revenir sur la conjecture d’Alspach dans des travaux futurs.

Notation. Pour un nombre premier p, et tout sous-ensemble S C Z,, nous écrivons X(S5) = Y ,cq 2 €
Z,, pour la somme des éléments dans S. Tous les logarithmes sont en base e, sauf indication contraire.

Organisation. Apres quelques préliminaires dans la Section 2, nous prouverons notre résultat d’an-
ticoncentration, le Théoréme 2, dans la Section 3. Dans la Section 4, nous déduisons quelques
corollaires du résultat d’anticoncentration, en particulier le Corollaire 3 et un résultat d’anticon-
centration pour une chaine de sous-ensembles aléatoires de tailles données. Enfin, nous donnons
la preuve de notre résultat principal, le Théoreme 1, dans la Section 5, en utilisant les résultats
d’anticoncentration de la Section 4.

2 Préliminaires

Pour y € R, définissons ||y||z := min,ez |y — 2| comme la distance de y a Uentier le plus proche (et
notons que ||y||lz < 1 pour tout y € R).
Pour tous y1,...,yr € R, nous avons

ly+ -+ wellz < k-l + -+ lluwll2).
Démonstration. Soit z; € Z tel que ||y;||z = |yi — zi|. Nous avons alors
k

Z(yi - Zi)

=1

Ny +- - Fullz <+ F+u) — (a4 + )=

k k
<> lyi—zl =2 lyillz
i=1 =1

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous pouvons alors conclure que

2
k
lyr + -+ 4yl < (Z Hyi”Z) <k (gl + -+ lwllz)- O
i=1

Pour tout y € R, nous avons
1 —20[jy[|Z < cos(2my) < 1 —2ly]Z.

Démonstration. Notons que tous les termes de I'inégalité sont des fonctions 1-périodiques de y, qui
sont de plus symétriques autour de 0. Il suffit donc de vérifier I'inégalité pour y € [0, 1/2].

Pour y € [0, 1/2], nous avons ||y||z = y, et donc I'inégalité désirée se simplifie en

1 — 20y < cos(2my) < 1 —2y°



Par le théoreme de Taylor (avec la forme de Lagrange du reste), pour tout y € [0, 1/2], nous avons
2m)? 2m)3 sin (27
@n)? , , (2r)sin(rg)

omy) = 1 —
cos(2my) 5 5
pour un certain £ € [0,y] C [0,1/2]. Puisque sin(27¢) > 0 et y € [0,1/2], nous pouvons conclure
2 2
cos(2my) > 1 — ( ;T) y? =1—(27%)y* > 1 - 20y>

De méme, nous avons
27)? 27)* cos(2m¢
@n) , , (2n)fcos2me)
2 24
pour un certain £ € [0,y]. En utilisant que cos(27€) < 1 et y € [0,1/2], nous avons

cos(2my) =1 —

(2m)? 5, | (2m)t (1N, 2
cos(2my) <1 — 5 Y+ o1 (2>y <1-2y. O
Pour un nombre premier p, et y € Z, nous définissons de plus ||y||, := |ly/pllz = min.ez |y/p — z|.
Notant que ||y||, est p-périodique, cela nous permet de définir ||z||, pour tout z € Z, en posant
|||, :== ||lyll, pour tout représentant y € Z de la classe de résidus x € Z,,.
Pour un nombre premier p, et xi,...,z, € Z,, nous avons

s+ gy < k- (lallp + oo+ lzll3)-
Démonstration. En choisissant des représentants yi,...,yx € Z pour 1,..., T € Zy, il découle du
Fait 2 que
sl = /o) b+ /o) < Bl o3+ /o) = b-(eall -+ ). O

Enfin, nous rappelons une conséquence facile du théoreme de Cauchy-Davenport.
Pour un nombre premier p, un sous-ensemble A C Z,, et un entier positif k, considérons la k-ieme
somme itérée kKA=A+---+A={a1+---+ar:ay,...,a; € A}. Si kA # Z,, nous avons

kAl > 1+ k- (|A] —1).

Démonstration. Rappelons que le théoreme de Cauchy-Davenport stipule que pour tous sous-
ensembles A, B C Z,, avec A+ B # Z,, nous avons |A+ B| > |A|+|B| — 1, et donc |[A+ B|—1>
(JA| = 1) 4+ (|B] — 1). En appliquant cela de maniere répétée, pour tous sous-ensembles Ay, ..., Ay
avec Ay +- -+ Ay, # Z, (et donc en particulier A; +---+ A; # Z, pour j = 1,..., k) nous pouvons
conclure

|JAr+ -+ A = 12> (A 4+ + A D)+ (A = 1) > - > (JA] = 1) + -+ (JAk] = 1)
En prenant A; = --- = A, = A, on obtient |[kA| — 1 > k- (|A| — 1), ce qui implique I'inégalité
désirée. 0
Enfin, pour un nombre premier p et y € Z, nous définissons e,(y) = exp(2miy/p). Notant que
cette fonction est p-périodique, nous pouvons maintenant définir e,(x) pour tout = € Z, en posant
ep(x) = e,(y) = exp(2miy/p) pour tout représentant y € Z de la classe de résidus x € Z,,.

Pour un nombre premier p, et x € Z,, nous avons

2
Re(ep(z)) <1 —2|[[f;.
Démonstration. Soit y € Z un représentant de la classe de résidus x € Z,, par le Fait 2 nous avons

Re(e()) = Re(ey(y)) = Re(exp(2miy/p)) = cos(2my/p) < 1-2|ly/pllz = 1-2[ly|l; = 1-2[|z[l;. O
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3 Anticoncentration sur les tranches booléennes via 1’ana-
lyse de Fourier

Dans cette section, nous prouvons le Théoréme 1, en prenant C' = 224 Soit donc p un nombre
premier, et S C Z, un sous-ensemble de taille |[S| > 2. De plus, soit m un entier positif avec
224 log |S| = C'log|S| < m < 1073]S]/log|S|. Notons que cela implique en particulier |S| > m >
2% > 107,

Soit Z;, 'ensemble des caracteres de Fourier sur Z, (rappelons que ce sont les homomorphismes de
groupes x : Z, = {z € C : |z| = 1}). Rappelons également que nous pouvons identifier un caractere
X:Z,— {z€C:|z| =1} avec un élément y € Z, via

x(x) = ep(xx)

(rappelons que dans la Section 2, pour tout x € Z, nous avons défini e,(z) = exp(2miy/p) ol y € Z
est un représentant de la classe de résidus x € Z,,).

Etant donné 'ensemble S C Z,, dans ’énoncé du Théoréme 1 nous considérons un sous-ensemble
uniformément aléatoire R C S de taille m. Nous pouvons échantillonner un tel sous-ensemble de
taille m uniformément aléatoire de la maniere suivante, ce qui sera utile dans notre preuve.

Nous partitionnons d’abord aléatoirement les éléments de S en m ensembles Si,...,.S,, avec
|S1] > |S2| > -+ > |Sm| = |Sm| — 1 (cela signifie que Sy, ..., S, ont chacun une taille [|S|/m] + 1
ou ||S]|/m], et exactement les premiers |S| — m||S|/m] des ensembles Si,...,S,, ont une taille
[|S]|/m] + 1). Puisque m < |S|/4, tous les ensembles Si,...,S,, ont une taille d’au moins 4.
Nous choisissons ensuite indépendamment exactement un élément X; dans chaque ensemble S;
pour former un ensemble R = {Xi,..., X,,}. Il est facile de voir que R est distribué précisé-
ment comme un sous-ensemble uniformément aléatoire de S de taille m. Notons également que
Y(R) = X1+ -+ X, Nous écrirons § = (51, ..., S,,) pour le m-uplet d’ensembles dans la parti-

tion de S, et X = (Xy,...,X,,) pour le m-uplet d’éléments choisis dans ces ensembles.

Nous écrivons Pg et Eg pour les probabilités et les espérances sur 'aléa de S = (51, ..., Sy,), c’est-
a-dire sur 'aléa de la partition S = S1U- - -US,,. Pour une réalisation fixe de S = (51, ..., S;n), nous
écrivons Py et Ex pour désigner les probabilités et les espérances sur 'aléa de X = (X1,...,X,),
conditionnellement & S = (S1,...,S5,,). Notons que conditionnellement & S = (S1,...,S,), les
éléments X; € S; sont des éléments aléatoires uniformément indépendants de .S; pour ¢ =1,...,m.

Maintenant, nous avons

PIN(R) = 2] = Es[Px[%(R) = 2]],
ot la probabilité Px[X(R) = z] est conditionnellea S = (S, ...,S,,), surl'aléade X = (Xy,..., X,,).

Fixons une réalisation de S = (51, ..., S,,). L’identité standard
Px[Z(R) :Z] :Px[X1++Xm: ] *EX ZX X1+ +X —Z ZX HE)([X(X
X€Ly P e, =1
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donne

1 m
Px[%(R) =21 < = > [x(—2) [TE[( Z H Ex[x (1)
p ety i=1 er i=1
Pour tout x € Z; et tout ¢+ =1,...,m, nous avons

[Ex [x(Xi)]| =

Zep X7)

z€S;

1/2
= (ys B o eplxr) - Y ep(xx))

T€S; T€S;

5] S0

z€S;

ISI

Comme Y ,cq. €,(X) - Xpes, ep(xx) € R et e,(xv) = e,(—xx) pour tout € Z,, nous pouvons
observer que

z,x'€S;
1
< 5P > (1 =2xz — x2[7)
o oxa’eS;
2
= 15,2 Z Ixz — xa'||
o ox2’'eS;

ou l'inégalité est due au Fait 2. Cela donne

1/2
2
IEx [x(X3)]] < (1 e > lxx— XfU/Hf;) < exp <— > lxax— XJI/HZ)

|2
z,x’' €S,

|5

Ainsi, nous obtenons

f{mx[x(Xi)HSexp(—f:,Si,Q > ||xa:—xw'||§) — exp(—(x); e

z,x’'€S;

ou nous définissons

UL |
V) =2 o 2 e —xl;
i=1 ‘ l‘ z,x’' €S;
pour tout x € Z,.
Notons que la valeur de 1(y) dépend de la réalisation de S = (51, ...,S,,), et que pour le caractere
trivial correspondant a ’élément x = 0 € Z,, nous avons toujours zb(x) 0. Notons également que

pour tout x € Z,, nous avons

= 2|s|2 Z Z Ixz — xx H (3)

i=1z,2'€S;



puisque pour i = 1,...,m nous avons |S;| < [|S]/m]+1 < v/2|S|/m. Enfin, puisque ||[xz—xa'||2 < 1
pour tous z,x’ € S, nous avons toujours ¥(x) < m.

Maintenant, soit

Ag = {X € Zy - ¥(x) € [0, 1)},
et pour tout entier positif ¢, soit

Ay = {X €Zy:Y(x) €[t 2t)}.

Nous obtenons alors une partition Z, = AgUA; UAs UA;UAgU- -+ U Ayosy m) (notant que A; =0
pour t > m). De plus, par (1) et (2) nous avons

m [logy m]
1 1 1 1
Px[B(R) =2 <= > [TExXX)] < - > exp(=v(x) < —|Aol +— > [Aor|exp(—2°).
p x€z, =1 XEZLyp p D=0
Désormais, nous obtenons
P[E(R) = z] = Es[Px[%(R) = z]]
1 1 [logy m] '
<Es|-[Aol+~ > |Ay|exp(—2)
p P =0
1 1 [logy m] ’
= —Es[|4ol] + = > Es[|As[] - exp(-2). (4)
p P =o

Dans la partie restante de la section, nous allons borner Eg[|A;|] pour t € {0,1,2,4,8,...}. Pour
X € Z,, définissons
m
U(x) = W Z xz — Xx/”;
z,x' €S
Pour tout entier positif ¢, soit
Bi={x€Z,: ¥ (x) <t}

De plus, soit D, la collection des x € Z, \ {0} tels qu'il existe un y € Z, avec

3
{oes:w—yl, <syfi/m}| = JIs)

(en d’autres termes, cela signifie qu’il existe un “intervalle” dans Z, de longueur 16py/t/m conte-
nant au moins une fraction (3/4) des éléments de x.5).

Notons que, pour tout entier positif ¢, les ensembles B; et D; ne dépendent pas de la réalisation de
S = (51,...,5m) (ils ne dépendent que de I'ensemble donné S C Z,). Notre prochain objectif est
de relier les ensembles A;, qui dépendent de la réalisation de S = (S, ..., Sy,), aux ensembles B; et
D;. Plus précisément, nous allons montrer que tout x € Z, avec x € D; est contenu dans A; avec
une faible probabilité. De méme, nous montrerons que tout xy € D; \ Bsy; est contenu dans A; avec
une faible probabilité. Nous obtiendrons ensuite la borne désirée pour Eg[|A¢|] en majorant | Bsg|.
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Lemme 4. Soit t un entier positif, et soit x € Z, \ {0} avec x & D,. Alors nous avons

1

P <2t <

Démonstration. Pour un élément o’ € S, soit i(a') € {1,...,m} I'indice tel que 2’ € Sj(,), c’est-a-
dire I'indice de la partie de la partition aléatoire S = S; U ---U S,, contenant z’. Puisque x & Dy,
pour tout ' € S fixé nous avons |{x € S : |[xx — x2'||, > 8/t/m}| > |S|/4. Notons que,
en conditionnant sur i(z') (c’est-a-dire en exposant et conditionnant sur la partie de la partition
aléatoire a laquelle I'élément 2’ appartient), I’ensemble S; \ {2’} est un sous-ensemble unifor-
mément aléatoire de S\ {2’} de taille soit ||S|/m| (si i(2") < |S| —m[|S|/m]) soit ||S|/m| —1
(sii(z) > |S| —ml[|S|/m]). Ainsi, en conditionnant sur i(z'), 'ensemble S;,») \ {2’} est un sous-
ensemble uniformément aléatoire de S\ {z'} d’une taille donnée k > |S|/(2m). Rappelant qu’il y a
au moins |S|/4 éléments x € S\ {z'} avec ||xz — x'||, > 8y/t/m, par la borne de Chernoff pour les
distributions hypergéométriques (voir [8, Théoréme 2.10 et Eq. (2.6)]), avec probabilité au moins
1— e k32 > 1 — =I5/ 4] v o au moins k/8 > |S|/(16m) éléments différents = € S;) \ {2/}
avec ||xx — x@'||, > 8y/t/m.

Ainsi, par une borne d’union, avec probabilité au moins 1 — |S|e~!91/(64™) pour tout 2’ € S nous
avons au moins |S|/(16m) éléments différents € S;(,r) \ {2’} avec ||[xx — xa'||, > 8/t/m. Chaque
fois que cela se produit, par (3) nous obtenons

!5! 2
Z > llxz—xa ||p_2|5|2 Sl (8y/t/m)” = 2.

xT ESZGS( I)

2

i=1z,2’€S;

Ainsi, nous pouvons conclure

1

P3[¢(X) < Qt} < |S| . e—|5|/(64m) < |S| . 6—1010g|S\ _ @7

rappelant notre hypothése m < 1073|S|/log|S]. O

Notre prochain objectif est de montrer que tout x € D; \ Bz est contenu dans A; avec une faible
probabilité. Pour tout entier positif ¢, et tout x € Dy, soit y, € Z, tel que [{z € S : ||[xx — yyll, <

8y/t/m}| > 3|S| (c’est-a-dire tel qu’au moins une fraction (3/4) des éléments de xS soient contenus
dans I'“intervalle” dans Z,, de longueur 16p,/t/m autour de y,). Notons que nous pouvons choisir
Yy indépendant de t en considérant le plus petit entier positif ¢ avec x € D, (choisir un y, € Z,

valide pour cette plus petite valeur de ¢ donnera automatiquement un y, valide pour toutes les
valeurs plus grandes de t). Maintenant, soit

Joi={z €7, : |z — yll, < 16\/t/m}.

Lemme 5. Pour tout entier positif t, et tout x € D; \ Baooot, nous avons

200¢
> Iz —wlly = = 18]
m

:EGS\JX +



Démonstration. Par le Fait 2 nous avons
Ixz — x@'|12 < 2llxz — yy |2 + 2lxa’ — wyll2,
d’ott nous obtenons (rappelant que x & Bagoo; €t donc ¥(x) > 2000t)

2000t _ U(x) _
m m

|S|2 > lxz—xa'|2 < ,S‘Q > Uxa—yyllz+lIxa" =y ll2) |S’ZHX=’L’ Ull2.

z,z’'eS z,z'€S T€S
Notant que

203t
YMoxr—wlz= > Ixa—uli+ Do Ixz—wd2< > lxa—wlls+ 15N Tyl -

z€eS l‘ES\Jth €SNIy ¢t -TES\JX,t

nous pouvons conclure que

20000 _ 4 A4S0 Sl 265t _ 4 1024¢
B g ¥ ho-udp+ B B S

m €S\ Iyt m €S\ Jx ¢

Ainsi, nous obtenons

t 200t
12 > 181976t 2008 g, 0

4 m — m

Z Ixz — Yy

:EGS\J)Qt

Lemme 6. Pour tout entier positif t, et tout x € D; \ Baooot, nous avons

Ps[(x) < 2t] < |51|

Démonstration. Pour un élément x € S, écrivons a nouveau i(z) € {1,...,m} pour 'indice tel que
z € Si(z). Rappelons que [{2/ € S ||xa’ — yy|l, < 8\/t/m}| > 2|5|, donc au moins 3|S|/4 éléments
2’ € § satisfont ||[xz' — yyll, < 8y/t/m.

Maintenant, pour tout x € S\ J,; fixé (c’est-a-dire tout = € S avec |[xz — yyll, > 164/t/m), en
conditionnant sur i(z), I'ensemble S;,\ {z} est un sous-ensemble uniformément aléatoire de S\ {x}
de taille soit ||S|/m] (sii(z) < |S|—m][|S|/m]) soit ||S|/m|—1 (sii(x) > |S|—m][]|S|/m]). Ainsi,
en conditionnant sur i(z), 'ensemble S;;) \ {z} est un sous-ensemble uniformément aléatoire de
S\{z} d’'une taille donnée k& > |S|/(2m). Rappelant qu’il y a au moins 3|S|/4 éléments 2’ € S\ {z}
avec || xz’ —yyll, < 8y/t/m, par la borne de Chernoff pour les distributions hypergéométriques (voir
8, Théoréme 2.10 et Eq. (2.6)]), avec probabilité au moins 1 —e~#/24 > 1—¢~I51/(48m) j] y 5 au moins
k/2 > |S|/(4m) éléments différents 2’ € Sj,) \ {x} avec |[x2" — yyll, < 8y/t/m < [[Ixx — yyllp/2.
Ces éléments 2" € Sy, \ {x} satisfont alors ||xz—x2'||, > [Ixx =y llp = Ix2" = vxllp = lIxT —yyllp/2.

Ainsi, par une borne d’union, avec probabilité au moins 1 — |S|e~!*V/48™) pour tout € S\ Jy,
nous avons au moins |S|/(4m) éléments différents 2’ € S;(,) \ {2} avec ||[xa —x2'[|, > ||[xz — vy /2.



Chaque fois que cela se produit, par (3) nous obtenons

mZ m
U(x) > EE o3 e — x|}
i=1z,2'€S;
2
m
IGSCE’GSi(z>
2
m
2 357 YooY e —x2l
z€S\Jy,t T'E€Sj(a)
m? 5]
> : — - (xx = yxllo/2)
2|S|? xesz\;]x’t 4m X
m m 200t
= wora - 2 Ixe =l > sore - —— - 18] = 5t
205 o P28 m

ou pour l'avant-derniere inégalité nous avons utilisé le Lemme 5. Ainsi, nous pouvons conclure

1
Ps[i(x) < 2t] < Ps[ih(x) < 5t] < [S] - eIV < |5] . 710002 lS] = 5p
rappelant notre hypothese m < 1072|S|/log|S|. O
Notre dernier ingrédient pour la preuve du Théoréme 2 est la borne supérieure suivante pour |By|.

Lemme 7. Pour tout entier positif t < m/2000, nous avons

200p+/t
|S|v/m

Nous aurons besoin de quelques lemmes auxiliaires pour la preuve du Lemme 7. Pour 6 > 0,
définissons

|By| <1+

Qus = {x €Zy: ) Ixal; < 5!Bt\}-

X€Bt
Lemme 8. Pour tout entier positif t, nous avons

9

1—018\.

|Q¢10t/m| =
Démonstration. Soient Y,Y’ € S deux éléments uniformément aléatoires indépendants de S. Notons
qu’alors pour tout x € Z,, nous avons

1

_ Y(x)
SI? '

Yo ollxe —x2|p = —=2

Eyyres
z,z’'€S m

Iy = x|
Ainsi, nous obtenons

:Z\Ij?SlX)§|Bt|';-

XEBt

Eyyres [ oIy —xY’|2

XEBt
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Par conséquent, par l'inégalité de Markov, nous pouvons conclure

10t _BlE

Pyyres|Y =Y €Qt,10t/m] Pyyres| D IXY —xY'|2 > 7|Bt| ST T 10
xXE€ Bt | |

Ainsi, avec probabilité au moins 9/10, nous avons Y — Y’ € Qy10¢/m- En particulier, cela signifie
qu’il existe un certain 3’ € S fixé tel que pour Y € S uniformément aléatoire, avec probabilité au
moins 9/10, nous avons Y — 3" € Q¢ 10¢/m- Cela signifie qu’il y a au moins (9/10)[S]| éléments y € S
avec y — ' € Q¢ 10t/m- Notant que les éléments résultants y — ¢’ € Q4 101/m sont distincts pour tous
ces y € S, nous pouvons conclure que |Q10¢/m| > (9/10)|S5]. O

Lemme 9. Pour tout entier positif t, nous avons

p

’Qt1/200| 4 ’Bt‘

Démonstration. Notons que W(0) = 0 et ¥(x) = W(—x) pour tout x € Z,. Par conséquent, nous
avons 0 € By, et —y € B, pour tout x € B;. Ainsi, nous obtenons

2
Z(Zep<Xx)) —Z(Z%(Xfﬁ))(Z%Xfﬂ) Z Zep X +x)z) = |B - p.
x€ZLp \ XEB: x€Zp \ XEB: X' E€B¢ X;X'€Bt xE€ZLp

D’autre part, par le Fait 2, pour tout z € Z, nous avons

ep(2) + ep(—2) _ exp(2miz/p) + exp(—2miz/p)
2 2

— cos(2nz/p) > 1 - 20[|z/p; = 1 - 20]|2]]2.

Par conséquent, pour tout x € Q4 /200, IOUS avons

er(xx) + ep(—xT B
S )= Y ADEEEND S 5 (4ol = 1B 20 T el 2 B -20- 0,
XE€ Bt XE Bt xEB: XE Bt
et donc
2 B, 9 2
Bl-20-—2| =[=|B Bi|* > —|B,*.
( )3 ep(xx)) (| | 200) (10 t|) SR> 2B
XGBt

Ainsi, nous pouvons conclure

2 2 A

p-|Bil = Z ( Z €p<X37)) 2 Z ( Z ep()@)) > |Q+,1/200] - E\Bt|2-
ZGZP XEBt IGQt71/200 XGBt

Cela donne .

|Qt1/200| 1 |Bpt\ O

Lemme 10. Soit t un entier positif, et soit 6 > 0. Pour un entier positif k, nous considérons la
k-iéme somme kQs = Qus + -+ Qrs = {x1+ -+ 2 x1,..., 25 € Qrs}. Alors nous avons
EQis € Qs

11



Démonstration. Pour xy,...,x, € Q¢s, par le Fait 2 nous avons

Ix(z1+ -+ @)ll2 = [Ixwr+ -+ xalls < k- (Ixal+ -+ xaxll?)

pour tout x € Z, et donc

Yol <k D Ixanllp+ kD Ixaly < k- k- 0| Bi = k0| By].

XEBt XEBt XEBt
Cela montre que x1 + - - - + o1, € Q525 POUr toUs 1, ..., 7, € Q.

Nous sommes maintenant préts a prouver le Lemme 7.

Preuwve du Lemme 7. Nous pouvons supposer |B;| > 2, sinon 'inégalité désirée est trivialement

vraie. Notons qu’alors le Lemme 9 implique en particulier |Qy /200 < (5/4) - (p/2) =

(5/8)-p <p.

Maintenant, soit &k = |{/m/(2000t)|. Rappelant notre hypothese selon laquelle ¢ < m /2000, nous

pouvons voir que y/m/(2000¢) > 1 et k = [/m/(2000t)] > 1,/m/(2000t) > 102,/m/t, et de plus

aussi k = [y/m/(2000t)] > 1. Nous avons k%(10¢/m) < 1/200, et donc par le Lemme 10, la k-iéme

somme kQy 10t/m de Q4 10t/m satisfait

kQ¢10t/m S Quirzr0t/m) S Qt,1/200-

En particulier, nous obtenons |kQ; 10t/m| < |Q41/200] < p, et donc kQi10t/m F# Zp.

Maintenant, en combinant le Fait 2 et le Lemme 8 on obtient

9
kQu10t/m| = 14k - (1Qurotym| — 1) > 1+ k (1015\ _ 1) >k

(rappelant que |S| > 107). Ainsi, nous pouvons conclure

5

p
k-S| < |EQr10t/m] < |Qr1/200] < 4 |Bt|7

ou dans la derniere étape nous avons utilisé le Lemme 9. Ainsi, nous obtenons

B, 25  p <2 _200pV/t - 200p/t

Enfin, nous donnons la preuve du Théoreme 2.

Preuve du Théoréme 2. Soit z € Z,. Rappelons de (4) que

1 1L10g2mJ
PIS(R) = 2] < Bl o]+~ 3 EsfAu] - exp(~2).
/=0

Pour tout entier positif ¢, par les Lemmes 4 et 6, nous avons

< [(Zp \ {0}) \ Dt| | Dt \ Baooor|
- 1S |S]°

Es |[{x € Z,\{0} : ¥(x) < 2t} +[Baooo \{0}] <

12

4
51°1=5

< S =2 e e Bivie < TSy

k- 15]

|5|9

g T Baooos \{O}].



Puisque 0 € Byggo; pour tout entier positif ¢, nous avons |Bagoor \ {0} = |Baooot| — 1, et donc pour
tout entier positif ¢ < m /2000 nous pouvons conclure

P 200p+/2000t - 10*pv/t
|S|9 1Slvm — ~ |S|y/m’

ou lavant-derniere étape est due au Lemme 7 (et dans la derniére étape nous avons utilisé \/m <
m < |S]).

+ | Bagoot| —

Es|l{x € 2,\ {0} 000 < 20} < 15

Rappelons que pour x = 0 € Z, nous avons toujours ¢(x) = 0, et donc x € Ay (et x & A; pour
tout entier positif ¢). Ainsi, nous pouvons conclure (rappelant que m > 107)

10%p
|S1v/m

EsllAol] < 1+ Es[[{x € 2,\ {0} s wio) < 2}] < 1+

et

1041?\/
|1S|v/m

pour tout entier positif ¢ < m/2?? < m/2000%. Enfin, notons que pour tout entier positif ¢, nous
avons aussi la borne triviale Es[|A;|] < p.

Esl|Ail] = Es | [{x € Z,\ {0} : ¢ < w(x) < 20}] < Es[l{x € Z,\ {0} : v(x) < 24}| <

En insérant ces bornes, nous obtenons

[logy m |
1
PSR = 2] < BollAoll+ o 3 EsllAul] - exp(=2)

1 104 1 [logy m |—22 104 2[/2 1 [logy m]
1+ exp(—2°) + = Z p - exp(—29)
( |S|\/_> =0 |S|\/_ D y—l1ogy m|—21

n 10% n 104 >
1Sly/m — [Slvm =
<1+ 104 104 22 <1+ 30022 <1+ C
=p " [Slvm |5|\/_ TS S e TS S S
Ici, pour I'inégalité au début de la derni¢re ligne, nous avons utilisé 302, exp(£/2—2%) < 322 exp(£/2—

20) < X exp(—f) < 32,27% = 2, ainsi que notre hypothése m > C'log |S| = 2*1og|S|. Pour
'inégalité suivante, nous avons utilisé \/m < m < |S]. O

(e

exp(£/2 — 2°) + 22 - exp(—m/2%)

4 Déductions combinatoires d’anticoncentration

Dans cette section, nous utilisons des arguments combinatoires pour déduire le Corollaire 3 du
Théoreme 2, et pour dériver également un autre corollaire dont nous aurons besoin dans notre
preuve du Théoréme 1.

Nous commengons par ’observation simple suivante.
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Lemme 11. Soit p un nombre premier, soit S C Z,, et soit m < |S| un entier positif. Maintenant,
soit R C S un sous-ensemble uniformément aléatoire de S de taille m. Alors nous avons

1

pum— < —_—
m?XIP’[Z(R) z] < S=mtl

Démonstration. Nous échantillonnons le sous-ensemble uniformément aléatoire R C S de taille R
en échantillonnant d’abord un sous-ensemble uniformément aléatoire R’ C S de taille m — 1, puis
en échantillonnant un élément uniformément aléatoire r € S\ R, en posant R = R' U {r}.

Conditionnellement & toute réalisation de R’, pour tout z € Z,, nous avons

1 1

P[E(R):Z’R/]:P[T:Z_E(R,)’R/]g ’S\R/’ - |S’_m+1'

Ainsi, pour tout z € Z,, nous pouvons conclure

1

PIS(R) = 2] < 1y

Maintenant, nous sommes préts a déduire le Corollaire 3 du Lemme 11 et du Théoreme 2.

Preuve du Corollaire 3. Soit la constante C' > 0 comme dans le Théoreme 1. Nous pouvons suppo-
ser que |S| est suffisamment grand par rapport a e, puisque 1’énoncé du Corollaire 3 est trivialement
vrai pour les petits |S| (en choisissant une grande constante C. > 0). En particulier, nous pouvons
supposer |S| > (4000C/¢) - (log |S])? (et |S] > 10).

Si m < Clog|S|, l'assertion du Corollaire 3 découle directement du Lemme 11, puisque alors
(notant que m < C'log |S| < |S]/2)

2,/Clog|S 2/C - \/log|S
max P[S(R) = 2] ! 1 _ZyClogld] 1 Vlog |51,

< <
: Sl=m 1 TS[2 7 |Slvme T p |Slv/m

De plus, si C'log|S| < m < 1073|S]/log|S|, Passertion du Corollaire 3 découle directement du
Théoréme 2. Nous pouvons donc supposer que m > 1073|S]/log | S].

Soit my = [€1073]S]/1log|S|] > (¢/2)1073|S|/log |S|, et notons que my < m. En posant m; =
m — Mgy, nous pouvons maintenant échantillonner le sous-ensemble uniformément aléatoire R C S
de taille m en échantillonnant d’abord un sous-ensemble uniformément aléatoire Ry C S de taille
my, puis en échantillonnant un sous-ensemble uniformément aléatoire Ry C S\ Ry de taille mo, en
posant R = Ry U Ry (alors R a pour taille my + mgy = m).

Notons que pour toute réalisation de Ry, nous avons |S \ Ry| > |[S| —m > |S| — (1 — ¢)|S| = ¢|S]
et donc my < €1073|S|/log |S] < 1073|S\ Ry|/log|S \ Ry, ainsi que my > (£/2)1073|S|/log |S| >
C'log|S| > Clog|S \ Ry|. Par conséquent, conditionnellement & toute réalisation de Rj, par le
Théoreme 2, pour tout z € Z,, nous avons

C

1
PE(R) =z | Bi] =P[E(Rz) = 2 = Z(Ry) | Ra] < ot EAVANGE
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Notant que |S \ Ri|/mz > €|S| - \/(5/2)10*3\S|/10g]5] > £3/2|513/2/(50,/log |S|), nous pouvons
conclure que

1 50032 /log|S| 1 50Ce3/%/log|S
PIS(R) == | Ry <~ + vl 1y Sl
p 5| p |S|lvm

pour toute réalisation de R; et tout z € Z,. Cela montre que

1 50Ce%2 /log|S
PIS(R) = 2] < ~ + 8151
p |S1v/m
pour tout z € Zj, ce qui termine la preuve. ]

Dans la preuve de notre résultat principal dans le Théoreme 1, nous utiliserons le corollaire suivant
du Corollaire 3 plusieurs fois. Plutét qu’avec un seul sous-ensemble aléatoire R C S d’une taille
donnée, ce corollaire concerne une chailne uniformément aléatoire de sous-ensembles R; C R; C
<+ C R, C S de tailles données.

Corollaire 12. Pour tout entier positif k, il existe une constante Cy, > 0 telle que ce qui suit est vras.
Soit p un nombre premier, soit S C Z, un sous-ensemble de taille |S| > 2, et considérons des entiers
1<my <--- <my <|S|. Maintenant, soit Ry C --- C Ry C S une chaine uniformément aléatoire
de sous-ensembles de S satisfaisant |R;| = m; pour i = 1,... k. Alors pour tous zy,...,2x € Zy,

nous avons
1 Ciy/log|S
PX(R;) =z pouri=1,...,k] <> ] S km 7
7=0 ic{0,.. k) \P |ST/mipr —m;

ot nous posons my =0 et my1 = |S|.

Démonstration. Soit e = 1/(k+1), et définissons Cy, = C /e pour la constante C! dans le Corollaire
3. Soient aussi 21, ..., 2, € Zp.

Comme (m; —mg) + (mg —my) + - + (Mgy1 — mg) = mg1 — my = | S|, nous pouvons fixer un
indice j € {0,...,k} avec mj1 —m; > |S|/(k + 1). Il suffit maintenant de prouver

I (1+ (/o) log|5|)
icfo, kG \P |S|y/migr —my

Pour i = j+1,...,k, soit R; = S\ R;, et notons qu’alors nous avons R;, C R} ; C--- C R}, C
S\ Rj et |R}| =|S| —m; pour i = j+1,..., k. De plus, conditionnellement a toute réalisation de

PX(R;) =z pouri=1,...,k] <

Ry, ..., R;, la chaine d’ensembles R; C Rj_; C --- C R;. +1 € S\ R; est uniformément aléatoire
parmi toutes ces chaines imbriquées dans S \ R; avec les tailles appropriées |R}| = |S| — m; pour
i=j+1,.. .k

Nous exposons la chaine aléatoire Ry C Ry C --- C Ry C S en exposant d’abord R; (c’est un

sous-ensemble uniformément aléatoire de S de taille my), puis Ry \ Ry (c’est maintenant un sous-
ensemble uniformément aléatoire de S \ Ry de taille my — mq), et ainsi de suite jusqu’a ce que
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nous exposions R; \ R;_; (qui est un sous-ensemble uniformément aléatoire de S\ R;_; de taille
mj—mj_1). A ce stade, nous avons déterminé Ry, . .., R;. Maintenant, nous exposons Rj, (c’est un
sous-ensemble uniformément aléatoire de S\ R; de taille |S| — my), puis Rj_; \ R}, (c’est un sous-
ensemble uniformément aléatoire de S\ (R,;UR},) de taille (|.S|—my_1)—(|S]|—mk) = mp—my_1), et
ainsi de suite jusqu’a ce que nous ayons également exposé toute la chaine R), C Rj,_; C--- C R}, ;.
Cela détermine maintenant By C Ry C --- C R;.

Observons que nous avons Y(R;) = z; pour i = 1,..., k si et seulement si toutes les conditions sui-
vantes sont remplies : X(R;) = z1, et D(R;\R;j—1) = zi—z;_1 pouri = 2,...,j, et X(R}) = 3(S5)—z,
et X(R)\ R ;) = zip1 — 2z pour i = j+1,..., k—1. Cela signifie qu’a chaque étape de la procédure
d’exposition ci-dessus, nous choisissons un sous-ensemble uniformément aléatoire des éléments non
encore choisis d’une certaine taille prescrite, et nous devons borner la probabilité d’atteindre une
certaine somme (conditionnellement a nos informations précédemment exposées). A chacune de
ces étapes, nous pouvons utiliser le Corollaire 3 pour borner cette probabilité. Pour cela, nous
utilisons de maniere cruciale qu’'a chaque étape nous choisissons au plus une fraction (1 — ¢)
des éléments non encore choisis. En effet, cela est vrai puisque a la toute fin de la procédure,
mji1 —m; > |S|/(k+1) = ¢|S| éléments restent non choisis (& savoir, les éléments de R;1\ R;), et
donc nous ne pouvons pas réduire le nombre d’éléments restants d’un facteur inférieur a € a aucune
étape. Notons également qu’a chaque étape, 'ensemble des éléments non encore choisis a une taille
d’au moins €|5].

Ainsi, a chaque étape, conditionnellement aux informations précédemment exposées, la probabilité
que notre sous-ensemble aléatoire atteigne la somme désirée peut effectivement étre bornée par le
Corollaire 3. Plus précisément, la probabilité d’avoir ¥(R;) = z; est au plus

L Clyflog|S| 1 N CLy/log S|
p  elS|lymi  p o elS|Vmi—mg

Pour tout ¢ = 2,...,7, la probabilité d’avoir X(R; \ R;_1) = 2; — z;_1, conditionnellement aux
informations précédemment exposées, est au plus

1, oylogls
p 5‘5‘\/77% - mifl.

La probabilité d’avoir X(R}) = X(S) — 2k, conditionnellement aux informations précédemment
exposées déterminant S\ R;, est au plus

1 Cly/loglS| 1 CZy/log|S]
p S‘S‘\/mlwrl_mk'

-+
P elS|yIS| = my

Et, enfin, pouri = j+1,...,k—1, la probabilité d’avoir X(R;\ R}, ;) = zi11— 2, conditionnellement
aux informations précédemment exposées, est au plus

1 C’y/log|S
1, Viog S|
p 6|S|\/m,-+1—mi
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Au total, cela montre que

PX(R;) =z pouri=1,... k|

(1. CZy/log S| Tl CZy/log S| 1 CLy/log S|
—\p  elSvmi—mg i=2 \ P elS|y/mi —m;—y p  elSIVmesr — my

1 (;+ cu\flog S| )

e|Sy/miz1 —m;
o (1 , (/o) flogs] ) .
i€{0,...k )\ {4} Sy —my

Nous terminons cette section avec la borne suivante pour la somme des termes du membre de droite
de I'inégalité du Corollaire 12 obtenue pour différents choix de m; < --- < mg.

Lemme 13. Soit k un entier positif, et soit Cy > 0 la constante dans le Corollaire 12. De plus, soit
p un nombre premier, et soit S C Z, un sous-ensemble de taille |S| > 2. Comme dans le Corollaire
12, posons mg = 0 et my1 = |S|. Alors, nous avons

i 1, Ciylogls| 51, 20k/log]S\"
% s ol (ﬂswm) “f“)(p* ST )

ot la somme du membre de gauche est prise sur tous les k-uplets (my,...,my) € {1,...,|S[}*
satisfaisant 1 < my < --- < my < |9].

1<my <---<mp<|S| j=0 i€{0,....k}\{j}

Démonstration. Nous montrons d’abord par récurrence que pour h = 0, ...,k nous avons

> hﬁ (;+ Crylog |51 )g <§+20’“ng|5’) | (5)

|S|Vmi+1_mi ’S‘l/Q

Pour h = 0, la somme du membre de droite de (5) comporte exactement un terme, correspondant
a I'unique O-uplet vide, et ce terme vaut 1 (comme produit vide). Ainsi, pour h = 0, I'inégalité
s’écrit 1 < 1, ce qui est vrai. Supposons maintenant que nous ayons déja montré (5) pour un certain
h € {0,...,k—1}. Maintenant, pour i + 1, nous avons

h (1 Cry/log | S|
Z H (p+ |S|Vmi+l_mi)

1<my<--<mp<|S] =0

1§m1<--~<mh+1<|S| =0

5 hl:[l 1 log ]S ‘S‘ 1 1 Cy/log |S|
= o
1<my<--<mp<|S] \ =0 |S| Vg1 — 1y Mpp1= mh+1 |S|\/mh+1 — my

3 (hl:[l (1+ o log|S ) (]S\ m))
1<mi<<mp<|S| \ i=0 IS\m |S|1/2
:(\Sum) (1 Ciyflog 5] )

p |S]1/2 1<my < <mh<|S|z o \P |SImi —m;

<(‘S]+20m/log|5|).(‘5| 2C;4/log|S ) (|5\ 20k,/1og15|)

p |S|M? p |S|M/? |S|2

IN
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ou la deuxieme inégalité découle de I'hypothese de récurrence, et la premiere inégalité découle de

ISXI—:1 Ciy/log | S| <§:Cm/log|5 Cry/log | S| \ﬁ 201+ /log | S|
mpy1=mp+1 ‘S‘ VMhpt1 — My B t=1 |S|\/¥ B ’S‘ ’5’1/2 ‘

Cela prouve (5), comme affirmé.

Passons maintenant a 'inégalité de I’énoncé du lemme. Pour montrer cette inégalité, il suffit clai-
rement de montrer

k
Z H 1_’_ Cry/log | S| - @+20k\/10g]5|
1S|/migr —mi )] — \ p |S|1/2

1<my < <my<|S| i€{0,....k}\ {5}
pour tout j =0, ..., k. Fixons donc j € {0,...,k}. Maintenant, nous avons
> I (1+ Cier/log |S] )
1<my <--<my<|S| i€{0,....k}\{j} |S|y/migr —m;
(1 Cry/loglS] k(1 CiyfloglS]

1<my<-<m;<|S| 1<myqpq <-<my<|S| i=0 |[S|v/misr —m, i=j+1 S|/ M —m;

_ > lj(l Ci/log S| ) 5 ﬁ (;Jr Ciey/log |S] )

’S‘ VALLTAS B 117} 1<my 1 <--<mp<|S| i=j+1 ’S’ Vi1 — My

B > ﬁ 1 Ciylog]s] 5 ’“‘ﬁ“l 1, Ciylog]s]
: SIvimer=m, P IS] iy —m]

(|S, . 20k1/10g|5|)j. (\5| N 2Ck,/1og|5|>k‘j - (|5| N 2C;m/log|5|)k

1<ma<--<m;<|S| @

1<my <---<m; <|S] =0 l<m)<--<mj . <|S| =0

<

“\p S| p |S|2 p S|
en définissant my = 0. Ici, & la troisitme étape, nous avons substitué m; = [S| — my et mh =
|S| — my_1, et ainsi de suite jusqu'a mjy_; = |S| — m;y1. De plus, a Pavant-derniére étape, nous
avons utilisé (5). O

5 Conjecture de réarrangement

Dans cette section, nous prouvons le Théoréeme 1, en utilisant le Corollaire 3. Soit 0 < a < 1/2
(notons que dans le Théoreme 1 nous pouvons supposer sans perte de généralité que o < 1/2,
puisque I’énoncé pour une certaine valeur de « implique automatiquement le méme énoncé pour
toutes les valeurs plus grandes de «). Soit D = [3/a] et soit C, suffisamment grand pour que
Cy > (101 290D Ve of € > (D 4 1) - 2P - DYP* > 100 - (5D)%P > (40D)P et tel que nous ayons
4max(Cp, Cy)y/Ilogn/n'/? < n=® pour tout n > C, (ou O et Cp désignent les constantes du
Corollaire 12 pour k =1 et k = D).
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Maintenant, soit S C Z, \ {0} comme dans le Théoréme 1, ce qui signifie que C,, < |S| < p'~=.
Alors en particulier nous avons |S|/p < p~® < |S|™® ainsi que 4C;y/log|S|/|S|V? < |S|7 et

4Cpy/log|S|/|S|V? < |S|~.

Nous devons montrer qu'il existe un ordonnancement sy, sz, .. ., 55| des éléments de S tel que toutes
les sommes partielles s, s1 + s2,...,51 + s3 + -+ + 5|5 soient distinctes. En d’autres termes, cela
signifie que toutes les sommes partielles s, + 5,41 + - - - + s doivent étre non nulles dans Z, pour
tous 2 <a <b<|S].

Un ordonnancement sy, s, ..., s|g| des éléments de S correspond a une bijection o : {1,...,]S|} —
S,ouo(a) = s, pour tout a € {1,...,|S|}. Pour une bijection o : {1,...,|S|} — S, nous définissons

(o, [a,b]) = Za(z’) =o(a)+o(a+1)+---+0(b)

i=a

pour tous 1 < a < b < |S|. C'est précisément s, + S,41 + - -+ + S pour 'ordonnancement corres-
pondant si,so,..., 55 des éléments de S. Ainsi, pour prouver le Théoreme 1, notre tache est de
trouver une bijection o : {1,...,|S|} — S telle que X(o, [a,b]) # 0 pour tous 2 < a < b < |S].

Notre point de départ est de considérer une bijection uniformément aléatoire o : {1,...,|S|} — S.
Typiquement, pour une telle bijection aléatoire, il y aura quelques (mais seulement peu) paires
(a,b) avec 2 < a < b < |S| et X(o,[a,b]) = 0. Au lieu de o elle-méme, nous considérerons donc oo
pour une permutation appropriée m : {1,...,[S|} — {1,...,|S|} obtenue en composant certaines
transpositions afin de modifier (o, [a, b]) pour les intervalles [a, b] ou nous avons (o, [a,b]) = 0.

Etant donné une bijection o : {1,...,]S|} — S, soit B(o) C {3,...,|S|} 'ensemble constitué
des extrémités droites de tous les intervalles [a,b] avec 2 < a < b < [S| et (o, [a,b]) = 0. Plus
formellement, soit B(c) C {1,...,|S|} 'ensemble de tous les b € {1,...,|S|} tels qu'il existe
a€{2,...,]S|} avec a < b et X(o,[a,b]) = 0 (notons qu’alors automatiquement b > 3).

Nous allons maintenant considérer divers événements indésirables (a savoir les événements By, B
et Bz définis ci-dessous), et montrer via nos résultats d’anticoncentration du Corollaire 12 que
pour une bijection uniformément aléatoire o : {1,...,|S|} — S ces événements indésirables se
produisent avec une tres faible probabilité. Afin de prouver le Théoreme 1, nous pouvons alors fixer
une bijection o : {1,...,]S|} — S telle qu’aucun de ces événements ne se produise, et la prendre
comme point de départ pour construire I'ordonnancement désiré sy, ..., ss| des ¢léments de S.

Lemme 14. Pour une bijection uniformément aléatoire o : {1,...,|S|} — S, soit By "événement
qu’il existe un b € B(o) avec |S| — 30D < b < |S|. Alors nous avons P[B;] < 1/100.

Lemme 15. Pour une bijection uniformément aléatoire o : {1,...,|S|} — S, soit By "événement
qu’il existe z € {1,...,|S|} avec |B(c) N{z—10D,...,z+ 10D}| > D. Alors nous avons P[Bs] <
3/100.

Nous prouverons les Lemmes 14 et 15 plus loin ci-dessous (vers la fin de cette section). Les preuves
de ces lemmes reposent sur nos résultats d’anticoncentration établis dans les sections précédentes.
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Pour une permutation 7 : {1,...,]S|} — {1,...,]S|}, soit Fix(w) = {t € {1,...,|S]} : 7(t) = t}
I'ensemble des points fixes de 7. Pour tous z,y € {1,...,|S|} avec z < y, soit m, : {1,...,|S|} —
{1,...,]S|} la transposition échangeant z et y (c’est-a-dire m, () =y, 7y, (y) = x et 7, (t) =t
pour tout t € {1,...,|S|} \ {z,y}).

Disons qu'une collection P de paires (z,y) avec z,y € {1,...,|S|} et * < y est admissible si
tous les éléments de {1,...,|S|} apparaissant dans les paires de P sont distincts, et nous avons
y—x < 5D pour tout (z,y) € P. A toute telle P admissible, nous pouvons associer la bijection 7p :
{1,...,IS]} = {1,....,|S|} obtenue en composant les transpositions 7, , pour tout (z,y) € P (no-
tons qu’ici 'ordre de ces transpositions n’a pas d’importance, car elles commutent toutes entre elles
car leurs supports sont disjoints). Nous disons qu'une permutation = : {1,...,|S|} — {1,...,|S]|}
est admissible, si 1 = mwp pour un certain P admissible. Notons également que P peut étre re-
construit de manieére unique a partir de 7p, de sorte que les permutations admissibles sont en
correspondance bijective avec les collections admissibles P de paires.

Intuitivement, les permutations admissibles sont précisément les permutations qui peuvent étre
obtenues en échangeant une collection de paires disjointes (z,y) avec z < y < x 4+ 5D. Pour nous,
de telles permutations sont pertinentes, car nous allons modifier la bijection o : {1,...,|S|} — S
avec laquelle nous commengons dans notre argument via une telle permutation = (voir aussi la
discussion ci-dessus), en remplacant o par o o 7. Plus précisément, 7 sera obtenue en composant
des transpositions soigneusement choisies m,, (avec b < y < b+ 5D) pour chacun des éléments
b € B(o). Nous choisirons ces transpositions m,, une par une pour chaque b € B(0).

Pour une bijection o : {1,...,|S|} — S, un élément b € B(o), et une permutation admissible
m:{1l,...,|S|} = {1,...,]S]}, disons qu'un élément y € {1,...,|S|} avec b < y < b+ 5D est
blogué pour o, b et 7, si nous avons X(o o m o m,,, [s,t]) = 0 pour un certain intervalle [s, t] avec
s,tef{2,...,|S|tets<t telquese{b+1,...,ytoute{b,...,y—1}

Heuristiquement, si y est bloqué pour o, b et 7, alors cela signifie que nous ne pouvons pas remplacer
o om par o om o m, lorsque nous essayons de choisir la transposition désirée m,, pour ’élément
donné b € B(o), car sinon l'intervalle [s,t] créerait un nouveau probléeme.

Lemme 16. Pour une bijection uniformément aléatoire o : {1,...,|S|} — S, soit By l’événement
qu’il existe b € B(o) et une permutation admissible m: {1,...,|S|} — {1,...,|S|} avec {1,...,b—
1} C Fix(m) tels qu’au moins 2D éléments différents y € {b+1,...,b+ 5D} soient bloqués pour o,
b et w. Alors nous avons P[Bs] < 1/25.

Nous reportons également la preuve du Lemme 16 a plus tard (elle utilise & nouveau nos résultats
d’anticoncentration), afin de voir d’abord comment le Théoreme 1 découle des Lemmes 14 a 16.

Preuve du Théoréme 1. Pour une bijection uniformément aléatoire o : {1,...,|S|} — S, la pro-
babilité que 1'un des événements B;, By et B3y des Lemmes 14 a 16 se produise est au plus
P[B;] + P[Bs] + P[Bs] < 1/100 + 3/100 + 1/25 = 2/25 < 1. En particulier, il existe une bijec-
tion o : {1,...,|S|} — S telle qu'aucun des événements By, By et B3 ne se produise. Fixons une
telle bijection o.

20



Maintenant, soit B(o) = {b1,...,bs} avec by > --- > b,. Puisque 1’événement B; ne se produit pas,
nous avons b; < |S| — 30D pour i = 1,...,¢. De plus, puisque I’événement By ne se produit pas,
pour tout z € {1,...,|S|} il y a au plus D indices différents i € {1,...,¢} avec |b; — z| < 10D.

Nous allons maintenant construire des yi,...,y¢ € {1,...,]S|} \ {b1,...,be} distincts tels que
b; <y; <bi+5D pouri=1,...,0 et tels que la bijection o o7y, ,, 00wy, : {1,..., 5]} = S
corresponde a un ordonnancement des éléments de S avec les conditions désirées. En d’autres
termes, cela signifie que (0 0 7y, 4, © -+ - 0Ty, 4, (@, b]) # 0 pour tous 2 < a < b < |S].

Nous allons construire yy, ...,y un par un. A Détape J, nous nous assurons que pour tous 2 < a <
b < |S|avec X(oomy, 4 0---0m, 4, [a,b]) = 0 nous avons b € {b;1,...,be}. De plus, lors du choix de

y;, nous nous assurons également que y; € {1,...,[S|}\{b1,...,bs,y1,...,yj—1} et b; <y; < b;j+5D.

Supposons maintenant que pour un certain j € {1, ..., ¢} nous ayons déja construit des yy,...,y;_1 €
{1, 1S} \ {b1, ..., b} distincts avec b; < y; < b; + 5D pour i = 1,...,j — 1, tels que pour tous
2<a<b<|S|avec X(gomy 4 0 -0My, 4 1, |a,b]) =0 nous avons b € {b;,...,b}. Notons que
dans le cas j = 1 cette derniére condition est trivialement vraie, puisque pour tous 2 < a < b < | S|
avec X(o, [a,b]) = 0 nous avons b € B(o) = {by,...,b}.

D’abord, rappelons que b; < |S| — 30D, donc nous avons {b; + 1,...,b; + 5D} C {1,...,|S]}.

Observant que la collection constituée des paires (b;,y;) pour i = 1,...,j — 1 est admissible, nous
pouvons considérer la permutation admissible 7* = m, ,, 0---om,._, .. Parce que by, ..., b;_1 > by,
et par conséquent yi,...,y;—1 > b;, nous avons {1,...,b;} C Fix(r*). Par conséquent, puisque o

ne satisfait pas 'événement Bs du Lemme 16, au plus 2D éléments y € {b; +1,...,b; + 5D} sont
bloqués pour o, b; € B(o) et w*.

Nous affirmons qu’il existe y; € {b;+1,...,b;+5D} qui est distinct de by, ..., by, y1,...,y;—1 et non
bloqué pour o, b; et 7*. En effet, 'intervalle {b; +1,...,b; + 5D} peut contenir b; pour au plus D
indices ¢ € {1, ..., ¢} (puisque nous avons |b; —b;| < 5D pour tous ces 7). De plus, pour tout indice
ie{l,...,j—1}avecy; € {b;+1,...,b;+5D} nous avons |b;—b;| < |b;—y;|+|y;i—b;| < 5D+5D =
10D, et donc il peut aussi y avoir au plus D indices i € {1,...,7 — 1} avec y; € {b;,...,b; +5D}.
Ainsi, le nombre d’éléments y € {b;+1,...,b;+5D}, tels que y soit distinct de by, ..., be, y1, ..., Yj-1,
et y ne soit pas bloqué pour o, b; et 7, est d’au moins 5D — 2D — D — D = D > 0. En particulier,
nous pouvons choisir y; € {b; +1,...,b; +5D} C {1,...,|S]|} distinct de by, ..., bg,y1,...,yj_1, tel
que y; ne soit pas bloqué pour o, b; et 7*.

Cette derniére condition signifie qu’il n’y a pas d’intervalle [a,b] avec a,b € {2,...,|S|} et a < b
et Y(ocom omy ., [a,b]) =0, tel que a € {b; +1,...,y;} oub € {b;,...,y; — 1}. Cela signifie
que pour tout 2 < a < b < |S| avec X(0 o 7* om, ., [a,b]) = 0 nous avons a € {b; +1,...,y;} et
b {bj,...,y;—1}. Nous affirmons qu’alors soit b; et y; appartiennent tous deux a l'intervalle [a, b],
soit aucun des deux. En effet, si b; € [a, b], alors nous avons a < b; < y; ainsi que b > b; et donc
b>y; (comme b & {bj,...,y; — 1}), ce qui implique que y; € [a,b]. Si y; € [a,b], alors nous avons
b > y; > b; ainsi que a < y; et donc a < b; (comme a & {b;+1,...,y;}), ce qui implique b; € [a, b].
Ainsi, pour tout 2 < a < b < |S] avec X(og o oMy, ., [a,b]) = 0, soit b; et y; appartiennent tous
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deux a l'intervalle [a, b], soit aucun des deux, et donc dans la somme
50707 0 1 [a,6) = (T (71, (@) + (T (7, (@ + 1)) + -+ + (7 (3, (8)

soit les deux termes o (m*(my, 4, (b)) = o(7*(y;)) et o(n*(my, 4. (y;))) = o(7*(b;)) apparaissent, soit
aucun. Cela signifie que nous avons

Y(oom omy,,.,la,b]) =o(r"(a))) +o(n"(a+1)) +--+o(x*(b)) = L(o o7", [a,b]).
Nous obtenons donc

(0 0Thy 4 OO [a,b]) =X(con", [a,b]) =X(con om, [a,b]) =0,

G —1,Y5—1) R

et donc nous devons avoir b € {b;,...,b;}. Comme b & {b;,b; +1,...,y; — 1}, nous avons b # b; et
par conséquent b € {bji1,...,0}.

Ainsi, pour tout 2 < a < b < |S] avec X(o o7 oy, , [a,b]) = 0 nous avons b € {bj41,...,b}.
Notant que con*om,, , =0 omy 4 0---0m cela montre que notre y; choisi satisfait toutes les
conditions désirées.

5:Y35 5:Y5

Apres ¢ étapes, nous avons construit des yi,...,y, € {1,...,[S|} \ {b1,...,b¢} distincts avec b; <
yi < b, +5D pour i = 1,...,¢, tels que pour tous 2 < a < b < |S| avec X(0 0 mp, 4 0+ 0
Tbye» 1@, 0]) = 0 nous avons b € (. Cela signifie qu'il ne peut y avoir aucun 2 < a < b < |S| avec

X(0 0 Mpy gy O+ O Thyy,, (@, 0]) = 0. Ainsi, 0 0 Ty, 4y 0+ 0T, 4, 1 {1,...,[S|} = S est une bijection
satisfaisant X(o o my, 4 0 -+ 0 My, 4, [@,b]) # 0 pour tous 2 < a < b < |S]. Ainsi, en définissant
$; = (00, 4, 0+ 0Mp,y,)(1) pour i =1,...,]S|, nous avons

Sabe A8y = (TOTp, 00 Oy, y, ) (@) 4+ - (00T, 0 - -0Tp, ) (D) = B (00Tp, 0+ 0Ty, [, b]) 7 0

pour tous 2 < a < b < |S|. Ainsi, les sommes partielles sj, 81 + S2,...,81 + -+ + 5|5| sont toutes
distinctes. n

Il reste a prouver les Lemmes 14 & 16. Nous commencons par prouver le Lemme 14.

Preuve du Lemme 1/. 11 suffit de montrer que pour chaque b € {|S| — 30D, ...,|S|} nous avons
Plb € Bo)] < —
0)] < :
|5

En effet, par une borne d’union, cela impliquerait (rappelant (C,)® > 10% - 21°P > 101D)

151 (30D +1)-3 _ 100D _ 1
PBi]< > PbeB(o)< - < — <
P2 SF S (Cor <10
comme désiré. Soit donc b € {|S| — 30D, ...,|S|}, alors nous avons
b—1 b—1
Plb € B(o)] <Y _P[E(0,[a,b]) =0 => Plo(a) + -+ o(b) = 0].
a=2 a=2
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Pour tout 2 < a < b < |S|, 'ensemble {o(a),...,o(b)} est un sous-ensemble uniformément aléatoire
de S de taille b — a + 1. Ainsi, par le Corollaire 12 (appliqué avec k = 1 et m; = b — a + 1, notant
que 2 < my < |S| —1), nous avons

ISIx/b—a+ P s ISI—b—1+a

Ainsi, nous obtenons effectivement (rappelant que |S|/p < |S|~* et 4C1,/log|S|/|S|"/? < |S|~@)

b Ci4/log |S Ciy/log | S
Plb € B(o SZ( B 815l + 1y/log |5 )

vb—a+1 |8/|S|-b—1+a

b—1 1 5] -2 1
_ 2|S\+ZCM/ 0g|S!+ > C1y/log S|

T o ISV i=|S|—b+1 |S|Vi
o 2C1y/loglS| 2 . A0 /log|S| _a
<2s| e+ g Z < 2|8 + \\b{IW— < 3|5 O

Avant de prouver les Lemmes 15 et 16, nous prouvons d’abord le lemme auxiliaire suivant.

Lemme 17. Pour une bijection uniformément aléatoire o : {1,...,|S|} — S, soit By l’événement
que pour un certain b € B(o) avec b < |S| — 30D il existe des sous-ensembles distincts J, J' C
{b,b+1,...,b+20D} tels que X(a(J)) = X(a(J")). Alors nous avons P[By] < 1/100.

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout b € {1,...,|S| — 30D} et tous deux sous-
ensembles distincts J, J' C {b,b+ 1,...,b+ 20D} nous avons

8

Plb € B(o) et %(a(J)) = E(a(J))] < EEa (6)

En effet, étant donné (6), en prenant une borne d'union sur les au plus (|S|—30D)-2200+1.220D+1 <
S| - 240P+2 possibilités pour b, J et J' on obtient
8 240D+5 240D+5 1

P < . 40D+2., = < < —
e - T AT

Soit donc b € {1,...,]|S| — 30D}, et considérons des sous-ensembles distincts J,J C {b,b +
., b+20D}. Notons que I'événement X(o(J)) = X(o(J')) (c’est-a-dire I'événement 3=, ; o (j) =
Y yres 0(j')) est déterminé par les réalisations de o(b), ..., o(b+20D). De plus, en choisissant un in-
dice i € JAJ' et en conditionnant sur toutes les réalisations de o(b),...,0(i—1),0(i+1),...,0(b+
20D), nous pouvons voir qu’il y a au plus une réalisation pour o(7) (parml les |S| — 20D elements
restants dans S) telle que X(o(J)) = X(o(J)) soit satisfaite. Ainsi, nous pouvons conclure

P[X(a(J)) = E(a(J))] < |5|_120< |§|
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puisque |S| > C, > 50D. Maintenant, en conditionnant sur toutes réalisations fixées de o (b), ..., o (b+
20D) telles que X(o(J)) = X(o(J")) soit vraie, nous avons

Pb e B( ) | o(b),...,0(b+20D)]

<Z]P’ y[a,0) =01]0(b),...,o(b+20D)]

= z_;IP’[a(a) +-4ob—1)=—0o() | o(),...,0(b+20D)]

bzl 1 C’l\/log (IS|—20D—1) 1 C1y/log(|S| — 20D — 1)
- (IS]=20D=1)vb—a " p (S| -20D—1)\/[S|—20D—1—b+a
ou dans la derniere étape nous avons appliqué le Corollaire 12 avec £ = 1, notant que condi-
tionnellement a nos réalisations fixées de o(b),...,o(b + 20D), l'ensemble {o(a),...,o(b — 1)}
est un sous-ensemble uniformément aléatoire de taille b — a dans S\ {o(b),...,o(b+20D)}. Par

conséquent nous pouvons conclure (rappelant que |S| > C, > 50D ainsi que |S|/p < |S]'™* et

4Cy\/log |S]/|S]? < |S]7)
9 Cy4/lo 15| 8C1+/log |S
Plb € B(o) | o(b),...,o(b+20D)] < f'—i—Q 815 ’Z 2|S|_a+17g|’§4|5|_a

(I51/2) = |1/
pour toutes réalisations fixées de o(b),...,o(b+ 20D). Ainsi, globalement nous obtenons effective-
ment 9 g
Plb € B(o) et X(o(J)) = S(o(J’ TR (——
b€ Blo) et S(0(1)) = S(o(I)] < 17 418 = 1
prouvant (6) O

Maintenant, nous sommes préts a prouver le Lemme 15.

Preuve du Lemme 15. Pour les événements By et B; des Lemmes 17 et 14, nous avons P[] < 1/100
et P[B] < 1/100. 11 suffit donc de prouver que P[By \ (By U By)] < 1/100.

Si By \ (By U By) (et donc By) se produit, il existe z € {1,...,|S|} avec |B(o) N {z—10D,...,z+
10D}| > D. En prenant by comme 1’élément minimal de B(o) N {z — 10D,...,z + 10D}, cela
signifie qu’il y a des by, ...,bp € B(o) distincts avec by,...,bp € {bg+ 1,...,b9 +20D}. Comme
bi,...,bp € B(o), il y a de plus ai1,...,ap € {2,...,|S|} avec a; < b; et X(o,[a;,b;]) = 0 pour

i=1,...,D. Puisque Bj ne se produit pas, nous devons avoir by < |S| — 30D.

Nous affirmons que aq,...,ap doivent étre distincts. En effet, supposons que a; = a; pour deux
indices distincts i,h € {1,..., D}, et supposons sans perte de généralité que b; < b,. Maintenant
Nnous avons

S(o({bs +1,...,ba})) = S0, [bi + 1,b4]) = (0, [an, bu]) — S(o, [as, bi]) = 0 — 0 = 0,

Ainsi, nous avons trouvé by € B(o) avec by < |S| — 30D tel que pour le sous-ensemble J =
{bi+1,...,0n} C{bo,...,bp+ 20D} nous avons J # ), mais X(c(J)) =0 = X(c(0)). Cela signifie
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que By se produit, ce qui est une contradiction. Par conséquent aq,...,ap doivent effectivement
étre distincts.

Nous pouvons maintenant supposer sans perte de généralité que a; < --- < ap. Nous affirmons
également que ap < by. En effet, si ap > by nous aurions by < ap < bp < by + 20D et de plus
Y(e({ap,...,bp})) = X(o, [ap,bp]) = 0. Ainsi, en considérant by € B(o) et J = {ap,...,bp} C
{bo,-..,bop + 20D} nous aurions a nouveau J # (), mais X(c(J)) = 0 = X(c(0)). Donc a nouveau
By se produirait, contredisant notre hypothese selon laquelle B, \ (By U By) se produit.

Par conséquent nous devons avoir ap < by et donc a; < -+ < ap < by. En résumé, nous avons
trouvé que si By \ (Bp U By) se produit, il doit exister by € {1,...,|S| — 30D} et by,...,bp €
{bo +1,...,bp + 20D} ainsi que ay,...,ap € {1,...,]|S|} avec a; < -+ < ap < by tels que

¥(o,[a;,b;]) =0 pour i =1,...,D.

Pour tout by € {1,...,]S| — 30D} donné et by,...,bp € {by+ 1,...,by + 20D}, en conditionnant
sur toutes réalisations fixées de o (by), ..., o(by + 20D), nous avons

P[il existe a; < -+ < ap < by avec (o, [a;,b;]) =0 pouri=1,...,D ‘ o(by),...,o(by+ 20D)]

< ¥ P[E(o, lai,b]) =0 pour i = 1,...,D ‘ o(bo), . - o(bo + 20D)]

1<a1<--<ap<bg

= > ]P){E(O', [a;, by — 1]) = —%(o, [bo, b5]) pour i = 1,...,D‘U(bg),...,a(bo—l—ZOD)}

1<a1<--<ap<bg

Chaque terme du membre de droite peut étre borné par le Corollaire 12, notant que (o, [a;, by —

1)) =X{o(a;),...,0(bp—1)}) pouri =1,..., D, et que {o(ap),...,o(bp—1)} C--- C{o(a1),...,o(bo—
1)} (conditionnellement & nos réalisations fixées de o(by),...,0(by + 20D)) est une chaine unifor-
mément aléatoire de sous-ensembles de S\ {o(by),...,0(by+20D)} de tailles by — ap, ..., by — ar,
oul<by—ap<--+<by—a <|S|—20D — 1. Ainsi, en appliquant le Corollaire 12 et le Lemme

13 nous pouvons conclure (rappelant également que |S|/p < |S|7® et 4Cp,/log|S|/|S|*/? < |S|~
ainsi que D = [3/a])

P|il existe a; < -+ < ap < by avec X(0, [a;, b;]) =0 pour i =1,.. .,D‘a(bo),...,a(bo +20D)]

D

_ —_ 2Cpy/log(]S| — 20D — 1

< (D). [181=200-1 py/log(|S]| )

) (ST 20D —1)172
D
S| 4Cpy/log |S] —a\D D |a|-ap ~ (D+1)2°
<D+1)-|—+—— <(D+1)-2l5[™)"=(D+1)2"-|5S]™™ < —u—+—
_<+>(p+ L] SIS = (D28 < P

pour tout by € {1,...,|S|—30D} donné et by,...,bp € {bo+1,...,bp+20D}, et toutes réalisations

fixées de o (bp),...,0(by + 20D). Cela montre que

D +1)2P
P[ilexistea1<---<ap<bo et X(o, [a;,b;]) =0pouri=1,...,D g(;;lg)
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pour tout by € {1,...,|S|—=30D} et by,...,bp € {bo+1,...,b0+20D}. En prenant la borne d’union
sur tous les choix possibles de by € {1,...,|S| —30D} et by,...,bp € {bp+1,...,by + 20D}, nous
pouvons conclure que

p (D+1)2° (D +1)(40D)"”

_ (D+1)(40D)” _ 1
S |52

(Cy)? = 100

Pour prouver le Lemme 16, nous avons également besoin d'un autre lemme auxiliaire.

]

P[B; \ (Bo U B1)] < |5] - (20D) <

Lemme 18. Soientb, b’ € {2,...]S|—2} avec b’ —b = 5D, soientuy,...,up € {b,... 0}, et considé-
rons des permutations my, ..., mp : {1,...,[S|} = {1,...,|S|} avec {1,...,b—1}U{0'+1,...,|S|} C

Fix(m;) pour i = 1,...,D. Alors, pour une bijection uniformément aléatoire o : {1,...,|S|} —
S, il se produit avec probabilité au plus 1/|S|* qu’il existe x1,...,xp € {V/ + 1,...,|S|} avec
r1 < -+ < xp, ainsi qu’une permutation admissible m : {1,...,|S|} — {1,...,|S]|}, telles que

YS(oomom,[uj,x;]) =0 pouri=1,...,D.

En inversant l'ordre de {1,...,]S|}, nous obtenons I’énoncé analogue suivant & partir du Lemme
18.

Lemme 19. Soient b0 € {2,...|S| — 2} avec i/ — b = 5D, soient uy,...,up € {b,...,b'}, et
considérons des permutations my,...,mp : {1,..., S|} = {1,...,[S|} avec {1,...,b — 1} U{V +
L,...,]18|} € Fix(m) pour i = 1,...,D. Alors, pour une bijection uniformément aléatoire o :
{1,...,1S|} — S, il se produit avec probabilité au plus 1/|S|* qu’il existe x1,...,xp € {1,...,b—1}
avec x1 < --+ < xp, ainsi qu’une permutation admissible w: {1,...,|S|} — {1,...,|S|}, telles que

Y(oomom, [z u]) =0 pouri=1,...,D.

Comme le Lemme 19 est completement analogue au Lemme 18, nous ne prouvons que le Lemme
18.

Prewve du Lemme 18. Pour z1,...,xp € {0/ +1,...,|S|} avec 1 < -+ < xp, disons qu'une per-
mutation admissible 7 : {1,...,|S|} — {1,...,|S|} est intéressante pour (z1,...,xp) si pour toute
paire (¢q,7) € P nous avons |{q,r} N m;({w;,...,x;})| = 1 pour un certain ¢ € {1,..., D} (ici, par
P nous désignons la collection admissible de paires correspondant & 7).

Pour toute réalisation de o : {1,...,[S|} — 5, et tous zy,...,2p € {V/ +1,...,|S|} avec z1 <

- < zp, nous affirmons ce qui suit : S’il existe une permutation admissible 7 : {1,...,|S|} —
{1,...,|5]} avec X(oomom;, [u;, ;]) = 0 pouri = 1,..., D, alors il existe aussi une telle permutation
admissible qui est intéressante pour (z1,...,xp). En effet, soit P la collection admissible de paires
correspondant & 7 (c’est-a-~dire soit m = 7p), et soit P’ C P le sous-ensemble des paires (q,r) € P
satisfaisant [{¢, 7} N m;({u;, ..., 2;})] = 1 pour un certain ¢ € {1,..., D}. Maintenant, en prenant
m' = wpr comme la permutation admissible correspondant a P’, la permutation 7" est par définition
intéressante pour (xy,...,xp). De plus, pour ¢ = 1,..., D, nous avons m,,(m({u;,...,x;})) =
7 ({ts, ..., 2;}) pour tout (¢,7) € P\ P', et donc wp\pr(mi({i, ..., z:})) = mi({ws, ..., 2;}). Cela
montre que m(m;({u;,...,2;})) = 7' (m({ui, ..., 2;})) et donc

Y(oor'om;, [ui, x]) = B(o (7' (m({wiy . .., 2:})))) = S(o(w(m({us, - . ., 2:})))) = X(oomom;, [us, x;]) =0

pouri = 1,...,D. Ainsi, il existe une permutation admissible 7/, qui est intéressante pour (x1,...,xp),
et satisfait X(o o’ o7y, [u;, 2;]) =0 pour i =1,...,D.
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Ainsi, ’événement décrit dans I’énoncé du lemme est équivalent a I’événement qu’il existe x1,...,xp €
{ +1,...,]S|} avec 1 < --- < xp, ainsi qu'une permutation admissible 7 : {1,...,|S|} —
{1,...,|S|} qui est intéressante pour (z1,...,xp), telle que X(o o m o m;, [u;, x;]) = 0 pour i =
1,...,D. 1l suffit donc de montrer que la probabilité de cet événement est au plus 1/|S|%.

Fixons tous x1,...,zp € {b/+1,...,|S|} avec 1 < - -+ < zp. Nous affirmons que le nombre de per-
mutations admissibles 7 : {1,...,|S|} — {1,...,]S|} qui sont intéressantes pour (zi,...,xp) est
au plus D'P *. En effet, soit P la collection admissible de paires correspondant a 7, pour toute paire
(q,r) € Pnous avons |{q,r}Nm;({u;,...,2;})| = 1 pour un certain i € {1,..., D}. Ainsi, pour toute
paire (¢,7) € P nous avons ¢ € {b,...,0'} our € {b,...,0'} ou |[{g,r} Nm({V/ +1,...,2:})] = 1.
Puisque m;({6/ + 1,...,2;}) = {0’ +1,....,2;} et 1 < r —¢q < 5D = b — b, cela signifie que
qge {b—-5D,...,0}y = {b—-5D,...,b+5D} ouq € {z; —5D + 1,...,x;} pour un certain
i € {1,...,D}. Ainsi, nous avons ¢ € {b—5D,...,b+ 5D} UU2 {z; —5D +1,...,2;} pour tout
(q,r) € P. Rappelons que deux paires dans P ne peuvent pas commencer par le méme élément g,
et que r € {¢+1,...,q+ 5D} pour tout (¢,7) € P. Ainsi, pour choisir P, pour chaque élément
q€{b—5D,...,b+5D}UU" {z;—5D+1,... 2;} onaau plus 5D options pour choisir un élément
correspondant  pour prendre (g,7) € P, en plus de 'option de n’avoir aucune paire dans P com-
mencant par q. Notant que |[{b—5D, ..., b+5D}UUZ {z;—5D+1,...,2;}| <10D+1+D-5D <
7D?, nous pouvons conclure que le nombre de possibilités pour P et donc pour 7 est au plus
(5D + 1)7D2 < (D2)7D2 — DlD*

Maintenant, pour tous zy,...,xp € {b' +1,...,|S|} avec z; < -+ < xp et pour chacune des au
plus D"P* permutations admissibles 7 : {1,...,|S|} — {1,...,]S|} qui sont intéressantes pour
(x1,...,Zp), nous avons

P[> (0 omom, [uj,x;]) =0 pour i =1,..., D]
=P>((oom)(m({uwi,...,2z;}))) =0pouri=1,...,D]
—PS((om)({H +1,....5:}) = —S((o o )(mil{us .., })) pour i = 1,..., D],
rappelant que m({¢' + 1,...,2;}) = {b' + 1,...,2;}. Notons que, pour notre 7 fixé, la com-
position o o : {1,...,|S|} — S est une bijection uniformément aléatoire. En conditionnant

sur toutes réalisations fixées de (o o m)(b),...,(c o m)(V') (qui déterminent alors la valeur de
Y((oom)(mi({us, ..., b'}))) pour tout i = 1,..., D), nous avons

PE((com)({V' +1,...,2;})) ==3((c o) (m;({ug, ..., 0'}))) pour i=1,...,D|(c om)(b),...,(com)(d)]

T (1 Cpy/Togs )

-+
7=0i€{0,....D}\{j} p 8\/mi+1(£€1, ce ,fL'D) - mi(fﬁl, e 7xD)

par le Corollaire 12, notant que (g om)({t/ + 1,...,21}) C -+ C (com)({b/ + 1,...,zp}) est

une chaine uniformément aléatoire de sous-ensembles de S\ {(c o 7)(b),...,(com)(V')} de tailles
xp—=0U,...;ap—=b,oul <z -V < ---<zp—0U <|S|— (b —b+1). Ici, par commodité nous
définissons

s=1S\{(com)(b),...,(com)b)}=|S]— b —b+1)=]|S|—-5D —1,

et mi(xq,...,xp) =x;—b pouri=1,..., D ainsi que mg(z1,...,2p) =0et mpy1(z1,...,2p) = s
(alors my(z1,...,2p),...,mp(x1,...,xp) sont précisément les tailles des sous-ensembles dans la
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chaine).

Puisque cela est vrai pour toutes réalisations fixées de (¢ o w)(b),..., (¢ o m)(V'), nous pouvons

conclure que

P[>¥(0 omom, [uj,x;]) =0 pour i =1,..., D]

=PE((com)({t' +1,...,2:})) = =X((0 o ) (m:({wi, . -

SU1) pouri=1,...,D]
Cpv/log s

<y

pour tous xq, .
permutations admissibles 7 : {1,...,|S|} — {1,

Ainsi, pour tous x1, ..

1
(3
i=0ie{0,..DN{} \P 8\/mi+1(331,--

axp € {V+1,...,|S|} avec z; < ---
R qui sont interessantes pour (xq, . .
g . L

.,Z’D)>

< zp et pour chacune des au plus D4P?
. ID).

. ,xD) — mi(asl, ..

Laxpe{b+1,...,]5|} avec x; < --- < xp, nous pouvons conclure

P[3 admissible 7 t.q. ¥(o o o 7, [u;, ;]) = 0 pour i = 1,..., D]

= P[3 admissible 7, intéressante pour (zi,..

1

. Zp), t.q. X(ocomom, [u;,x;]) =0 pouri=1,..., D]

< Dl4D2 . zD: H

7=04€{0,....D}\{j}

Ainsi, la probabilité qu’il existe x1, . .

(+
p 8\/mz‘+1($1, e ,ID) - mz‘(%, . ,$D)

Lrp € {U+1,...,|S|} avec 1 < -+ < xp et une permutation

Cpv/log s )

admissible 7 : {1,...,|S|} = {1,...,]S]}, telle que X(c o mom;, [u;, z;]) =0 pour i = 1,..., D, est

au plus

D14D2 . i H

j=04€{0,....D}\{j}

>

b +1<zi<---<zxp<|S|

(1
.
p

— pDuD?

by

S Y I

< D14D2

1<my<---<mp<s j=0ic{0,...,D\{j}

S

1<mi<--<mp<|S|-b' 7=014€{0,...,D}\{j}

Cpy/log s

8\/mz’+1(x1; ...,xp) —m;(z1,...,xp)

1+ 2Cpy/log s
P SVMiyp1 — My
(1 n 2Cp+/log s
p

S/ Mj41 — mz)

|

D
14D2 . . f QOD vV IOgS
<D (D+1) PR T
D
S| 4Cp,/log|S]
< DWD* (D 41). L _ryv el
< (D+1) 5 + TIE
D + 1)2P p1ap? 1
< DU (D 1) @IS|)? = DD + 1208 < PR <
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en définissant mg = 0 et mpy; = s. Ici, a la premiere étape nous avons utilisé le changement
de variables m; = z; — 0 pour i = 1,...,D (notant qu’alors m; coincide précisément avec
m;(x1,...,xp) défini ci-dessus), a la troisiéme étape nous avons utilisé le Lemme 13, a la qua-
trieme étape nous avons utilisé que [S]|/2 < s < |S], a la cinquieme étape nous avons utilisé
1S|/p < |S|7* et 4Cpy/log|S|/|S|*/? < |S|~*, a I'avant-derniére étape D = [3/a], et a la derniére
étape |S| > Gy > (D + 1)2P DMP*, O

Enfin, nous prouvons maintenant le Lemme 16, ce qui conclut la preuve du Théoreme 1.

Preuve du Lemme 16. Pour les événements By et B; des Lemmes 17 et 14, nous avons P[By] < 1/100
et P[By] < 1/100. 11 suffit donc de prouver que P[B; \ (By U By)] < 2/100.

Si I'événement Bs \ (By U B;) se produit, il existe b € B(o), et une permutation admissible
7 {L...,|S]} = {L,...,]S|} avec {1,...,b — 1} C Fix(m), et 2D éléments différents y €
{b+1,...,b+ 5D} qui sont bloqués pour o, b et 7. Comme Bj ne se produit pas, nous devons
avoir b < |S| — 30D (et nous devons aussi avoir b > 3). De plus, comme By ne se produit pas, pour
tous sous-ensembles distincts J, J' C {b,b+1,...,b+ 20D} nous avons X(c(J)) # X(a(J")). Ainsi,
pour tous sous-ensembles distincts J, J" C {b,b+ 1,...,b+ 5D} nous devons avoir X(o(7(J))) #
Y(o(n(J")), puisque w(J),m(J") C {b,b+1,...,b4 10D} sont des sous-ensembles distincts (rap-
pelant que 7 est admissible et {1,...,0 — 1} C Fix(n)).

Ceci implique en particulier que X(comom,,, [s,t]) # 0 pour tout y € {b+1,...,b+5D} et tous s,t €
{b,...,b+ 5D} avec s < t. En effet, nous avons (o o m o m,,, [s,t]) = E(o(m(my({s,...,t})))) #
Y(o(m(0))) = 0 puisque m,({s,...,t}) C{b,...,b+ 5D} est distinct de (). Par conséquent, pour
tout y € {b+1,...,b+ 5D} et tout intervalle [s,t] avec X(o o 7oy, [s,t]) = 0 nous devons avoir
s<bout>b+5D.

Rappelons qu'un élément y € {b+ 1,...,b + 5D} est bloqué pour o, b et 7 si nous avons
Y(oomomy,|s,t]) = 0 pour un certain intervalle [s,t] avec s € {b+1,...,y} (et donc t > b+5D)
out € {b,...,y—1} (et donc s < b). Puisqu’au total au moins 2D éléments y € {b+1,...,b+5D}
sont bloqués, I'une de ces deux options doit se produire pour au moins D éléments différents
ye{b+1,...,b+5D}.

Soit donc & I'événement qu’il existe b € {2,...,|S| — 30D} et une permutation admissible 7 :
{1,...,|S|} = {1,...,|S]}, tels que pour tous sous-ensembles distincts J, J' C {b,...,b+5D} nous
ayons X(o(m(J))) # L(o(w(J))), et tels qu’il existe des yy,...,yp € {b+1,...,b+ 5D} distincts
ainsi que s1,...,sp € {b+1,...,b+5D} et t1,...,tp € {b+5D+1,...,|S|} avec s; < y; tels que
Y(oomompy,,[siti]) =0pouri=1,...,D.

De méme, soit & 'événement qu’il existe b € {2,...,|S| — 30D} et une permutation admissible
m:{1,...,|S]} = {1,...,]S|}, tels que pour tous sous-ensembles distincts J,.J" C {b,...,b+ 5D}
nous ayons X(o(w(J))) # X(a(w(J'))), et tels qu’il existe des yy,...,yp € {b+1,...,b+ 5D}
distincts ainsi que sq,...,8p € {1,...,b—1} et t1,...,tp € {b,...,b+ 5D — 1} avec t; < y; et
Y(oomompy,,[siti]) =0pouri=1,...,D.
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Alors nous avons P[Bs \ (By U By)] < P[&] + P[&,y], et il suffit donc de prouver P[&;] < 1/100 et
P[E,] < 1/100.

Nous commengons par borner la probabilité de I'événement &;,. Pour b, 7,4, ..., yp,S1...,Sp,t1...,tp
comme dans la définition de I’événement &, nous affirmons que ¢4, ..., tp doivent étre distincts. En
effet, supposons que t; = ¢; pour deux indices distincts 7,5 € {1,..., D}, et supposons sans perte

de généralité que y; < y,. Alors nous avons

0= E(U OT O Ty, s [8i7 tl])
= S(o(m(moy, ({86 - 1}))))
= (o (m(my, ({si, ..., b+5D})))) + B(o(w(my, ({b+5D +1,...,1:}))))
(o(m(mpy, ({Si,- .., 0+ 5D})))) + X(o(n({b+5D,....t}))),
ce qui signifie que X(o(m(mpy, ({si,...,0+5D})))) = —X(o(n({b+ 5D,...,t;}))). De fagon ana-

logue nous avons (o (7 (myy, ({sj,...,0+5D})))) = =X(o(n({b+5D,...,t;}))), et donc par notre
hypothese t; = t; nous pouvons conclure

Y(o(m(moy, ({56, ..., b+ 5D})))) = B(o(m(mpy, ({55, ..,0+5D}))))

Mais cela contredit les conditions de la définition de I’événement &;, puisque 7y, ({S;,...,b+5D})
et myy, ({5j,...,b + 5D}) sont deux sous-ensembles distincts de {b,...,b + 5D} (puisque s; <
yi < y; < b+ 5D, nous avons y; € my, ({S;,...,b + 5D}), mais puisque s; > b, nous avons
Y; & oy, ({85,...,04+5D})). Ainsi t1,...,tp doivent effectivement étre distincts. En réétiquetant
les indices nous pouvons donc supposer t; < --- < tp.

=Y(o

Ainsi, chaque fois que I’événement &; se produit, il existe b € {2,.. ., \S]—BOD} ety1,...,Yp,S1,...,8p €
{b+1,...,b+5D} ainsi que ty,...,tp € {b+5D+1,...,|S|} avec t; < --- < tp et une permutation
admissible 7 : {1,...,[S|} — {1,...,]S|}, telle que E(o O T O Thy:, [Sis Z]) =0pouri=1,...,D.
Pour tout b € {2,...,|S|—-30D} donne et y1,...,Yp,S1,-.-,8p € {b+1,...,b+5D}, la probablllté
que cela se produise est au plus 1/|S]? par le Lemme 18 (appliqué avec b = b+5D, ainsi que u; = s;

et m; = mpy, pour ¢ = 1,..., D). Ainsi, par une borne d’union, nous obtenons

2D 2D
L _ (6D _ (6D _ 1

P& < (|S| - 30D — 1) - (5D)*"

USPTOISI T Ca T 100
Il reste a borner la probabilité de ’événement &. Pour b, 7,41 ...,yp,S1...,8p,t1...,tp comme
dans la définition de I’événement &>, nous affirmons que si, ..., sp doivent étre distincts. En effet,
supposons que s; = s; pour deux indices distincts 7,7 € {1,..., D}, et supposons sans perte de

généralité que y; < y;. Alors nous avons

| |
4

(como T,y [si, t:])

(o (m(moy, ({83, - 1i}))))

(o (m(my, ({5, .., 0= 1})))) + X(o(m(my, ({0, .., 1i}))))
(o(m({si,....0=1}))) + X(o(m(Toy, ({b, - -, i}))),

donc nous obtenons que (o (w (7rby {o,...,t;.})) = —X(o(7({si,...,b—1}))). De fagon analogue
nous avons aussi X(o(m(m,, ({0, ..., t; }))) —Y(o(m({sj,...,b—1}))), et donc par notre hypothese

i1
M ™M ™

Yj
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S§; = S5 11OUs pouvons conclure

E(G(ﬂ-(ﬂ-b»yi({b? cee ’tl})))) - Z(J(ﬂ-(ﬂ—b,yj({bv s >tj}))))

Mais cela contredit les conditions de la définition de &, puisque m,y, ({b, ..., t;}) et m,, ({b, ..., t;})
sont deux sous-ensembles distincts de {b, ..., b+5D} (car nous avons y; = m,, (b) € T, ({, ..., t;}),
mais y; & mpy,({b,....%;}) puisque t; < y; < y;). Ainsi s1,...,sp doivent effectivement étre dis-
tincts. En réétiquetant les indices nous pouvons donc supposer s; < - -+ < Sp.

Ainsi, lorsque I’événement &, se produit, il existe b € {2,...,|S|-30D} et y1,...,yp € {b+1,...,b+
5D} et ty,...,tp € {b,...,b+ 5D — 1}, ainsi que sy,...,sp € {1,...,b—1} avec s < -+ < sp
et une permutation admissible 7 : {1,...,|S|} = {1,...,|S|}, telle que (o oo my,, [si,ti]) =0
pour i = 1,...,D. Pour tout b € {2,...,|S| — 30D} donné et yy,...,yp € {b+1,...,06+5D} et
ti,...,tp € {b,...,b+5D — 1}, la probabilité que cela se produise est au plus 1/|S|? par le Lemme
19 (appliqué avec V' = b+ 5D, ainsi que u; = t; et m; = m,,, pour ¢ = 1,..., D). Ainsi, par une
borne d’union, nous obtenons
2D 2D
1 < (5D) < (5D) 1

. < — [
SE="1S] = C. —10

P[&)] < (IS| — 30D — 1) - (5D)” - (5D)”
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