Traduction de I’article “Topos effondrés et variétés fermées cartésiennes” de Peter T.
Johnstone

1 Introduction et énoncé des résultats

Il y a quelques années, j’ai écrit un article [8] donnant des conditions syntaxiques nécessaires et
suffisantes sur une théorie algébrique T pour que la variété des T-algebres soit un topos. Plus
récemment, Charles Wells m’a demandé ce que l'on pouvait dire de T si I’on suppose seulement
que T-Alg est fermée cartésienne; curieusement, bien que cette question forme un “supplément”
tres naturel a celle résolue dans [8], je ne I'avais pas envisagée auparavant. Dans cet article, nous
présentons la réponse, quelque peu surprenante, a la question : “Quand une variété est-elle fermée
cartésienne ?7” Nous montrerons que, bien que toutes ces variétés ne soient pas des topos, elles sont
toutes obtenues a partir de topos par une “construction d’effondrement” spécifique qui préserve la
cloture cartésienne. De plus, les topos qui s’effondrent en variétés sont plus courants qu’on aurait
pu le penser ; ils incluent, par exemple, tous les topos de préfaisceaux.

Dans cet article, nous poursuivrons la convention de [8] selon laquelle “variété” désigne toute caté-
gorie monadique sur Set ; autrement dit, nos opérations algébriques ne sont pas supposées finitaires
- bien que, pour simplifier les notations, nous les écrirons généralement comme si elles I'étaient. (Le
lecteur vérifiera que tous nos résultats restent valables, sans changement essentiel dans les preuves,
si les cardinaux [, m, n, . .. qui apparaissent comme arités des opérations sont autorisés a étre infinis.)

Avant d’aller plus loin, il sera commode de rappeler le théoréme principal de [§] :
Théoreme 1.1. Pour une théorie algébrique non dégénérée T, les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(1) T-Alg est un topos.

(2) T-Alg est localement fermée cartésienne, c’est-a-dire que la catégorie des tranches T-Alg/A
est fermée cartésienne pour toute T-algébre A.

(3) (a) T n’a pas de pseudo-constantes (c¢’est-a-dire d’opérations unaires u pour lesquelles l'iden-
tité u(z) = u(y) est valide), et
(b) Etant donnée une opération quelconque p(x1, . .., x,) de T, il existe une opération q(yi, . .
deux m-uplets d’opérations unaires uj,v; (1 < j < m), et une fonction

a:{1,2,..., m} - {1,2,...,n}

tels que les identités
q(ury, ugy, ..., upy) =y
et
up(ay, .. o) = v(Tagp) (1 <j<m)

sotent valides.

Voir l'article original 1& https://denisevellachemla.eu/br9.pdf car le traducteur n’a pas ’air tout & fait au point
pour la traduction des diagrammes catégoriques.

* 7ym);
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En réalité, la condition (2) n’apparaissait pas dans [8]. Cependant, pour prouver I'implication
(1) = (3) dans [8], nous utilisions & un seul endroit (lemme 2.2) une propriété de T-Alg qui ne
découle pas de la cloture cartésienne locale; le lemme 3.2 du présent article fournira un substitut
pour cette étape.

Afin d’énoncer le théoreme principal de cet article, nous devons introduire quelques nouvelles dé-
finitions. Si £ est un topos, nous définissons 'effondrement a deur valeurs &, de £ comme la
sous-catégorie pleine de £ dont les objets sont tous les objets bien supportés de £ (c’est-a-dire
ceux A tels que I'unique morphisme A — 1 soit un épimorphisme) ainsi que 1'objet initial 0. Dans
la section 5 ci-dessous, nous montrerons que &, est fermée cartésienne; dans la section 6, nous
esquisserons comment € peut étre reconstruit a partir de &, (a équivalence pres).

Ensuite, nous introduisons quelques notations pour les opérations d’une théorie algébrique : si
p(T1, @)y W1y Ym) €t (Y1, ..., Ym) sont trois opérations d'une théorie T, nous écrirons
q =p; v (ou 1 < i < n) pour signifier que “q et r sont indiscernables a la i-ieme place de p”,
c’est-a-dire que l'identité

p(xlw"axi*DQ(ylv'"7ym)7xi+17"'7xn) 1
_ . . (1)
=p(x1, i1, (YL o Ym)s Tigdy - -+ Tn)

est valide. (On ne suppose pas que ¢ et r impliquent nécessairement exactement le méme ensemble
de variables, mais les z; (j # ¢) sont supposés distincts entre eux et des yy).

Troisiemement, nous introduisons un renforcement de la condition selon laquelle une théorie T n’a
pas de pseudo-constantes. Nous dirons que les opérations de T sont fortement non constantes si,
chaque fois que nous avons une identité de la forme

p($1, cee wrn) = q(vl(xa(l))7 cee 7vm(xa(m)))

et que p ne dépend pas de la variable z; (c’est-a-dire que l'identité y =,,; 2z est valide, ol y et
z sont des variables distinctes), alors ¢(y1,. .., ¥ym) ne dépend d’aucun y; avec a(j) = i. Pour T
non dégénéré, ceci implique que T n’a pas de pseudo-constantes : en effet, si v; est une pseudo-
constante, alors en prenant p = v; et ¢ 'opération unaire identité, on en déduit que l'identité est
pseudo-constante, c’est-a-dire que T est dégénéré. En général, I'affirmation selon laquelle T a des
opérations fortement non constantes est strictement plus forte que la condition (3)(a) du théoréme
1.1 (voir la remarque 8.1 ci-dessous), mais elle est impliquée par la conjonction de (3)(a) et (3)(b)
(voir la remarque 8.2).

Notre théoreme principal peut maintenant étre énoncé comme suit ; sa similitude formelle avec le
théoreme 1.1 sera apparente.

Théoreme 1.2. Pour une théorie algébrique non dégénérée T, les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(1) T-Alg est Ueffondrement a deux valeurs d’un topos.
(2) T-Alg est fermée cartésienne.



(3) (a) Les opérations de T sont fortement non constantes, et

(b) Etant donnée une opération quelconque p(x1, . .., x,) de T, il existe une opération q(y1, . .., Ym),
deux m-uplets d’opérations unaires u;,v; (1 < j < m), et une fonction

a:{l,....m}—{1,...,n}

tels que les identités
q(ury, uay, ..., uny) =y
et
wp(1, .- Tn) Zq5 0j(Tagp) (1< j<m)

sotent valides.

En chemin vers la preuve du théoreme 1.2, nous aurons besoin d'une caractérisation des variétés
qui possedent un classifiant des sous-objets, qui est a nouveau formellement similaire & 1.1 :

Théoreme 1.3. Pour une théorie algébrique T dans laquelle toute pseudo-constante est une constante,
les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) T-Alg posséde un classifiant des sous-objets.

(2) Pour toute T-algébre A, le treillis des sous-algébres de A est une algébre de Heyting.

(3) Etant donnée une opération quelconque p(xy, ..., x,) de T, il existe une opération q(yy, . . ., Ym),
deux m-uplets d’opérations unaires uj,v; (1 < j < m), et une fonction

a:{l,....m}—A{1,....n}
tels que les identités

qurp(z1, -y xn)y e ump(T1, - x,)) = p(2, .0, )

et
ujp($17“'7xn) :Uj(xa(j)) (1 <] gm)

sotent valides.

Bien que les théoremes 1.1, 1.2 et 1.3 soient tous spécifiques au cas des théories a un seul sorte,
il s’avere qu'un théoreme de Barr [1] nous permet d’en retrouver une partie pour les théories a
plusieurs sortes (c’est-a-dire pour les catégories monadiques sur Set™ pour un certain n, ou, comme
d’habitude, le cardinal n peut étre fini ou infini). En particulier, nous verrons que ’équivalence de
(1) et (2) dans le théoreme 1.1 reste valable pour les T non dégénérées a plusieurs sortes, et nous
établirons

Théoreme 1.4. Pour une catégorie £, les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) € est localement fermée cartésienne et est une variété non dégénérée d plusieurs sortes.

(2) & est un topos et &, est une variété non dégénérée a une seule sorte.

(3) & est un topos de Grothendieck non dégénéré possédant un ensemble de générateurs projectifs.



(La signification de la non-dégénérescence pour les variétés a plusieurs sortes sera discutée dans la
section 9 ci-dessous).

Le plan de T'article est le suivant. La section 2 est consacrée a la preuve du théoreme 1.3, et la
section 3 & la preuve de I'équivalence de (2) et (3) dans le théoreme 1.2. Dans la section 4, nous
étudions une classe de théories (les théories hyperaffines commutatives) dont les variétés d’algebres
sont fermées cartésiennes mais ne sont pas (sauf dans le cas trivial) des topos; celles-ci fournissent
une motivation pour la définition de 'effondrement a deux valeurs, que nous étudions en général
dans la section 5 (en particulier, 'implication (1) = (2) du théoréme 1.2 est prouvée dans cette
section). La section 6 esquisse la preuve du “théoreme de reconstruction” qui montre comment
un topos peut étre reconstruit a partir de son effondrement a deux valeurs; la section 7 achéve
la preuve du théoréme 1.2, en montrant que la condition (3) de 1.2 implique que T-Alg satisfait
les hypotheses du théoreme de reconstruction. Dans la section 8, nous faisons quelques remarques
sur la relation entre les théoremes 1.1, 1.2 et 1.3, et nous discutons quelques exemples de variétés
qui satisfont leurs hypotheses; dans ce processus, nous prouvons I’équivalence de (2) et (3) dans le
théoreme 1.4. Enfin, dans la section 9, nous discutons des variétés a plusieurs sortes et achevons la
preuve du théoreme 1.4.

Outre ma dette envers Charles Wells pour avoir posé la question qui a motivé la recherche décrite
dans cet article, je suis profondément redevable a Peter Freyd pour m’avoir donné le courage de
croire que le théoreme 1.2 pourrait étre vrai, et pour ses suggestions utiles sur la fagon de le prouver :
en particulier, pour avoir signalé la possibilité de prouver le théoreme 1.3, et pour m’avoir rappelé
la construction dans [5] du topos A (qui, bien qu’il n’apparaisse pas explicitement dans cet article,
a été un guide lumineux important pour établir les résultats des sections 6 et 7). La majeure partie
du travail décrit ici a été effectuée alors que je visitais les universités de Chicago et de Pennsylvanie
en janvier et février 1988 : je suis reconnaissant aux deux institutions pour leur hospitalité.

2 Variétés avec classifiant des sous-objets

Soit C une catégorie avec limites finies. Comme d’habitude, par classifiant des sous-objets dans C,
nous entendons un objet 2 muni d’'un morphisme spécifié¢ T : 1 — Q (ou 1 est 'objet terminal de

C) tel que tout monomorphisme A" — A dans C soit unique exprimable comme un carré cartésien
de T.

Lemme 2.1. SiC posséde un classifiant des sous-objets, alors pour tout objet A de C, les sous-objets
de A forment un demi-treillis brouwerien.

Démonstration. Comme dans un topos, on peut définir 'intersection binaire A : 2 x Q — €2 comme
le morphisme classifiant de (T, T) : 1 — QxQ ('intersection de 75 (T) et 75(T)), la relation d’ordre
Q1 — Q x Q comme 'égalisateur de 7 et A, et 'implication =: 2 x {2 — Q comme le morphisme
classifiant de € (cf. [7, 1.49 (ii) et 3.51 (ii)]). Alors, étant donnés des sous-objets A;, Az, A3 de A,
on peut vérifier que A; < (As =4 Az) comme sous-objets de A (o = 4 désigne 'opération binaire
sur les sous-objets obtenue a partir de =) ssi A1 N Ay < A; N A3 comme sous-objets de Ay, ssi
A; N Ay < A3 comme sous-objets de A. O

Si C = T-Alg pour une théorie algébrique T, alors nous savons que les sous-objets de toute T-
algebre A forment un treillis complet ; donc 2.1 implique qu’ils forment une algebre de Heyting
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(compleéte), ou de maniére équivalente que la loi distributive infinie

ANY B =Y (ANB;)

el el

est valide pour les sous-algebres. Pour une théorie finitaire T, la loi distributive infinie est valide
ssi la loi finitaire 'est, car les treillis de sous-algebres sont toujours algébriques dans ce cas. (On
notera que nous n’affirmons pas que €2, s’il existe dans T-Alg, est une algebre de Heyting interne :
bien que les unions binaires de sous-algebres existent dans T-Alg, elles ne sont pas nécessairement
préservées par les changements de base, et donc ne seront pas en général induites par un morphisme

V:iQxQ—Q.

Lemme 2.2. Supposons que les treillis de sous-algébres dans T-Alg sont infiniment distributifs.
Alors la condition (3) du théoréme 1.3 est satisfaite.

Démonstration. Etant donnée une opération p(z1,...,x,), soit A la sous-algebre engendrée par p
dans la T-algebre libre F(xq,...,2,) sur n générateurs, et soit B; (1 < i < n) la sous-algebre
engendrée par x;. Alors p € ANY." | B;, donc par hypothese p € > | (AN B;), c’est-a-dire que p
peut étre obtenu en appliquant une certaine opération (disons ¢) de T a une famille de termes qui

appartiennent a U (AN B;). Mais AN B; est constitué des termes up(zy, ..., x,) pour lesquels il
existe une identité up(zy, ..., x,) = v(x;) (ici u,v sont des opérations unaires de T); donc cela dit
précisément que (3) est valide. O

Pour les théories finitaires T, I’équivalence de la condition (3) de 1.3 avec la distributivité des
treillis de sous-algebres était probablement connue auparavant (la réciproque du lemme 2.2 n’est
pas difficile & prouver directement), mais je n’ai pas pu la trouver dans la littérature de 1'algebre
universelle. Il existe une condition syntaxique bien connue pour que les treillis de congruences dans
T-Alg soient distributifs, due & B. Jénsson [9] ; mais les treillis de sous-algebres semblent générale-
ment avoir recu beaucoup moins d’attention que les treillis de congruences.

Nous avons maintenant prouvé les implications (1) = (2) = (3) de 1.3; pour compléter le cercle,
nous devons construire un classifiant des sous-objets dans T-Alg pour tout T satisfaisant (3). Or,
si T-Alg possede un classifiant des sous-objets 0, alors les éléments de (I’ensemble sous-jacent de)
) doivent correspondre aux homomorphismes F'(x) — Q dans T-Alg, ou F(x) est l'algebre libre
sur un générateur, et donc aux sous-algebres de F'(x) ; définissons donc €2 comme 1’ensemble de ces
sous-algebres, et essayons de lui imposer une structure de T-algebre.

Etant donnée une opération n-aire p de T et des sous-algébres Ay, A,, ..., A, de F(z), nous défi-
nissons

pa(Ay, ... A,) = {u(x)

n
up(T1,...,x,) € ZAJI,} ,
i=1

ou A;z; désigne la sous-algebre {v(z;)|v(x) € A;} de F(xy,...,x,). En particulier, pour une opéra-
tion unaire v de T, on a vo(A) = {uluv € A}; et pour une constante k, on a kg = F(z) car uk appar-
tient a toute sous-algebre, pour tout u. Plus généralement, pour tout p, on a po(F(x),..., F(x)) =
F(z), puisque Y7 ; F(x;) est tout F(xy,...,x,); donc (en supposant le résultat que nous sommes
sur le point de prouver) {F'(x)} est une sous-algebre singleton de .

Lemme 2.3. Q) est une T-algébre.



Démonstration. Supposons que nous ayons une équation
p(r1, . xn) = q(ri(z, o xn), (T, )
dans T. Etant données des sous-algebres Ay, ..., A,, nous devons montrer pour tout u € F (x) que
uepa(Ar,...,A) S u€qga((r)alAr, ... A4, .o (rm)a(Ar, ..., Ay)).

Si u appartient au membre de droite, alors on peut écrire

uq(yu, - - Ym) = f(V1Yaqys - - - »Ulyoe(l))

pour un certain f et certains v; € (rq())a(A1, ..., A,). Mais alors

up(1, ..., x,) = f(0ira@)(@1, - Tn)s - UTa@) (T1, -, T0)),
et pour chaque j on a v;7qx;)(Z1,...,%n) € it Aix;. Comme - A;z; est une sous-algebre, on en
déduit qu’elle contient up(zy, ..., z,), comme requis. O

Réciproquement, supposons u € po(Ay, ..., A,). En appliquant la condition (3) de 1.3 & I'opération
uq(y1, - - - Ym), on obtient

wq(Yis - Ym) = Flwrug(r, - Ym)s - wiug (s Ym))
pour certains f et w;, ou wuq(yi,...,Ym) = tj(Ya(j)) pour certains t; et o. En substituant
ri(z1,...,zn) ay; (1 <i<m) dans la derniére équation, on obtient

n
tira() (@1, -y Tn) = wjup(ay, ..., T,) € Z Az,
i=1

de sorte que t; € (Ta())a(A1, ..., Ay). Mais puisque

UQ(yla s 7ym> = f(tl(ya(l))a s 7tl(yoé(l)))7
on en déduit que u € go((r1)a(A1, ..., An), ..o, (rm)a(A1, ..., An)).
Nous devons également vérifier que les opérations de projection de T sont interprétées comme les

projections produit 2" — €). Pour cela, nous devons utiliser I’hypothese sur les pseudo-constantes
dans 1.3 : nous devons montrer que

ZAZQZZ N F(I]) = ijj7
=1

et cela ne pourrait échouer que si T a une pseudo-constante mais pas de constantes, A; = @ et un
autre A; est non vide.

Proposition 2.4 (2.4). La T-algébre Q, avec sa sous-algébre singleton {F(x)}, est un classifiant
des sous-objets pour T-Alg.



Démonstration. Soitt A" une sous-algebre d’'une T-algebre A. Nous définissons un morphisme h :
A — Q par

h(a) = {u(z)[ua(a) € A'}.

(I1 est facile de voir que h(a) est une sous-algebre de F'(x)). Clairement, h(a) = F(z) ssia € A', et
h est uniquement déterminé par cette condition et par 'exigence qu’il commute avec les opérations
unaires de T, puisque u(z) € h(a) ssi ugh(a) = F(x). Pour achever la preuve, nous devons montrer
que h commute avec les opérations d’arité supérieure a 1, c’est-a-dire que si p est une opération
n-aire de T, on a

u(z) € h(palay,...,a,)) < u(z) € pa(h(ar),..., hia,)).

Une fois de plus, I'implication de droite a gauche est directe (et n’utilise pas la condition (3)). Pour

la réciproque, appliquer (3) a up(xy,...,z,); on a
up(zy, ..., x,) = qlwrup(xy, ... T0), ooy Wup(Te, . ., Ty)),
ot wjup(z1,...,%Tn) = vj(xa()) pour chaque j. De ces dernieres équations, on déduit

(vj)a(aagy)) = (wj)auapa(ar, ..., a,) € A,
donc v; € h(aa(;)), et par suite u € pa(h(a1), ..., h(a,)), comme requis. O

Ceci acheve la preuve du théoreme 1.3.

3 Variétés fermées cartésiennes

Dans toute catégorie fermée cartésienne C, les foncteurs (—) x A, étant adjoints & gauche, préservent
les colimites qui peuvent exister dans C. Si C est une variété T-Alg, alors nous savons que 'algebre
libre F(x1, ..., x,) sur n générateurs est le coproduit de n copies F(x;) (1 < ¢ < n) de I'algebre libre
sur un générateur ; donc, pour tout A, F(zy,...,x,) X A doit étre le coproduit des F(x;) x A. De
maniere peut-étre surprenante, cette condition nécessaire pour la cloture cartésienne est également
suffisante :

Proposition 3.1 (3.1). T-Alg est fermée cartésienne ssi F(xq,...,x,) X A est le coproduit des
F(z;) x A (1 <i<n), pour tout n et toute T-algébre A.

Démonstration. La nécessité de la condition a déja été expliquée. Pour la suffisance, on observe
(comme dans la preuve de I'implication (3) = (1) de 1.3) que les éléments de 'exponentielle B4, si
elle existe, doivent correspondre aux homomorphismes F(z) — B, et donc aux homomorphismes
F(x) x A — B. Définissons donc B comme I’ensemble des homomorphismes F(z) x A — B le
probleme est maintenant de définir une structure de T-algebre sur cet ensemble. Supposons donnés
une opération n-aire p de T et un n-uplet d’homomorphismes f; : F(x) x A — B (1 <i < n). Par
hypothese, il existe un unique homomorphisme

f:F(zy,...,2,) x A— B

dont la restriction a F (x;) x A est f;, pour chaque i. On définit alors pga(fi,..., f,) comme le
composé f(pxid),oup: F(x) = F(x1,...,x,) est 'unique homomorphisme envoyant le générateur

7



x sur p(xy,...,2,). Il est maintenant direct de vérifier que cette définition donne une structure de
T-algebre sur B4,

De plus, on a un morphisme ev : B4 x A — B défini par ev(f,a) = f(z,a) (ot z désigne I'opération
unaire identité) ; et ¢’est un homomorphisme car

ev(p(fi,..., fn),plar,...;a,)) = f(p(j:l, e @), plar, . an))
= pB(f(xlaal)v ceey f($ma71))
= pB(fl(x7a1>7 cee fn(maan))

pour tout p. Si b : € x A — B est un homomorphisme quelconque, on définit h: C — B par
h(c)(u(x),a) = h(uc(c),a). Pour vérifier que h est un homomorphisme, notons que

h(pc(e, ... cn))(u(z),a) = h(ucpc(cy, . .., cn),a)

tandis que

poa(B(er),- -, lea)) (), @) = F(up(zs, .., 20), 0)
(ot fi = h(c;)). Mais 'hypothese que F(z1,...,z,) X A est le coproduit des F(z;) x A implique en
particulier qu’il est engendré par leur union ; on peut donc exprimer tout élément de ce produit (en
particulier le couple (up(xy, ..., x,),a)) sous la forme q((vi(2a(1)), @1), - - -, (UVm(Za(m)), @m)) Pour un
certain choix de ¢, v;,a; et o. On a alors

f(up(xlv s >xn)>a) = ({4B

—~~
=)
Q

comme requis. Et il est clair que A est 'unique homomorphisme satisfaisant ev(h xid4) = h, puisque
tout tel doit satisfaire

h(e)(u(x), a) = upa(h(c))(x, a) = h(uc(c))(z, a) = h(uc(c), a).
Ainsi, on a une adjonction (—) x A - (=)4, c’est-a-dire que T-Alg est fermée cartésienne. O

Notons que, méme si T-Alg n’est pas fermée cartésienne, 'argument de la preuve ci-dessus peut
étre utilisé pour caractériser les objets exponentiables de T-Alg (c’est-a-~dire ceux A tels que (—) x A
admet un adjoint a droite). Cependant, je ne connais aucun exemple de variété non fermée carté-
sienne contenant une classe intéressante d’objets exponentiables.

Nous commencons maintenant la tache d’extraire des informations syntaxiques de la condition de
3.1.

Lemme 3.2. Si T-Alg est fermée cartésienne, alors T a des opérations fortement non constantes.

Démonstration. Supposons que l'opération q(vi(Za(1)),- - -, Um(Ta@m))) ne dépende pas de I'une des
variables x1,...,x, qui y apparaissent - disons de x; - et, pour simplifier les notations, supposons
que «(j) = 1ssi 1 < j <[. Considérons le produit

F(xy, 2, ma, ..., x,) X A,



ou A= F(y1,...,Ym), comme le coproduit de F(z;) x A (1 <i < n)et F(z}) x A. Soit B l'algebre
libre sur (m + 1) générateurs z; (1 < j <m)et z; (1 <j<I);soit f: A— B homomorphisme
qui envoie y; sur z; (1 < j < m), et f' "homomorphisme qui envoie y; sur 2 si j < [ et sur z;
sinon. Soit maintenant

h:F(xy, 2y, 29,...,0,) x A— B

I'unique homomorphisme dont la restriction a F'(z;) x A (1 < i < n) est fmy et & F(x]) x A est
f'mo. Dans F(xq, 2], 22, ...,2,) X A, on a I’équation

q((vl(xa(l))a Yi)s - ('Um(xa(m))a Ym)) = q((vl(xa(l))a Yi)s- oo ('Um(xa(m))a Ym))

ou x, = x; pour i > 1; en appliquant h a chaque membre, on obtient

/ /
21y s 2m) = q(21s o 20 2Ly - e Zm)-
Donc ¢ ne dépend d’aucune de ses [ premieres variables. O

Comme nous I'avons observé dans la section 1, la conclusion du lemme 3.2 implique (pour les théo-
ries non dégénérées T) que T n’a pas de pseudo-constantes. Le lemme fournit donc un substitut
au lemme 2.2 de [8], qui ne requiert pas ’hypothese que les coproduits dans T-Alg sont disjoints,
et acheéve donc la preuve de 'implication (2) = (3) dans le théoreme 1.1. Bien siir, I'absence de
pseudo-constantes implique que les coproduits sont disjoints, et nous exploiterons ce fait dans la
suite : pour le reste de cette section, nous supposerons que nous avons affaire & une théorie T (né-
cessairement non dégénérée) sans opérations pseudo-constantes, et nous utiliserons (généralement
sans le mentionner explicitement) le fait que les différents sommants d’un coproduit dans T-Alg
ont une intersection vide.

Lemme 3.3. Supposons que T-Alg est fermée cartésienne. Alors, pour toute opération p(z1, . .., T,)
de T, il existe une opération q(y1, ..., Ym), deux m-uplets d’opérations unaires uj,v; (1 < j<m),
et une fonction
a:{l,....m}—{1,...,n},
tels que les identités
q(ury, ..., uny) =y
et
q(V1(Za1))s - Vm(Tammy)) = D(T1, ..., 20)
soient valides.
Démonstration. Puisque F(x1,...,x,) X F(y) est le coproduit des F'(x;) x F(y) (1 <i< n), il est
engendré par leur union ; 1’élément
(P(@1s -, 20),Y)

doit donc étre obtenu en appliquant une certaine opération ¢ de T a un m-uplet d’éléments
(vj(Tag)), ui(y)) de Uiy F(z;) x F(y). Mais cela dit exactement que les équations ci-dessus sont
satisfaites. O]

Clairement, les équations de 3.3 impliquent que

quap(er, . 20), - unD(T1, -, 2n)) = @i (Za))s - - Um(Tagm))); (%)

mais ceci est plus faible que 'assertion faite dans la condition (3)(b) du théoréme 1.2. Cependant,
nous avons :



Lemme 3.4. Supposons que T-Alg est fermée cartésienne. Alors, pour toutes opérations p, q, u;, v;
et fonction « telles que 'identité (%) ci-dessus est valide, on a aussi

wip(1; - n) S 05(Tag))
pour 1 < j < m. En particulier, T satisfait la condition (3)(b) du théoréme 1.2.

Démonstration. Dans le produit F'(yy,...,ym) X F(x1,...,x,), on a l'identité

Q((yl, Ulp(xh cee ,In)), A (ym’ ump<l’1, s 7xn))) (T)
= q((y1,v1(Ta())); - - s Ym> Vm(Ta(m))))-

On considere F(yi,...,Ym) X F(x1,...,2,) comme le coproduit des
F(y;) x F(z1,...,2,),
et ’lhomomorphisme

h:F(yi,....Ym) X F(x1,...,20) = F(z1,. ., %0, Y1y - Yjm1, Yjt1s - - > Ym)

dont la restriction a F'(y;) x F'(z1,...,,) est fmy, et la restriction & F'(y;/) X F(z1,...,x,) (5 # 7)
est gy (ou f et g sont les inclusions de F'(z1, ..., z,) et F(y; ), respectivement, dans le codomaine
de h). En appliquant h aux deux membres de 'identité (t), on obtient

Q(yb e 7yj717 ujp(wla s 7xn)7yj+17 v 7ym) = Q(yla see 7yj717vj(xa(j))7 yj+17 s o 7ym>7
comme requis. ]

En combinant les lemmes 3.2 et 3.4, nous avons maintenant prouvé I'implication (2) = (3) du théo-
reme 1.2. Nous remarquons que les lecteurs principalement intéressés par 1'équivalence de (1) et (2)
dans 1.2 peuvent sauter le reste de cette section : pour prouver que toute variété fermée cartésienne
est un topos effondré, nous utiliserons la condition syntaxique (3), mais nous n’aurons pas besoin
de savoir qu’elle implique (2). Néanmoins, (3) implique bien (2) ; nous prouvons maintenant ce fait.

Proposition 3.5 (3.5). Supposons que T satisfait la condition (3) du théoréeme 1.2. Alors T-Alg
est fermée cartésienne.

Démonstration. Nous utilisons le critére de la proposition 3.1. Soit A une T-algebre arbitraire (on
suppose A non vide; si A =0 il n'y a rien a prouver). D’abord, on observe que F(z1,...,x,) X A
est engendré par I'union de ses sous-algebres F(z;) x A (1 < i < n);en effet, si (p(x1,...,2,),a)
est un élément quelconque du premier, les équations de (3)(b) permettent de I'exprimer sous la
forme

A((V1(Taq)); w(a)), s (On(Ta(m)), um(a))).

Supposons maintenant que 1’on ait une équation de la forme

p((ul('xa(l))v al)’ R (um(xa(M))v am)) = q((vl(‘rﬁ(l))? bl)v R (Ul(xﬁ(l))> bl))

entre éléments de F'(zy,...,z,) X A (c’est-a~dire que
palar,...,am) = qa(br,...,b) (= ¢, disons)
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et que l'identité
Pur(Ta)); - -+ U (Tagm)) = ¢(vi(zp01)), - - -, vi(Tp0)))
est valide). Comme dans la preuve du lemme 3.5 de [8], nous devons montrer que cette équation est
une conséquence d’équations qui sont valides a 'intérieur des F'(x;) x A individuels. A cette fin, on
applique d’abord la condition (3)(b) & p, pour obtenir une opération r(yi, ..., yx) et des opérations
unaires w; (1 < j < k) telles que
r(wiy, ..., wgy) =y

et, pour chaque 7,

Ty, Yo, Wip(21s - Zm) Yty - Uk) (1)

ne dépende que d'un seul z (disons de z,(;)). Il s’ensuit que

T(yla e Yi—1, wjp(ul(xa(l))v ce ;um(xa(m)))y Yjt+1s .-+ ayk)

ne dépend que des y;r (j" # j) et de x4 (). En remplacant p(uiZa(1y; - - - » UmTam)) PAr ¢(V12501), - - -, ViTaq))
et en appliquant la condition (3)(a), on en déduit que

’r(yl, o e 7yj717ij(zi7 o 7Zl/>7yj+17 <. 7Z/k> (2)

ne dépend d’aucun z; avec 3(i) # ay(j). Pour simplifier les notations, supposons pour 'instant que
B(1) = ay(j) ssi 1 <i<d.

Soit maintenant s;(y, 2(;)) le terme obtenu en remplagant tous les y;» (j' # j) par y dans (1) (et
en éliminant les z redondants), et soit ¢;(y, 21, ..., ;) obtenu de maniére similaire en remplacant
les y; par y dans (2). Alors on a

8§ (Zan(j)s Ur(j) (Tan () = ti(Tan () V1(T(1))s - - -5 Va(Tp(a)))
dans F(Taq(;)), et
(s5)alc; aygy) = (t5)alc, by, .., ba)

dans A. Cependant, en appliquant a nouveau la condition (3)(b) a r, on obtient une opération
e-aire f et une équation de la forme

r(yn,-yk) = flor - ) ger(yn, - uk) (3)
dans laquelle chaque terme g;7(y1, ..., yx) peut étre remplacé par g;r appliqué a un autre k-uplet,
pourvu qu’une seule des variables (la §(i)-iéme, disons) soit maintenue constante. En particulier,
en substituant w;p(zy,...,2,) 8 y; (1 <j < k) dans (3), on obtient

P(215 - 2m) = F(91550) (W1, 29601))5 - - - > GeSs(e) (Yes Zra(e)))

et de méme on a

(](Zi, SRR Zl/) - f(glté(l)(yl’ Z;)7 s 7get5(e)(yea Z;))7
ou z. désigne le tuple approprié de variables 2z’ dans chaque cas. On en déduit donc que 1’égalité
entre p et ¢, dont nous sommes partis, est une conséquence des égalités entre les s; et t;, chacune
étant valide dans un certain F'(zq.(;)) X A.

Ceci acheéve la preuve de I'équivalence de (2) et (3) dans le théoréme 1.2. O
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4 Théories hyperaffines commutatives

On rappelle qu’une théorie algébrique T est dite commutative si ses opérations commutent toutes
les unes avec les autres, c¢’est-a-dire si, étant données des opérations p et ¢ (d’arités n et m, disons),
I'identité

p(Q(l.ll) s 7x1m)7 s 7Q($nla s 7$nm)) = Q(p(xlla s 733111)7 s 7p<x1m7 s 7xnm))

est valide. Il est bien connu [12] que si T est commutative alors T-Alg posséde une structure moni-
dale fermée symétrique, dont le hom interne [A, B] est simplement 1’ensemble des homomorphismes
de T-algebres A — B, avec une structure de T-algebre définie point par point, et le produit ten-
soriel A ® B classifie les “bihomomorphismes”, c’est-a-dire que les homomorphismes A ® B — C
correspondent aux fonctions A x B — C' qui sont homomorphes en chaque variable lorsque ’autre
est maintenue constante. En général, cette structure monidale n’est clairement pas la structure
de produit cartésien, méme si T-Alg est également fermée cartésienne (considérer la théorie des
M-ensembles pour un monoide commutatif M), mais il est néanmoins intéressant de demander si
A ® B pourrait coincider avec A x B.

Si tel est le cas, on remarque immédiatement que I’algébre libre de T sur un générateur (qui est
une unité pour ®) doit coincider avec ’algebre singleton de T (I'unité pour x); donc T n’a qu'une
seule opération unaire, ou de maniere équivalente toute opération p de T satisfait

plz,z,...,x) ==x. (1)

Les opérations satisfaisant cette identité sont dites affines [11] (certains autres auteurs les appellent
idempotentes, mais cela préte a confusion avec la notion d’opération unaire idempotente) ; on dit
que T est affine si toutes ses opérations sont affines. Une opération affine p satisfait les conditions
du lemme 3.3, avec ¢ = p et les u; et v; tous pris comme l'opération identité; mais si T-Alg doit
étre fermée cartésienne, alors d’apres le lemme 3.4 on doit aussi avoir

p(Il,xQ,...,xn) Ep,i T (2)

pour 1 < ¢ < n. En combinant ces n conditions, on obtient I'identité

p<p(x117 e 7$1n)7]9($217 e 7$2n)7 e 7P($n1, e 7$nn)) = p($11,$22, cee 7x'rm); (3)

mais en présence de (1), chaque instance de (2) peut étre retrouvée a partir de (3) en égalant des
variables appropriées.

On appellera une opération p hyperaffine si elle satisfait les équations (1) et (3) ci-dessus, et on
appellera une théorie T hyperaffine si toutes ses opérations sont hyperaffines. (Par exemple, dans
la théorie des modules & gauche sur un anneau R (non nécessairement commutatif), une opération
(x1,...,2,) — Y rx; est affine ssi Y- r; = 1; elle est hyperaffine ssi de plus les r; sont des idempo-
tents deux a deux orthogonaux, c’est-a-dire r? = r; et r;r; = 0 pour tout i # j). En général, une
composée d’opérations hyperaffines n’est pas nécessairement hyperaffine ; mais elle ’est si les opéra-
tions commutent entre elles, et donc les opérations hyperaffines d’une théorie commutative forment
une sous-théorie - il est facile de voir qu’elles incluent toutes les projections. Notons également
qu'une opération hyperaffine commute avec elle-méme, par (3); et donc la théorie H,, engendrée
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par une seule opération p, d’arité n, satisfaisant (1) et (3) est commutative et hyperaffine. (On
adopte la convention que H; est la théorie triviale dont les seules opérations sont les projections).

En utilisant 3.5, on peut montrer que les algebres d’une théorie commutative hyperaffine forment
une catégorie fermée cartésienne. Mais en fait on peut étre plus précis :

Proposition 4.1 (4.1). Soit T une théorie commutative hyperaffine. Alors la structure monidale
fermée canonique sur T-Alg est fermée cartésienne. En particulier, T-Alg est fermée cartésienne,
mais ce n’est pas un topos (et donc pas localement fermée cartésienne) a moins que T = H;.

Démonstration. Pour la premiere assertion, il suffit de montrer que, étant données des T-algebres
A, B,C, une fonction f : A x B — C est un homomorphisme ssi ¢’est un bihomomorphisme (car
alors le bihomomorphisme universel A x B — A® B doit étre bijectif). Mais c’est une conséquence
immédiate des équations (1) et (3) : (1) implique que tout homomorphisme est un bihomomor-
phisme, et (3) implique la réciproque, puisque

f(pala,...,an),pa(b1,...,by))

= pC(f(alva(bla e 7bn))7 BRI f(anapBa)l’ s 7bN)))
= pC’(pC(f(alvbl)’ ce f(ala bn))’ < >pC(f(anvb1)’ < >f(anvbn)))
=pc(fla,b1), ..., flan, by)).

Pour la seconde assertion, rappelons du corollaire 2.7 de [8] que si T-Alg est un topos alors “les
opérations unaires controlent tout” dans le sens ou le foncteur d’oubli T-Alg — M-Set, ou M est
le monoide des opérations unaires de T, est plein et fidele. Mais cela est clairement impossible pour
une théorie affine non triviale T, puisque M est trivial. m

Il convient de mentionner que (la premiere moitié de) la proposition 4.1 est apparue précédemment
dans les travaux de A. Kock [10] (qui a également observé que toute théorie hyperaffine est com-
mutative) et dans les travaux de D. Higgs [6].

A quoi ressemblent les théories hyperaffines commutatives? Un éclairage est fourni par le lemme
suivant :

Lemme 4.2. Une théorie hyperaffine commutative non dégénérée et finiment engendrée est iso-
morphe a H,, pour un certain n > 1.

Démonstration. D’abord, on note que si p et ¢ sont des opérations hyperaffines commutantes (d’ari-
tés n et m, disons), alors I'opération mn-aire

p(Q(xlly s 7x1m)7 cee 7Q(In17 cee wrnm))

est hyperaffine et engendre la méme théorie que {p, ¢} ; on peut donc supposer que notre théorie est
engendrée par une seule opération p. Ensuite, on peut supposer (en éliminant les variables redon-
dantes) que p dépend effectivement de toutes ses variables, c’est-a-dire que 1'on n’a pas d’identité
de la forme = =,,; y (ol x et y sont des variables distinctes). On montre maintenant que p ne peut
satisfaire aucune équation autre que celles qui découlent de (1) et (3).
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On observe que (1) et (3) permettent de réduire toute opération composée définie a partir de p
a une forme p(zy,...,z,), ou les x; sont des variables, pas nécessairement toutes distinctes. Donc
toute équation supplémentaire doit étre exprimable sous la forme

p(xla v 7‘7;%) :p(yh B ;yn>7

ou les n-uplets de variables (x1,...,2,) et (y1,...,y,) ne sont pas identiques. Supposons z; # y; ;
alors on a

T =pi D(T1, - T0) Zpi DY, - -+ YUn) =pi Yis

donc la i-ieme variable de p est redondante, contrairement a notre hypothese. O

Nous aurons plus a dire sur les théories hyperaffines commutatives non finiment engendrées dans
I’exemple 8.8 ci-dessous.

Soit maintenant A une H,-algébre non vide, et fixons un élément k € A. Pour chaque i < n, défi-
nissons u; : A — A par u;(a) = pa(k, ..., k,a,k,... k) (ot a apparait a la i-iéme place a droite).
On vérifie facilement que w; est idempotent, et que pour j # ¢ la composée w;u; est I'application
constante de valeur k£ (de sorte que les u; commutent entre eux). Soit A; C A I'image de u; ; il est
alors direct de vérifier que py : A™ — A se restreint en une bijection ] ; A; — A, dont 'inverse
est donnée par a — (uq(a),...,u,(a)). Ainsi A posséde une décomposition en produit n-fold. Bien
stir, les ensembles A; dépendent du choix d'un point base k; mais si I'on fait un choix différent
k', menant a des idempotents u; et des sous-ensembles Al, on voit que w;u; = u; et uiu; = u}, de
sorte que u; et w, induisent une bijection entre A; et A, commutant avec les décompositions en
produit. De plus, si f : A — B est un homomorphisme de H,-algebres, alors en choisissant le point
base dans B comme f(k), on voit que f envoie A; dans B;, et donc (modulo les décompositions en
produit) f est de la forme [, f;, ou f; : A; — B;.

Dans la direction converse, on observe que tout ensemble donné sous la forme d'un produit n-
fold TT; A; possede une structure canonique de H,-algebre (I'opération p, appliquée a un n-uplet
d’éléments du produit, extrait la premiere coordonnée du premier élément, la deuxieme coordonnée
du deuxiéme, et ainsi de suite), et tout morphisme de la forme [T, fi : [T, 4; — III-, B; est un
homomorphisme de H,-algebres. On peut donc conclure :

Proposition 4.3 (4.3). H,,-Alg est équivalente a la catégorie des produits cartésiens n-fold d’en-
sembles, c’est-a-dire l'image (non pleine) du foncteur produit Set” — Set (l’adjoint a droite du
foncteur diagonal).

Au moins dans le cas n = 2, la proposition 4.3 est bien connue des théoriciens des semi-groupes,
pour qui les Hy-algebres sont connues sous le nom de bandes rectangulaires (voir [3, ?]).

Maintenant, Set™ est un topos, mais H,-Alg ne l'est pas (pour n > 1); la raison est, bien sir,
que le foncteur produit n’est pas conservatif - il envoie tout n-uplet (Aj, As, ..., A,) pour lequel
au moins un A; est vide sur I’ensemble vide. (Voir [1] pour une discussion antérieure de ce mauvais
comportement de 'ensemble vide). En effet, ce que nous devons faire a Set™ pour obtenir H,-Alg est
“effondrer” tous les objets mal supportés (ceux qui ne se projettent pas de maniére épimorphique
sur l'objet terminal) en les rendant isomorphes a l'objet initial. Dans la section suivante, nous
étudierons cette construction d’effondrement sur un topos arbitraire.
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5 Effondrements a deux valeurs

En réalité, la construction d’effondrement fonctionne sur une classe de catégories plus large que les
topos. Soit £ une catégorie fermée cartésienne avec un objet initial 0; on dira qu’'un objet A de &
est bien supporté si 'unique morphisme A — 1 est un épimorphisme, et mal supporté sinon. Pour
éviter la trivialité, on suppose que 0 est mal supporté (ce qui équivaut a dire que € n’est pas un
poset). Si € est une catégorie réguliere, on peut substituer “épimorphisme régulier” & “épimorphis-
me” dans la définition et dans toute la discussion qui suit ; bien siir, cela ne fait aucune différence
lorsque £ est un topos.

On définit 'effondrement a deux valeurs &, de & comme la sous-catégorie pleine de £ dont les
objets sont soit bien supportés, soit isomorphes a 0.

Lemme 5.1. &, est coréflexive dans &, et est fermée pour les produits finis.

Démonstration. Le coréflecteur est 'identité sur les objets bien supportés, et effondre tous les
objets mal supportés vers 0; la fonctorialité de cette construction, ainsi que I'adjonction, est facile
a vérifier puisqu’un objet bien supporté ne peut pas étre envoyé vers un objet mal supporté. Si A
et B sont bien supportés, alors la projection A x B — B est épique puisque (—) X B préserve les
épimorphismes, et donc A X B est bien supporté ; d’autre part, 0 x A = 0 pour tout A puisque un
objet initial dans une catégorie fermée cartésienne est nécessairement strict. O]

Lorsque £ est un topos, &, est également fermé pour I’exponentiation dans £ puisque 'on a A° = 1
pour tout A, 04 = 0 pour A bien supporté, et B4 est bien supporté si B l'est (car il existe un
morphisme B — B#). Seule la seconde de ces trois affirmations pourrait étre fausse en général (elle
est vraie si € est régulier ou localement fermé cartésien), mais méme sans elle, on peut conclure :

Corollaire 5.2. &, est fermée cartésienne.

Démonstration. Pour construire une exponentielle dans &, on la construit dans £ puis on coréflé-
chit. 0

En général, les carrés cartésiens dans &, ne sont pas les mémes que dans £ ; on doit calculer le carré
cartésien dans & puis coréfléchir. Cependant, si £ est régulier et si 'on a un diagramme cartésien

dans £

P—— A

ol

B——C

avec f épimorphisme régulier et A, B,C' € &, alors P € &, ; en effet, si B = (0 alors P = 0, et si
B est bien supporté alors (g est épimorphisme régulier et donc) P est bien supporté. On peut donc
facilement conclure :

Lemme 5.3. Si & est réqulier alors &, U'est aussi, et l'inclusion &, — & préserve les factorisations
image. De méme, si € est régulier effectif (= exact au sens de Barr) alors &, ['est aussi.

15



En ce qui concerne la seconde assertion du lemme 5.3, notons qu’une relation d’équivalence sur un
objet bien supporté A est nécessairement bien supportée, car elle contient le sous-objet diagonal de

A x A.

On rappelle qu’un topos (plus généralement, une catégorie réguliere) & est dit d deux valeurs si 0
et 1 sont les seuls sous-objets de 1 (et 0 # 1). Si & est fermé cartésien, alors tout objet de support
0 est isomorphe a 0; on en déduit

Lemme 5.4. Pour une catégorie réguliére fermée cartésienne £, on a &, = & ssi € est a deux
valeurs.

Si € a des coproduits finis disjoints, alors &, aussi (et le foncteur d’inclusion les préserve) ; de plus,
l'assignation A — 1 + A définit un foncteur fidele (non plein) 7' : € — &. Si € est localement
fermé cartésien (de sorte que les coproduits sont stables par changement de base), alors on peut
considérer 7' comme un plongement plein & — &, /(1 4+ 1), dont I'image consiste précisément en
ces objets B — 1+ 1 dont le changement de base le long de la premiere coprojection 1 — 1+ 1 est
isomorphe a 1. On conclut ainsi :

Proposition 5.5 (5.5). Si & est localement fermé cartésien et a des coproduits finis disjoints, alors
il est récupérable a équivalence pres a partir de E,. En particulier, pour un tel £, &, est localement
fermé cartésien ssi il coincide avec .

Démonstration. La preuve de la premiere assertion a été esquissée ci-dessus. Pour la seconde, notons
que l'effondrement & deux valeurs est idempotent (c’est-a-dire que (Ey ) = &) ; donc si € et &y
sont tous deux localement fermés cartésiens, cette égalité se releve en une égalité &, = &. [

Il n’est pas clair si les catégories qui apparaissent comme &;,, pour un £ satisfaisant les hypotheses
de la proposition 5.5, peuvent étre caractérisées intrinsequement. Cependant, dans la section sui-
vante, nous donnerons une caractérisation intrinseque des topos effondrés, en utilisant une maniere
légerement différente de “reconstruire” £ a partir de &, dans laquelle I'objet 1 + 1 est remplacé
par le classifiant des sous-objets 2.

6 Le théoréeme de reconstruction

Supposons que £ = &, soit 'effondrement a deux valeurs d’un topos. Alors I'objet € de £ appartient
a &£, ainsi que son sous-objet générique T : 1 — €2; de plus, il classifie encore les sous-objets bien
supportés dans le sens ou, si I'on se donne A" — A dans £ avec A’ bien supporté, alors il existe un
unique morphisme A — () dans &£ tel que

A —— 1

|

A — Q

soit un carré cartésien. (Bien siir, il y aura aussi des morphismes A — €2 pour lesquels ce diagramme
est un carré cartésien, mais en général il y en aura beaucoup).
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Notre hypotheése permanente pour cette section sera que £ est une catégorie fermée cartésienne a
deux valeurs (avec toutes les limites finies) possédant un “classifiant des sous-objets bien supportés”
comme ci-dessus. Il est remarquable de voir combien de la structure de base d'un topos, telle que
développée (par exemple) dans le chapitre 1 de [7], peut étre construite a partir de ces données,
sans “sortir de la classe des objets bien supportés” Par exemple, la structure de demi-treillis brou-
werien (A, =) sur {2 peut étre définie exactement comme dans la preuve du lemme 2.1 (méme si les
sous-objets bien supportés d'un objet donné A ne forment pas nécessairement un demi-treillis brou-
werien - I'intersection de deux sous-objets bien supportés n’est pas nécessairement bien supportée!).

Dans ce qui suit, nous n’aurons pas besoin de la structure de joint binaire sur {2, mais nous aurons
besoin de son plus petit élément; on ajoute donc maintenant a nos hypotheses 'existence d’un
morphisme (nécessairement unique) L: 1 — € tel que L Xidg : 1 x Q@ — Q x € se factorise a
travers la relation d’ordre €2q, et tel que

1

Q

—

_ e O

e

soit un carré cartésien.

On peut maintenant énoncer le théoreme principal de cette section :

Théoréme 6.1. Soit C une catégorie fermée cartésienne a deuz valeurs avec égalisateurs, possédant
un classifiant des sous-objets bien supportés  qui a un plus petit élément L classifiant le sous-objet
nul de 1. Alors il existe un topos £ tel que C = & .

L’idée de base de la preuve du théoreme 6.1 est que 1'on peut considérer les morphismes f : A — €}
dans C comme des “sous-objets fantomes” de A, qui peuvent étre identifiés avec des “sous-objets
honnétes” si le changement de base de T : 1 — € le long de f se trouve étre bien supporté. Les
objets de notre topos £ seront (les “domaines” des) sous-objets fantdémes d’objets bien supportés de
C, et ses morphismes seront des “applications partielles fantomes” entre les objets bien supportés
correspondants de C. Pour cela, nous devons observer que la construction standard des classifiants
d’applications partielles dans un topos [7, 1.26] fonctionne parfaitement bien dans notre situation ;
c’est-a-dire :

Lemme 6.2. Soit C une catégorie satisfaisant les hypothéses de 6.1. Alors pour toul objet bien
supporté B de C, il existe un monomorphisme B — B tel que, si

A dom B
A

est une application partielle A — B avec domaine bien supporté A’, il existe un unique f: A—> B

rendant le carré
A —— B

I

A —— B

17



cartésien.

De nouveau, on pense aux morphismes A — B dans C comme des applications partielles fantomes
A — B; on écrit d : B — 2 pour le morphisme classifiant du sous-objet (bien supporté) B — B,
de sorte que df classifie le domaine fantome de I'application partielle fantome f.

On peut définir la composition des applications partielles fantomes comme suit. Soit m : C — C le
morphisme classifiant 'application partielle

c4c
et soit e : CB x B — C le composé
CPx B C—C,
ou ev correspond a 'application partielle
OB x B C.
On définit alors ¢ : CB x BA — C4 comme le transposé du composé
CP x BA x A OB « B &% O

On peut vérifier que ¢ internalise 'opération de composition des applications partielles honnétes
dont la composée est aussi honnéte, dans un sens évident.

On définit maintenant un objet de £ comme un couple (A, f), o A est un objet bien supporté de
Cet f: A— Q. Un morphisme (A, f) — (B, g) dans £ est (nommé par) un morphisme b : A — B
dans C tel que

ALty B 4,08

]
QO —— OB

commute, et que le couple (A 2 B — QB A — 1 -5 QF) se factorise & travers Q8 — (Q x Q)8
0P x QF. Etant donnés des morphismes

h k ,
(A4, f) = (B,g) = (C.])

dans &, on définit leur composé comme le transposé de
1 B, GB o pA < GA

(bien stir, il faut vérifier qu’il s’agit d’un morphisme de &), et le morphisme identité sur (4, f) est
défini comme la factorisation a travers A — Q4 du morphisme A — Q4 dont le transposé est
Ax AT 000N q

ol ¢ classifie le sous-objet diagonal de A x A.
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Lemme 6.3. £ est une catégorie.

La preuve de 6.3 est fastidieuse mais directe, et nous I'omettrons.

On a un foncteur R : £ — C qui envoie un objet (A, f) sur le changement de base de T : 1 —
le long de f, et un morphisme h : (A, f) — (B, g) sur la restriction de h a R(A, f) — A (il est
direct de vérifier que cette restriction se factorise a travers R(B, g) — B — B). Disons que (A, f)
est honnéte si R(A, f) est bien supporté; alors on obtient facilement

Lemme 6.4. R se restreint en une équivalence de la sous-catégorie pleine &, des objets honnétes
de & vers la sous-catégorie pleine Cys des objets bien supportés de C.

Un inverse (a isomorphisme pres) de R est donné par le foncteur 7' : Cys — &, qui envoie A sur

(AJA—1 5 ). On étend maintenant 7" en un foncteur défini sur tout C en posant 70 = (1, L).
Pour rendre cela fonctoriel, on a besoin de

Lemme 6.5. T0 est un objet initial de .

Démonstration. On doit montrer que, pour tout (A, f), il existe un seul h : 1 — A dans C qui
définit un morphisme 70 — (A, f) dans €. On rappelle que A est défini comme D'égalisateur de
¢ : Q4 — Q4 et de I'identité, ot ¢ : Q4 x A — Q classifie le sous-objet ({},id4) : A — Q4 x A; donc
pour I'instant on considére A comme un morphisme 1 — QA4 satisfaisant ¢h = h, ou de maniere
équivalente ¢(h x idy) = ev(h x idg) =h: A — Q. Oronadh=1:1— Q, ou d doit maintenant
étre considéré comme le morphisme Q4 — Q classifiant {} : A — Q4 et donc

1 04
]
Q p— Q

commute. Mais dr; classifie le sous-objet {} x ids : A x A — Q% x A qui contient celui classifié
par ¢, et donc (¢, dm) se factorise a travers €; — Q x €2, de sorte que

h=¢(h x ids) < dmi(h xidy) = (A =15 Q)

dans le poset des morphismes A — Q. Puisque L est (internement) le plus petit élément de €2, on

en déduit que h = (A — 1 R Q) ; le fait que (le transposé de) ce morphisme particulier définisse
bien un morphisme 70 — (A, f) dans & est facile & vérifier. O

Corollaire 6.6. Le foncteur T : C — & est un plongement plein, adjoint a gauche de R : & — C.

Démonstration. Apres 6.4 et 6.5, la seule chose a vérifier est que, si A est bien supporté et (B, g)
n’est pas honnéte, alors il n’y a pas de morphismes TA — (B, g) dans £ (car on sait qu’il n’y a pas
de morphismes A — R(B,g) = 0 dans C). En fait, on va montrer que les objets honnétes forment
un coséparateur dans &£, c’est-a-dire que si (A, f) est honnéte et h : (A, f) — (B,g), alors (B, g)
est honnéte.

Mais si (A, f) est honnéte (correspondant a un sous-objet bien supporté A" — A), alors la premiere
condition dans la définition d’un morphisme dit que h classifie une application partielle honnéte
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A — B de domaine A’. La seconde condition dit que le couple (¢, gm) : A X B — Q x Q se
factorise a travers 2, ou 1 classifie le graphe A" — A x B de cette application partielle, et donc
que A" < A x B’ comme sous-objets de A x B, ou B’ = R(B, g). Mais ceci force A x B’, et donc
B’, a étre bien supporté. H

Il est maintenant clair que l'on pourra identifier C avec &, a condition de montrer que £ est un
topos. On entreprend maintenant cette tache.

Lemme 6.7. £ a des produits finis, et T les préserve.

Démonstration. L’objet terminal est T'1; il est facile de voir que 'unique morphisme b : A — 1= Q
dans C qui définit un morphisme (A, f) — T'1 dans £ est f lui-méme. Le produit de deux objets
(A, f) et (B,g) est (A x B,A(fm,gms)); les projections produit sont les applications partielles
fantémes de A x B vers A et B qui sont les restrictions des projections produit réelles dans C au
sous-objet fantome approprié, et on définit le couple pour les morphismes dans £ en utilisant le
morphisme A x B — A x B qui classifie I'application partielle

AxB —4, AxB

Ax B
La vérification des détails restants est directe. O

Proposition 6.8 (6.8). £ est fermée cartésienne.

Démonstration. Etant donnés des objets (A, f) et (B, g) de £, un morphisme (A, f) — (B, g) est
un type particulier de morphisme A — B dans € ; on s’attend donc & ce que (B, g)“Y) soit un sous-
objet fantéme de B4, On le définit comme (B#, A(c1, ¢2)), ot ¢; et ¢, sont des morphismes B4 — Q
correspondant aux deux conditions dans la définition d’un morphisme de &. Plus précisément, ¢;
est le composé

BA 4 ga Ul g
ot [f] classifie f:1 — Q4 et ¢y est le composé

EA — QBXA idxgmy, QBXA « QBXA =~ BxA Q,
N . BxA BxA BxA s . . 9 . .
ol =>py4 classifie ] — Q0 x . La vérification de I’adjonction entre (—) x (A, f) et
(—)AS) est directe. O

On observe que si f et g sont deux morphismes A — Q dans € tels que (f, g) se factorise a travers
Q1 — Q x Q, alors le morphisme A — A dans £ qui définit Pidentité sur (A, f) définit aussi un
morphisme (A, f) — (A, g) dans £, qui est clairement monique. On appellera un monomorphisme
de cette forme un sous-objet canonique de (A, g). En utilisant les sous-objets canoniques, on peut
vérifier

Lemme 6.9. £ a des égalisateurs.
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Démonstration. Soient h et k deux morphismes quelconques (A, f) — (B, g) dans £. On définit
leur égalisateur comme le sous-objet canonique (A4, e) de (A4, f), ou

e=A(f,d5(h, k))

et 0z : B x B — Q classifie le sous-objet diagonal de B x B. Il est alors direct de vérifier que,
étant donné un morphisme [ : (C,j) — (A, f) dans &€, on a hl = ki ssi [ est aussi un morphisme
(C,7) — (A, e), et donc que (A, e) est bien 1'égalisateur requis. O]

Il est bien connu que dans tout topos Q est isomorphe a la relation d’ordre )y, et cela fonctionne
aussi dans notre contexte : I'isomorphisme €2 — €, classifie la paire de sous-objets bien supportés

(1—-0—Q00-Q)
dont le premier est contenu dans le second, et son inverse classifie 'application partielle

0 94,0

l

0
En utilisant ceci, on obtient facilement
Lemme 6.10. T2 est un classifiant pour les sous-objets canoniques dans &.

Démonstration. Un morphisme (A, f) — T dans & correspond & un morphisme h : A — Q tel
que dh = f (la seconde condition dans la définition d’un morphisme de & étant vide lorsque le
codomaine est de la forme T'B pour un B bien supporté), et donc & un morphisme A — ; dont
la seconde coordonnée est f, ou de maniére équivalente a un morphisme e : A — Q tel que (e, f)
se factorise a travers ;. On a donc une bijection entre les morphismes h : (A, f) — TQ et les
sous-objets canoniques (A, e) — (A, f); de plus, il n’est pas difficile de montrer que cette bijection

rend
(A,e) —— (,idg)

J |

(A, f) —  TQ

un carré cartésien pour tout h. Notons que (£2,idg) est un objet honnéte, et donc qu’il peut étre
montré isomorphe a T'1, I'isomorphisme identifiant 'inclusion canonique (£2,idg) — TQ avec T'T.
m

Pour achever la preuve du théoreme 6.1, on doit montrer que tout monomorphisme dans £ est
isomorphe & un sous-objet canonique.

Lemme 6.11. Soit h : (A, f) — (B,g) un monomorphisme dans E. Alors le double transposé

h:B— QA du composé h: A — B — QP se factorise a travers A — Q4.
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Démonstration. Pour vérifier cela, il est commode d’utiliser une description de A différente de celle
que nous avons utilisée jusqu’a présent, & savoir le carré cartésien de Q4 — QAX4 % Q4%4 Te long
de

R e

ou ¢ classifie le sous-objet diagonal de A x A et sq est le transposé du morphisme

€ev-712,ev-T13

04 x Ax AL Lax0s 0

(c’est-a-dire que sq internalise 'opération de “mise au carré” d’un sous-objet fantome de A). Pour
montrer que cette définition est équivalente a la définition usuelle, on vérifie que {} : A — Q4 se
factorise a travers ce carré cartésien, et qu’il possede la méme propriété universelle que la définition
usuelle ; on omet les détails.

Maintenant, étant donné h, les constructions données plus haut pour les produits et les égalisateurs
dans € nous disent que le carré cartésien de h avec lui-méme peut s’écrire sous la forme (A x A, e),
ou e est un morphisme approprié A x A — Q; et Paffirmation que h est monique (c’est-a-dire que
les deux projections de ce carré cartésien vers (A, f) sont égales) nous dit que (e,d) se factorise a
travers 1 — € x . En réinterprétant cette condition en termes de h, cela dit précisément que
h : B — Q4 se factorise & travers le carré cartésien défini ci-dessus. Une fois de plus, on laisse les
détails de la vérification au lecteur. m

Corollaire 6.12. Tout monomorphisme dans & est isomorphe a un monomorphisme canonique.

Démonstration. Soit h : (A, f) — (B, g) un monomorphisme, et soit b : B — A comme dans le
lemme 6.11. Le composé

f:BL AL Q
ne sera pas en général égal a g, mais le couple (f’, g) se factorisera a travers ; — Q x Q (parce que
h satisfait la seconde condition dans la définition d’'un morphisme de &), de sorte que (B, f’) est
un sous-objet canonique de (B, g). De plus, h: (A, f) — (B, g) se factorise & travers ce sous-objet ;

et le morphisme résultant & : (A, f) — (B, f’) est un isomorphisme, d’inverse & : (B, ') = (A, f).
Une fois de plus, les détails sont directs. O

En combinant 6.7-6.12, on a vérifié que £ est un topos; la preuve du théoreme 6.1 est donc achevée.

7 Les variétés fermées cartésiennes comme topos effondrés

Dans cette section, on achéve la preuve du théoreme 1.2, en montrant que la condition (3) de ce
théoreme implique que T-Alg satisfait les hypotheses du théoreme de reconstruction 6.1.

On a noté que la condition (3)(b) de 1.2 et la condition (3) de 1.3 sont toutes deux des affai-
blissements formels de la condition (3)(b) de 1.1. Comme elles semblent étre affaiblies “dans des
directions opposées”, il est peut-étre surprenant que la premiere implique la seconde, non pas pour
T lui-méme, mais pour une théorie qui lui est étroitement associée. Soit T™ la théorie des T-algébres
pointées, c’est-a-dire la théorie obtenue a partir de T en adjoignant une nouvelle constante k et
aucune nouvelle équation.
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Proposition 7.1 (7.1). Soit T une théorie satisfaisant la condition (3)(b) du théoréme 1.2. Alors
T+ satisfait la condition (3) du théoréme 1.5.

Démonstration. D’abord, on observe qu’'une opération n-aire de TT peut étre considérée comme
une opération (n + 1)-aire de T avec k substitué a l'une des variables. Il suffit donc de vérifier la
condition de 1.3 pour une opération p(zi,...,x,) de T (bien que les opérations unaires que 1'on
construira impliqueront k). Etant donné p, soient q(Y1s -, Ym), uj, v; et o« comme dans la condition
(3)(b) de 1.2; on applique alors (3)(b) & nouveau a ¢ pour obtenir r(z, ..., z), w;, t; et [ tels que

r(wiz,...,wz) =z
et
Wiq(Y1s - Ym) =rj tiYsg) (1< <)
Alors on a
p(x17"'7xn) :q(u1p7"'7ump) :T(wlq(u1p7"'7ump>7"'7wlq<u1p7""ump))‘
Mais
qu(ulpa s aump) =rj tjuﬁ(])p =rj ij(k’ SR k:7 UB(H)DP, k7 BRI k)v
et

wiq(k, ...,k ugp(x, ... x0), ky oo k) = wiqk, ... kR vsg) (Tapi)) ks -0 K).
Donc si on définit ¢’ = r, u(z) = w;q(k, ..., k,ugy(2), k, ..., k),

j
U;(:L’) =w;q(k, ... kvgg(x), k... k),
et o/ = a3, on voit que les conditions dans (3) de 1.3 sont satisfaites. ]

Corollaire 7.2. Soit T une théorie satisfaisant la condition (3)(b) du théoréme 1.2. Alors T-Alg
posséde un classifiant des sous-objets bien supportés.

Démonstration. Soit Q le classifiant des sous-objets pour T-Alg, construit dans la section 2. Main-
tenant, étant donnée une sous-algebre non vide A" d’'une T-algebre A, on peut enrichir A et A’ en
T"-algebres en choisissant un point base k4 € A’, et alors 2.4 donne un unique T*-homomorphisme
h:A— Qavec h™!(ks) = A'. Formellement, la définition de h semble dépendre du choix de ky ;
mais si l'on fait un choix différent £/, menant & un homomorphisme A’; alors puisque h’ envoie
tout A’ sur kg4, c’est encore un TH-homomorphisme pour notre choix original de k4, et doit donc
coincider avec h. Donc h est 'unique T-homomorphisme A — Q avec h™'(k4) = A'.

Ensuite, on doit vérifier que le plus petit élément de €2 (c’est-a-dire la sous-algebre (k) de Ialgebre
libre TT F*(x) sur un générateur engendrée par la constante k) forme une sous-T-algebre singleton
de © (ce n’est pas, bien siir, une sous-TT-algebre), de sorte qu’il définit un morphisme 1: 1 — Q
dans T-Alg. Pour cela, on doit invoquer la condition (3)(a) :

Lemme 7.3. Soit T une théorie satisfaisant la condition (3) du théoreme 1.2. Alors {(k)} est une
sous-T-algébre singleton de Q.
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Démonstration. 1l sera commode de considérer F*(z) comme l'algebre libre T F(k,z) sur deux
générateurs k et x, et (k) comme 'algebre libre T sur k. Soit w une opération unaire de T'; par
définition, on a

ua((k)) ={v(k,z) € F(k,x) | v(k,ux) € (k)}.

Mais laffirmation que v(k, ux) appartient a (k) signifie qu’il ne dépend pas de la variable z, c’est-
a-dire que ux =, uy. Donc par (3)(a) de 1.2 on a x =, 5 y, c’est-a-dire v(k, x) € (k). O

On a maintenant vérifié toutes les hypotheses du théoreme 6.1 pour la catégorie T-Alg, ou T est
une théorie satisfaisant la condition (3) du théoréme 1.2 : la complétude finie et le caractere a deux
valeurs sont vrais pour tout T (& condition qu’il n’ait pas de constantes), la cléture cartésienne a
été établie en 3.5, et 'existence et les propriétés de () ont été établies en 7.2 et 7.3. Donc la preuve
du théoreme 1.2 est achevée.

8 Remarques et exemples

Remarque 8.1. Le remplacement de la condition (3)(a) dans le théoréme 1.1 par la condition plus
forte (3)(a) dans 1.2 est inévitable. Soit T la théorie engendrée par une opération unaire u et une
opération binaire b, soumises aux équations

b(z,z) =z, b(b(z,y),b(z,1)) = b(x,t)

et
ub(r,y) = uy = b(ux,y).

Ainsi, une T-algebre est une Ha-algébre (telle que définie dans la section 4) avec (si elle est non
vide) un élément distingué dans son premier facteur. Il n’est pas difficile de vérifier que T satisfait
(3)(a) de 1.1 et (3)(b) de 1.2, mais pas (3)(a) de 1.2 (pas méme le cas particulier de (3)(a) utilisé
dans la prevve du lemme 7.3).

Remarque 8.2. Néanmoins, la conjonction de (3)(a) de 1.1 et (3) de 1.3 implique (3)(a) de 1.2.
En effet, supposons que

P(wi(Tag));s -+ Wa(Ta(m)))

ne dépende pas de x; pour un certain i; alors si up(vi,...,v,) = v(v;) pour un certain j, on ne
peut pas avoir oj) = i (sinon la composée vw; serait une pseudo-constante), et donc dans une
équation de la forme

Py, un) = a(i(Ys))s - - Vm(Ysm))),

on a af(k) # i pour tout k, de sorte que le membre de droite ne dépend d’aucun y; avec a(j) = i.
Puisque la condition (3)(b) de 1.1 implique trivialement a la fois (3)(b) de 1.2 et (3) de 1.3, il s’en-
suit que les théoremes 1.2 et 1.3 nous fournissent une nouvelle preuve, complétement indépendante
de celle donnée dans [8], de Uimplication (3) = (1) du théoréme 1.1.

Remarque 8.3. La condition syntaxique (3) de 1.3, contrairement a celles de 1.1 et 1.2, ne place
aucune interdiction sur la présence de constantes dans T. En effet, si T est une théorie satisfaisant
les conditions de 1.3, et TV est une théorie obtenue a partir de T en ajoutant de nouvelles constantes
et (éventuellement) de nouvelles équations, alors T satisfait aussi les conditions de 1.3 (ceci est
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facile a voir en wutilisant la condition (2), ainsi que (3)). On pourrait étre tenté de conjecturer,
d’aprés 7.1, que toute théorie satisfaisant 1.3 pourrait étre obtenue en ajoutant des constantes a
une théorie satisfaisant la condition (3)(b) de 1.2, mais ce n’est pas le cas : le contre-exemple suivant
a été signalé par Peter Freyd. Soit T engendrée par deux opérations unaires l, r et une opération
binaire b, satisfaisant

Ib(x,y) =2 et rb(r,y) =y.

Ainsi, une T-algébre est un ensemble A muni d’une rétraction spécifice A — Ax A (cf. [8, exemple
1.3]). Il n'est pas difficile de vérifier que T satisfait la condition (3) de 1.3; mais elle n'a pas de
constantes (ni de pseudo-constantes), et ne satisfait pas (3)(b) de 1.2.

Remarque 8.4. L’hypothése de non-dégénérescence dans les théorémes 1.1 et 1.2 ne peut étre
omise. Il est bien connu qu’il y a deuz variétés dégénérées (a une seule sorte), dont ['une ne contient
que des algébres singletons et l'autre contient également l’algébre vide. La premiére est un topos (le
topos dégénéré), mais la seconde, bien que localement fermée cartésienne (en fait, un quasitopos),
n’est pas un topos. La seconde peut étre considérée comme I’“effondrement a deux valeurs” du topos
dégénéré, si l'on modifie la définition de &, en disant qu’elle est obtenue en adjoignant un objet
initial strict a Eys ; mais, dans ce cas, la premiere n’est pas l'effondrement a deux valeurs d’un topos.

Remarque 8.5. De méme, [’hypothese sur les pseudo-constantes dans le théoreme 1.3 est essen-
tielle. Si T est une théorie ayant une pseudo-constante mais pas de constantes, alors T-Alg ne
peut pas avoir de classifiant des sous-objets : en effet, l'algebre singleton 1 a deux sous-algébres
distinctes, mais il y a au plus un homomorphisme de 1 vers toute autre T-algébre. D’autre part, si
T est une théorie avec une constante qui satisfait les conditions de 1.3, alors la théorie T' obtenue
a partir de T en remplagant toutes ses constantes par des pseudo-constantes satisfait encore (2)
de 1.3, puisque les treillis de sous-algébres dans T'-Alg sont obtenus a partir de ceux dans T-Alg
simplement en ajoutant un nouwveau plus petit élément en dessous de 'original. (En fait, comme
laissé entendre dans la section 2, ’équivalence de (2) et (3) dans 1.3 reste valable sans l'hypothése
sur les pseudo-constantes).

Quand un topos & s'effondre-t-il en une variété ? Puisqu’'une variété est cocomplete [14] et a de
petits hom-ensembles, il est facile de vérifier que les mémes conditions sont valables pour un topos
reconstruit a partir d’elle comme dans la section 6; donc une condition nécessaire est que & soit
défini sur Set [7, 4.41], et nous verrons brievement que £ doit en fait étre un topos de Grothen-
dieck. Avant d’aller plus loin, cependant, on doit noter que la question ci-dessus (et la question
similaire “Quand un topos est-il une variété ?” posée a la fin de [8]) contient ce que les philosophes
appelleraient une erreur catégorielle : un topos est un certain type de catégorie abstraite, tandis
qu’une variété est un certain type de catégorie concrete - de sorte que, pour répondre a la ques-
tion de savoir si &, est une variété, on doit spécifier ce qui doit étre considéré comme le foncteur
d’oubli &;, — Set. Bien stir, ce foncteur doit étre représentable, donc ce que nous avons réellement
a faire est de spécifier 'objet représentant (disons G). Il y a deux propriétés que G doit claire-
ment posséder : ce doit étre un générateur pour &, (de sorte que hom(G, —) soit fidele) et il doit
étre projectif (de sorte que hom(G, —) préserve les épimorphismes). Mais en fait ces deux proprié-
tés sont suffisantes : une fois les deux données, il découle du lemme 5.3 que &;,, muni du foncteur
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hom(G, —) : &y — Set, satisfait les hypotheéses du théoréme de Linton [13] caractérisant les variétés.

La question peut donc étre reformulée : “Quand &, a-t-il un générateur projectif 7” La réponse est
tres simple :

Lemme 8.6. Soit £ un topos cocomplet avec de petits hom-ensembles. Alors &, a un générateur
projectif ssi £ a un ensemble de générateurs projectifs.

Démonstration. Si {G;|i € I} est un ensemble de générateurs projectifs pour &, alors le copro-
duit Y7 G; est projectif dans € (par un théoréme standard) et donc dans & ; de plus, c¢’est un
générateur pour Eys (équivalemment pour &), puisque si 'on a

A= B

avec f # g et A bien supporté, on peut trouver h; : G; — A avec fh; # gh; pour un certain i € I,
et alors pour chaque j # 4 on peut trouver un h; : G; — A par projectivité.

Réciproquement, supposons que G soit projectif et génere &;,. Alors les sous-objets complémentés
de G (forment un ensemble et) génerent &, car si f,g: A — B sont deux morphismes quelconques
de & avec f # g, alors

A+1=B+1

sont des morphismes distincts entre objets bien supportés, et le changement de base de tout h :
G — A +1 le long de la premiere coprojection est un sous-objet complémenté de G. De plus, un
sous-objet complémenté d’un projectif est projectif, car si G' — G est un sous-objet complémenté

et sil'on a
A —— B

|

G/
on peut former un diagramme
G — A

|

G — B
ou la fleche pointillée avant existe par projectivité de G, et la fleche arriere existe parce que le
parallélogramme inférieur est un carré cartésien. O

Avec la discussion qui la précede, le lemme 8.6 établit I’équivalence des conditions (2) et (3) dans
le théoreme 1.4. Il nous fournit également une abondance d’exemples de topos qui s’effondrent en
variétés (et donc de variétés fermées cartésiennes); nous discutons ensuite deux classes de ceux-ci.

Exemple 8.7 : Pour tout topos de préfaisceaux SetC™ | les foncteurs représentables C°P — Set
forment un ensemble de générateurs projectifs. Dans ce cas, on peut décrire la théorie algébrique
correspondante T¢ explicitement, comme suit : d’abord, on prend une opération hyperaffine p
d’arité n (ou n est le cardinal de ’ensemble des objets de C), puis pour chaque x : i — j dans C,
on prend une opération unaire u, satisfaisant les équations

u,(z) =, ¢ pour tout k # i
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et
Upp(Z1, oo ) =pi ()

qui disent que, pour une Tg-algebre non vide A, u, définit une fonction du j-ieme facteur de la
décomposition en produit canonique de A (cf. 4.3) vers le i-ieme facteur. Enfin, étant donné un
triangle commutatif
i J
yl L}
k

dans C, on ajoute 'équation u,u,(r) =,; uy(x).

x

e

Il est intéressant de remarquer que le topos SetC” est & deux valeurs ssi C est fortement connexe
(c’est-a-dire que, étant donnés deux objets quelconques de C, il existe des morphismes dans I'une ou
l’autre direction entre eux), et quune catégorie satisfaisant cette condition ne doit pas étre “Morita-
équivalente” a un monoide. Ainsi, d’apres le lemme 5.4, 'exemple 8.7 nous fournit d’autres exemples
de topos qui sont eux-mémes des variétés, en plus de ceux discutés dans [8].

Exemple 8.8 : Soit & = Sh(L) le topos des faisceaux sur un local zéro-dimensionnel L. Alors
les sous-objets complémentés de 1 forment un ensemble de générateurs pour & ; ils sont projectifs
ssi L est fortement zéro-dimensionnel, c’est-a-dire que tout recouvrement de 1 dans L possede un
raffinement deux a deux disjoint. (En particulier, cette condition est satisfaite si L est compact
et zéro-dimensionnel, c’est-a-dire s'il est (le local des ouverts de) I'espace de Stone d’une algebre
de Boole, ou si L est lui-méme une algebre de Boole complete - cf. [7, théoreme 5.39] dans ce
dernier cas). Les topos obtenus & partir de locaux fortement zéro-dimensionnels sont précisément
ceux pour lesquels 1 est un générateur projectif pour &, ; les variétés auxquelles ils s’effondrent
sont précisément les théories hyperaffines commutatives discutées dans la section 4. Dans le cas ou
L est compact (ce qui correspond a une théorie finitaire), la théorie correspondante a a nouveau
une description explicite ; elle consiste précisément en les opérations hyperaffines dans la théorie
des B-modules, ot B est ’anneau booléen correspondant & L par la dualité de Stone. (Ces théories
ont récemment été étudiées en détail par G. M. Bergman [2]).

9 Théories a plusieurs sortes

Dans cette derniére section, notre objectif est d’achever la preuve du théoreme 1.4. Avant de le faire,
cependant, on note qu’il est nécessaire de prendre quelques précautions dans la définition de la no-
tion de pseudo-constante et de la propriété de non-dégénérescence, dans le cas a plusieurs sortes.
Dans ce contexte, une pseudo-constante doit étre considérée comme toute opération d’arité positive
qui ne dépend d’aucune de ses variables; bien stir, dans le cas a une seule sorte, une telle opération
peut étre réduite a une opération unaire en égalant toutes ses variables, mais on ne peut pas faire
cela ici puisque les variables peuvent étre de sortes différentes. On dit que la i-ieme sorte d’une
théorie T a n sortes est dégénérée si ’opération unaire identité de sorte ¢ est une pseudo-constante ;
et on dit que T est non dégénérée si aucune de ses n sortes n’est dégénérée. (Ceci est équivalent a
dire qu’il existe une T-algebre ayant au moins deux éléments de chaque sorte, et aussi a dire que
le foncteur libre Set” — T-Alg est fidele - les preuves sont essentiellement les mémes que dans
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le cas a une seule sorte). Clairement, il existe une notion plus faible de non-dégénérescence, dans
laquelle on exige seulement que T ait au moins une sorte non dégénérée ; mais si I’'on autorise cela,
il est facile de construire des exemples de variétés a plusieurs sortes qui sont localement fermées
cartésiennes (en fait, des quasitopos) mais pas des topos.

La clé pour réduire les problemes a plusieurs sortes a ceux a une seule sorte est un résultat de M.
Barr [1, théoréeme 5], que l'on peut paraphraser comme suit :

Proposition 9.1 (9.1). Soit T une théorie algébrique a n sortes n'ayant pas de constantes d’aucune
sorte (équivalemment, telle que la T-algébre initiale a toutes ses sortes vides). Alors Ueffondrement
d deux valeurs de T-Alg est une variété a une seule sorte.

(L’exemple 8.7 est bien siir un cas particulier de ce résultat, tout comme la proposition 4.3).

Lemme 9.2. Soit T une théorie a n sortes telle que T-Alg soit fermée cartésienne. Si T a une
opération pseudo-constante de sorte i, alors la i-iéme sorte de T est dégénérée.

Démonstration. L’argument est similaire a celui utilisé pour prouver le lemme 3.2. Supposons que u
soit une pseudo-constante de sorte i, impliquant des variables de sortes ji, jo, . .., jm. On considere
le produit d’algebres libres

F(le, et 7xjm7yj17 e ’yjm) X F(mz)

(ou la sorte de chaque générateur libre est indiquée par son indice) comme le coproduit de
F(xj,...,xj,) x F(x;)
et F(yj,,...,yj,) X F(x;). On peut définir un homomorphisme
h:F(xjy, .. mj  Yprs- oY) X F(z:) = F(yi, )

tel que h(p, ¢(z;)) = q(y;) si p ne dépend que des z;,, et h(p,q(z;)) = q(z;) si p ne dépend que des
Yj.- En prenant p = u et g 'opération identité de sorte i, on obtient y; = 2;; donc la i-iéme sorte
de T est dégénérée. O

Ainsi, si T est une théorie non dégénérée a plusieurs sortes telle que T-Alg soit fermée cartésienne,
elle n’a pas de pseudo-constantes (et a fortiori pas de constantes) d’aucune sorte; donc, en parti-
culier, la proposition 9.1 lui est applicable. Mais (T-Alg);, est fermée cartésienne par le corollaire
5.2, et donc d’apres le théoreme 1.2 elle coincide avec l'effondrement a deux valeurs d’un topos.
De plus, I'absence de pseudo-constantes implique (tout comme dans le cas a une seule sorte) que
les coproduits dans T-Alg sont disjoints ; donc, d’apres la proposition 5.5, on peut immédiatement
conclure

Proposition 9.3 (9.3). Soit T une théorie non dégénérée a plusieurs sortes. St T-Alg est localement
fermée cartésienne, alors c’est un topos.

L’implication (1) = (2) du théoreme 1.4 découle immédiatement des propositions 9.3 et 9.1. Il reste
a établir I'implication (3) = (1) ; mais celle-ci découle facilement de la version a plusieurs sortes du
théoréme de Linton (cf. [4, ?]), car si {G;|1 < i < n} est un ensemble de générateurs projectifs pour
un topos de Grothendieck &£, alors le foncteur £ — Set™ dont la i-ieme coordonnée est hom(G;, —)
satisfait les hypotheses de ce théoréme. (On peut s’assurer que la théorie a n sortes résultante a
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toutes ses sortes non dégénérées, simplement en supprimant 0 s’il arrive qu’il apparaisse comme un
membre de notre ensemble de générateurs).

Comme remarque finale, il convient de souligner que les méthodes de [8], contrairement a (la plupart
de) celles utilisées dans le présent article, ne dépendaient pas fortement du caractére a une seule
sorte de T, sauf & un endroit (dans la preuve du lemme 3.5) ou il était nécessaire de réduire une
opération arbitraire a une opération unaire en égalant toutes ses variables. Je n’ai jamais pu trouver
un substitut a plusieurs sortes pour le lemme 3.5 de [8] ; et ainsi il est particulierement gratifiant que
les méthodes tout a fait différentes du présent article fournissent une version a plusieurs sortes du
théoréeme 1.1 dans la proposition 9.3 ci-dessus. (Bien siir, nous n’avons pas obtenu dans cet article
de conditions syntaxiques pour qu’une variété a plusieurs sortes soit fermée cartésienne ou un topos;
il devrait en théorie étre possible de les extraire via 9.1, en utilisant une description explicite de la
syntaxe de (T-Alg);, similaire a celle que nous avons donnée pour les théories unaires a plusieurs
sortes (= théories des préfaisceaux) dans I'exemple 8.7, mais il est douteux que l'effort nécessaire
en vaille la peine).
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