Maryam Mirzakhani

Maryam Mirzakhani était reconnue pour ses travaux profonds en géométrie symplectique, en géo-
métrie hyperbolique et sur les espaces de modules des surfaces de Riemann. Elle a commencé a
publier des articles mathématiques sur une grande variété de sujets des son plus jeune age et a été
la premiere femme et la premiere Iranienne a remporter la prestigieuse médaille Fields pour ses
réalisations en mathématiques. Nous avons mentionné plus tot les espaces de Teichmiiller en lien
avec le groupe de classes d’application, sans toutefois vraiment les définir. Une surface de Riemann
compacte munie d'un nombre fini de points marqués est dite de type fini. Si I'on fixe une surface
de référence compacte F' de genre g, tout difféomorphisme de F' vers une surface de Riemann R
peut étre ramené par traction a une structure conforme sur la surface de référence (notons S(F)
I'ensemble de toutes les structures conformes sur F). Si 'on désigne comme d’habitude par Diff " (F')
le groupe des difféomorphismes préservant 1'orientation, alors le quotient M(F) = S(F)/Diff" (F)
est I'espace des structures conformes sur F' avec n points étiquetés et distingués (c’est simplement
I'espace de modules des surfaces de Riemann de type F'). Si 'on prend plutét le quotient par le
sous-groupe normal des difféfomorphismes qui sont homotopes a I’application identité, on obtient
I’espace des structures conformes marquées sur F’ :

T(F) = S(F)/Diffy(F).

C’est 'espace de Teichmiiller des surfaces de type F'. Sil’on prend le quotient du premier groupe de
difféomorphismes par le second, on obtient le groupe pur des classes d’application que nous avons
mentionné précédemment.

Nous allons donner une autre définition pour quelque chose dont vous avez peut-étre déja entendu
parler : un réseau de transport (ou train track) pour une surface hyperbolique R & pointes est
une famille de courbes lisses plongees avec un ensemble fini de sommets appelés aiguillages et
d’arétes appelées branches. Il existe une unique tangente a chaque aiguillage telle que les courbes
se rencontrent a l'aiguillage avec la méme ligne tangente et que le voisinage d’un aiguillage est une
union d’arcs lisses plongés disjoints. Il y a quelques restrictions supplémentaires sur la forme que
peut prendre une composante du complément du réseau de transport. Comme pour de nombreux
concepts en géométrie moderne, le concept de réseau de transport a été introduit par Thurston, qui
avait besoin de quelque chose qui donnerait une structure symplectique par morceaux pour l’espace
des laminations géodésiques mesurées MGL. Une lamination est un feuilletage d’un sous-ensemble
fermé !

Rappelons qu'un feuilletage de dimension k£ sur une n-variété est une collection de sous-variétés
immergées de dimension k, connexes et disjointes de M telles que 'union soit M et que, dans le
voisinage d'un point de M, il existe une carte lisse (U, ), ot p(U) est un produit de sous-ensembles
ouverts connexes U’ x U"” C R*¥ x R"*. De plus, chaque feuille du feuilletage intersecte U en une
union dénombrable de tranches de dimension k. Une carte de ce type est appelée carte feuilletée.

Synthese et traduction des pages 169 a 178 de l'article arXiv https://arxiv.org/pdf/1910.01730 (fichiers de
1910.01730v3__page-0169.jpg a 1910.01730v3__page-0178.jpg).
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Les sous-variétés immergées sont en fait des classes d’équivalence, connues sous le nom de feuilles
du feuilletage, ot le feuilletage est une relation d’équivalence. Ces criteres sont satisfaits de maniere
triviale dans le cas ou 'on prend I’ensemble de tous les sous-espaces affines de dimension £ de R™
paralleles a R*.

Comme autre exemple, si I'on prend ’ensemble des composantes connexes des courbes dans le plan
(y, z) données par les équations suivantes :

z=secy+c, ceR,

1
y:<k+2>7r, ke,

et que I'on fait tourner les courbes autour de 'axe z, on obtient un feuilletage de R? avec une belle
visualisation géométrique?. Une lamination G est géodésique si ses feuilles sont des géodésiques
completes. Une mesure transverse p pour une lamination géodésique est une attribution a chaque
arc transverse lisse 7 de G d’une mesure non négative dont le support est 7 N G. Une lamination
géodésique mesurée est 'union d’un nombre fini de géodésiques fermées simples et d’'un nombre
non dénombrable de géodésiques completes ouvertes, et le complément d’une lamination géodésique
mesurée est une union finie de sous-surfaces convexes a bords géodésiques.

Une lamination géodésique est portée par un réseau de transport 7 a condition qu’il existe une
application différentiable f de la surface hyperbolique qui soit homotope a I'application identité et
telle que f(u) soit contenue dans 7 et que la différentielle ne s’annule pas sur une feuille. Etant
donnée une surface hyperbolique marquée, le groupe de classes d’application agit sur ’espace as-
socié des laminations géodésiques mesurées. Un résultat fondamental est que l'action du groupe
de classes d’application sur MGL est ergodique . Cette terminologie peut sembler étrange si vous
avez étudié la théorie ergodique, mais souvenez-vous que nous avons défini une mesure sur 1’espace.
Dans ce cas, nous avons effectivement le groupe MCG agissant sur un espace mesuré (MGL, A, 1),
ou A est une o-algebre. Une o-algebre sur un ensemble X est une famille de sous-ensembles qui
contient X et qui est fermée par passage au complémentaire, par formation de unions dénombrables
et par formation d’intersections dénombrables.

Comme exemple trivial, prenons la collection de tous les sous-ensembles d’un ensemble X. C’est
une o-algebre, mais si nous prenons la collection de tous les sous-ensembles finis d’'un ensemble
infini X, alors cette collection ne peut pas contenir X. Elle n’est donc pas fermée par passage
au complémentaire, et ce n’est pas une o-algebre (ni méme une algebre) sur X. Comme toujours,
nous nous intéressons également a la construction de nouvelles o-algebras a partir d’anciennes, et
il existe diverses facons de le faire. L’intersection d’une collection de o-algebras sur X est une autre
o-algebre, par exemple. Si X est un ensemble et A est une o-algebre sur ’ensemble, une fonction g
dont le domaine est la o-algebre et dont les valeurs appartiennent a la demi-droite achevée [0, +oc]
avec +00 inclus comme point est dénombrablement additive si, pour toute suite infinie d’ensembles
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disjoints {A;} dans A telle que u(f) =0, on a :

Une mesure est une fonction de ce type telle que () = 0, et un triplet (X, A, u) est appelé espace
mesuré*. On dit qu'un groupe discret G agissant sur un espace mesuré via des transformations
conservant la mesure a une action ergodique si :

g-a=a,VgeG

implique que p(a) = 1 ou u(a) = 0. En d’autres termes, les seuls ensembles mesurables qui sont
invariants sous 'action du groupe sont X et (). Comme d’habitude, cette affirmation n’est valable
qu’a des ensembles de mesure nulle pres. Dans ce cas, I’élément de volume de Thurston est I'unique
mesure invariante sous le groupe MCG dans la classe de mesure.

Mirzakhani a généralisé une identité due a McShane et a montré que certaines sommes de longueurs
géodésiques indexées par le MCG conduisent a des fonctions qui sont constantes sur 'espace de
Teichmuiiller. Cette identité peut étre utilisée pour obtenir des partitions de I'unité sur l'espace
de Teichmiiller qui sont invariantes sous l'action du groupe de classes d’application. Le terme
sommande pour 'identité de longueur est une fonction rationnelle définie sur le plan comme suit :

1 1
H(x7y): L—Fy+ T—y )
1+ez 14+e>

et les fonctions sur R? définies par les relations :

aaxD(x,y, z)=H(y+zx), D(0,0,0)=0,

2 R(e,y.2) = H(za +9) + Hzw —y), R(0,0,0)=0

Nous prenons l'espace de Teichmiller T (Ly,...,L,) de g structures hyperboliques marquées, ou
L, ..., L, sont les longueurs des frontiéres géodésiques [y, ..., B, des structures®. L’identité de lon-
gueur de McShane-Mirzakhani énonce que pour une surface hyperbolique R, on a :

S D (L loy (R) I (R)) + 3 SR (L Ly 1a(R)) = L,

1,02 j=2 «

ou la premiere sommation porte sur les paires de géodésiques fermées simples telles que [, aq, as
délimitent une paire de pants plongée, et la double sommation porte sur les géodésiques fermées
simples telles que 31, 8, o délimitent une paire de pants plongée. C’est la version de 'identité de
longueur pour les frontieres de longueur positive, mais il existe des versions pour les surfaces hy-
perboliques a pointes, et les identités de longueur sont un vaste sujet en soi.
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Cette identité fournit également un moyen d’évaluer l'intégrale de volume WP [ \jcq dV. Mir-
zakhani a réalisé que l'identité de longueur et la construction de Fenchel-Nielsen des surfaces hy-
perboliques conduisent a une récurrence pour les intégrales de volume WP connue sous le nom
de récurrence de volume de Mirzakhani. Les coordonnées de Fenchel-Nielsen sont des coordonnées
sur l'espace de Teichmiiller. Une collection de 3g — 3 + n géodésiques fermées simples disjointes
peut étre utilisée pour découper une surface en 2g — 2 + n paires de pants, de telle sorte que les
frontieres des pants sont des pointes de longueur nulle et non des géodésiques de longueur positive.
Les coordonnées de Fenchel-Nielsen pour un point de ’espace de Teichmiiller d'une surface sont
données par deux ensembles de parametres qui peuvent étre utilisés pour recoller la surface a partir
des morceaux de la décomposition. Le premier parametre est la longueur de frontiere /; et le second
est le twist de Fenchel-Nielsen 7;, qui mesure le déplacement hyperbolique entre deux frontieres.
Comme on pourrait intuitivement le deviner, le twist de Fenchel-Nielsen autour d'une géodésique
simple est I'action d’ouvrir la surface le long de la géodésique, en faisant pivoter les frontieres des
deux cercles résultants I'une par rapport a ’autre, puis en les recollant. Les longueurs des coordon-
nées sont simplement les longueurs des géodésiques qui sont homotopes aux 3g — 3 +n géodésiques
fermées simples disjointes. On peut montrer que I'application de 7T vers les parametres de cette

facgon :
39—3+n

T — (lj,Tj) € H (R+ X R)
j=1
est une équivalence. Les coordonnées de Fenchel-Nielsen peuvent étre utilisées pour montrer que
la variation d’une longueur d’une géodésique simple vers zéro a une longueur WP finie. On peut
montrer que ces coordonnées sont des coordonnées symplectiques de telle sorte que I’on peut définir
une forme symplectique WP comme :

1
J

Ceci peut étre prouvé directement en cherchant les coefficients de la 2-forme .

Le volume de Weil-Petersson est un volume d’un espace de modules et les volumes de ce type
peuvent étre calculés en utilisant des revétements pour les espaces de modules intermédiaires et
en considérant une décomposition d’une surface en différentes configurations de sous-surfaces :
c’est ce qui conduit finalement au théoreme de récurrence du volume. Il y a des considérations
de symétrie finie a prendre en compte lors de l'ouverture d'une surface de cette maniere, mais
nous passerons rapidement sur la récurrence de volume de Mirzakhani. Commencons par 1’espace
de Teichmiiller de genre g de structures hyperboliques marquées comme auparavant 7 (Lq, ..., Ly,)
de structures hyperboliques marquées de genre g, ou Lq,..., L, sont les longueurs des frontieres
géodésiques [, ..., B,. Comme auparavant, on obtient un espace de modules en prenant le quotient
de l'espace de Teichmiiller par le groupe pur des classes d’application. Le volume WP V, (L, ..., L,)
de cet espace de modules est une fonction symétrique des longueurs de frontiere. En supposant des
longueurs positives, on pose :
Vo(L1, L, Ls) = 1,
w2 L2

Vi(Ly) = ICRIPTE
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Le volume satisfait également ce qui suit :

0

57 Vo(L) = AP (L) + AF" (L) + By(L),
0L,

ou
1 e’} oo,
AX(L) = 7/ / Al (z,y, L) xy dz dy,
g 2Jo Jo Y

A

B,(L) = /0°° B,(x, L)« d,

B,(x,L) =

(H(z, Ly + ;) + H(x, Ly — 1;)) Vy(x, La, ..., Lj, ..., L),

1

N —

J

A (2,y, L) = H(z +y, L) Voo (2,9, L),
flgcon(%?/, L) = Z H([L‘—{—y, Ll)‘/m(vah)v;lz(y’LI?)’

g1t+g2=g, [UI2={2,...,n}
ou la sommation porte sur les décompositions de paires de structures hyperboliques et I; et Iy
sont des ensembles non ordonnés qui fournissent une partition. Le L fait référence au fait que nous
faisons référence a un volume de modules d’une sous-surface, puisque L= (La, ..., L,). Sans trop
entrer dans les détails, le fait clé est que le volume WP de 'espace de modules peut étre écrit
comme une intégrale de volumes de surfaces dont la décomposition implique une paire de pants en
moins.

On peut alors dériver une récurrence d’intégration générale. Sil’on commence par une multi-courbe :
m
v =245
=1

et une certaine fonction f qui devient petite a I'infini, on peut écrire une somme qui est invariante
sous le groupe de classes d’application :

AR= 5 (i aMR)) .

MCG/Stab

Le stabilisateur dans ce cas est le sous-groupe du groupe de classes d’application qui stabilise
les courbes pondérées. Pour une multi-courbe pondérée et une somme de fonctions par le MCG,
Mirzakhani a montré que 1’'on a :

frdv = (SymG))™ [ DV (R():%) x - dx,

>0

/T(R) /MCG

ol x| =3 a;xj, X - dX = 1.0, dxy...dx,, et R(7) désigne une surface hyperbolique R découpée
le long de la multi-courbe ~. La preuve de ce théoreme utilise une suite exacte courte des groupes
de classes d’application.

Ce théoréme peut étre combiné avec 'identité de longueur de McShane-Mirzakhani pour dériver
la formule de récurrence pour le volume d’un espace de modules, puisque l'identité de longueur a



la forme d’une somme par le MCG. Une fois que I'on a la récurrence de volume de Mirzakhani, la
prochaine chose a faire est de comprendre les intégrales impliquées dans la formule. Les intégrales
de la formule de récurrence s’aveérent étre des polyndmes dont les coefficients sont dans 7Q.
Mirzakhani a montré que le volume WP V(L) est un polynéme de degré 6g — 6 + 2n dans les
longueurs de frontiére qui peut s’écrire comme suit ”

Vo(L)= > L%

li|<3g—3+n

ou L est le tuple des longueurs de frontiére, j est un multi-indice, [j| est une sommation, et le
coefficient est dans 769-6+2=llQ. Les coefficients polynomiaux sont ici des nombres d’intersection
pour les classes tautologiques sur l'espace de modules compactifié. Des arguments de réduction
symplectique montrent qu’il y a un développement pour le volume WP en termes de nombres d’in-
tersection tautologiques. Le volume WP relatif a la forme symplectique 2w, est un polynome de
degré 3g — 3 + n dans les carrés des longueurs de frontiere L2, ..., L2.

d
Vy(2rL) 1 / 2
@22~ dl x| ; e
= > I HO’??D HTdﬂgmHLJ’ ,
di+-+dp=d j=1 ") j=1 7=1

ou 7y, = w;lj et les crochets angulaires désignent 'intégration d’'une 2-forme dans la compactifica-

tion de Deligne-Mumford de 'espace de modules ®.

On peut considérer la relation d’appariement d’intersection suivante :
<Td1 Tdn / w . ¢Zn pour dl + ..+ dn =d.

La fonction génératrice pour les nombres d’intersection (74,...74,), (émergeant a 'origine comme
une fonction de partition lorsque Witten étudiait des théories de jauge bidimensionnelles dans un
contexte physique) est définie comme :

F=> \97F,
g=0

tnr

T
Fyltost,o) = 3 <HTd > I
{d;} r=1 "t
La sommation porte sur toutes les suites d’entiers non négatifs avec un nombre fini de termes non
nuls. Vous remarquerez que la fonction génératrice n’encode que les nombres d’intersection des
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classes tautologiques ;. La conjecture de Witten énonce que la fonction génératrice satisfait des
ensembles d’EDP connus sous le nom d’équations de contrainte de Virasoro et la hiérarchie de
Korteweg-de Vries. La conjecture a été prouvée par Kontsevich. Mirzakhani a adopté une approche
différente de la conjecture, en appliquant sa formule de récurrence de volume et en calculant les
intégrales pour 'intégration sur une et deux longueurs de frontiere :

/ 2 T H (2, t)de, / / TP ] (1 gy, t)da dy
0 o Jo

pour dériver un résultat qui est équivalent & la formule de Witten-Kontsevich ?.

Vous étes peut-étre familier avec le théoréme des nombres premiers en théorie analytique des
nombres. Il a été observé il y a de nombreuses années que la densité des nombres premiers p < x
semble étre (logx)~!. Le théoréme des nombres premiers énonce que si 7(x) est le nombre de
nombres premiers d'une grandeur d’au plus x, alors lorsque x — 0o nous avons une relation asymp-

totique :
x

()

Gauss a observé qu’une meilleure approximation de 7(z) est donnée par une intégrale singuliére
avec un développement asymptotique pour x > 1 :

¢ @ 1\ d
Li(z) :/ Y —/ (1 — ) Y + loglog z + 7.
1

o logy y) logy

~ logz

Dans ses tentatives pour prouver le théoreme, Tchebychev a réalisé qu’il était plus facile de travailler

avec une fonction :
6(z) = logp.
p<z

Ce qui est encore mieux, c’est la fonction de Tchebychev v)(x) obtenue en prenant la moyenne :

v(x) =3 An),

n<x

ou A(n) est la fonction de von Mangoldt définie par :

An) {logp, si n = p* pour un premier p et un entier k > 1,
n) —

0, sinon.
Si nous utilisons cette fonction, le théoréeme des nombres premiers devient 1’énoncé asymptotique :

(x) ~ .

Les premieres preuves du théoreme par Hadamard et de la Vallée Poussin étaient analytiques,
ayant été épurées et rationalisées en une « preuve standard via ’analyse complexe ». La preuve est
complexe dans son argumentation, mais tout a fait agréable, car elle utilise tous les outils de base
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tels que les intégrales de contour et le théoreme des résidus de Cauchy que vous connaissez peut-
étre d’'un cours d’analyse complexe élémentaire. Il y a aussi une preuve élémentaire par Selberg et
Erddés, mais elle est plus difficile a suivre que la preuve analytique et seulement élémentaire au sens
ol elle ne nécessite pas d’analyse complexe. Les deux preuves par Selberg et Erdds reposent sur la
formule de Selberg ° :

> (logp)® + > _ (logp)(log q) = 2z logz + O(z).

p<w pg<z

On peut compter les géodésiques fermées sur les surfaces de Riemann compactes, y a-t-il donc
une version analogue du théoreme des nombres premiers sur ce type de surface? Le théoreme
des nombres premiers géodésiques pour une surface hyperbolique compacte énonce que le nombre
compté de géodésiques fermées c(L) et le compte des géodésiques primitives fermées Cprimitive(L)
avec une longueur d’au plus L satisfont la relation asymptotique suivante lorsque L — oo :

eL

C(L) ~ Cprimitive(L> ~ f

Dans le cas général de n-variétés compactes a courbure négative, on peut montrer que le compte
satisfait la relation asymptotique suivante lorsque L — oo :

c(L) ~ —
( ) hL Y

ou h est I'entropie topologique du flot géodésique. Pour une multi-courbe sur une surface hyper-
bolique R, on peut définir le compte des multi-courbes de longueur d’au plus L dans l'orbite du
groupe de classes d’application de la courbe particuliére ~ :

sr(L,v) = #{a € MCG such that [,(R) < L},

.  wm  wm L s , .
ou l, = 2y ajle; pour a = >0 . Le compte de toutes les géodésiques fermées simples est
défini par la sommation suivante ! :

3R<L) = Z SR(L77)'

~ES/MCG

Mirzakhani a utilisé les intégrales de sa formule de récurrence de volume et les propriétés des lami-
nations géodésiques mesurées que nous avons mentionnées plus tot pour arriver au beau théoreme
des géodésiques simples. Celui-ci énonce que pour une multi-courbe rationnelle ~, il existe une
constante ¢(y) ne dépendant que de 7 telle que :

i S2(L7) () B(R)
Losoo [69—6+2n b(R)

ou

B(R) = tirhuston(Br),  b(R) = /MB(R) av.
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La constante est calculée en utilisant les poids pour la multi-courbe et les coefficients du volume de
I'espace de modules. Comme d’habitude, ceci s’applique a une surface hyperbolique R(7y) qui est
découpée sur la courbe . Pour une seule courbe, la constante peut s’écrire comme :

c(y) = (ISym()[(6g —6+2n))"" [ V(R L)icading-

R(v) components

Mirzakhani a fourni des exemples explicites du calcul de ¢(y) dans le cas du genre 0 et aussi pour la
séparation des courbes de surfaces compactes. Dans le cas du genre 0, la surface peut étre découpée
par une courbe géodésique fermée simple non triviale ; en une paire de surfaces de genre 0, I'une
avec j pointes et une frontiere et 'autre avec n — j pointes et une frontiére (en supposant que la
surface d’origine avait plus de 3 pointes). On peut montrer que ’on obtient :

1
Vo) = Za = == @ — 6

Dans le cas d'une courbe fermée de séparation, une surface compacte de genre g est divisée en une
surface de genre j avec une frontiere et une autre surface de genre g — j avec une frontiere. La
constante résultante est alors assez similaire :

1

V) = Jag=aga (g— )35 —2)!'(3(g — J) — 2)! (6g — 6)2%s—"

Les choses deviennent plus compliquées lors du comptage de multi-courbes. Mirzakhani a montré
que pour une multi-courbe 7, I'intégrale WP de sg(L, ) est un polyndme :

P(L,7) = (Sym)) ™ [ V(R(); %)% - dx,
{ogzjzl ajzj<L,x;>0}
ou V(R(7);x) est le volume de 'espace de modules pour les surfaces découpées comme d’habitude
et x est un tuple de longueurs de frontiere. Dans le cas d’une multi-courbe rationnelle, Mirzakhani
a prouvé que les mesures d’orbite mises a 1’échelle convergent de maniere faible-* comme suit :

c(y
,uT;y — b(R)) HThurston s

ou la constante est le coefficient dominant dans le polynéme que nous venons d’écrire. Nous men-
tionnerons un dernier résultat remarquable de Mirzakhani. Pour une multi-courbe v = @ - 7, la
constante est donnée par une formule :

c(y) =

v~ m(y) (o, !
Z J(,y) ! H (2]2 + 1) )

- sl | e
3 i1<s0-ginm(y SYM(I(6g =6+2n)l =1 aF

L’intégrale de I'espace de modules sur le volume de Thurston est :

v3(7) m .
b(R) = > > ’ IT (24 + D255 4+ 1),
VEMCLunic/MCG | 71<Bg—3+n—m(v) ]Sym(’y) ’ (6g —0+ 277,)' =1

ot ¢ est la fonction zéta de Riemann '2.
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