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L’un des plus anciens et des plus fondamentaux concepts en mathématiques est la droite. Dépendant
exactement des structures mathématiques que nous voulons étudier (algébriques, géométriques,
topologiques, de la théorie de I'ordre, etc.), nous modélisons les droites de nos jours par une variété
d’objets standards mathématiques, tels que la droite réelle R, la droite complexe C, la droite projec-
tive RP, la droite réelle étendue [—oo, +00c], la droite affine A', le continuum ¢, la droite longue L,
etc. Nous avons également des versions discretes de la droite, telles que les nombres naturels N, les
entiers 7Z, et les ordinaux w, ainsi que des versions compactes de la droite, telles que I'intervalle unité
[0, 1] ou le cercle unité T := R/Z. Finalement, nous avons des versions discrétes et compactes de la
droite, comme les groupes cycliques Z/NZ et les intervalles discrets {1,..., N} et {0,..., N — 1}.
En prenant les produits cartésiens, nous obtenons alors des objets de dimension supérieure comme
I'espace Euclidien R, le réseau standard Z", le tore standard T™ = R"/Z", et etc. Ces objets bien
str forment le support sur lequel une tres grande partie des mathématiques modernes est établie.

D’une maniere générale, la droite a trois familles principales de structures sur elle :

Les structures géométriques, comme la métrique ou la mesure, la complétude, les échelles (grossieres
ou fines), les mouvements rigides (la translation et la symétrie), les similitudes (la dilatation, les
applications affines), et les structures différentielles (faisceau tangent, etc.);

Les structures algébriques, tels que les groupes, les anneaux, ou les structures de corps, et toutes
les autres choses qui viennent de ces catégories (e.g. les sous-groupes, les homomorphismes, les
involutions, etc.) ; et

Les structures a une dimension, comme 'ordre, la structure de I'espace de longueur (en particulier,
la structure de la connectivité des chemins), un générateur singleton, la propriété archimédienne,
la capacité d’utiliser 'induction mathématique (i.e. le bon ordre), la convexité, ou la possibilité de
déconnecter la droite en enlevant un seul point.

Bien siir, ces structures sont entremélées, et ¢’est un phénomene important qu’un concept mathéma-
tique qui semble natif a une struture, puisse souvent étre défini de fagon équivalente en fonction
d’autres structures. Par exemple, la valeur absolue |n| d'un entier n peut étre définie géométriquement
comme la distance de 0 & n, algébriquement comme l'indice du sous-groupe (n) = n - Z des entiers
Z engendré par n, ou en dimension 1 comme le nombre d’entiers entre 0 et n (en incluant 0, mais
en excluant n). Cette équivalence des définitions devient importante quand on veut travailler dans
des contextes plus généraux dans lesquels une ou plusieurs des structures ci-dessus manque ou bien
est affaiblie.

Ce dont je souhaite parler aujourd’hui, c’est d’'un modele jouet pour la droite (dans n’importe
laquelle de ses incarnations), dans lequel les structures géométriques et algébriques sont améliorées
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(et deviennent soigneusement imbriquées et récursives), au dépend de la structure a une dimension
(qui est completement détruite). Ce modele a de nombreuses appelaltions différentes, dépendantes
du domaine des mathématiques dans lequel on travaille et des structures par lesquelles on est
intéressé. En analyse harmonique, on 'appelle le modele dyadique, le modele de Walsh, ou le
modele du groupe de Cantor ; en théorie des nombres et en géométrie arithmétique, il est connu
sous le nom de modele du corps des fonctions ; en topologie, c¢’est le modele de I'espace de Cantor
; en probabilités, c’est le modele de la martingale ; en géométrie métrique, c’est le modele ul-
tramétrique, arborescent, ou non-archimédien ; en géométrie algébrique, c’est le modele des séries
de Puiseux ; en combinatoire additive, ¢’est le modele de torsion borné ou le modele du corps fini ;
en informatique et en théorie de 'information, c’est le modele du cube de Hamming ; en théorie de
la représentation, c’est le modele du cristal de Kashiwara. Permettez-moi de choisir arbitrairement
I'un de ces termes, et de faire référence a tous ces termes comme aux modeles dyadiques pour la
droite (ou pour tous les objets dérivés de la droite). Alors qu’il n’y a souvent pas de lien direct entre
un modele dyadique et un modele non-dyadique, les modeles dyadiques servent de laboratoires in-
croyablement utiles dans lesquels on peut avoir un apercu et I'intuition des modeles non-dyadiques
du “monde réel”, parce qu’on a une structure algébrique et géométrique beaucoup plus puissante
et élégante avec laquelle jouer dans un tel paradigme (bien que la perte de la structure a une di-
mension puisse étre une préoccupation importante). Peut-étre que ’exemple le plus surprenant de
cela est la preuve en trois lignes de I’hypothese de Riemann dans le modele du corps de fonctions
des entiers, dont je discuterai un petit peu plus tard.

- Entiers dyadiques et réels -

Tres grossierement, un des avantages-clefs que les modeles dyadiques offrent sur les modeles non-
dyadiques est qu’ils n’ont aucune “retenue” d’une échelle a 'autre. Cette retenue nous est enseignée
des I’école primaire, quand nous apprenons les algorithmes de la notation arithmétique décimale
: de longues additions, de longues soustractions, de longues multiplications, et de longues divi-
sions. En notation décimale, la notion d’échelle nous est donnée par les puissances de dix (avec des
puissances plus grandes correspondant a des échelles grossieres et des puissances plus petites cor-
respondent a des échelles fines), mais pour faire de 'arithmétique proprement avec cette notation,
on doit constamment “emporter” des chiffres d'une échelle vers I’échelle suivante plus grossiere,
ou inversement, “ramener” des chiffres d’une échelle a 1’échelle suivante plus fine. Ces interactions
entre des chiffres d’échelles adjacentes (qui en terminologie moderne, serait décrite comme des cocy-
cles) fait que les opérations arithmétiques semblent plutét compliquées en notation décimale, bien
qu’on puisse au moins isoler le comportement a des échelles fines du comportement a des échelles
grossieres (mais pas vice versa) par 'arithmétique modulaire. (Pour décrire cela d’une fagon un
peu plus algébrique, les entiers ou les nombres réels peuvent quotienter les échelles grossieres via
les sous-groupes normaux (ou les idéaux) comme N - Z, mais n’ont pas un sous-groupe normal
correspondant ou un idéal pour quotienter les échelles fines.)

Il est donc naturel de chercher des modeles de 'arithmétique dans lesquels ce débordement (phénomene
des retenues) n’est pas présent. On est d’abord exposé a de tels modeles au lycée, quand I'arithmétique
des polynémes en une inconnue ¢ est introduite (i.e. on travaille avec des anneaux tels que Z|[t]
ou R[t] plutot que Z ou R). Par exemple, pour quotienter un polynéme par un autre, on utilise
I’algorithme de longue division polynomiale (ou la division synthétique), qui est formellement iden-
tique a la longue division pour les entiers en notation décimale mais sans tout cet ennui d’une



échelle a la suivante. Ici les échelles sont représentées par des puissances de t, plutot que par des
puissances de 10. Comme avec les réels ou les entiers, les échelles grossieres peuvent étre contenues
dans des sous-groupes normaux (et des idéaux) tels que t¢ - R[t], mais maintenant les échelles
précises peuvent aussi étre contenues dans des sous-groupes normaux (bien que non pas idéals)
tels que (1,¢,...,t% 1), le groupe engendré par 1,t,...,t%1 (i.e. le groupe des polynomes de degré
inférieur a d). (Du point de vue de la théorie des catégories, les choses sont mieux ici parce que
diverses séquences exactes courtes faisant intervenir les échelles sont maintenant séparées.)

Maintenant, les anneaux de polynomes tels que Z[t] ou R[t] sont un peu “trop grands” pour servir
de modeles pour Z ou R (& moins qu’on ne leur adjoigne quelques infinitésimaux, mais c’est une
autre histoire), puisqu’ils ont une dimension de plus. On peut obtenir un modeéle plus précis en con-
sidérant a nouveau la représentation décimale, qui identifie les nombres naturels a des polynémes
sur l'espace des chiffres {0,1,...,9}. Cet espace n’est pas fermé selon I'addition (qui est ce qui
cause le phénomene de retenue en premier lieu) ; mais 'on peut remédier a cela en remplagant cet
espace de chiffres par le groupe cyclique Z/10Z. Cela nous donne le modele (Z/10Z)[t] pour les
entiers ; c’est la représentation décimale sans l'opération de retenue. Si nous suivons la notation
décimale usuelle et que nous identifions les polynémes dans (Z/10Z)[t] avec les chaines de chiffres
de la maniere habituelle (e.g. en identifiant 3 dizaines + 2 avec 32) alors nous obtenons un systéme
de numération qui est similaire, mais pas tout a fait identique, aux entiers. Par exemple, 66 + 77
est maintenant égal a 33 plutoét qu’a 143 ; 25 x 4 maintenant est égal a 80 plutot qu’a 100 ; et
etc. Notons que contrairement aux nombres naturels, I’espace des polyndémes est déja fermé selon la
négation et par conséquent, il n’y a pas de nécessité d’introduire les nombres négatifs ; par exemple,
dans ce systeéme, on a —12 = 98. Je ferai référence a (Z/10Z)[t] en le désignant comme le modele
des “dyadiques en base 10” pour les entiers (ce qui est un peu ennuyeux, le terme “10-adique” étant
déja utilisé pour signifier quelque chose de légerement différent).

Il y a également un modele dyadique en base 10 pour les nombres réels, dans lequel on autorise un
nombre infini de puissances négatives de ¢ mais seulement un nombre fini de puissances positives de
t ; en d’autres termes, c’est le modele (Z/10Z)((1/t)), 'anneau des séries formelles de Laurent en
1/t. Cet anneau a nouveau differe légerement des réels ; par exemple, 0.999. .. n’est maintenant plus
égal 2 1.000. .. (en fait, ils different de 1.111...). Ainsi, la notation décimale envoie (Z/10Z)((1/t))
sur l'axe réel positif R*, mais il y a un petit peu de non-injectivité causée par cette application.

Les modeles dyadiques en base 10 pour les réels et les entiers ne sont pas particulierement précis,
cela est dii a la présence de diviseurs nuls dans 'anneau de base sous-jacent Z/10Z. Par exemple,
on a 2 x 5 = 0 dans ce modele. On peut faire beaucoup mieux en travaillant sur un corps fini F,
comme le corps Fy a deux éléments Cela nous donne les modeles dyadiques F[t] et F'((1/t)) pour les
entiers et les réels respectivement qui s’averent des analogues beaucoup plus proches que le modele
dyadique en base 10. Par exemple, F'[t], comme les entiers, est un domaine euclidien, et F'((1/t))
est un corps. (Dans le cas binaire F' = Fy, l'opération d’addition est juste le XOR (ou exclusif)
bit & bit, et la multiplication est la convolution bit & bit). Nous pouvons également modéliser de
nombreux autres objets non-dyadiques, comme l’'illustre la table suivante :



Non-dyadique

Dyadique

Entiers Z
Rationnels Q
Réels R
Cercle unité R/Z
-
Groupe cyclique Z/|F|*-Z
Corps fini Z/p-7Z
Valeur absolue
Onde plane
Ondelettes
Gaussien
Boule
Opérateurs de chaleur
A bande limitée

Intervalle / progression arithmétique

Ensemble de Bohr

Polynémes F[t]
Fonctions rationnelles F'(t)

Polynoémes de Laurent F((1/t))

Espace vectoriel [

Corps fini F[t]/p(t) - F[t]
(Exponentielle de) degré
Fonction de Walsh
Ondelettes de Haar
Fonction en escalier
Intervalle dyadique
Espérances conditionnelles de martingales
Localement constant
Sous-espace / sous-groupe

Hyperplan

Rappelons que nous pouvons définir la valeur absolue (ou norme) d'un entier n comme l'indice
du sous-groupe (n) des entiers. Exactement la méme définition peut étre appliquée au modele
dyadique F'[t] des entiers ; la valeur absolue d'un élément n € F'[t] peut alors étre vue comme étant
égale & |n| = |F|%e(™ ¢ Z* ou deg(n) est le degré de t dans n (avec la convention que 0 a un degré
de —oo0 et ainsi une valeur absolue égale a 0). Par exemple, dans le cas binaire, t*+¢+1 (ou 1011)
a une norme égale & § Comme la valeur absolue sur les entiers, la valeur absolue sur le modele
dyadique F'[t] des entiers est multiplicative et obéit a I'inégalité triangulaire, permettant d’avoir une
métrique sur F'[t] par la formule habituelle d(n,m) := |n — m/|. En fait, nous avons quelque chose
de mieux qu’'une métrique, qu’on appelle une ultramétrique ; dans le monde dyadique, I'inégalité
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triangulaire

d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2)

peut étre renforcée pour devenir I'inégalité ultra-triangulaire
d(z, z) < max(d(z,y),d(y, 2)).

On peut alors étendre de maniere unique cette valeur absolue multiplicativement vers le modele
dyadique F((1/t)) des réels, qui est donné par la méme formule |n| = |F|4°&(™ ¢ R+ ot deg(n) est
maintenant compris comme étant la plus grande puissance de ¢t qui apparait dans la factorisation
de n (ou —oo si aucune telle puissance n’est présente). Ainsi par exemple, dans le cas binaire
1/t+1/t2+1/t3+... (ou 0.111...) a une norme de 1/2. Comme avec la droite réelle, cette valeur
absolue transforme la droite réelle dyadique F'((1/t)) en un espace métrique complet. IL’espace
métrique engendre alors les boules B(z,7) := {y € F((1/t)) : |y — z| < r}, qui dans le cas binaire
sont identifiables avec les intervalles dyadiques. Le fait qu’on ait une ultramétrique plutét qu’une
métrique signifie que les boules bénéficient d'une propriété de nidification trés utile, qui n’est pas
présente dans le paradigme non-dyadique : si deux boules s’intersectent, alors la plus grande doit
nécessairement contenir la plus petite.

D’un autre c6té, toute la structure “a une dimension” de la droite réelle est perdue quand on passe
au modele dyadique. Par exemple, la droite réelle dyadique est encore localement compacte, mais
non pas localement connectée ; la topologie est plutét localement celle d’un espace de Cantor. Il
n’y a pas de notion naturelle d’ordre sur les entiers dyadiques ou sur la droite réelle, et la métrique
est non-archimédienne. En lien avec cela, 'indicage mathématique ne s’applique plus aux entiers
dyadiques. Cependant, et en quelque sorte de fagon contre-intuitive, on peut aller relativement
loin dans I'imitation de nombreuses caractéristiques des entiers et des réels sans utiliser aucune
structure a une dimension. J’essaierai d’illustrer cela dans un certain nombre de contextes.

- Modeles dyadiques et analyse harmonique -

Comparons d’abord l'analyse harmonique des modeles dyadique et non-dyadique. La mesure de
Lebesgue dx est 'unique mesure de Haar de la droite réelle qui assigne une mesure de 1 a I'intervalle
unité [0,1]. Similairement, pour la droite réelle dyadique F'((1/t)), il y a une unique mesure de
Haar dzr qui assigne une mesure de 1 & la boule unité B(0,1). En effet, cette mesure peut étre
définie en ramenant la mesure de Lebesgue sur I'axe positif réel RT via I'application décimale qui
envoie les éléments de F'((1/t)) sur 'expansion de la base correspondante |F| dans les réels (e.g.
dans le cas binaire, ¢* + 1/t serait envoyé sur 100.15 = 4.5).

La théorie générale de I'analyse harmonique sur les groupes abéliens localement compacts montre
alors qu’il y a une théorie de la transformation de Fourier sur la droite réelle F'((1/t)), qui s’avere
étre tres analogue a celle de la droite réelle non-dyadique R. (Il y a aussi une théorie de Fourier
reliant les entiers dyadiques F[t] avec le cercle unité dyadique F((1/t))/F[t] = § - F[{], que nous
laissons a la lectrice). Rappelons que la transformation de Fourier sur la droite réelle est construite
a partir du caractere 1-périodique e : R — C défini par e(z) := e*™* par la formule

f(€) = [ f@)e(—a€) da
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pour toutes les f : R — C au bon comportement (e.g. les f partout intégrables). Similairement, la
transformation de Fourier sur F'((1/t)) (en supposant que F est un corps premier F' =F, = Z/pZ
pour faire simple) peut étre construite a partir du caractere 1-périodique e, : F'((1/t)) — C défini

par
d

ey Z ajtj) =e(a_1/p)

j=—o00

(qui serait une onde carrée dans le cas binaire) en utilisant presque la méme formule, notamment
f(&) = / f(x)e,(—x&) dx
© = [ f@e(=)

pour toutes les f : F'((1/t)) — C au bon comportement. On peut alors montrer que cette trans-
formation de Fourier dyadique (appelée transformation de Walsh-Fourier dans le cas binaire) a
toutes les propriétés algébriques usuelles que la transformation de Fourier non-dyadique a - par
exemple, elle réagit a la convolution, la translation, la modulation, et la dilatation exactement de
la méme fagon que sa contrepartie non-dyadique, et on peut aussi montrer qu’elle a un parfait
analogue du théoréeme de Plancherel. (Elle a aussi un algorithme plus agréable de transformation
de Fourier rapide que sa contrepartie non-dyadique, parce qu’on n’a plus besoin de 1’étape addition-
nelle pour faire attention a la retenue d’'une échelle a la suivante). En fait, la structure dyadique
rend 'analyse harmonique sur F'((1/t)) en quelque sorte plus simple que celle sur R, & cause de la
possibilité d’avoir une localisation parfaite de ’espace des phases. Dans la droite réelle, il est bien
connu qu’une fonction et sa transformée de Fourier ne peuvent pas étre simultanément a support
compact sans s’évanouir complétement (parce que si une fonction était a support compact, alors
sa transformée de Fourier serait une fonction analytique réelle, qui ne peut étre a support compact
sans s’évanouir complétement, du fait du prolongement analytique). Pourtant, le prolongement
analytique est une propriété hautement “a une dimension” (elle exploite la connectivité). De plus,
¢a n’est pas une propriété robuste, et il est possible d’avoir des fonctions f sur la droite réelle
telles que f et sa transformée de Fourier sont “presque a support compact”, ou plus précisément
rapidement décroissante ; la fonction gaussienne f(x) = exp(—m|z|?), qui est sa propre transformée
de Fourier, en est un particulierement bon exemple. Dans le monde dyadique, ’analogue de la fonc-
tion gaussienne est la fonction en escalier 1p(9,1), qui est aussi sa propre transformée de Fourier, et
démontre ainsi qu’il est possible qu’une fonction et sa transformée de Fourier soient toutes les deux
a support compact. Plus généralement, il est possible pour une fonction f : F((1/t)) — C d’étre a
support sur un intervalle dyadique I, et pour sa transformée de Fourier d’étre de suppport un autre
intervalle dyadique J, tant que le principe d’incertitude |I||J| > 1 est respecté. On peut utiliser ces
“paquets d’ondes de Walsh” (qui incluent les ondelettes de Haar et les fonctions de Radamacher
comme cas parti-

culiers) pour réaliser de fagon élégante et efficace une analyse en temps-fréquence dans le paradigme
dyadique. Ce paradigme s’est avéré étre un modele inestimable de travail avant de s’attaquer aux
problemes temps-fréquence les plus intéressants dans le paradigme non-dyadique (tels que ceux liés
au théoréeme de Carleson, ou a plusieurs intégrales singulieres multilinéaires), car de nombreuses
prises de téte techniques sont absentes dans le paradigme dyadique, alors que la combinatoire
temps-fréquence (qui est vraiment le cceur du sujet) reste largement intacte. (Pour donner seule-
ment un exemple, le théoreme d’échantillonage de Shannon s’effondre, dans le paradigme dyadique,
en 1’énoncé trivial qu'une fonction qui est localement constante sur des intervalles dyadiques de
longueur 27", peut étre reconstruite exactement en échantillonant cette fonction sur des intervalles
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de 27™). Voir les notes de cours de Pereyra ou de moi-méme pour de plus amples discussions. Dans
certains cas, on peut en fait déduire un résultat d’analyse harmonique non-dyadique directement
d’un résultat dyadique a travers une sorte d’argument de moyenne (ou la ruse de la translation de
1/3 de Michael Christ, qui est 'observation que tout intervalle non-dyadique (dans, disons, [0, 1])
est contenu soit dans un intervalle dyadique de taille comparable, soit dans la translation de 1/3
d’un intervalle dyadique de taille comparable). En particulier, 'approche “fonction de Bellman”
de I'analyse harmonique procede souvent par calcul de la moyenne, car la méthode de la fonction
de Bellman nécessite une structure dyadique récursive (ou une structure continue de type noyau de
la chaleur) pour fonctionner correctement. En général, pourtant, 'argument dyadique sert seule-
ment de modele de “carte routiere” pour I'argument non-dyadique, plutét que d’étre un composant
formel. Il y a seulement peu de cas connus ou un résultat dyadique en analyse harmonique n’a pas
montré la route vers une preuve de ’analogue non-dyadique ; une de ces exceptions est le probleme
d’établir un analogue non linéaire du théoreme de Carleson, qui a été réalisé dans le paradigme
dyadique mais reste ouvert dans le paradigme non-dyadique.

- Modeles dyadiques dans les EDPE| -

Laissons maintenant I'analyse harmonique et tournons nous vers les modeles dyadiques et non-
dyadiques d’autres parties des mathématiques. Je parlerai rapidement des EDP, qui sont un do-
maine dans lequel les modeles dyadiques ont prouvé qu'’ils n’avaient qu’un impact limité (bien
que le modele dyadique de Katz-Pavlovic pour les équations d’Euler et Navier-Stokes soit peut-
étre un contre-exemple). Cela est en partie dii au fait que, contrairement a 1’analyse harmonique,
I'analyse des EDP exploite lourdement la dimension 1 de la droite réelle (et en particulier, I'axe
temporel), par exemple a travers I'utilisation d’arguments de continuité ou de formules de mono-
tonie. Cependant, on peut encore obtenir quelques analogues partiels de nombreux objets EDP,
plus particulierement ceux reliés a 1’équation de la chaleur, si tant est que l'on veuille travailler
avec des notions dyadiques pour le temps. Par exemple, dans le cas binaire F' = Fy, I'analogue
dyadique de l'opérateur de la chaleur e’® quand t = 22" (une puissance de 4) serait I'opérateur
d’espérance conditionnelle de la o-algebre engendrée par des intervalles dyadiques de longueur 2".
Ces espérances conditionnelles sont nichées dans n, amenant une structure de martingale. Il y a
en fait une tres forte (et bien connue) analogie entre les opérateurs de la chaleur et les espérances
conditionnelles selon une martingale ; pour donner seulement un exemple, l'inégalité stricte de
Young sur la droite réelle prouvée par une méthode de flot de chaleur (assurant qu’'une certaine
expression multilinéaire est monotone le long du flot de chaleur), et I'inégalité stricte de Young sur
F((1/t)) ou F™ peuvent étre similairement prouvées (avec une preuve légerement plus courte) par
un argument imbriqué d’espérance conditionnelle.

- Modeles dyadiques en combinatoire additive -

Tournons-nous maintenant vers la combinatoire additive. Ici, il est souvent pratique pour des
raisons combinatoires de travailler non pas sur un groupe additif infini tel que R or Z, mais sur un
groupe additif fini. Dans le paradigme non-dyadique, on utilise habituellement un groupe cyclique
tel que Z/N7Z ; dans le paradigme dyadique, on utilise un espace vectoriel tel que F™ (on devrait

2EDP = Equations différentielles partielles.



penser a F' comme étant fixé, e.g. F' =Ty ou F' = [F3, et n grand). Une philosophie générale est
que tant que ces deux groupes ont a peu pres la méme taille (i.e. N & |F|"), alors la combinatoire
additive de ces deux groupes sera a peu pres analogue, méme si algébriquement les groupes sont
plutdt différents (le premier peut étre engendré par un seul générateur, mais la plupart des éléments
ont un grand ordre, alors que le second peut nécessiter de nombreux générateurs, mais tous les
éléments ont un petit ordre). Mais le modele dyadique tend a étre significativement plus traitable
pour un certain nombre de raisons. De facon plus évidente, le groupe F™ est aussi un espace
vectoriel, et ainsi on peut appliquer les outils puissants de ’algebre linéaire. Un groupe cyclique
a seulement quelques analogues (désordonnés) d’outils algébriques linéaires ; par exemple, dans
les groupes cycliques, les progressions arithmétiques généralisées sont en quelque sorte analogues
aux espaces vectoriels étendus par un ensemble de vecteurs et ont beaucoup de sous-groupes ; de
fagon duale, les ensembles de Bohr (les ensembles de niveau de un ou plusieurs caracteres) jouent
le role des groupes cycliques analogues a 'intersection d’un ou plusieurs hyperplans dans F". Voir
le papier de survol de Green pour une discussion plus approfondie. Une autre caractéristique du
groupe F™ est la présence de drapeaux de sous-espaces, e.g. le drapeau de coordonnée

{0y=F'cF'c...CcF"

qui permet dans certains cas de prouver des faits combinatoires dans F™ par une induction sur la di-
mension, et d’utiliser les outils reliés a de tels drapeaux comme la technique combinatoire de la com-
pression. (se reporter a ce post précédent https://terrytao.wordpress.com/2007/03/22/freimans-
theorem-in-finite-fields-via-extremal-set-theory /pour quelques exemples de cela).

Tres récemment, pourtant, Ben Green et moi avons découvert que le manque de 1-dimensionnalité
dans le modele du corps fini peut rendre ce modeéle moins traitable que le modele du groupe cyclique
dans certains sens techniques. Par exemple, la célebre démonstration de Gowers du théoreme de
Szemeredi ne fonctionne pas dans les modeles des corps finis a cause de ce petit pli. Cela sem-
ble avoir quelque chose a voir avec la (encore peu comprise) analogie entre les séquences nulles du
paradigme non-dyadique, et les polynémes du paradigme dyadique. Nous espérons que nous aurons
davantage a dire sur ce sujet dans le futur.

- Modeles dyadiques en combinatoire algébrique -

J’évoquerai brievement le role des modeles dyadiques en combinatoire algébrique. Ici il semblerait
que de nombreuses questions algébriques qui sont posées sur le corps R ou C s’effondrent en des
questions purement combinatoires une fois qu'on “tropicalise” en passant au modele dyadique,
tel que le domaine des séries de Puiseux C{t}. De plus (et plutdt de fagon miraculeuse), cer-
taines questions ont des réponses identiques dans les paradigmes dyadique et non-dyadique, nous
autorisant a utiliser des gadgets combinatoires pour résoudre des problémes algébriques. Par ex-
emple, la question de comprendre les relations possibles entre les valeurs propres d’une somme
A 4+ B de matrices hermitiennes, avec les valeurs propres de A et B séparément, est un probleme
algébrique non trivial ; mais en passant au modele dyadique des séries de Puiseux et en extrayant
les exposants dominants (ce qui n’affecte pas la réponse finale), il a été montré par Speyer que le
probleme s’effondre en celui de localiser un nid d’abeille entre trois ensembles de valeurs propres
potentielles. (Ce fait, ainsi que celui décrit ci-dessous, a été établi plus t6t par Knutson et moi-
méme mais par une méthode plus indirecte). Il y a également une contrepartie discrete (en théorie
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de la représentation) a ce phénomene ; la question du calcul des multiplicités du produit tensoriel
pour le groupe unitaire U(n) est aussi un probléme algébrique non trivial, en grande partie di au
“mélange” entre des éléments de base des représentations irréductibles quand on prend les produits
tensoriels et qu’on les décompose a nouveau en représentations irréductibles (dans le cas ou n = 2,
ce mélange est décrit par les coefficients de Clebsch-Gordan ; la situation est plus compliquée pour
les grandes valeurs de n du fait des multiplicités dans la décomposition). Mais si on remplace la
notion d'une représentation par le modele “dyadique” d’une représentation cristalline, le mélange
est éliminé (sans affecter les multiplicités), et il a été montré par Henriques et Kamnitzer que le
probléme de calculer les multiplicités du produit tensoriel s’effondre a nouveau en un probleme de
nid d’abeille. Il serait intéressant d’obtenir une explication plus générale de la raison pour laquelle
ces phénomenes adviennent.

- Modeles dyadiques en théorie des nombres -

Finalement, je souhaite discuter du role des modeles dyadiques en théorie des nombres - un sujet
qui a été en fait le sujet d’au moins un texte de diplome. Par contraste avec les autres domaines dis-
cutés ci-dessus, il y a une fantastique disparité en théorie des nombres entre notre compréhension
du modele dyadique et celle du modele non-dyadique ; plusieurs des plus célebres problemes en
théorie des nombres non-dyadiques (e.g. I'hypothése de Riemann, le dernier théoréeme de Fermat,
la conjecture des nombres premiers jumeaux, la conjecture abc, la factorisation de grands nom-
bres) sont de fagon surprenante faciles a résoudre dans le monde dyadique (voir e.g. 'exposé de
Zhang pour la version du dernier théoréeme de Fermat), mais personne ne sait comment convertir
les arguments dyadiques dans le paradigme non-dyadique (bien que I’étape inverse de convertir des
arguments non-dyadiques en arguments dyadiques soit habituellement plutot évidente). Une ex-
ception notable ici est le probleme de la parité, qui a résisté aux progres a la fois dans le paradigme
dyadique et dans le paradigme non-dyadique.

Venons maintenant a ’hypotheése de Riemann. De facon classique, la théorie des nombres s’est
concentrée sur la structure multiplicative de ’anneau des entiers Z. Apres avoir factorisé le groupe
des unités {—1,+1}, on restreint habituellement son attention aux entiers positifs Z*. Dans le
modele dyadique, on étudie la structure multiplicative de 'anneau F'[t| des polynémes pour un
certain corps fini F'. Apres avoir factorisé le groupe F'* des unités, on peut restreindre son attention
aux polynémes unitaires F[t],,. Comme I'anneau des polynémes est un domaine euclidien, il a une
factorisation unique, et en particulier, tout polynéme unitaire peut étre exprimé de maniére unique
(a permutation pres) comme le produit de polynémes unitaires irréductibles, que nous appellerons
des polynémes premiers. On peut analyser le probleme de compter les nombres premiers dans F[t]
en utilisant les fonctions zeta, en analogie compléte avec le cas entier. La fonction zeta de Riemann

est bien stir donnée par
1

S
nezZt n

(pour Re(s) > 1) et on introduit la fonction analogue zeta

Crig(s) ==

TLEF[t]m ’n’s

1




Dans les entiers, la factorisation unique donne l'identité

logn =Y A(d)

din

ou A(d) est la fonction de von Mangoldt, définie comme étant égale a log p quand d est la puissance
d’un nombre premier p et 0 sinon. En prenant la transformation de Mellin de cette identité, nous
concluons que

A(n)

ns

6 _ v
C(S) nez+
qui est l'identité fondamentale reliant les zéros de la fonction zeta a la distribution des nombres

premiers. On peut faire la méme chose dans le cas dyadique, en obtenant I'identité

 Crgls) Appy (n)7 (1)

Crie(s) B NEF[tm In|*

ott la fonction de von Mangoldt A gy (n) pour F[t] est définie comme log |p| quand n est la puissance
d’un polynoéme premier p, et 0 sinon.

Jusqu’a présent, les situations dyadique et non-dyadique sont analogues et trés proches. Mais
maintenant, nous pouvons faire quelque chose de spécial dans le monde dyadique : nous pouvons
calculer la fonction zeta explicitement en sommant par degré. En effet, on a

Crg(s) = i >

d=0 pe Ft],,:deg(n)=d

1
| F|ds

Le nombre de polynomes unitaires de degré d est |F'|?. En sommant la série géométrique, on obtient
une formule exacte pour la fonction zeta :

Crig(s) = (1 —[F]P~H)~"

En particulier, I'hypotheése de Riemann pour F[t] est une trivialité - il n’y a clairement pas de zéro
quels qu'ils soient ! En insérant cela en retour dans (1) et en comparant les coefficients, on se
retrouve bientdt avec un théoréeme des nombres premiers exact pour F[t] :

> A(n) = |F|"log|F|
neF[t]m:deg(n)=d

qui implique rapidement que le nombre de polynémes premiers de degré d est §|F 14+ O(|F|¥?).
(On peut généraliser 1'analyse ci-dessus a d’autres variétés sur les corps finis, aboutissant au final
aux conjectures de Weil (non démontrées), qui incluent I’“hypothese de Riemann pour les corps de
fonctions™)

Un autre exemple d’un probleme qui est difficile en théorie des nombres non-dyadique mais qui est
trivial en théorie des nombres dyadique est celui de la factorisation. Dans les entiers, on ne sait
pas si un nombre de n chiffres peut étre factorisé (probabilistiquement) en temps polynoémial en nE|

3Note de la traductrice : “PRIMES is in P” de Manindra Agrawal, Neeraj Kayal, and Nitin Saxena, 2004.
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(le meilleur algorithme connu pour de grands n, le crible de corps de nombres, est en un peu plus
que exp(O(log!/?n))) ; en effet, la difficulté présumée de la factorisation sous-tend des protocoles
tres utilisés tels que RSA. Pourtant, dans F[t] avec F' fixé, un polynéme f de degré n peut étre
factorisé (probabilistiquement) en temps polynomial en n par 1'algorithme suivant en trois étapes :

 Calculer le pged de f et sa dérivée f’ en utilisant 'algorithme d’Euclide (qui est en temps
polynomial du degré). Cela localise tous les facteurs répétés de f, et permet de se ramener
rapidement au cas ou f est sans carré. (Cette ruse est inutilisable dans le cas entier, du fait
de I'absence d’une bonne notion de dérivée).

o Observer (& partir du théoreme de Cauchy) que pour n’importe quel polynéme premier g de
degré d, on a t'Fl" = ¢ mod ¢. Ainsile polynome ¢¥1” —¢ contient le produit de tous les nombres
premiers de la factorisation de ce degré (et de tous les nombres premiers divisant d) ; en effet,
par le théoreme exact des nombres premiers et un comptage du degré, ce sont les seuls facteurs
possibles de ¢/ * —¢. 1l est facile de calculer le reste de ¢¥1" —¢ modulo f en temps polynomial,
et alors on peut calculer le pged de f avec tF " —ten temps polynomial également. Cela isole
essentiellement les facteurs premiers d’un degré fixé, et permet rapidement de réduire le cas
quand f est le produit de nombres premiers distincts de méme degré d. (Ici, on a exploité
le fait qu’il y a de nombreux nombres premiers ayant exactement la méme norme - ce qui
est bien sir clairement faux dans le cas des entiers. C’est également le cas dans 1’étape 3
ci-dessous.)

o Maintenant, on applique l'algorithme de Cantor-Zassenhaus. Supposons que |F| est im-
pair (le cas |F| = 2 peut étre traité par une modification de cette méthode). En calculant
gl “=1/2 mod f pour des g sélectionnés au hasard, on peut générer quelques racines carrées
de I'unité au hasard modulo f (grace au théoréme de Cauchy et au théoreme des restes chinois
; il y a aussi une petite chance que 1’on génére un élément non inversible, mais on traite ce cas
facilement). Ces racines carrées a seront soit +1 soit —1 modulo chacun des facteurs premiers
de f. Sil’on prend le pged de f avec a + 1 ou a — 1, on a une forte probabilité de séparer
les facteurs premiers de f ; en répétant cela quelques fois, on isole bientdt tous les facteurs
premiers séparément.

- Conclusion -

Comme la promenade tourbillonante ci-dessus 1’a, on 'espere, démontré, les modeles dyadiques
pour les entiers, les réels, et les autres objets “linéaires” se rencontrent dans de nombreuses parties
différentes des mathématiques. Dans certains domaines, ils sont un modele jouet ultra-simplifié et
trop facile ; dans d’autres domaines, ils atteignent le coeur de la matiere en fournissant un modele
dans lequel toutes les technicités non pertinentes sont supprimées ; et dans d’autres champs encore,
ils sont un composant crucial dans ’analyse du cas non-dyadique. Dans tous ces cas, pourtant, il
semble que la contribution que les modeles dyadiques nous fournissent en nous aidant a comprendre
le monde non-dyadique est immense.
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