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On étudie un analogue en théorie des nombres de la formule de Hurwitz pour le revétement d’une
courbe algébrique. On introduit un objet qui remplace en partie la droite projective sur le corps
des constantes, et on formule une inégalité de Hurwitz hypothétique. On construit plusieurs séries
d’exemples montrant la précision asymptotique de cette inégalité. On montre que 'inégalité de Hur-
witz entraine la conjecture ABC, I'inégalité de Szpiro sous la forme de Parshin, etc. En conclusion,
on discute des voies possibles de développement de la théorie.

Introduction

Dans le présent travail, il est question d’un analogue en théorie des nombres de la formule classique
de Hurwitz. Pour une courbe algébrique lisse X sur un corps k, une fonction rationnelle f € k(X)
peut étre considérée comme un morphisme f : X — P! Si f # const et si le corps k(X) est
séparable sur le corps k(P'), alors la formule de Hurwitz suivante est valable :

X(X) =2deg f — > vp(Dy)deg P.
Pex
Le premier paragraphe est consacré a la discussion de cette formule dans le contexte qui convient
pour le reste du travail.

Par analogie classique, le corps de nombres K doit étre considéré comme le corps des fonctions ra-
tionnelles sur I'espace de tous les points du corps K, y compris les points archimédiens. Cependant,
dans le cas numérique, contrairement au cas géométrique, il n’y a pas de corps de constantes, ni
a fortiori de droite projective sur celui-ci. Au §2, on introduit un certain objet qui remplace, dans
une certaine mesure, la droite projective. Ensuite, on introduit les analogues numériques des autres
quantités intervenant dans la formule de Hurwitz.

La maniere dont il faut définir la différente complete n’est pas tout a fait claire, mais il est facile
de définir sa partie modérée. Apres cela, au lieu de la formule de Hurwitz, on peut formuler une
inégalité de Hurwitz hypothétique. Cela est fait au § 3.

Au §4, on construit cinqg séries différentes d’exemples montrant la précision asymptotique de l'in-
égalité de Hurwitz. Deux d’entre elles sont liées a des courbes rationnelles (tore et conique), et
trois & des courbes elliptiques (cubique de Fermat, quartique de Jacobi, paire de quadriques sous
la forme de Mumford). En outre, on donne ici un résultat de Stewart et Tijdeman, qui donne la
meilleure estimation connue de I'auteur pour le terme complémentaire.

Au §5, on donne quelques conséquences de I'inégalité de Hurwitz numérique :
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(1) la conjecture ABC de Masser et Oesterlé;

(2) l'inégalité de Szpiro sous la forme de Parshin;
(3)

(4)

3
4

une estimation de 'ordre d’approximation des logarithmes par des nombres rationnels;

une estimation de la croissance des nombres premiers singuliers p, c¢’est-a-dire les nombres p
pour lesquels f? = f (mod p?) (f est un nombre rationnel fixé).

Notons que dans le cas du corps Q, I'inégalité de Hurwitz est un renforcement de la conjecture ABC
connue de Masser et Oesterlé. Bien qu’actuellement aucun moyen de démontrer cette conjecture ne
soit en vue, il y a quelques raisons pour son raffinement ultérieur. Le pas le plus radical dans cette
direction est I'hypothese de 'existence d’une formule de Hurwitz exacte.

Conjecture ABC‘ = ‘Inégahté de Hurwitz‘ < | 7 Formule de Hurwitz|

En conclusion, on discute de quelques problemes de la théorie et des voies possibles de leur résolu-
tion, on pose quelques questions.

L’auteur exprime sa reconnaissance a A. N. Parshin pour son soutien et ses conseils utiles, ainsi
que sa joie de remercier ses amis I. A. Panin, I. M. Khamitov, S. A. Evdokimov et M. M. Kapranov
pour leurs nombreuses discussions.

§ 1. Cas fonctionnel

Dans ce paragraphe, on formule quelques résultats classiques de la théorie des courbes algébriques.
Ces résultats sont donnés sous une forme commode pour I'examen ultérieur du cas numérique.
Toutes les définitions nécessaires et les démonstrations détaillées peuvent étre trouvées, par exemple,
dans [1]. En outre, on donne ici la formulation d’une certaine inégalité, que 'auteur appelle inégalité
de Hurwitz et qui sera utilisée par la suite comme prototype pour I’examen du cas numérique.

1.1. Formule de Hurwitz. Soit X une courbe compléte lisse sur un corps k, K = k(X) le corps
des fonctions rationnelles sur X, f € K. La fonction f peut étre considérée comme un morphisme
f: X — Pl ou P! est la droite projective sur le corps k. Si f ¢ k et si le corps K est séparable sur
le corps k(P'), alors la formule de Hurwitz suivante est valable :

X(X)=2deg f — > vp(Dy)deg P. (1.1)

PeX

Ici x(X) =2 —2g(X) est la caractéristique d’Euler topologique de X, Dy est la différente du mor-
phisme f, c’est-a-dire le faisceau d’idéaux sur X qui est 'annulateur du faisceau des différentielles
relatives Q0 x/p1, vp est la valuation discréte associée au point P.

Ecrivons la formule (1.1) sous une forme légérement différente :

vp(Dy)deg P x(X)

F;( dog [ =2 Qe (1.2)

On fera référence par la suite a la formule (1.2) comme a la formule de Hurwitz.



1.2. Défauts. Introduisons les notations suivantes :

D¢)deg P
Ap = M — défaut total au point P,
deg f
—1)deg P
op = (cp ) deg — défaut modéré au point P.
deg f

Ici ep est I'indice de ramification de f au point P.

En vue de la discussion ultérieure du cas numérique, donnons une description élémentaire des dé-

fauts.

Soit P € X, f(P) = Q un point de P!, Kp le complété du corps K pour la topologie P-adique, u

un parametre local dans le corps Kp. Alors

op(df/du), i Q# oo,

o) = {vp<d<1/f>/du>, Q= oo,

Soit kp le corps résiduel au point P et, si Q # oo, € = f(P) € kp. Alors

ep =

UP(f - 6)7 si Q 7é 00,
UP(l/f)v si @ = oo.

1.3. Inégalités de Hurwitz. Par définition de sp, I’égalité suivante est vraie :

UP(Df) =ep— 1+ sp.

On sait que sp > 0. Par conséquent, de (1.2) découlent les inégalités

X(X)

Ap <9220
P Ty
xX(X)

op <2 — )
2752 e

(1.3)

(1.4)

(1.5)

Dans ces inégalités, la somme du membre de gauche peut ne porter que sur une partie des points

de X. Les inégalités de ce type seront appelées inégalités de Hurwitz.

Il est parfois plus commode de sommer sur les points de P!, c¢’est pourquoi pour @ € P! on pose

oo =Y dp,

P—Q

Ao= 3 Ap.

P—=Q

(1.6)

S’il est nécessaire d’'indiquer la dépendance des défauts par rapport a f, K, etc., on écrira dp(f),

dp(f, K), etc.



§ 2. Position du probleme dans le cas numérique

Dans ce paragraphe, nous passons au cas numérique. Au lieu du corps des fonctions sur une courbe
algébrique, nous considérerons un corps de nombres K. Nous supposerons que K C @, ot Q est la
cloture algébrique du corps Q. Au lieu d’'une fonction sur une courbe algébrique, nous considére-
rons un élément f du corps K. Cependant, dans le cas numérique, un certain nombre d’objets clés
sont absents, le corps des constantes, la droite projective sur celui-ci, etc. Ci-dessous, on introduit
certains objets qui comblent partiellement ces lacunes.

2.1. Que prendre comme X. Conformément a l'analogie classique, comme points de X nous
prendrons tous les points du corps K, y compris les points archimédiens.

Fixons un systeme de notations. Soit X = X, U X,, ou X,, est constitué de tous les points non
archimédiens de X, et X,, de tous les points archimédiens.

Soit 7 un point de X. Le symbole K, désignera le corps local correspondant. Si f € K, le symbole
fr désignera le méme élément f, considéré comme un élément du corps K. En outre,

(a) Si T € Xy, le symbole v, désignera la valuation discrete standard du corps K, le symbole
k., le corps résiduel de K. On pose aussi degm = log Card k.

(b) pour m € X, et f € K on pose
e(m) = [Ky:R];

| £l = | £=57), ott | - | est la valeur absolue usuelle ;

vr(f) = —log || fx| ;
degm = 1.

2.2. Que mettre a la place du corps des constantes. Les “constantes” dans K sont les élé-
ments qui sont “entiers” en tous les points, y compris archimédiens. Si ’on considere que les entiers
réels (complexes) sont les nombres dont le module est < 1, alors les “constantes” dans K sont 0 et
les racines de 1'unité. Dans ce qui suit, le symbole py désignera I’ensemble des racines de 1'unité
de degré N (dans le corps Q), p, la réunion de tous les uy. Le symbole Fy désignera I'ensemble
constitué de 0 et des éléments de uy, Fo, la réunion de tous les Fy. Bien stir, Fy et F, ne sont
pas des corps, mais nous nous efforcerons, dans la mesure du possible, de les traiter comme des
corps et nous utiliserons méme 'expression “corps” Fy.

2.3. Que mettre a la place de P!. Tentons de définir & la main les points de P! /Fy. Cela se fait
en deux étapes.

Etape 1. D’abord, décrivons les “points géométriques” de P!, ¢’est-a-dire P!(F.). Ce sont oo, 0
et les points de la forme ¢, ou € parcourt .

Etape 2. Décrivons les “points schématiques” de P'/Fy. Le groupe de Galois CGal(Q/Q(uy)) agit
sur i, et donc sur P*(F,,) (I'action de ce groupe sur 0 et oo est par définition triviale). On appellera
“point schématique” les orbites de cette action. Le degré d’un tel point est par définition égal a la



longueur de 'orbite.

Comme on a affaire non seulement a des corps purement cyclotomiques, il convient de généraliser
légérement la construction précédente. A savoir, pour un sous-groupe arbitraire I' € Gal(Q(u)/Q),
le symbole P! désignera I’ensemble constitué des orbites de 'action de ' dans P!(FF,). Par conven-
tion, chaque point de P} a un degré, la longueur de l'orbite.

Pour un corps quelconque K, on pose I' = Gal(Q(u)/L), ou L = K N Q(u). Notons que L ne
dépend pas du plongement choisi de K dans Q, car K N Q(u) = (K N Q(p))? = L°. Et comme
tous les sous-corps Q(p) sont normaux sur Q, on a L7 = L.

Ainsi, comme P! nous prendrons désormais P}.

Remarque : le cas K = Q est particuliérement intéressant. Dans ce cas, les points de P{ seront
notés ainsi : 00,0, [1],[2],..., ot le symbole [d] désigne la “classe de points” constituée de toutes
les racines primitives de I'unité de degré d. Son degré est deg[d] = ¢(d), la fonction d’Euler.

2.4. Que signifie f # const. Conformément a ce qui a été exposé ci-dessus (n° 2.2), partout dans
ce qui suit nous supposerons que f # 0 et f & pu.

Il y a encore un type de nombres que, pour certaines raisons (voir 2.5 (a)), nous excluons de 1’exa-
men.

Définition. Un nombre f € K est appelé exceptionnel s’il existe un point archimédien 7 tel que

I f=ll = 1.

Notons qu’il existe des nombres exceptionnels qui ne sont pas des racines de 1'unité (par exemple,

f=0B4+4v-1)/5).
Dans ce qui suit, nous supposerons que f n’est pas exceptionnel.

2.5. Comment f définit une application f: X — P}. Soit 7 un point de X. Considérons trois
cas.

(a) me X, (oum € Xya et v(f) #0).

On pose
Fr) = {0, si vn(f) > 0,

oo, siwvg(f)<O.

Puisque f est supposé non exceptionnel, le cas v, (f) = 0 pour m € X, ne peut pas se produire.

(b) m € Xya et v.(f) = 0. Soit p = chark,. Le symbole @) désignera ’ensemble des racines € € u
satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) Vordre de € est premier a p;
(ii) il existe un idéal premier B, divisant 7w dans le corps Q(e), pour lequel f =& (mod P).



Lemme 1. 1. ) est une orbite de l’action de I' dans .

La démonstration s’obtient sans peine et est omise ici.

On pose f(m) = Q.

2.6. Qu’est-ce que deg f. Par définition div f = Y cx v-(f)[r]. Ce diviseur se représente de
maniere unique comme la différence de deux diviseurs effectifs étrangers :

div f = divT f — div™ f,

ol
divtf = Z ve(f)[m], divif=— Z v (f)[m].
vr(f)>0 vr(f)<0
En vertu de la formule du produit d’Artin—Whittaker

degdiv' f = degdiv™ f.

On pose
deg f = degdiv™f.

2.7. Caractéristique d’Euler. On pose x(X) = —log|dx| — 27, ot di est le discriminant ab-
solu de K ; r est le nombre de points complexes de K ; v est une certaine constante qui remplace
ve(Deyr). L'auteur ne connait qu’une seule facon de normaliser 7. A savoir, si 'on considére que
Xtop = 2Xhnol, alors d’apres Szpiro (voir [2, 3]) on peut poser v = —2log(m/2).

Pour formuler 'hypothese principale, il ne reste plus qu’a définir le défaut. C’est le but du para-
graphe suivant.

§ 3. Définition des défauts et formulation de I’hypotheése principale

Nous suivrons le principe suivant : nous ne pouvons définir que la partie modérée du défaut, et
encore pas en tous les points de X. L’ensemble des points ou le défaut est défini sera noté X (f). Ce
sont les points de X que f envoie sur des points “rationnels” de P} (un point Q est “rationnel” si
deg @ = 1). Pour tenir compte des défauts en tous les points de X, on peut procéder de la maniere
suivante : d’abord, ajouter au corps K certaines racines de 'unité, puis réécrire les énoncés obtenus
en termes de K. Cette méthode de définition des défauts est utilisée plus loin (voir n® 5.4) lors
de la discussion des nombres premiers singuliers. Quant aux défauts totaux, 'auteur ne sait pas
comment les définir. C’est I'une des principales lacunes de la théorie.

3.1. L’ensemble X (f). Soit X (f) I'ensemble des points 7 € X pour lesquels soit v, (f) > 0, soit
v(f) <0, soit v, (f —e) > 0 pour un certain ¢ de p N K.

3.2. Les défauts modérés. Les défauts modérés sont définis par analogie avec la formule (1.4).

Soit 7 un point de X. Considérons plusieurs cas.



[vx(f) — 1 deg
deg f '
ve(1/f) — 1] degm
deg f '
(¢) ve(f—€e)>0,0uee€ (uNK).Site X,, le défaut o, est défini dans les cas (a) et (b). Nous
supposerons que ™ € X,.
Ecrivons € sous la forme ¢ = goe, ol Pordre de £y est premier & p (p = chark,), et l'ordre
de &1 est une puissance de p. Rappelons que dans ce cas f(m) = gy (voir 2.5 (b)). On pose
5 [Uo(f —€0) — 1] degm
" deg f '
Remarque : il semble important d’utiliser autant que possible uniquement les propriétés multipli-
catives des nombres. Dans la définition du défaut d, dans le cas (c), il y a une expression additive
(f — o), mais en réalité I'ordre de cette quantité reflete le degré de précision de 1'égalité f = ¢y et,
par conséquent, est déterminé par les propriétés multiplicatives de f.

(a) ve(f) > 0. On pose 0, =

(b) v(f) < 0. On pose 0, = [

3.3. Ramification sauvage en un point archimédien. Avant de formuler I’hypothese principale,
discutons d'un effet lié a la ramification sauvage en un point archimédien. Par analogie avec le cas
fonctionnel, I’“ordre de la dérivée” d’un nombre réel x par rapport au “parametre local” du corps
R sera cherché sous la forme

v(z') =v(x) — 1+ s(x),

ou la fonction s(z) décrit la partie sauvage de la “dérivée”. Pour une raison qui apparaitra claire-
ment ci-dessous, nous aurons affaire a la fonction Ry(x) = —s(z). Nous supposerons que nous ne
connaissons pas cette fonction, mais nous formulerons seulement une série de conditions pour elle :

(a) Ri(z) est définie et continue dans R*;
(b) Ri(z) = Ri(—2) = Ru(1/2);
(¢) Ri(z) = o(logx) lorsque x — +00.

Dans la version initiale du travail, une hypothese plus forte sur 'asymptotique de la fonction R (z)
avait été faite, a savoir :
Ri(z) ~loglogx lorsque z — +00.

Cette hypothese avait été faite a partir des considérations heuristiques exposées ci-dessous.

Pour z € R*, la formule suivante est valable :
x = / | ‘sign(x)(l/e)sds.
—log |z

Cette formule peut étre considérée comme un analogue du développement d’une fonction en série
de Laurent. Si f € k((t)), alors

f= Z ant".
vi (f)

L’analogue formel de la dérivée par rapport au parametre local sera ’expression
' :/ | ‘sign(w)s(l/e)s_lds.
—log |z

7



Pour 0 < |z| < 1 nous obtenons
o' = sign(z)elz|(1 + log(1/|]))
et
o(a’) = ~logla| — 1 — log(1 +log(1/]a).

Partant de la, il faudrait poser

s(x) = — log(1 + log(1/x])). (3.1)

ce qui donne 'asymptotique Ry (x) ~ loglog x lorsque x — +00. Cette hypothese sur ’'asymptotique
de la fonction Ry (x) était apparemment confirmée par les exemples 1-5 (voir §4). Cependant, A. N.
Parshin a signalé & I'auteur le travail de Masser [5], duquel il résulte qu’au moins R; (z) = O(y/log )
(voir n° 6, §4). C’est pourquoi nous nous limitons pour I'instant a I'hypothese (c¢) : Ry (z) = o(log z).

Notons que si 'on définit la fonction s(z) par la formule (3.1), alors la partie sauvage de la dé-
rivée sera négative (contrairement au cas fonctionnel). Un effet semblable peut étre observé dans
la définition de x(X) si 'on choisit la normalisation de Szpiro (voir n® 2.7). Le terme 2rs log(r/2)
est positif, alors que dans le cas fonctionnel toute ramification rend la caractéristique d’Euler plus
négative. De cette discussion, il ressort que dans l'inégalité de Hurwitz on ne peut, en général,
ignorer la ramification sauvage aux points archimédiens, car elle peut étre négative. Pour cette
méme raison, nous travaillons avec la fonction Ry(x) = —s(x) au lieu de la fonction s(z).

Considérons maintenant le cas complexe. Soit z € C. Nous chercherons ve(2’) sous la forme
ve(2') = ve(z) = 1 — Ry(2),

ol Ry(z) est une fonction inconnue. Il est naturel de considérer que Ry dépend seulement du module
de z. Il suffit donc de définir Ry(x) pour z € R. Si 'on part de I’analogie avec le cas fonctionnel,
on doit considérer que

ve(a') = 2ur(2’) 4+ ve(Deyr).

Dans la définition de x(X) (voir n® 2.7) apparaissait la constante v, qui remplace ve(Dg/r). En
passant aux fonctions Ry et Ry, on obtient

ve(z) — 1 — Ro(x) = 2ur(x) — 2 — 2Ry () + 7.
Compte tenu de ce que ve(x) = 2ug(x), on obtient
Ry(z) = 2Ry (z) + 1 — 7.
Ainsi, posons Ry(z) = 2Ry(|z]) + 1 — .

3.4. L’hypotheése principale. Nous sommes maintenant préts a formuler I’hypothese principale,
que nous appellerons hypothese A.



Hypothese A : il existe une fonction R;(z) satisfaisant aux conditions (a), (b), (c) (voir 3.3), telle
que pour un corps de nombres K arbitraire et tout f € K non exceptionnel (voir 2.4) l'inégalité
sulvante soit vraile :

> 5,T§2—LK)+ > Bnfx)

reX(f) deg f &5, desf

3.5. Un affaiblissement de I’hypothése principale. L’hypothese A suppose la possibilité de
faire varier le corps de base K. Ci-dessous nous donnons un affaiblissement de celle-ci, dans lequel
le corps K est fixé. De plus, nous fixons un € > 0 arbitraire.

Hypothése B(K) : il existe une constante C' = C'(¢, K) telle que pour tout f € K* non excep-
tionnel I'inégalité suivante soit vraie :

Z 57r S 24+ €+ .
reX(f) deg f

3.6. Le cas K = Q. Dans ce cas, le “corps des constantes” (voir 2.2) coincide avec Fy et P! /IFy
posséde 4 points “rationnels”, oo, 0, [1] = {1} et [2] = {—1}. Rappelons que pour @ € P! le défaut
(SQ - Zﬂ_mg 57r'

Fixons le systeme de notations suivant : pour un entier naturel A = p{*...p%" on pose
Ag =p1...pr, la partie sans facteur carré de A;

Ay = A/ Ay, tout le reste.

Soit f = m/n € Q. Nous supposerons que m > n > 0 et (m,n) = 1. Dans ce cas deg f = logm. En
comparant avec la définition (voir n° 3.2), nous obtenons

log m;
60 = )
logm
5 logny + log(m/n) — 1
o log m ’
(3.3)
log(m —n),
d = BT
ogm
log k
b = B Ok = (m )2

Ici dg, oo, 01, 02 sont les défauts aux points 0, co, [1] et [2] respectivement.
L’hypothese B(K) dans le cas K = Q se réduit donc & 1’énoncé suivant B(Q).

Pour tout € > 0 il existe une constante C'(¢€) telle que pour toute paire m > n > 0 avec (m,n) = 1
I'inégalité suivante soit vraie



C(e)

0oo + 00+ 01+ 02 <2+ €+ .
logm

§ 4. Quelques exemples

Dans ce paragraphe, nous nous intéresserons au cas K = Q. On construit cinq séries différentes
d’exemples montrant la précision asymptotique de I'inégalité B(Q). En outre, dans le contexte de ce
travail, on donne un résultat de Stewart et Tijdeman (voir [4, 5]), qui donne la meilleure estimation
connue de I'auteur pour la fonction R (z) par défaut.

Le symbole const désignera les nombreuses constantes apparaissant au cours du travail. Ces constantes
peuvent dépendre de certains parametres, c¢’est pourquoi dans les formulations des propositions on
indique les quantités dont ces constantes ne dépendent pas.

4.1. Tore G,, (1 + 1 4+ 0 + 0). Fixons une paire d’entiers naturels a et b. Nous supposerons
que a >b>1et (a,b) = 1.

Proposition 2. 1. Il existe une infinité de paires d’entiers naturels (r,s) telles que

loglogm  const
Goo+ 00+ 01 + 0y > 2 4 20BN _

logm logm’

oum = a", n =a —b°; les défauts sont liés au nombre f = m/n. Toutes les constantes ne
dépendent pas de r et s.

Démonstration. Prenons comme s/r les fractions convergentes de log a/logb qui approchent par
la gauche. Alors, d’apres 'estimation standard de la théorie des fractions convergentes, I'inégalité

suivante est vraie : 1 .
oga S

- - < —. 4.1
logb  r 12 (4.1)

0<

Commencons a estimer les défauts.

r—1
_ logmy S loga ] log a 1 const

0o = =1-— - .
(8) logm — logm logm — logm
1 —1 -1
(b) o> M- O8N T 2 (4.2)
logm
De l'estimation (4.1) il résulte que
slogh < rloga < slogb -+ logb/r.
Par conséquent,
0<a —b < b/ —1). (4.3)

En développant (b*/" — 1) en série en puissances de logb/r, nous voyons que pour tout € > 0 et r
suffisamment grand 'inégalité suivante est vraie :

n < b (1+5)10gb‘

r
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Par conséquent,
< a’(1+¢)logbloga

(4.4)

logm

En combinant les estimations (4.2) et (4.4), nous voyons que

5> loglogm 1+ log(1+ ¢) + logloga + loglog b S loglogm  const

logm logm = logm  logm’

(©) &> sloghb —logb S slogb  const

logm ~logm logm’

Compte tenu de (4.3), nous obtenons

loga” — (logh)/r  const - const

01 > - 1= :
logm logm logm
(d) &2 >0.
En combinant les estimations (a), (b), (¢) et (d), nous obtenons la démonstration de la proposition.

Remarque : le type de tous les exemples, dans ce cas (1+1404-0), est lié a 'estimation inférieure
des quatre défauts. La somme des quatre nombres entre parentheses est toujours égale a 2, et ce
méme 2 est le terme dominant dans le membre de droite de I'inégalité de Hurwitz.

4.2. Triplets pythagoriciens (3/4 4+ 3/4 + 1/2 + 0). Soit a® + b* = ¢*, ou a, b, c sont des
entiers naturels deux a deux premiers entre eux.

Proposition 3. 2. Il existe une infinité de triplets pythagoriciens (a,b, c) tels que

loglogm  const

doo + 00+ 01+ 02 > 2+ — ;
logm logm

oum = c* n=a* f=m/n, toutes les constantes ne dépendent pas de m et n.

Démonstration. Nous chercherons les triplets (a, b, ¢) sous la forme standard : a = 2zy, b = 22 —y?,
c=224+y?> Posonsz =2", y=2"—-1,our=2-3%;a=1,2,...

log(c®): _ 1
0 > —
(&) ~ logc® T2
_ r+1
(b) 6.1 logb+1 S (r+1)log2+log(1l —1/2""1) const‘ (4.5)
logm logm logm

Estimons r par m.
m = C2 — 247‘+2(1 o 1/2T+1 T 1/221“-%1)'

En posant € = 1/2"! — 1/22""! nous obtenons

logm < (4r 4+ 2)log2 < logm — 2log(1 — &) < logm + 2¢clog 2.
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Par conséquent,

logm 1 logm 1 ¢
—-<r< ——+-.
4log2 2= T 4log2 2 2
En substituant cette estimation dans (4.5), nous obtenons
5> 1 logm/(4log2) —1/2+¢/2]log2  const S 3 const
= logm logm — 4 logm’

log[22r+232a+2(2r _ 1)/3&-{-1]1
logm '

(c) 01 = (4.6)

Comme r = 2-3% alors 2" = 1 (mod 3*™). Par conséquent (4.6) entraine

5> (2r +1)log2 + (2 + 1) log 3 + log[(2" — 1)/3*"]
b= logm B

(2r +1)log2 + alog3 + rlog2 + log(1l — 1/27) -
logm -
- (logm)/2 + (logr/log2 —log2/log 3)log 3 + rlog2 — log 2

logm

1 logr const S 3 loglogm  const

1
2+10gm+1_logm_4 logm  logm’

En additionnant les estimations (a), (b), (c¢), nous obtenons la démonstration de la proposition 2.

4.3. Cubique de Fermat (2/3 + 2/3 4+ 2/3 + 0). Considérons la courbe elliptique E, donnée
par I'équation AX? + AY? = BZ3 ou A et B sont des entiers naturels deux a deux premiers
entre eux, sans facteurs cubiques. Comme origine sur E prenons le point Py = (1 : —1 : 0). Sup-
posons que sur E il y a un point P; d’ordre infini. Soit P. = rP; et (x,,¥,, 2,) les coordonnées
du point P,, choisies de telle sorte que x, > 0 et (z,,y, 2,) = 1. Exemple d’une telle situation :
A=1,B=9,P=(2:1:1).

Proposition 4. 3. Il existe une infinité de valeurs de r telles que

lloglogm  const

0o + 00+ 01+ 02 > 2+ - )
2 logm logm

oum = Bz3, n= Ay, f =m/n; toutes les constantes ne dépendent pas de .

r’

Démonstration. Apparemment, le fait suivant est bien connu, mais 'auteur n’a pas réussi a trou-
ver une référence appropriée.

Lemme 5. 1. Soient a, & € R/7Z, & irrationnel. Alors il existe une infinité de r tels que
2
O<ré—a< -
,
(pour les points voisins sur le cercle, la relation < a un sens).
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La démonstration du lemme 1, utilisant par exemple les propriétés des fractions convergentes,
s’obtient facilement et n’est pas donnée ici.

Lemme 6. 2. [] existe une constante positive X\ telle que pour une infinité de r l'inégalité suivante
soit vraie :
0 <y, <Az /r.

Démonstration du lemme 2. Soit w une différentielle invariante sur E, définie sur R. En appli-
quant le lemme 1 au cercle E(R), muni de la métrique induite par w, nous voyons qu’il existe une
constante )\ telle que pour une infinité de r les conditions suivantes soient satisfaites : y, > 0 et
la distance du point P, au point Q = (v/B : 0 : v/A), mesurée & P'aide de w, ne dépasse pas Ao /7.
Comme la tangente a E au point ) n’est pas parallele a I’axe des x, les distances au voisinage de
(2 sont uniformément estimées par la différence des coordonnées y. Cela démontre le lemme 2.

Poursuivons la démonstration de la proposition 3. Comme A et B sont sans facteurs cubiques,
m = Bz3 et n = Ay? sont premiers entre eux. Nous considérerons les valeurs de r satisfaisant a
I'inégalité du lemme 2, et commencerons a estimer les défauts.

logz 2 2logB.

0o > =
() "= logm 3 3logm’

b) 6 o 2logy. +log(m/n)

oo

-1 - 1_ logy,  const
logm - logm logm’

D’apres le choix de r, I'inégalité y, < const - z,./r est vraie. Par conséquent,

log z. —logr  const

logm logm
51 llog Bz}  logr  const
- 3 logm  logm logm

(4.8)

Notons que log z, est la hauteur logarithmique du point P, et, par conséquent, log z, = constr?(1+
o(1)). Donc (4.8) entraine l'estimation

5 2 lloglogm  const

=372 logm  logm’

_ 3 _ 3
(©) &> 2log x, S 2log(m constzr/r)_const S 2 log(1 — const/(Br?)) const < 2 const

logm — logm logm — 3 logm “logm — 3 logm’

En combinant les estimations (a), (b) et (c), nous obtenons la démonstration de la proposition 3.

4.4. Quartique de Jacobi (3/4 + 3/4 + 1/2 4 0). Considérons la courbe elliptique E donnée
par I'équation AY?Z? = B(X* — Z%), avec pour origine Py = (1: 0 : 1). Supposons que sur F il y
a un point Py d’ordre infini. Soit P, = rP; de coordonnées (z, : y, : z).

Proposition 7. 4. Il existe une infinité de valeurs de r telles que

lloglogm  const
oo+ 00+ 01+ 02224 5 608

logm  logm’

ou [ = Bxi/(Ay?z}), m est le numérateur de f, n le dénominateur de f ; const ne dépend pas de
r.
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La proposition 4 se démontre par la méme méthode que la proposition 3.

4.5. Paire de quadriques sous la forme de Mumford (1/2 + 1/2 + 1/2 + 1/2). Consi-
dérons la courbe elliptique £ donnée par une paire de quadriques dans P? (voir [6]).

A(X?2+Y?) =B2Z2
C(X2-Y?) = DT

Supposons que sur F soit marqué un zéro Fy et qu’il y ait un point P; d’ordre infini. Soit le point
P, = rP; de coordonnées x,., y,, 2, t,.

Proposition 8. 5. Il existe une infinité de valeurs de r telles que

lloglogm  const
Goo+ 00+ 0y 40y > 2+ -2 98T ,
2 logm logm

ou f=x2/y?, m est le numérateur de f, n le dénominateur de f ; const ne dépend pas de r.

La proposition 5 se démontre par la méme méthode que la proposition 3.

4.6. L’exemple de Stewart et Tijdeman. Dans le travail [4] (voir aussi [5]), pour tout § > 0
on a construit une série de triplets d’entiers (a, b, ¢) tels que

(a) a+b+4+c=0,a,b,csont deux a deux premiers entre eux;
(b) max(|al, [0],|c]) > Sexp{(4 — 9)(log S)"/*(loglog S) '},

ou S = |abc|o.

Comme on le voit facilement, de ce résultat découle la proposition suivante.

Proposition 9. 6. Pour tout € > 0 et 6 > 0 il existe une infinité de paires d’entiers naturels
premiers entre euxr m et n tels que

1 1/2—¢
oo + G0+ 01+ 0y = 24 (4 — 5)dosm) 7 coust,
logm logm

const

ou const ne dépend pas de m et n.

Pour la démonstration, il suffit d’utiliser le résultat ci-dessus en posant m = max(|al, |b],]|c|),
n = min([al, [b], |¢f).

§ 5. Applications de I’inégalité de Hurwitz

Dans ce paragraphe, on donne quelques conséquences de I’hypothese principale. Premierement, c¢’est
la célebre conjecture ABC de Masser et Oesterlé. On sait (voir, par exemple, [8]) que la conjecture
ABC entraine plusieurs résultats diophantiens intéressants : le théoreme de Fermat asymptotique,
I'inégalité de Szpiro, etc. Nous montrons que de I'inégalité de Hurwitz découle une version plus forte
de I'inégalité de Szpiro, proposée par Parshin (voir [7]). Cette version tient compte des composantes
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archimédiennes de la hauteur des courbes elliptiques. Ensuite, I'hypothese B(Q) est appliquée pour
estimer l'ordre d’approximation des logarithmes par des nombres rationnels. Cette estimation est
comparée aux résultats de Feldman et Waldschmidt. Apres cela, nous passons a ’étude des nombres
premiers singuliers, c¢’est-a-dire ceux p pour lesquels f? = f (mod p?) (le nombre rationnel f est ici
fixé). De tels nombres apparaissent de temps en temps dans des problémes de théorie des nombres,
cependant leur étude se heurte a des difficultés considérables. L’application de I'hypothese prin-
cipale sous sa forme forte, ’hypothese A, permet d’obtenir des estimations intéressantes sur la
croissance de ces nombres.

Comme ci-dessus, le symbole const désignera toutes les constantes possibles apparaissant au cours
du travail.

5.1. La conjecture ABC.

Théoréme 10. 1.

De Uhypothése B(Q) découle la conjecture ABC suivante : pour tout € > 0 il existe une constante
const (dépendant seulement de €) telle que pour toute paire d’entiers naturels premiers entre eux
A et B linégalité suivante soit satisfaite :

C S COIlSt(AoBoc())H_E,
o C'=A+ B.
Démonstration. Posons m = C', n = min(A, B) et estimons les défauts.

_logm; ] logmg

50— _
(a) % logm logm’
(b) 6 = logny + log(m/n) — 1 S logng const;
logm logm  logm
(© 6 = log(m —n); _ log(m —n)  log(m —n)o

logm logm logm
Comme n = min(A, B), on a m —n > m/2 et, par conséquent,

log(m —n)y  const

5> 1

logm  logm’
(d) &9 >0.
En appliquant 'inégalité B(Q), nous obtenons

B log(mono(m —n)o) c94e4 const

3 :
logm logm

Il en résulte que
(1 —¢)logm < log(mone(m — n)g) + const
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et, par conséquent,

m'~¢ < const(mong(m — n)o).
D’ou l'inégalité

m < const(mono(m — n)o)'*e,

ce qu’il fallait démontrer.

5.2. L’inégalité de Szpiro (sous la forme de Parshin). Toutes les informations nécessaires
sur les courbes elliptiques peuvent étre trouvées dans les travaux [9] et [10].

Donnons la définition de la hauteur géométrique d’une courbe elliptique F définie sur un corps K :

WE)= > log" [l +6 > log|1/V(jr)]- (5.1)

TE€Xna TE€Xna

Ici log™ (z) = max(0, log z), j est le j-invariant de E, V(j) est la fonction du travail [10] (voir aussi
ci-dessous). Cette hauteur est 12 fois plus grande que la hauteur utilisée dans [10].

Théoréme 11. 2. De I’hypothése B(Q) il découle que pour tout € > 0 il existe une constante const
(dépendant seulement de ) telle que pour toute courbe elliptique stable E sur Q l'inégalité suivante
soit vraie :

h(E) < (6 +¢)log N + const,

ou N est le conducteur de E.

Démonstration. Soit A le discriminant minimal de E. En vertu de la stabilité N = A,. Soit
Jj=j(F), J = j/1728. Ecrivons J sous la forme J = +A/B, ou A et B sont des entiers naturels
premiers entre eux. Notons que J # +1, car de telles courbes ne peuvent pas étre stables sur Q.
Posons C = |A — B|.
Lemme 12. 1.

(1) log B + const < log A < log B + const, log By + const < log Ay < log By + const ;

2

(ii) log Ay > 3 log A — const ;
1

(iii) log Cy > ilogC’ — const.

Démonstration du lemme 1. En vertu de la stabilité de E, I'égalité v,(A) = max(0, —v,(j)) est
satisfaite et, par conséquent, B = AA, ou A divise 1728. Cela démontre (i).

sont multiples de 3, car il existe ¢y

Ensuite, notons que pour p # 2,3 les valeurs de v,(A)
= 0 (voir [9]). Ainsi, A = 2%3%a3. Alors

et cg tels que j = 3/(c} — &) et min(vy(cs), vp(cs))

1
Ay > 2071387142 > 6142/3. Cela démontre (ii).

(iii) se démontre de fagon analogue a (ii), en tenant compte du fait que pour p # 2,3 la valeur de
v,(A) est multiple de 2. Le lemme 1 est démontré.

Lemme 13. 2. Pour j € C : 6log(1/V(j)) < log™ |j| — 6log™ log™ |j| + const.
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Démonstration du lemme 2. Toutes les notations sont tirées de [10].

2

210 - . (5.2)

n=1

V(j) = 4my

ou g = exp(2mit), y =Im7 >0, j = j(q).

Notons que la fonction V'(j) est positive et séparée de 0, car on peut se limiter & considérer une
figure modulaire, et la cela se voit a partir de (5.2). Par conséquent, la quantité log(1/V (7)) est
bornée dans les domaines bornés de C, et il reste a examiner le comportement de V' (j) lorsque

1
y — +00. De (5.2) on voit que log(1/V (j)) ~ 610g(1/|q|) —logy. En tenant compte du fait que

y = log |q|/2m, et que le développement de j a I'infini commence ainsi : j = 1/g+. .., nous obtenons
I’assertion du lemme 2.

Dans la démonstration du théoreme 2, nous distinguerons plusieurs cas : 1) A < C < B; 2)
C<A<B;3)B<(C<A;4) C < B < A. De la définition de C' on voit que les cas A < B < C
et B < A < C ne se rencontrent pas.

Cas 1. A < C < B. Posons f = B/A. Notons que dans ce cas A + C = B et, par conséquent,
C > B/2.

B log By

(a) 50 =1 IOgB .
(b) by = log A; +log(B/A) — 1
> log B '

Compte tenu du point (ii) du lemme 1 (voir ci-dessus), nous obtenons

2
3 logA+1log(B/A) =1 9  onst
0o > 23 g B’
log B 3 logB
log Cl
5 — .
() o log B

Compte tenu du point (iii) du lemme 1, nous voyons que

1log C' — const S 1log(B/2) — const - 1 const
2  logB 2 log B ~— 2 logB’

(d) 9, >0.
En appliquant 'inégalité B(Q), nous obtenons

0 >

1
<6 _ 5) log B < log By + C/(e).
Compte tenu du point (i) du lemme 1, nous voyons que

log A < (6 + ¢)log N + const.
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Comme dans le cas 1 la quantité |j| = 1728A/B est bornée, par le lemme 2 la différence (h(E) —
log A) est aussi bornée. Par conséquent,

h(E) < (64 ¢)log N + const.

Cas 2. C < A < B. Posons f = B/C'. Notons que dans ce cas A+ C = B et, par conséquent,
A > B/2.

B log By

(a) 50 =1 logB .
(b) 6 — log Cy + log(B/C) — 1
* log B '

Compte tenu du point (iii) du lemme 1, nous obtenons

1
log B — §logC— 1

1  const
(Soo Z 2 P .
log B 2 logB
log Al
0, = .
(c) o log B

Compte tenu du point (ii) du lemme 1, nous obtenons

2 2
- log A —const  ~log(B/2) —const
5 >3 > 3 > 2 -
log B log B 3

const
log B

Ensuite, la démonstration se fait parallelement au cas 1.
Cas 3. B<(C < A.
Posons f = A/B. Notons que dans ce cas B + C' = A et, par conséquent, C' > A/2.

Compte tenu du lemme 1, nous obtenons les estimations suivantes des défauts :

2 const
@) %023 g
log By  const
(b) - logA logA
1 const
> .
(c) o2 2 logA’
(d) d2>0.

En appliquant 'inégalité B(Q), nous obtenons
log A < (6 + ¢) log By + const. (5.3)
Estimons la hauteur logarithmique de la courbe E :

h(E) = log |A| + 6log(1/V(j).
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Compte tenu du point (i) du lemme 1, nous voyons que
h(E) <log B + 6log(1/V (£1728A/B)).
En prenant en compte le lemme 2, nous obtenons
h(E) < log B + log(1728A/B) < log A + const.
En combinant cette estimation avec (5.3), nous obtenons
h(E) < (6 +¢)log N + const.
Cas 4. C' < B < A.

Posons f = A/C. Notons que dans ce cas C + B = A et B > A/2. La démonstration dans le cas 4
se fait parallelement a celle du cas 3. Le théoréeme 2 est démontré.

Remarque : la méme méthode permet de démontrer le théoréeme 2 dans le cas ou le j-invariant
est dans Q ou dans un corps quadratique imaginaire, et ou la courbe est stable sur un corps K
suffisamment grand (avec des constantes dépendant de K'). Cependant, dans d’autres cas, cette
méthode ne fonctionne pas, car selon le comportement de j au point archimédien, I’hypotheése était
appliquée a différents f. Si le nombre de points archimédiens est supérieur a 1, cela ne passe plus.

5.3. Approximation des logarithmes. Soient m > n > 0 des entiers. Nous nous intéresserons a
I’estimation inférieure de la quantité A, ou

A = |alogm — blogn].
Ici a et b sont des entiers naturels. Nous supposerons aussi que a < b (seul ce cas est intéressant).

Des questions de ce genre ont été beaucoup étudiées. Donnons ici I'estimation de Feldman (voir
[11], p. 154) : si logm et logn sont linéairement indépendants sur Q, alors il existe une constante
C(m,n) telle que

A > pClmn),

D’aprés le travail de Waldschmidt [12], on peut prendre C(m,n) = const - log® m, ot const est une
constante absolue.

Montrons que I'hypothese B(Q) donne aussi une estimation de la quantité A.

Théoréme 14. 3. De l'inégalité B(Q) il découle que pour tout e > 0 et des entiers m et n premiers
entre eux,

A > const - m~ @+t

ot const > 0 dépend seulement de ¢.
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Démonstration. Posons | = |m® — n?| et considérons plusieurs cas.

Cas 1. m® > n’ et | > n’.
A = alogm — blogn = log(1 + 1/n®) > log 2.

Cas 2. m® < n’ et [ < nb. Posons f = m?/l et estimons les défauts :

(a) do>a—1;
(b) b = logll—i—alolgm—logl—l > 1_ llogl B clonst ;
alogm alogm alogm
© 6> logn® —logn_
- alogm
(d) &2 >0.

Appliquons l'inégalité B(Q) et obtenons
log! > logn® — logn — logm — ae logm — const.

Par conséquent,
l 1 1
— > > (5.4)

nd = const-n -m -ma — const - m2tea’

Enfin,

[
A:log(l—l—ﬁ) car I/n® < 1.

> YN
— 2nb
En combinant cette estimation avec (5.4), nous obtenons la démonstration dans le cas 2.
Cas 3. n’ > m® et [ > m®.
A =blogn —alogm = log(1 +1/m*) > log 2.
Cas 4. n® > m® et | < m® Posons f = nb/l et, en appliquant I'inégalité B(Q), obtenons
logl > logm® — logm — logn — belogn — const.
Par conséquent,
[ < 1
m® — const - m2teb’

Enfin,
A =log(1 + L) > LL car [/m® < 1.
me’ = 2mae’
En combinant cette estimation avec (5.5), nous obtenons la démonstration du théoreme 3 dans le
cas 4. Le théoreme est démontré.

5.4. Nombres premiers singuliers. Soit f € Q, f # 0 et f # +£1.
Définition. Un nombre premier p est dit singulier (pour f), si v,(f) =0 et fF = f (mod p?).

L’ensemble de tous les nombres premiers singuliers sera noté S. Posons

Sk = A{p € Slup(f* = f) = k}.

20



Théoreme 15. 4. De l’hypothése A il découle que pour tout € > 0 l'inégalité suivante est satisfaite :

2 log(5 1)+Zlogp+2210gp+3210gp+...<

peES PES3 PESy PESs

< log mg + log ng + € logm + const,
ot f =m/n avec m >n >0 et (m,n)=1; const ne dépend que de ¢.

Corollaire 16. De I’hypothese A il découle que la densité de l’ensemble S dans l’ensemble de tous
les nombres premiers est nulle, et que l’ensemble S>3 = S3U S, U ... est fini.

Démonstration (du théoréme 4). Considérons le corps K = Q(uy). Pour un nombre premier
p introduisons les notations N = dp", ou (p,d) = 1; m, un certain diviseur premier de p dans le
corps K.

Il y a deux alternatives :

(1) Le défaut 6,(f, K) n'est pas défini. C’est le cas si v,(f) = 0 et d, ne divise pas N, ol d,, est
lordre de f dans ;.

(2) Le défaut est défini, c’est-a-dire soit v,(f) = 0, soit v,(f) # 0 et dp|N. Dans ce cas posons

N) = 6:(f, K).

7lp
Lemme 17. 1.
(1) Siv,(f)#0, alors 0,(N) =9, + [1 —1/0(p")]logp/logm.

o log p logp |
= N N) = (a, — 1 1—-1 )] —2 = P _ f).
(ii) Sivp(f) =0 et dy|N, alors 6,(N) = (ay )logm + [e(p )]1ogm’ ot a, = v, (fP = f)

Le lemme 1 se démontre par un calcul direct.
Lemme 18. 2. Si N > 3, alors
X(K)

T Z log

p|N

1
—log N — —
0g QV

Le lemme 2 découle immédiatement du calcul du discriminant du corps cyclotomique (voir [13]).
Passons a la démonstration du théoréeme 4. Comme I’hypotheése A est invariante par rapport au

remplacement de f par (—f) ou (1/f), on considere que f = m/n, ot m > n > 0. En appliquant
I'hypotheése A a la paire (K, f), nous obtenons I'inégalité

Soemliy (0= 1@ L] 1 3 [0y — 1) + (1~ 1))

logm eyt logm
L logf ., logN -y logp  Ri(f) (5.6)
logm — logm INp—llogm logm '
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Ici Py = {p|v,(f) # 0} et Py = {p|v,(f) = 0 et d,|N}. Affaiblissons l'inégalité (5.6), en procédant
aux remplacements suivants :

(1) 1 L >0
p) =
logp

(3) Ri(f) < elogm + const.
Nous obtenons 'inégalité

3 (a, —1)logp o log mg + log ng + log N + € log m + const
logm h logm '

(5.7)

PEP>

Soient p; < pz < ..., tous les nombres premiers de S, d;, 'ordre de f dans F . Posons N =
ppem(dy, ... ds). Alors p1,...,ps € Poet N < dy...ds < (pp —1)...(ps — 1). En substituant
cette estimation pour N dans (5.7) et en ne laissant dans le membre de gauche que py, ..., ps, nous
obtenons l'inégalité suivante :

> (ap;, — 1) log p; — log(p; — 1)] < logmg + log ng + £ log m + const.
1

Comme le membre de droite ne dépend pas de s, nous obtenons I'inégalité

Zlog I )+ Z —2)logp < logmg + logng + € log m + const.

peS ap=>3

Le théoréme 4 est démontré.
Conclusion

1. Bien sfir, les versions proposées pour P!, les applications f, etc., ne sont pas définitives. Par
exemple, la relation deg f*(Q) = deg(f) deg(Q)) n’est vraie qu’approximativement, et pour éliminer
ce défaut, il faudrait apparemment considérer f comme une application multivaluée (au moins aux
points archimédiens).

2. On pourrait formuler une version raffinée de I’hypothese principale, qui tiendrait compte de la
proximité de f aux racines de 'unité aux points archimédiens. En particulier, cela suffirait pour
démontrer 'inégalité de Szpiro sur un corps arbitraire, ainsi que pour estimer ’ordre d’approxima-
tion des logarithmes des nombres algébriques. Cette version n’est pas donnée ici, car il n'y a pas
de certitude dans les définitions de base.

3. Il est possible que I'examen de modeles d’applications multivaluées dans le cas géométrique

puisse clarifier certains détails. Si I’on considére la correspondance X < Z “ Y comme une appli-
cation multivaluée p ot~ = f, alors en essayant d’écrire la formule de Hurwitz pour f, il apparait
des termes qui s’interprétent naturellement comme des défauts et qui peuvent étre négatifs. Cela
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rappelle la situation décrite au n° 3.3.

4. 11 est possible que 'examen de la situation suivante puisse clarifier certains détails de la formule
de Hurwitz. Soit V une surface linéaire non triviale au-dessus de la courbe X, Vj = X x P! Soit
¢ : V — Vi un isomorphisme birationnel préservant la fibre générique. Le morphisme f : X — P!
donne la section suivante s = ¢~ !(graphe f). Ne peut-on pas reconstruire la formule de Hurwitz
pour f, connaissant seulement s et la géométrie de V' 7 Dans le cas numérique, f € K peut étre
considéré comme le point (1: f) € P!, et la géométrie de P! est représentée par la théorie d’Arake-
lov et Faltings (voir [14, 15]). Du calcul du fibré canonique du P! d’Arakelov, il ressort que ce n’est
pas une surface linéaire non triviale sur Z.

5. Il est intéressant de comparer 'approche de ce travail avec celle de Vojta (voir [8]). Vojta tra-
vaille avec des points sur une variété arbitraire, mais son approche est basée sur une analogie avec
la théorie de Nevanlinna et ne peut donc en principe pas donner des égalités. Du point de vue
adopté dans ce travail, il faudrait considérer seulement des variétés “rigides” telles que P!, mais
peut-étre peut-on en dire beaucoup plus pour celles-ci.

Il serait intéressant a cet égard d’écrire I'analogue numérique des formules de Pliicker pour les
applications f : X — P".

6. Apparemment, la tache la plus difficile est la définition de l'ordre de la “dérivée d’un élément
d’un corps local par rapport a un parametre local”. Dans le cas fonctionnel, cet ordre peut étre
reconstruit a I'aide de la formule de Witt de la théorie des corps de classes (voir [1, 16]). Ne peut-on
pas utiliser cette voie dans le cas numérique (voir [17, 18]) ? Peut-étre faudrait-il considérer qu’au
corps local correspond non pas un point, mais un ensemble entier d’états (a savoir le caractere
quasi-quadratique du groupe multiplicatif), et chercher a définir v(f’) sous la forme ¥y x(f)wx-.
Pour clarifier les concepts de base, A. N. Parshin a proposé a l'auteur de préter attention aux
“formules explicites” (voir [19]). A ce propos, nous formulons deux questions :

1) Ne peut-on pas démontrer la formule de Hurwitz dans le cas fonctionnel en utilisant seulement
les fonctions ( et la théorie des corps de classes ?

2) Ne peut-on pas construire un objet remplacant Gal(Fy(P')), ot Fy(P!) est le “corps des fonc-
tions rationnelles sur P! /Fy”?
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