Sur les propriétés additives des nombres

L. G. Schnirelmann

Nous appelons suite de nombres naturels ny,ns,...,ng,... une suite de densité supérieure a a
(a > 0) si la limite inférieure du rapport k/ny est supérieure a a.

Premier lemme fondamental

Quelle que soit la suite ny,no, ... de densité supérieure a a > 0, on peut décomposer tout nombre
x en une somme de 2[1/a] termes de cette suite, & un terme pres ne dépassant pas une constante
fixée A (ne dépendant pas du nombre = a décomposer, mais seulement de la suite nq,no, . ..).

Désignons par N(z) le nombre de termes de la suite ny,nsg, ... ne dépassant pas z.

Si N(z) > x/2, alors le nombre = se décompose évidemment en une somme de deux termes de la
suite. En effet, considérons la suite © — ny,x — ny,...,x — ng,...; le nombre de termes de cette
suite ne dépassant pas z est le méme que pour la précédente, c’est-a-dire supérieur a x/2. Il existe
donc un terme n; de la premiere suite qui est égal a un certain terme x — n; de la seconde suite.
On en déduit : z = n; +n;.

Supposons que N(z) < x/2. Si la densité de la suite est supérieure a a > 0, alors il existe un nombre
p possédant la propriété suivante : quel que soit m > p, on a la relation N(m) > (a — )m (e étant
un nombre positif arbitrairement petit).

Supposons que x > p.

Considérons la somme R(x) de toutes les différences n;.; — n; qui sont supérieures a p, avec
n; <Ny <.

Deux cas sont possibles :
1) R(z) < z/2,
2) R(x) > z/2.

Dans le premier cas, le nombre de tous les entiers différant des termes de la suite nq,ng, ..., ng, ...
d’au plus (p+1)/2 est supérieur & z/2. On peut donc décomposer = en une somme de deux termes
de la suite ny,ng, ... et d'un terme ne dépassant pas p + 1.



Dans le second cas, on intercale entre deux termes consécutifs n; et n;;; de notre suite tels que
ni+1—n; > p, la série de nombres suivante : n; +ny,n; +ng, ..., n; +n; (jusqu'au plus grand n; +n;
ne dépassant pas n;41). En vertu des propriétés du nombre p, on obtient j > (a —€)(n;41 —n;). Le
nombre total de termes ainsi introduits dépasse (a — &) >>(ni41 — n;) = (a —e)R(2) > L(a — ).

Désignons les termes de la nouvelle suite par mq,ms, ..., my,.... Cette suite contient plus de
(a—€)z + 2ax termes ne dépassant pas x. Si ce nombre est supérieur a 2z, alors z peut étre décom-
posé en une somme de deux termes de la nouvelle suite, c’est-a-dire en quatre termes de la suite
initiale. Dans le cas contraire, on répete le raisonnement précédent pour la nouvelle suite mq, ms, . ..

Formons de nouveau la somme R;(z) de toutes les différences m; 1 —m; ne dépassant pas p; deux
cas sont encore possibles : Ry(x) < x/2 et Ry(z) > x/2. Dans le premier cas, on peut décomposer
x en une somme de deux termes de la suite mq,mo, ..., c’est-a-dire en quatre termes de la suite
initiale ; dans le second cas, ou bien le nombre z se décompose en une somme de huit termes de la
suite initiale, ou bien on peut répéter le processus précédent.

En poursuivant ce raisonnement, on démontre que, ou bien le nombre x se décompose en une somme
de 2* termes de la suite initiale et d’un terme ne dépassant pas p + 1, ou bien on peut construire
une suite constituée de sommes (k + 1)-uples de termes de la suite initiale et telle que le nombre
de termes de cette nouvelle suite ne dépassant pas x soit supérieur a

k k42
(a—e)x + 5(&—6)1‘ _ i (a—e)x.
Lorsque %32 (a —¢) dépasse 1/2, c’est-a-dire k > [1/(a—¢)] — 1, notre processus s’arréte, car dans la

derniére suite le nombre de ses termes ne dépassant pas z est supérieur a /2. Ainsi z se décompose
en une somme d’au plus 2[1/(a—¢€)] termes de la suite initiale et d'un terme ne dépassant pas p+ 1.
Cela démontre le lemme avec A = p + 1 (car pour € > 0 suffisamment petit, [1/(a — )] = [1/a]).

Second lemme

Considérons la suite nq,ng, ..., ng, ..., o n; < Cje(j) (p(j) étant une fonction croissante de j,
telle que 9(j) = o(v/7)).

Désignons par A(u,z) le nombre de solutions de 'équation n; — n; = u, ot n; < n; < z, et par
T(z,s) la somme Y% _, A*(u,x).

Si pour tout z > 0 on a T(x,s) < ksx?, alors tout nombre z se décompose en une somme d’un
nombre borné I de termes de la suite nq,ns, ... et d'un terme ne dépassant pas A. [ et A ne dé-
pendent pas du nombre a décomposer x, mais seulement de la suite ny, no, .. ..



Démonstration

Formons un tableau & double entrée

ny, N, ey N

2nq, ny+MnNo, ..., Ny+ng
n2+n1, 2%2, ceey n2+nk
nt+ny, ntng, ..., NN

et estimons le nombre de termes distincts de ce tableau ne dépassant pas z.

Soit n < x < ngyq. La premiere ligne du tableau contient plus de ﬁ(x) termes, la seconde — plus
de % A(ny, z) nouveaux termes, 1% trois.iéme — pl.us .de % — A(ng, ) — A(ny —nq, x)
termes n’appartenant pas aux deux premieres lignes, et ainsi de suite.

Le tableau entier contient M (z) termes distincts, ou

xr T —n
M(x) > — Ay, 2)+
(@_Cw() Co(z —ny) (n1,7)
T — N2
W—A(ng, ) A(ng—nl,x)+...+
L Alng,w) — Al —na, @) — - — Ay — -
Co(x —m) e LT g —n-1,%) =
1 ! x—n] g

6J=1 oz —ny) u;l Al 2) A, ),

car chaque A(u,x) apparait autant de fois qu'il y a de fagons de représenter le nombre u comme
une différence nj —nj, ou n; < ny < ny, c’est-a-dire A(u, n;) fois.

D’apres l'inégalité de Schwarz, on a

L —
Mz)> =y —~—~2— — A%( A%(
<x>—c§¢<m_nj @ (0.0) 35 00
J_
1N -
= — T(x,n)T(ng,ny).
Cj:l(_nj \/

Choisissons | = ap(z) (a est un nombre réel supérieur a 0). On a n; < Cap(z)plap(x)]. Comme
o(x) = o(y/x), on an; < x et p(n) > (1—n)p(x) (out n est arbitrairement petit, = suffisamment
grand).

En insérant ces expressions dans l'inégalité précédente, on obtient, en vertu de la condition du



lemme,

(L=nax | ka* knj  (L—nlaz kx
Mty =2 Fme) O P
(-, {Capl@)elap@)®
C ()2 (Cap(z)plap(x)]) —
> (1 —mn)ax 202]%{90[@ ? (1_77) — 2C% ke

()]}
- C {olap@)]}> C
lap(z)]).
En choisissant a = ﬁ, on obtient M(x) > ;55, c’est-a-dire que pour x suffisamment grand, le

tableau contient plus de ;55 termes ne dépassant pas x. En rangeant les termes du tableau par
ordre croissant, on obtient une suite dont la densité est au moins Le second lemme est donc

(car pour z suffisamment grand, p{ap(z)plap(z)]} > ¢

4C2k
une conséquence du premier.
Troisieme lemme
Pour la suite des nombres premiers py,ps, ..., Pk, ..., on a les relations : ¢(x) =Inz, C =1+¢ et

Au,7) < —5—S(u),

In®x
ou
9 —1
pilu Di
pi impair

le produit étant étendu a tous les diviseurs premiers impairs distincts p; de u (¢ est arbitrairement
petit).

La démonstration de ce lemme est tout a fait analogue a celle de la formule

donnée par Viggo Brun, ot Z(x) est le nombre de nombres premiers jumeaux ne dépassant pas x.

Quatrieme lemme

Posons S(u) comme dans le lemme 3. On a
> 5% (u) < ke,

ou k est une constante.



Démonstration

Considérons le produit
1
Pu)=1] <1 + >
pilu pi

étendu a tous les diviseurs premiers impairs distincts p; de u. On a

2\ " D
S(U):H<1_> 1
pilu yZi pilu bi — 2
2 4
:H<1+ ><H<1+><2w(“),
pilu pi—2 pilu pi

ot w(u) est le nombre de diviseurs premiers distincts de u. Par conséquent, S(u) < 22,

De plus,

) = 2,4\ _ 9(d)
S(u) H<1+ +5+ ) duv(%;? T

pla \ Pi Pi )=1

ou g(d) est une fonction multiplicative bornée.

On a alors

o : 9\ _  gld)g(dy) z
UZIS (W) <> (Z d) =2 dyd, [ppcm(d1,d2)] .

— u=1 \ du di,d2

En majorant [xz/ppcm]| par x/ppem et en utilisant la convergence des séries de Dirichlet associées,
on obtient

> 5%(u) < ka,
u=1

ou k est une constante. Ceci démontre le lemme.

Application a la suite [nInn]

Considérons la suite p; = 1In1 =0, po = 2In2, ..., pr = klnk, ...et extrayons-en une série de
3
termes q; = k; In k; de I'ordre de In’ 2, cest-a-dire ky = | 7272 |, et de méme g = ky Inky ~ 2In*z,

g3 = kslnks ~ 3In’z, ... et ainsi de suite, jusqu’a Gamae = kamz N kgmz ~ alnt z.

Formons le tableau

D1, D2, ey Dt

Pr+q, p2taq, ..., Detq

P1t+q, pP2tq, .., Pt QG

p1+Qalnxa p2+Qalnza ceey pt+Qalnx
ou py < = < pyr1- Le nombre de termes distincts de ce tableau est au moins
N Y )}ﬂm Ao, 7) — Al )]+ +V Alg;, ) A( )|+
— | — = x —_—— T) — —q,x) |+ — — L) — e — = i1, X) |+
Inz |Inz @ Inzx 92, T2 = Inz 4j, d; — 4j-1,
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Dans ce cas, toutes les différences ¢; — ¢; sont comprises entre In® 2 et In? z. Donc tous les A(g; —
g, ) < 3,215~ et le nombre de termes distincts du tableau est au moins

alnz 21.,.2
x x a‘In”x
a—Inx — 3,2@7 > n=ax— 3,2mx = 2(a — 1,6a%).

Inx Inz =

Criteére général pour une base additive

Soit donnée une suite 1y, ng, . . . de nombres naturels, et soit N(x) le nombre de ses termes ne dépas-
sant pas z. Considérons les sommes de u termes de cette suite. Soit A; le nombre de représentations
du nombre j comme somme de u termes de la suite, et soit

D(z) = Zi: A?.

Si pour un certain u fixé on a
N(z/u)*

IQU

D(z) < C

Y

alors la suite formée par les sommes de u termes a une densité positive > 1/C.

Sz (v(5)"

(Zx: Aj) < p(x) Zx: A2,

ou p(x) est le nombre de A; non nuls pour j < z. Par conséquent,

En effet, on a

D’apres I'inégalité de Schwarz,

(N(z/w)™ _ =

M(x)ZWza-

Ainsi, la suite des sommes de u termes a une densité > 1/C. La premiére lemme fondamental
implique alors que la suite initiale est une base additive.

Remarque

La condition D(z) < C % peut étre remplacée par

1 r—1 a 2u N2u($/u)
EGZ::O Jo (ZB) =C r

ou



En effet, on a

1 x—1 a 2u ung r—1
xz fa (:C) :ZAf—i—QZAjAk > cos2m—(j — k)
a=0 j=1 7,k a=0
Or
12 1 i — k
ZCOS27Ta(j—k):{ 9 Slx|(] )’
s x 0, sinon
Donc

1 r—1 a 2u x )
S RG] 2=,
a=0 j=1

xz

Lemme de van der Corput

Soit g(v) une fonction de la variable réelle v. Si 0 < g(v+1)—g(v) < wet g(v+1)—2¢g(v)+g(v—1) >
0, alors

ig(v)

1
<—+C,
(0%

ou C est une constante absolue.

Démonstration

On a . :
eIt — 9t ig(v+1) — g(v)]
ilo(o 1) —g(o)] el 1
intérieur du cercle de rayon 27. Le dernier facteur se développe
en série entlere convergente a I'intérieur de ce cercle :

+Z (90 — 9 g 0+ 1) — g(o)]* 1

et9(v) —

elg(v+1) _ ezg(

ilglv+1) -
D’apres le second théoreme de la moyenne, en raison des inégalités
1 1

eta(v) —

— < 0,
go+2)—gv+1) gv+1)—g)
et
[g(v +2) — g(v+ 1)]* = [g(v + 1) — g(v)]* >0,
on obtient
n_ eigvtl) _ pig(v) 1
. < —,
Zilglv+1) —g)]|  «a
et .
Z(eig(erl) . eig(v))[g(v + 1) . g(U)]kilikil < 7_l_lcfl
v=1
D’ou

. 1 ad 1
ig(v) < = k-1 _ ~ C
o + E ’ak‘ﬂ' o + 5

k=1

car la série 332, |ag|2* converge a I'intérieur du cercle de rayon 2.
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Lemme de Weyl

Soit P(n) = yn? + a;n?~! + ... un polynéme de degré p a coefficient dominant ~. Alors
N vt 1
271iP(n) or—1 or—1 or—1_p
e <4 N* + N ,
712::1 ( 1§hz¢:§N [plyhy - hle)
ou || - || désigne la distance a U'entier le plus proche.

Application a la somme exponentielle

On considere la somme
z1/P

;&P
S — Z €2mIn )
n=1

Premier cas : a < %

Posons oo = 2. Si a(1+¢) < 1, on décompose S en deux parties. La premiere est bornée par O(z'/7),
la seconde est estimée a l'aide du lemme de van der Corput, ce qui donne

xl/p

151 < =7

al/l"
Deuxiéme cas : a > %

On approche ¢ par une fraction  avec |a'| < L et y < 2plzP~1/P Deux estimations sont possibles
Y 2
selon la taille de y.

Premiére estimation (pour y < z!/(0)
En décomposant la somme en blocs de longueur y et en utilisant le lemme de van der Corput, on

obtient
:L‘l/p

|S| < s

Deuxiéme estimation (pour tout y)

D’apres le lemme de Weyl,

|S]2p_1 < 42! z®P=D/p 4 (p=1)/p Z 1 )
la/z||

plhy-hy

En utilisant la majoration de la somme par z'/Py/?, on obtient

1 1
1/p
5] <= <y1/p + y(pn/p) '




Démonstration du théoreme de Waring généralisé

Considérons la suite des puissances p-iemes 17,27 . ... Le nombre de termes ne dépassant pas x
est N(x) ~ x¥/P. On vérifie que la condition du second lemme fondamental est satisfaite, ce qui
prouve que cette suite est une base additive. Cela donne une nouvelle démonstration du théoreme
de Waring.



