
Géodésiques réciproques
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1. Résumé
Les géodésiques fermées sur la surface modulaire qui sont équivalentes à elles-mêmes lorsque leur
orientation est inversée ont surgi récemment dans un certain nombre de contextes différents. Nous
examinons leur relation avec les formes quadratiques binaires ambiguës de Gauss et avec les élé-
ments d’ordre quatre dans leurs groupes de composition. Nous donnons une paramétrage de ces
géodésiques et les utilisons pour les compter de manière asymptotique et pour étudier leur distri-
bution.

Cette note concerne la paramétrage, le dénombrement et l’équidistribution des classes de conjugai-
son de sous-groupes diédraux infinis maximaux de Γ = PSL(2,Z) et leur lien avec les formes qua-
dratiques ambiguës de Gauss. Ces sous-groupes apparaissent dans les travaux récents de Connolly
et Davis sur les invariants pour le problème de la somme connexe des variétés [2]. Ils apparaissent
également dans [28] (voir aussi les références s’y trouvant) en liaison avec la stabilité de la dyna-
mique “kicked” des automorphismes du tore ainsi que dans la théorie des quasimorphismes de Γ.
Dans [14], ils surgissent lors de la classification des feuilletages de codimension un des fibrés en
tores sur le cercle. Apparemment, ils revêtent un intérêt assez large. Comme me l’a fait remarquer
Peter Doyle, ces classes de conjugaison et les géodésiques réciproques correspondantes sont déjà
discutées à quelques endroits dans les volumes de Fricke et Klein ([12], Vol. I, page 269, Vol. II,
page 165). La discussion ci-dessous reproduit essentiellement une (longue) lettre que j’ai écrite à
Jim Davis (juin 2005).

Notons {γ}Γ la classe de conjugaison dans Γ d’un élément γ ∈ Γ. Les classes elliptiques et pa-
raboliques (c’est-à-dire celles avec tr(γ) ≤ 2 où tr(γ) = trace) sont bien connues par l’examen
du domaine fondamental standard de Γ agissant sur H. Nous restreignons notre attention aux γ
hyperboliques et nous appelons un tel γ primitif (ou premier) s’il n’est pas une puissance propre
d’un autre élément de Γ. Notons P l’ensemble de ces éléments et Π l’ensemble correspondant des
classes de conjugaison. Les éléments primitifs engendrent les sous-groupes cycliques hyperboliques
maximaux de Γ. Nous appelons un p ∈ P réciproque si p−1 = S−1pS pour un certain S ∈ Γ. Dans
ce cas, S2 = 1 (les démonstrations de ceci et des affirmations ultérieures sont données ci-dessous)
et S est unique à multiplication à gauche près par γ ∈ ⟨p⟩. Soit R l’ensemble de ces éléments
réciproques. Pour r ∈ R, le groupe Dr = ⟨r, S⟩ ne dépend que de r et c’est un sous-groupe diédral
infini maximal de Γ. De plus, tous ces derniers surgissent de cette manière. Ainsi, la détermination
des classes de conjugaison de ces sous-groupes diédraux revient à déterminer ρ, le sous-ensemble
de Π constitué des classes de conjugaison d’éléments réciproques. Géométriquement, chaque p ∈ P
donne naissance à une géodésique fermée primitive orientée sur Γ\H, dont la longueur est logN(p)
où N(p) = [(tr(p) +

√
tr(p)2 − 4)/2]2. Des éléments conjugués donnent naissance à la même géo-

désique fermée orientée. Une géodésique fermée est équivalente à elle-même avec son orientation
inversée si et seulement si elle correspond à un {r} ∈ ρ.
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La question de savoir si un γ donné est conjugué à γ−1 dans Γ se reflète en partie dans la question

locale correspondante. Si p ≡ 3 (mod 4), alors c =
(

1 0
1 1

)
n’est pas conjugué à c−1 dans SL(2,Fp) ;

en revanche, si p ≡ 1 (mod 4), alors tout c ∈ SL(2,Fp) est conjugué à c−1. Cette difficulté d’être
conjugué dans G(F) mais pas dans G(F) ne se présente pas si G = GLn (F étant un corps) et elle
est la source d’une difficulté générale fondamentale associée aux classes de conjugaison dans G, à
la formule des traces (adélique) et à sa stabilisation [23]. Pour le cas qui nous occupe, lorsque l’on
travaille sur Z, il y a le problème supplémentaire associé à l’absence de principe local-global et en
particulier le groupe des classes entre en jeu. En fait, certains éléments d’ordre divisant quatre dans
le groupe de composition de Gauss jouent un rôle critique dans l’analyse des classes réciproques.

Pour étudier ρ, il est commode d’introduire d’autres involutions ensemblistes de Π. Soit ϕR l’invo-

lution de Π donnée par ϕR({γ}) = {γ−1}. Soit ϕw({γ}) = {w−1γw} où w =
(

1 0
0 −1

)
∈ PGL(2,Z)

(modulo les automorphismes intérieurs, ϕw engendre les automorphismes extérieurs de Γ provenant
de PGL(2,Z)). ϕR et ϕw commutent et posons ϕA = ϕR ◦ ϕw = ϕw ◦ ϕR. Ces trois involutions
engendrent le groupe de Klein G d’ordre 4. L’action de G sur Π préserve P et Π. Pour H un sous-
groupe de G, soit ΠH = {{p} ∈ Π : ϕ({p}) = {p} pour tout ϕ ∈ H}. Ainsi Π{e} = Π et Π⟨ϕR⟩ = ρ.
Nous appelons les éléments de Π⟨ϕA⟩ classes ambiguës (nous verrons qu’ils sont reliés aux classes
ambiguës de formes quadratiques de Gauss) et ceux de Π⟨ϕw⟩, classes inertes. Notons que l’involu-
tion γ → γt est, à une conjugaison près dans Γ, la même que ϕR puisque la contragrédiente satisfait

tr(g−1) =
(

0 1
−1 0

)
g

(
0 1

−1 0

)
. Ainsi p ∈ P est réciproque si et seulement si p est conjugué à pt.

Pour donner une paramétrage explicite de ρ, soit

C = {(a, b) ∈ Z2 : (a, b) = 1, a > 0, d = 4a2 + b2 n’est pas un carré} (1)

À chaque (a, b) ∈ C, soit (t0, u0) la plus petite solution avec t0 > 0 et u0 > 0 de l’équation de Pell

t2 − du2 = 4 (2)

Définissons ψ : C −→ ρ par

(a, b) −→



t0 − bu0

2 au0

au0
t0 + bu0

2




Γ

(3)

Il est clair que ψ((a, b)) est réciproque puisque A ∈ Γ est symétrique si et seulement si S−1
0 AS0 =

A−1 où
S0 =

(
0 1

−1 0

)
Notre assertion centrale concernant la paramétrage de ρ est :

Proposition : ψ : C −→ ρ est une application deux-à-un et surjective.

2



Il y a une stratification supplémentaire de la correspondance (3). Soit

D = {m | m > 0,m ≡ 0, 1 (mod 4),m n’est pas un carré} (4)

Alors
C =

⋃
d∈D

Cd (5)

où
Cd = {(a, b) ∈ C | 4a2 + b2 = d}

Des considérations élémentaires concernant les représentations propres d’entiers comme somme
de deux carrés montrent que Cd est vide à moins que d n’ait que des diviseurs premiers p avec
p ≡ 1 (mod 4) ou le premier 2 qui peut apparaître avec un exposant α = 0, 2 ou 3. Notons DR ce
sous-ensemble de D. De plus, pour d ∈ DR,

|Cd| = 2ν(d) (6)

où pour tout d ∈ D, ν(d) est le nombre de genres de formes quadratiques binaires de discriminant
d (la formule (6) n’est pas une coïncidence comme on l’expliquera plus loin). Explicitement, ν(d)
est donné ainsi : si d = 2αD avec D impair et si t est le nombre de diviseurs premiers distincts de
D, alors

ν(d) =



2t−1 si α = 0
2t−1 si α = 2 et D ≡ 1 (mod 4)
2t si α = 2 et D ≡ 3 (mod 4)
2t si α = 3 ou 4
2t+1 si α ≥ 5

(7)

En correspondance avec (5), nous avons

ρ =
⋃

d∈DR

ρd (8)

avec ρd = ψ(Cd). En particulier, ψ : Cd −→ ρd est deux-à-un et surjective et par conséquent

|ρd| = ν(d) pour d ∈ DR (9)

Des considérations locales montrent que pour d ∈ D, l’équation de Pell

t2 − du2 = −4 (10)

ne peut avoir de solution que si d ∈ DR. Lorsque d ∈ DR, elle peut ou non avoir de solution. Soit
D−

R l’ensemble des d pour lesquels (9) a une solution et D+
R l’ensemble des d ∈ DR pour lesquels

(9) n’a pas de solution entière. Alors :
(i) Pour d ∈ D+

R , aucun des {r} ∈ ρd n’est ambigu.
(ii) Pour d ∈ D−

R , tout {r} ∈ ρd est ambigu.
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Dans ce dernier cas (ii), nous pouvons choisir une section explicite de l’application deux-à-un (3).
Pour d ∈ D−

R , soit C−
d = {(a, b) : b < 0}, alors ψ : C−

d −→ ρd est une bijection.

En utilisant ces paramétrages ainsi que certaines techniques standard de la théorie spectrale de
Γ\H, on peut compter le nombre de classes réciproques primitives. Nous ordonnons les premiers
{p} ∈ Π par leur trace tr(p) (ce qui équivaut à ordonner les géodésiques premières correspondantes
par leurs longueurs). Pour H un sous-groupe de G et x > 2, soit

ΠH(x) :=
∑

{p}∈ΠH ,tr(p)≤x

1. (11)

Proposition : Lorsque x −→ ∞, nous avons les asymptotiques suivantes :

Π{e}(x) ∼ x2

2 log x (12)

Π⟨ϕA⟩(x) ∼ 97
8π2x(log x)2 (13)

Π⟨ϕR⟩(x) ∼ 3
8x (14)

Π⟨ϕw⟩(x) ∼ x

2 log x (15)

et
ΠG(x) ∼ 21

8πx
1/2 log x (16)

(Toutes ces relations sont établies avec un gain exponentiel pour le reste).

En particulier, le nombre de classes primitives qui sont réciproques est à peu près la racine carrée
du nombre de classes primitives, tandis que le nombre de celles qui sont simultanément réciproques,
ambiguës et inertes en est la racine quatrième.

Nous passons aux démonstrations des énoncés ci-dessus ainsi qu’à une discussion plus approfondie
les reliant aux éléments d’ordre divisant quatre dans les groupes de composition de Gauss.

Nous commençons par l’implication S−1pS = p−1 =⇒ S2 = 1. Ceci est déjà vrai avec λ > 1 dans
PSL(2,R).

En effet, dans ce groupe, p est conjugué à ±
(
λ 0
0 λ−1

)
.

Par conséquent, Sp−1 = pS avec S =
(
a b
c d

)
=⇒ a = d = 0, c’est-à-dire S = ±

(
0 β

−β−1 0

)
, et

donc S2 = 1. Si S et S1 satisfont x−1px = p−1, alors SS−1
1 ∈ Γp, le centralisateur de p dans Γ.

Mais Γp = ⟨p⟩ et par conséquent S = βS1 avec β ∈ ⟨p⟩.
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Maintenant, tout élément S ∈ Γ dont l’ordre est deux (c’est-à-dire un élément elliptique d’ordre 2)

est conjugué dans Γ à S0 = ±
(

0 1
−1 0

)
.

Par conséquent, tout r ∈ R est conjugué à un élément γ ∈ Γ pour lequel S−1
0 γS0 = γ−1. La dernière

condition équivaut à ce que γ soit symétrique.

Ainsi, chaque r ∈ R est conjugué à un γ ∈ R avec γ = γt.

Nous pouvons être plus précis :

Lemme 1. Tout r ∈ R est conjugué à exactement quatre γ qui sont symétriques.

Pour un d ∈ D+
R général, il semble difficile de déterminer explicitement une section un-à-un de ψ.

Pour voir cela, associons à chaque S satisfaisant

S−1rS = r−1 (17)

les deux solutions γS et γ′
S (ici γ′

S = SγS) de

γ−1Sγ = S0 (18)

Alors
γ−1

S rγS = ((γ′
S)−1rγ′

S)−1 et ces deux matrices sont symétriques. (19)

Ainsi, chaque S satisfaisant (17) procure une conjugaison de r vers une paire de matrices symé-
triques inverses. Réciproquement, toute telle conjugaison de r vers une matrice symétrique est
induite comme ci-dessus à partir d’un γS. En effet, si β−1rβ est symétrique, alors S−1

0 β−1rβS0 =
β−1r−1β et donc βS−1

0 β−1 = S pour un S satisfaisant (17). Ainsi, pour établir (16), il reste à
compter le nombre d’images distinctes γ−1

S rγS et son inverse que l’on obtient lorsque l’on fait varier
S satisfaisant (17). Supposons donc que

γ−1
S rγS = γ−1

S′ rγS′ (20)

Alors
γS′γ−1

S = b ∈ Γr = ⟨r⟩ (21)

Aussi, d’après (18) :
γ−1

S SγS = γ−1
S′ S ′γS′ (22)

ou
γS′γ−1

S SγSγ
−1
S′ = S ′ (23)

En utilisant (20) dans (22), on obtient :

b−1Sb = S ′ (24)

Mais bS satisfait (17), d’où bSbS = 1. En injectant cette relation dans (23), on obtient :

S ′ = b−2S (25)
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Ces étapes après (22) peuvent toutes être inversées et nous trouvons que (20) a lieu si et seulement
si S = b2S ′ pour un certain b ∈ Γr. Puisque les solutions de (17) sont paramétrées par bS avec
b ∈ Γr (et S une solution fixée), il s’ensuit que lorsque S parcourt les solutions de (17), γ−1

S rγS et
(γ′

S)−1r(γ′
S) parcourent exactement quatre éléments. Ceci achève la preuve de (16).

Pour continuer, nous utilisons la correspondance explicite entre Π et les classes de formes quadra-
tiques binaires. Une forme quadratique binaire entière f = [a, b, c] est primitive si (a, b, c) = 1.
Soit F l’ensemble de telles formes dont le discriminant d = b2 − 4ac est dans D. La représentation
carrée symétrique de PGL2 donne une action σ(γ) sur F pour chaque γ ∈ Γ. Elle est donnée par
σ(γ)f = f ′ où f ′(x, y) = f((x, y)γ). Suivant Gauss, nous décomposons F en classes d’équivalence
sous cette action σ(Γ). La classe de f est notée f ou Φ et l’ensemble des classes F . Des formes
équivalentes ont un discriminant commun et donc

F =
⋃

d∈D
Fd (26)

Chaque Fd est finie et sa cardinalité est notée h(d), le nombre de classes. Définissons une application
n de P vers F par

p =
(
a b
c d

)
n−→ f(p) = 1

δ
sgn(a+ d)[b, d− a,−c] (27)

où δ = gcd(a, d− a, c) ≥ 1 et n satisfait les propriétés suivantes :
(i) n est une bijection de Π sur F .
(ii) n(γpγ−1) = (det γ)σ(γ)n(p) pour γ ∈ PGL(2,Z).
(iii) n(p−1) = −n(p).
(iv) n(w−1pw) = n(p)∗

(v) n(w−1p−1w) = n(p)′

où
[a, b, c]∗ = [−a, b,−c] et [a, b, c]′ = [a,−b, c] (28)

La démonstration est une vérification directe, sauf pour le fait que n est surjective, qui repose sur
la théorie de l’équation de Pell (2). Si f = [a, b, c] ∈ F a pour discriminant d, et si (td, ud) est la
solution positive fondamentale de (2), et si

p =


td − udb

2 aud

−cud
td + udb

2

 (29)

alors p ∈ P et n(p) = f . Le fait que p soit primitive découle du fait bien connu que le groupe des
automorphes de f , AutΓ(f), satisfait

AutΓ(f) := {γ ∈ Γ : σ(γ)f = f} =



t− bu

2 au

−cu t+ bu

2

 : t2 − du2 = 4

 /± 1 (30)
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Plus généralement,

Z(f) := {γ ∈ PGL(2,Z) | σ(γ)f = (det γ)f} =



t− bu

2 au

−cu t+ bu

2

 : t2 − du2 = ±4

 /± 1 (31)

Z(f) est cyclique avec un générateur ηf correspondant à la solution fondamentale ηd = (t1 +√
du1)/2, t1 > 0, u1 > 0 de

t2 − du2 = ±4 (32)
Si (9) a une solution, c’est-à-dire d ∈ D−

R , alors ηd correspond à une solution de (9) et ϵd = η2
d. Si

(9) n’a pas de solution, alors ηd = ϵd. Notons que Z(f) possède des éléments avec det γ = −1 si et
seulement si df ∈ D−

R .

D’après la propriété (ii) de la correspondance n, nous voyons que Z(f) est le centralisateur de p
dans PGL(2,Z), où n(p) = f . Gauss a déterminé le nombre de points fixes de ∗ dans Fd. Il a
découvert que Fd forme un groupe abélien sous sa loi de composition. Dans les termes de la loi de
groupe, Φ′ = Φ−1 pour Φ ∈ Fd. Ainsi, le nombre de points fixes de ′ (qu’il appelle formes ambiguës)
dans Fd est le nombre d’éléments d’ordre (divisant) 2. De plus, Fd/F2

d est isomorphe au groupe
des genres. Ainsi, le nombre de points fixes de ′ dans Fd est égal au nombre de genres, qui à son
tour est égal au nombre ν(d) défini plus tôt.

Considérons ensuite l’involution ∗ sur Fd. Si b ∈ Z et b ≡ d (mod 2), alors les formes [−1, b, d− b2

4 ]
sont toutes équivalentes et cela définit une classe J ∈ Fd. En utilisant la composition, on voit
immédiatement que J2 = 1, c’est-à-dire que J est ambiguë. De plus, l’action de ∗ sur Fd est donnée
par la translation dans le groupe de composition : Φ → ΦJ . Ainsi, ∗ a un point fixe dans Fd si et
seulement si J = 1. J est dans le genre principal si et seulement si d ∈ DR. Pour achever l’analyse
de quand J = 1, cela se produit si et seulement si d ∈ D−

R . Ainsi, ∗ fixe Fd si et seulement si
d ∈ D−

R , et sinon n’a aucun point fixe dans Fd.

Passons aux points fixes de ϕA sur Fd. L’action Φ → −Φ sur Fd lorsqu’elle est exprimée en termes
de la composition (de Gauss) est donnée par

Φ → JΦ−1 (33)

Ainsi, les formes réciproques dans Fd sont les Φ satisfaisant

Φ2 = J (34)

Puisque J2 = 1, ces Φ ont un ordre divisant 4. Pour d ∈ DR, (41) a exactement ν(d) solutions. Cela
complète notre preuve de (3) et (8). Les affirmations (i) et (ii) découlent de (41) et de l’analyse
précédente.

Pour résumer, nous avons : les classes de conjugaison hyperboliques primitives sont en correspon-
dance biunivoquente avec les classes de formes de discriminants d ∈ D. Pour chaque tel d, il y a
h(d) = |Fd| telles classes, qui ont toutes une trace commune td et une norme ϵ2

d. Le nombre de
classes ambiguës pour tout d ∈ D est ν(d). À moins que d ∈ DR, il n’y a pas de classes réciproques
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dans Fd, tandis que si d ∈ DR, il y a ν(d) telles classes paramétrées par Cd de manière deux-à-un.
Si d /∈ D−

R , il n’y a pas de classes inertes. Si d ∈ D−
R , chaque classe est inerte et chaque classe

ambiguë est réciproque et vice-versa.

Nous terminons par quelques commentaires sur la question de l’équidistribution des géodésiques
fermées. Pour chaque p ∈ Π fermé primitif, nous associons la mesure µp sur X = Γ\H portée
par la géodésique fermée. Pour presque toutes les géodésiques, µp s’équidistribue par rapport à

dA = 3
π

dxdy

y2 lorsque l(p) → ∞. Cependant, il y a de nombreuses géodésiques fermées qui ne

s’équidistribuent pas par rapport à dA. L’équidistribution est souvent rétablie lorsque l’on fait
la moyenne sur des ensembles de géodésiques naturellement définis. Un théorème fondamental de
Duke [7] affirme que les mesures µFd

pour d ∈ D s’équidistribuent par rapport à dA lorsque d → ∞.
Nous nous attendons à ce que les géodésiques réciproques s’équidistribuent par rapport à la mesure
de Haar dans Γ\PSL(2,R) lorsqu’elles sont ordonnées par longueur.
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