Transcription par outils d’ia de la conférence de Peter Sarnak a ’occasion de la confé-
rence célébrant les 100 ans de Jean-Pierre Serre
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Nous disposons de la machinerie de croissance qui permet de se passer de formes automorphes tout
en comprenant tous les problemes.

Dans le cas des corps de nombres, Riemann utilisait des fonctions théta, et les formes automorphes
sont précisément la maniere dont on construit les objets dont je veux parler. Il s’agit donc d’une
conjecture, d'une supposition, comme je I’ai dit, et je souhaite approfondir le sujet. Ainsi, toutes
les fonctions L. qui généralisent les fonctions zéta de Riemann sont supposées étre les fonctions L
principales pour GL(n).

Les fonctions L principales constituent une représentation standard. Lorsque Hecke, et peut-étre
Riemann avant lui, définissaient les fonctions zéta, ils n’avaient pas de groupe dual et donc pas de
Lsmp. 1l existe une représentation du groupe dual.

Je vais me limiter a la fonction L standard, car, par conjecture, toute fonction L et toute fonction
zéta sont censées étre un produit de ces fonctions. Je cherche a comprendre I'aspect analytique de
ce phénomene. Quels sont donc ces objets ? Je vais prendre le temps de les définir, mais j’aborderai
d’abord quelques cas simples. Si vous n’étes pas familier avec ce concept, soyez patients.

Nous allons donc examiner le groupe linéaire général d’un corps. On considere un espace de Hilbert,
I’'espace d'un groupe d’adéles, et on s’intéresse aux objets invariants par les points rationnels du
groupe. On les décompose en éléments irréductibles; c’est la définition. Ces éléments irréductibles
apparaissent dans ’espace cuspidal, d’ou le terme “forme cuspidale”, qui est central dans ce cours.
Je ne donne pas la définition car si vous ne I'avez jamais vue, elle ne vous sera d’aucune utilité, et
si vous la connaissez déja, elle est superflue. Sachez simplement que, parmi tous les sous-groupes
paraboliques rationnels, les radicaux unipotents de tous les sous-groupes paraboliques ont des pé-
riodes nulles.

Donc, vous imposez cet ensemble infini de conditions linéaires et il se peut qu’il ne vous reste rien.
C’est une question a un million de dollars, comme vous le verrez dans un instant. Quoi qu’il en soit,
nous décomposons en éléments irréductibles. La théorie des nombres est née de cette périodicité

sous GL(n,Q). Ces éléments irréductibles sont alors des représentations irréductibles des groupes
locaux GL(n,, V'),V un corps fini et GL(n, R).

Ces concepts sont désormais bien compris. Concrétement, il s’agit ici de GL(n), mais pour les
groupes réels, Harish-Chandra a posé les bases, Langlands a introduit certains parametres, et si
I'on déramifie le groupe (le conducteur traitant de la ramification par rapport a la non-ramification),
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on obtient les parametres de Satake, ou classe de conjugaison semi-simple dans GL(n,C), qui sont
les parametres de la représentation et apparaissent dans le facteur local des fonctions L. Lorsqu’on
ramifie le groupe, des calculs beaucoup plus subtils sont nécessaires, et j’en parlerai brievement,
mais je vais supposer des bornes standard pour étayer mon point de vue analytique. La fonction L
locale En tout lieu fini, est de la forme produit 1 moins ces racines au lieu non ramifié, ces para-
metres de Satake, sinon vous devez étre plus prudent avec les parametres de Langlands et certains
de ces alphas peuvent étre 0 et la ou vous avez ramifié, il y aura un nombre magique, dont je vais
parler, et c¢’est le conducteur.

Il existe une situation similaire & I'infini. Si 'on dispose du facteur archimédien de la fonction L,
il s’agit d’'un produit de fonctions gamma réelles. Je travaille sur Q, qui ne possede qu'une seule
complétion réelle. Ces fonctions gamma sont I’ (%), soit p/2, et T' (%), Riemann nous a fourni ce
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facteur, et les J sont maintenant positionnés dans la formulation suivante : vs + pmi. Je reviendrai

plus tard sur la position de ces parametres; il s’agit de la conjecture de Ramanujan, mais la for-
mulation est similaire a celle de Riemann : on prend le produit des facteurs locaux, qui constitue
la partie finie.

Mon point de vue est de toujours distinguer le fini de 'infini. Ainsi, concernant la fonction L, si
vous consultez un ouvrage de référence sur Jacquet, par exemple (il est le maitre incontesté de
la fonction L), vous constaterez que la fonction L inclut tous les points, la partie archimedienne
n’étant pas isolé. Or, pour moi, il est absolument distinct, et vous comprendrez pourquoi. Quant a
la partie finie de la fonction zéta de Riemann, Riemann ne I'a pas définie avec le facteur gamma;
il I’a définie comme n~*. Il ne faut donc pas la modifier. D’ailleurs, nous utilisons S, et non Z. L’ia
proposera probablement une démonstration plus concise, incluant alors Z.

Tres bien, donc la fonction L complete que j’appelle A, ce n’est peut-étre pas la meilleure notation,
mais le plus important est que cette fonction possede un prolongement analytique et une équation
fonctionnelle, étant donné une représentation cuspide, ou la représentation automorphe cuspidale,
la représentation contragradiente est une représentation qui correspond a l'involution, G devient G
transposée inverse sur GL(N), et ¢’est la dualité, vous changez s en 1 —s et p en p, et puis il y a des
nombres magiques qui entrent en jeu ici, et ¢’est le conducteur, il y a un entier, un nombre naturel,
¢, qui a chaque endroit ramifié peut donner un facteur, il donne un facteur, mais aux endroits non
ramifiés, il vaut 1, c’est comme ¢a, donc cela implique une factorisation de @), et j'y reviendrai,
car nous allons essayer de faire quelque chose d’étrange. Donc @), est le conducteur, il mesure la
ramification, les calculs pour le calculer sont non triviaux, et il y a aussi ce 7,, qui est une somme
de Gauss 7,, tout comme dans le travail de Riemann, le travail de Dirichlet, 7,7,, contragradient est
ce conducteur @), et si p est auto-contragradient, alors vous aurez les carrés (), et dont la racine
carrée est le nombre racine, un nombre tres important et délicat, un nombre tres difficile a calculer,
aussi difficile que de factoriser (),. Ces fonctions possedent donc des propriétés analytiques, ce qui
est tres important, généralisant celles de Riemann. Ceci est dii & Godement et Jacquet en premier
lieu. Jacquet, Shahidi, Piatetski et Shapiro ont développé la théorie sous des formes tres explicites,
et surtout, la fonction L de Rankin-Selberg, qui est associée. Nous ne connaissons donc pas la fonc-
torialité, mais la fonction que j'utiliserai a plusieurs reprises est la fonction L de Rankin-Selberg,
RS(p x p'), qui est une nouvelle fonction L, et qui est ensuite un produit de fonctions L standard,
un produit isobare.



J’utiliserai librement les propriétés analytiques de la fonction de Rankin-Selberg, développées par
les mémes auteurs, Jacquet, Piatetski, Shapiro et Shahidi. Cependant, les estimations que je ferai
plus tard seront trés importantes pour le conducteur p, p premier. Ces estimations, loin d’étre
triviales, sont principalement dues a Bushnell et Yacht. Bon, vous avez... ah, ¢a a été coupé, mais
ce n’est pas grave, je sais ce qui reste. La formule explicite de Guinand-Weil est au coeur de ce cours.

On peut donc prendre 'une de ces fonctions L et en écrire une formule explicite. Guinand était
un mathématicien canadien qui s’intéressait aux structures arithmétiques et, pour cette raison, il
a formulé cette formule avant Weil. Elle est quelque part dans les archives.

WEeil I'a écrit car il s’agissait d'une approche visant a démontrer I'hypothese de Riemann et a inter-
préter une formule explicite en fonction de l'influence de Frobenius; il a d’ailleurs publié plusieurs
articles dans ce sens. Je souhaite m’attarder sur cette formule explicite car elle va révéler le prin-
cipe fondamental, et plus précisément ce qui m’importe le plus : le principe analytique. La formule
explicite s’énonce donc comme suit.

J’ai cette fonction L, L(sR). J'écris ses zéros sous la forme 0,5 + si car je souhaite que s soit réel.
Ainsi, lorsque je dis que je suppose I’hypothese de GRH, c¢’est parce que je suppose que ces nombres
sont réels.

Cela facilitera la résolution de tout probléeme d’optimisation ou de tout argument de positivité que
j'essaie de résoudre. La somme d’une fonction test aux ordonnées des zéros est donc égale a... Il ne
s’agit pas d'une dualité de Fourier. g est a support compact.

C’est ce que représente sR. H est maintenant entier, donc je peux évaluer H pour i/2, ce qui est
logique. Cette formule est donc cohérente.

Pour toute fonction test g, vous autoriseriez a passer en revue tous les g, qui sont lisses ou a sup-
port compact. L’idée d’utiliser des fonctions non lisses est absurde. Ne le faites surtout pas. C’est
completement inutile. Tout ce qu’on peut faire, on peut le faire avec cette formule et prendre une
limite a la fin. C’est ce que les gens essaient de faire.

Ce n’est pas... Oui, c¢’est mon avis. Bon, la somme des ordonnées est égale a un terme qui contient
le logarithme du conducteur. Ensuite, il y a la somme de la partie archimédienne avec la dérivée
logarithmique de la fonction gamma.

Puis vient le signe moins, qui correspond a une somme sur la dérivée logarithmique. L prime sur
L s’écrit ici comme la somme de a,(k). Les a, sont les coefficients. Le lambda utilisé ici est différent.

L’autre a des petits gribouillis sur le coté. Celui-ci est le lambda de von Mangoldt. C’est log p pour
n est une puissance premiere.

Et c’est... Dans les travaux de Riemann, on retrouve déja cette fonction. Elle provient de la dérivée
logarithmique. Il s’agit simplement d’un calcul de décalage de contour.



Et cela vaut pour toutes les fonctions de test. C’est parfaitement équivalent a toutes les informa-
tions. Toutes les informations se trouvent dans cette formule explicite.

Et des gens essaient d’utiliser cette formule, ou plutot, 'une des premieres personnes a avoir réel-
lement utilisé cette formule En quelque sorte, en termes de discriminants, ¢’est Serre, en fait. C’est
donc une des raisons pour lesquelles nous reviendrons sur ce point. S’il y a un pole, alors 'ordre
du pdle est A,,.

Et si vous voulez avancer un argument de positivité, vous devez connaitre 1’ordre du pole. Voici
donc la formule explicite. Et je souhaite définir le conducteur, le conducteur analytique.

Vous voyez donc déja qu’a la ligne cing, ou quelque chose comme ¢a, vous avez log QT. Supposons
que je choisisse librement H d’étre localisé pres du point zéro. On obtient alors log ¢ multiplié par
I'intégrale de H sur R. La densité locale des zéros de cette fonction L. pres du centre est donc égale
au logarithme du conducteur issu de la ramification finie.

Il y a ensuite cette autre partie, la dérivée logarithmique. Si I’on veut comprendre la densité locale
de zéros au voisinage du centre, le logarithme du conducteur sera égal a ce nombre. Cela me per-
mettra de définir le conducteur analytique, qui est le concept intégrant la partie archimédienne.

Si vous travaillez dans un corps de fonctions, il n’existe pas de lieu archimédien. C’est une différence
fondamentale, méme pour formuler la conjecture de Langlands. Il existe ici un groupe important,
appelé Lp, le groupe de Langlands, qui est censé étre une extension du groupe de Galois.

Et je vais vous expliquer pourquoi c’est si difficile dans le cas archimédien. C’est 1a toute la diffé-
rence. Iwaniec et moi travaillions sur différents problemes.

Dans ce que j'appellerai le cas “ dompté”, je vais parler de cas “ dompté” et “ non dompté”. Dans
le cas “dompté”, j'entends les modeles linéaires généralisés (GL(n)), ou M est borné. C’est comme
les corps de degrés bornés.

Et puis, plus tard, nous laisserons M tendre vers l'infini. C’est une limite qui, a mon avis, n’a
pas été suffisamment étudiée, et c’est la que je compte aller finalement. Nous avons donc donné la
définition, qui découle de la compréhension du nombre de zéros proches de la moitié le logarithme
du conducteur devrait étre égal a ce nombre.

Nous avons donc défini le conducteur archimédien de cette maniere précise. Depuis, cette définition
a subi quelques modifications. Je crois méme qu’elle a changé dans I'ouvrage de Kowalski et Ivanich,

pour une raison qui m’échappe.

Vous n’auriez pas dii le modifier. Cela ne change rien dans le cas d’une configuration simple, mais
c’est radicalement différent si ’'on autorise M a tendre vers l'infini. Ils ont ajouté un 3 a cet endroit.

Je me trompe peut-étre. Quelqu’un a ajouté un 3 quelque part. Bon, si p est non ramifié, je tiens



a souligner que ces formes automorphes, dont je parlerai plus tard, étaient partout non ramifiées.

Partout. Elles existent peut-étre méme. Donc, si nous sommes non ramifiés a l'infini, cela signifie
que nous sommes une représentation qui possede des parametres de Satake, et si les parametres de
Satake sont tous nuls, alors je tiens a souligner que le conducteur archimédien, C, est supérieur
ou égal a 1. Bien siir, le conducteur fini est un nombre naturel, donc un entier supérieur ou égal
a 1. Ceci n’est pas un entier, mais une quantité supérieure ou égale a 1. Il s’agit d’une mesure de
complexité.

Et si tous les p; sont nuls, donc je ne place rien a I'emplacement archimédien, alors cette représenta-
tion a tous les p1; égaux a 0, et c’est une représentation qui apparaitrait dans une représentation de
Galois paire, totalement paire. J’ai commencé le cours par impair. La théorie est impaire. J’essaie
d’étre équilibré. Les personnes équilibrées sont ici. Certaines d’entre elles, dans ce cas précis, sont
probablement algébriques.

En fait, Weil donne une définition de ce qu’il entend par parametres algébriques des représentations,
dont ceci serait un exemple. Ils sont censés étre algébriques. Mais je tiens a souligner que cela se
pose dans ce cas précis, et dans le cas ou tous les mus seraient nuls, ce qui correspondrait a une
représentation de Galois impaire, totalement paire et irréductible, alors ce facteur, le conducteur
archimédien, serait égal a 1. J'essaie donc de le normaliser correctement.

Le logarithme de cr mesure donc la densité des zéros proches de % Précisons que, dans le cas
dompté, cette notion de conducteur archimédien a été éprouvée et, a mon avis, a résisté a de nom-
breuses évolutions, que je souhaite souligner. La premiere concerne les familles domptées : je fixe
un produit eulérien de degré m, de forme parabolique, et je peux faire varier une famille, un sous-
ensemble, ’ensemble entier, la famille universelle, en les ordonnant selon le conducteur analytique.
C’est la le but recherché.

Dans le cadre de I'hypothese de Riemann généralisée (HRG), un phénomene remarquable se pro-
duit. C’est 'une des applications les plus courantes et les plus puissantes de cette hypothese, qui
permet d’obtenir des résultats considérables : le conducteur est censé représenter la complexité de
la fonction L, et c’est trés important... En fait, le conducteur est le conducteur analytique, mais le
nombre de zéros, qui correspond au degré, est une fonction a part entiere.

Il y a bien une notion de genre dans la théorie de Hadamard, mais je cherche simplement a calculer
le nombre de zéros proches du centre. On verra, lorsque j’aborderai le corps des fonctions, que cela
correspond au degré du polynome. Le degré est donc le conducteur, et le logarithme du conducteur
représente ici le degré de cette fonction. C’est sa complexité.

Voici une démonstration élémentaire remarquable, bien connue dans la littérature sous diverses
formes, qui utilise la théorie de Rankin-Selberg (que j’ai dit utiliser librement ici). La question est
donc : les pa, déterminent-ils le complet ? J’examine donc les ay, as et as. Combien de ces valeurs
dois-je connaitre pour avoir la réponse complete ? Il me suffit de connaitre le logarithme du carré
des coefficients du conducteur analytique. Log.



Je suis passé d'une progression exponentielle a une progression logarithmique. D’accord, pour cela,
j’ai besoin de I’hypothese de Riemann. Nous n’allons donc pas la supposer maintenant, mais seule-
ment pour cet exemple.

Il s’agit donc d’une question fondamentale que vous essayez de comprendre. Eh bien, je vais peut-
eétre calculer quelques-uns de ces pa,, et a partir de la, je pourrai peut-étre vous donner la valeur
de la racine. Rapidement.

En temps polynomial, car je n’ai que le logarithme. C’était un réve que tu vas voir.

Voila ce qui lui est arrivé. Bon, j'expliquais pourquoi on a testé et approuvé cette notion de conduc-
teur analytique.

Donc, si vous vous demandez quelle est la valeur de la fonction L au centre, il existe une borne tou-
jours identique en fonction de ce conducteur analytique. Il s’agit d’un conducteur a 1/4, et il existe
des millions de problémes o, si 'on améliore cet exposant (on se retrouve face & un probléeme de
sous-convexité), on résout une multitude de problémes complétement, et non approximativement.
C’est précisément pour cette raison qu’lvanich et moi avons introduit ce conducteur analytique :
afin de formuler le probléeme de sous-convexité de maniere totalement générale.

Tres bien, si ce conducteur est une mesure de complexité, de hauteur, nous appliquons en quelque
sorte la théorie des hauteurs, non pas aux points, mais aux formes automorphes. Il devrait exister
un nombre fini de formes automorphes dont le conducteur est inférieur a x. On pourrait donc es-
sayer de compter le nombre de formes automorphes dont le conducteur analytique est inférieur a x,
et c’est possible. Si I'on ne considérait que les caracteéres de Dirichlet, on se demanderait combien
de caracteres ont un conducteur inférieur a x.

Le conducteur est un entier sans facteur carré, et vous cherchez a déterminer combien d’entiers sans
facteur carré inférieurs a x existent. C’est facile a calculer : il suffit de compter le nombre de formes
automorphes sur GL(m), m > 2, et d’utiliser la formule de la trace. J'y reviendrai souvent. Il y a
aussi ce remarquable travail de Brumley et Milicevic, datant de quelques années, qui démontre ce
qu’ils appellent une formule de Weyl-Schanuel : le nombre de formes automorphes ordonnées par
conducteur analytique présente un comportement asymptotique.

C’est tout a fait naturel, ce qui correspond au nombre de caracteres de Dirichlet.

Il existe un phi de ¢ caracteres de Dirichlet, des caracteres de Dirichlet primitifs pour chaque g. Le
nombre total de caracteres dont le conducteur est inférieur a x est donc égal a +1. Il n’existe pas
de conducteur analytique pour les nombres rationnels, car le cas archimédien ne contient que des
éléments triviaux. Ainsi, le nombre de caracteres dont le conducteur est inférieur a x est simplement
une constante multipliée par 22, ce qui est cohérent avec ce résultat. Je tiens & souligner un point,
car il s’agit d’un théme récurrent dans le domaine des fonctions L, et Serre I’a certainement exploré
sous tous ses aspects.

Supposons que j'examine ces fonctions L dont la conductance tend vers I'infini, et que localement



la densité soit logarithmique de la conductance au voisinage de la moitié. Je procede alors a une re-
normalisation, j'attribue des mesures de probabilité aux zéros, et je cherche a déterminer la mesure
limite obtenue. Dans une famille de fonctions L bien ordonnée, la distribution limite sera toujours
uniforme par rapport a dt si 'on suppose I’hypothese de Riemann. En revanche, si je mets les zéros
a 1’échelle par le logarithme du conducteur de sorte qu’ils soient espacés approximativement avec
une moyenne de un, alors il existe une toute nouvelle théorie liée a la théorie des matrices aléatoires,
et ce conducteur analytique la capture parfaitement.

C’est ce que Katz et moi avons fait il y a de nombreuses années. Nous avons compris cela dans le
domaine des fonctions, puis, avec une astuce (je ne la dévoilerai pas), nous avons d’abord laissé g
tendre vers l'infini. Mais j’y reviendrai plus tard ; peut-étre est-il possible de procéder sans laisser
q tendre vers l'infini. Quoi qu’il en soit, nous avons utilisé cette astuce, mais nous avons obtenu
des résultats intéressants. Ensuite, de nombreuses personnes ont examiné ces conjectures dans le
domaine des nombres, et tout semble cohérent en termes de distribution locale et de distribution
d’échelle suivant quatre modeles de matrices aléatoires. Nous avions quatre limites d’échelle aléa-
toires, quatre types de limites d’échelle de groupes de monodromie.

Donc, je réaffirme que le conducteur analytique semble particulierement pertinent dans le cas simple,
et celui que je souhaite mettre en avant aujourd’hui est la référence absolue de Riemann. Riemann
a calculé les trois premiers zéros de la fonction zéta de Riemann. Ce calcul est loin d’étre trivial,
car la formule de la fonction zéta, telle qu’on la connait généralement, contient une fonction gamma.

Le premier zéro correspond a une hauteur d’environ 14,1347..., et v = % + 14,1347 i, d’apres la
formule de Stirling, est un nombre minuscule. Cet homme ne disposait pas de beaucoup d’outils
d’ia; il a donc dii se débrouiller avec un crayon et du papier, et la méthode de référence est ce qu’on
appelle une équation fonctionnelle approchée. Il n’y a rien d’approximatif la-dedans.

Cela se traduit par une terminologie complexe, mais il existe une formule permettant de calculer
la valeur d’une fonction L, ou son logarithme, ou encore L prime sur L. C’est ce qu’il faisait sys-
tématiquement pour calculer les zéros de la racine carrée des intervalles du conducteur ?. C’est la
méthode de référence de Riemann.

Vous pouvez calculer, et cela n’a jamais été surpassé, mais vous pouvez toujours calculer la valeur,
quelle qu’elle soit, avec la précision que vous souhaitez, en racine carrée du conducteur plus un
demi, car il possede une formule qui implique une équation fonctionnelle, comme je I’ai dit, appelée
I’équation fonctionnelle approximative, qui a une certaine longueur, et cette longueur, lorsqu’elle
est équilibrée pour étre aussi courte que possible, vous donne la racine carrée.

Mais il y a un hic. Cela n’est valable que si 'on peut calculer rapidement les coefficients. Or, pour
Riemann, les coefficients étaient égaux a un.

Et la, Riemann est un peu différent, mais si 'on prend une fonction L de Dirichlet, personne ne
sait faire mieux, ou si 'on prend une fonction L de courbe elliptique, ce que je vais faire dans un
instant, alors on peut calculer rapidement les coefficients, ce qui est treés pratique. Il existe donc
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une méthode de référence pour Riemann, calculable au voisinage du point 1/2 en racine carrée des
pas du conducteur. Mais nous savons déja qu'un nombre logarithmique de coefficients détermine
tout.

Vous vous demandez peut-étre : “Ne puis-je pas faire mieux ? Ne puis-je pas réaliser une opération
en temps polynomial 7”7 C’était un réve que Rubinstein et moi partagions, et il nous a fallu quinze
ans pour le concrétiser et enfin le mettre en ceuvre. Et c¢’est ce que je veux vous montrer. Non, pas
exactement.

Si vous voulez une précision de 100 décimales, il suffit de I’ajouter a I’epsilon. Riemann est doué.
Il sait ce qu’il fait.

D’ailleurs, il y a toute une histoire a propos de Riemann : ce document se trouve dans ses archives.
Il ne I'avait pas publié dans son journal. Et beaucoup de gens ont vu ces archives sans savoir ce
qu’elles contenaient.

Il a fallu que Siegel comprenne qu’il effectuait une opération de phase stationnaire et calculait le
nombre avec la précision décimale souhaitée. Ceci ne concerne que zéta et ses trois premiers zéros.
Or, Rubinstein et moi-méme révions depuis de nombreuses années du fait que la densité locale
de zéros est égale au logarithme du conducteur et que, pour calculer la racine carrée, il suffit de
calculer le logarithme.

On dirait un polynéome de degré logarithmique du conducteur. On peut certainement partir de la
formule explicite, la décomposer en un systeme d’équations et calculer ainsi une propriété des zéros,
comme la racine. Et la réponse est oui, on a réussi et on le savait déja depuis un moment.

J’ai méme donné des cours sur ce sujet, mais nous n’avons jamais réussi a I'implémenter. Un théo-
reme qui repose sur des conjectures est acceptable lorsqu’on cherche a réaliser quelque chose, a
condition de démontrer son fonctionnement. On sait donc qu’il est possible de factoriser en un
temps sous-exponentiel, mais cela n’est pas démontrable.

La factorisation ne peut s’effectuer qu’en temps sous-exponentiel. Concretement, si vous fournissez
un grand nombre, ’algorithme le factorisera correctement lors du calcul du résultat.

Ceci aussi. Je suppose qu’il s’agit de la méthode de Riemann, mais a part ca, elle donnera la bonne
réponse. Et pour cette réponse, le seul élément aléatoire est la rapidité d’exécution.

Je ne suis pas au courant de tout ce qui se passe, mais a I’époque, on appelait ¢ca Las Vegas euh...
non! Monte Carlo! Donc, ¢a donne la bonne réponse.

Le seul hic, ¢’est que si ¢ga ne marche pas, on peut toujours relancer une piece et ¢a finira par marcher.

Et c¢’est précisément ce que nous aurons ici. Nous avons donc un algorithme qui... mais que calcule-
t-il 7 J’aimerais pouvoir dire que c’est ce que calcule Riemann. Eh bien non.



Vous m’avez donc demandé ce que ce programme calcule ? Il calcule quelque chose concernant les
zéros. Il trouve les régions interdites. ou il n'y a pas de zéros. Plus précisément, il me permet de
calculer le nombre exact de zéros, un entier et non une approximation, pour une certaine valeur de
T. Je suppose qu’il s’agit de la fonction de Riemann, donc je considere les ordonnées jusqu’a T. Et
il me donne le nombre exact pour certaines valeurs de T.

e vais avancer en marchant et un événement va se produire. Quand il donnera la réponse, la ré-
J hant et t d dild 1 , 1
ponse sera correcte. Il s’agit donc d’une sous-exponentielle, ce qui signifie qu’elle surpasse largement
la fonction de Riemann.

Elle est conduite a epsilon pour chaque epsilon. C’est ce que signifie sous-exponentiel. Nous avions
déja rencontré ce phénomene dans un probléeme modele, au sein d'une théorie que nous avons dii
développer pour le comprendre, mais nous n’avions pu I'implémenter que récemment.

Et voici ce que nous faisons... J’ai déja brievement expliqué les hypotheses. Je suppose que 'al-
gorithme repose sur la factorisation de Riemann, et par conséquent sur la conjecture de Katz et
moi-méme. Cela fait partie des données d’entrée, mais c¢’est uniquement pour démontrer la rapidité
d’exécution de l'algorithme la preuve de sa performance réside donc dans son exécution, comme
pour tout algorithme de factorisation.

Personne ne prouve I’équirépartition dont vous avez besoin. Vous disposez d’une heuristique. Si
vous 'appliquez, tout le monde se tait.

La preuve est la. Si quelque chose fonctionne, c¢’est indiscutable. Et nous ne 'avions jamais vérifié
jusqu’a présent, donc toute la théorie, sur laquelle j’ai parfois donné des cours, est remise en ques-
tion.

D’accord. Il nous a fallu beaucoup de temps pour comprendre pourquoi on ne peut pas simplement
utiliser la formule explicite et, enfin, quel est ce systeme d’équations 7 Comment obtenir les zéros ?
Et que peut-on déduire des zéros en calculant les a, ? C’est un probleme de moments ot le nombre
de moments est indéterminé. On pourrait croire qu’on n’y apprend rien, mais en fait, si.

Le modele sur lequel nous avons travaillé et que nous comprenons parfaitement sur le plan théo-
rique et que nous allons publier prochainement, puisqu’il est enfin implémenté consiste a prendre un
groupe orthogonal, un grand groupe orthogonal ordinaire de taille impaire, dont 1'une des valeurs
propres est égale a 1. Je cherche a déterminer laquelle, c’est-a-dire la racine carrée. Je ne dispose
que d’un nombre limité de moments.

J’ai donc cette trace des puissances de la matrice. J’ai donc p a la puissance k plus les autres.
Ils vont par paires conjuguées.

J’ai ces valeurs pour k jusqu’a une valeur maximale. Donc k/n < a. Si a = n, je serai dans la
position de Riemann.



Je dispose de tous les moments. Il me suffit ensuite de trouver les racines. Tout ceci se déroule dans
le cadre d’un polynoéme en n.

Ce n’est pas un probleme.

Mais la question est : supposons que j’en aie beaucoup moins. Supposons que j’en aie la moitié, ou
seulement le quart.

Alors vous me dites : “Eh bien, on ne peut pas calculer avec ¢.”

En fait, on exploite la géométrie et certaines formes pour identifier des régions et obtenir des
résultats significatifs, méme pour de petites valeurs d’alpha. C’est pourquoi la fonction est sous-
exponentielle. On peut calculer, avec une probabilité proche de 1 lorsque n est grand, le nombre de
zéros entre tet -t. Si ce nombre est pair, il n’y a pas de zéro en 1. S’il est impair, il y a un zéro en
1. On peut donc déterminer gratuitement la racine a la fin grace a cet algorithme.

C’est ce que nous avons compris et nous avons toute une théorie des probléemes de moments sous-
déterminés. Nous l'appliquons maintenant aux courbes elliptiques, car ce sont les objets les plus
riches pour lesquels on peut calculer les suites arithmétiques. On sait qu’il existe une forme auto-
morphe associée a chaque courbe elliptique.
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