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Résumé

Soit E(X) le nombre d’entiers pairs entre 4 et X qui ne sont pas sommes de deux nombres
premiers. Nous combinons la formule explicite de Pintz pour les arcs majeurs avec I’estimation
de sommes exponentielles de Maynard, Pandey et Radziwill pour démontrer F(X) <. X 712+
des lors que toutes les fonctions L de Dirichlet possedent un demi-plan sans zéro fixe commun
Re s > by, avec Oy < 1. Le théoréme uniforme 7/8 rapporté dans la publication mathématique
d’OpenAl fournit cette entrée.

Sous ’hypothese plus forte que tout zéro de Dirichlet non trivial a une partie réelle au plus
0, ou 1/2 < 6 < 2/3, nous démontrons

0(5 — 40)

9(0)+e A S )

Ainsi, tout 6 < 2/3 fixé donne un exposant strictement inférieur a 7/12.
Ce dernier argument utilise une estimation classique de densité des zéros a module fixé et
est indépendant du nouveau théoréme de sommes exponentielles.
1 Introduction et résultats
Pour X > 4, on définit
EX)=#{ne€Z:4<n<X, 2|n, n# p+ q pour tous les nombres premiers p, q}.

Les nombres premiers p, ¢ peuvent étre égaux. Nous omettons I'entier pair 2 ; cela modifie les autres
définitions courantes de E(X) d’au plus un.

*Mots-clés et expressions : conjecture de Goldbach, ensemble exceptionnel pour le probleme de Goldbach.
Classification mathématique par sujets 2020 : 11P32.
Le premier auteur a été soutenu par I’Office national de recherche, de développement et d’innovation de Hongrie,
NKFIH, K133819, K147153, Excellence 151341.



L’étude de E(X) est I'une des principales approches quantitatives du probléeme binaire de Gold-
bach. Montgomery et Vaughan [5] ont établi une économie de puissance E(X) < X'~° pour un
certain 6 > 0 absolu.

La formule explicite de Pintz [8] permet des arcs majeurs sensiblement plus grands tout en conser-
vant la contribution des zéros proches de la droite SRe s = 1. Son application dans [9] donne
E(X) < X% pour X suffisamment grand.

Zhao [13] a ensuite obtenu E(X) < X%

Le traitement des zéros possibles pres de un s’appuie sur les régions sans zéro et les estimations de
répulsion des zéros de Heath-Brown [2], et sur leur raffinement par Xylouris [12].

Pintz et Althofer, avec I'assistance d’une IA, ont développé une nouvelle série de raffinements nu-
mériques inédits dans ce cadre analytique, aboutissant & I’exposant fixe rapporté 0.684 [10]. Ces
calculs conservent les dépendances entre les comptages de zéros, la masse précoce de zéros et les
queues, plutot que de les maximiser indépendamment. La chaine numérique compléte n’est pas
utilisée dans les démonstrations ci-dessous.

La référence [10] distingue le calcul intermédiaire 0.68601 du point terminal ultérieur 0.684.

Un demi-plan sans zéro fixe supprime entierement les éventuels zéros exceptionnels généralisés de
la formule des arcs majeurs, pour X suffisamment grand. L’exposant de ’ensemble exceptionnel
est alors controlé par les arcs mineurs. La nouvelle estimation de Maynard, Pandey et Radziwitt
[3] remplace I'exposant classique 4/5 dans une somme exponentielle sur les nombres premiers par
19/24. Les exposants correspondants pour l'ensemble exceptionnel sont
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La distinction entre ces deux paires d’exposants est utile.
Pour 1/2 < 6 < 1, soit Hy 'assertion
Rep <O pour tout zéro non trivial de toute fonction L de Dirichlet primitive. (1.1)

La fonction zéta est incluse comme fonction de conducteur un. L'uniformité signifie ici que le méme
0 convient pour tout caractere et toute hauteur.

Théoréme 1 (Un demi-plan sans zéro fixe). Supposons que Hy, soit vérifiée pour un certain 1/2 <
Oy < 1 fizé. Alors, pour tout € > 0,

E(X) <g,c X712, (1.2)

Corollaire 2 (Application du théoréme 7/8). En invogquant le théoréme uniforme sur les fonctions
L de Dirichlet d’OpenAl [6, Théoréme 1.1], on obtient

E(X) <. X7/12+5.



Le théoréme 1 isole I'implication exacte nécessaire au théoréme sans zéro externe. Un résultat pour
((s) seul ne fournirait pas son hypothese. Ce brouillon prend 1’énoncé uniforme pour les fonctions
de Dirichlet dans [6] comme entrée externe; il ne redémontre pas ce résultat. En fait, toute frontiere
fixe strictement inférieure & un, y compris 11/12, suffit pour cette application particuliere. La valeur
7/8 affecte le seuil inférieur requis pour X, mais non I'exposant dans (1.2).

La perte en ¢ est conservée partout : nous n’affirmons pas E(X) < X712 sans elle.

Le résultat suivant traite d’hypotheses sans zéro fixes plus fortes.

Théoréme 3 (Raffinement conditionnel). Supposons Hy pour un certain 1/2 < 0 < 2/3 fizé. Pour

tout € > 0,
3 3(1-6) 6(5b—40)
E(X) <. X901t 0) =20— = = : 1.3
Puisque ¢(2/3) = 7/12 et que g est strictement croissante sur [1/2,2/3], tout § < 2/3 fixé donne
une économie fixe positive sous 7/12, apres avoir choisi € suffisamment petit. Par exemple,

7025 1

H E(X EX25/44+8 o
s = BX)< " 12 44 66

11 s’agit d'un seuil suffisant pour la méthode, et non d’une affirmation que 6 < 2/3 serait nécessaire
ou optimal.
2 Arcs majeurs et mineurs

Ecrivons e(t) = exp(2rit). Fixons une petite constante § > 0, et choisissons une constante suffi-
samment petite g > 0 comme dans la formule des arcs majeurs de Pintz. Posons

X=X Sx(a)= > (logp)e(pa).

X1<p<X
Pour P < X*/°79 définissons, sur R/Z,
a P
mp) =y U farjo-2 <2l wp)= @z me)
g<P 0<a<q a4

(a,9)=1

Les distances et les approximations rationnelles sur le cercle sont comprises modulo un. Ces arcs
sont disjoints pour X suffisamment grand. Pour n € (X/2, X], écrivons

Rx(n)= 3 logplogq = Ram(n) + Rn(n),  Ra(n) = [ Sx(@)’e(~na)da.
pt+g=n
pg>X1

Nous utilisons la série singuliere de Goldbach usuelle

S(n) =20, [] i:;, Cy =11 (1 — (])_11)2> >0 (n pair).

p|n p>2
p>2



2.1 La spécialisation de la formule explicite de Pintz

Ce qui suit est la spécialisation sans zéro de [8, Théoreme 1 et équation (2.10), version arXiv].

Pour chaque Py < X*979 la formule permet un choix
P X< P<P,. (2.1)

Pour H fixé suffisamment grand, si aucune fonction L de Dirichlet primitive de conducteur au plus
P n’a de zéro dans

H
Res>1— ——, |Tms| < VX,
log X

alors, uniformément pour n pair dans (X/2, X],
Rox(n) = &(n)n + Os ((‘S(n)Xe’C‘SH) + O5( X177, cs >0, K>0. (2.2)

En effet, la somme de singularités généralisées dans cette formule ne contient alors que le pole de
((s) en un. Le terme provenant de la paire de pdles est &(n)n. Ici k est une constante positive
fixe ; nous l'autorisons a étre plus petite que ¢y pour absorber tout facteur logarithmique associé
au seuil inférieur des nombres premiers.

Sous Hy,, la condition de zéro est vérifiée des que

log X > (2.3)

1—6y

On choisit d’abord 4, puis H suffisamment grand, et enfin X suffisamment grand. L’intégrale Ryp(n)
est réelle par symétrie. Comme &(n) > 20y, 'équation (2.2) fournit

Rm(n) > cX (X/2<n <X, n pair) (2.4)
pour une certaine constante ¢ > 0.

Cela exclut tous les zéros exceptionnels généralisés pertinents pour la formule, et pas seulement un
éventuel zéro de Siegel réel.

2.2 L’estimation de sommes exponentielles et le seuil

Nous utilisons [3, Théoréme 1.1] sous la forme suivante. Si

_a _ 1/2 1 _
alors, pour tout n > 0,
Y
> A(m)e(ma)| <, Y <1/2 + Y19/24) : (2.5)
m<y By

Remplacer une borne supérieure stricte par une borne non stricte ne contribue que O(log(2Y")).



Nous précisons explicitement pourquoi (2.5) controle aussi le seuil inférieur dans Sx. Fixons a €
m(P) et 2 <Y < X, et choisissons une approximation de Dirichlet a ’échelle Y comme ci-dessus.

Siqg> P,alors By > P> PY/X.

Si g < P, le fait que o ¢ 9M(P) implique |B| > P/(¢X), donc de nouveau By > PY/X.

Y - /XY< X
/By P — P

En appliquant (2.5) a Y = X et Y = Xj, et en supprimant les puissances de nombres premiers
propres, dont le poids total de von Mangoldt est O(v/X (log X)?), on obtient

Par conséquent

X
sup |Sx(a)| <, X" <+X19/24>. 2.6
s 19x(0)] < X (75 26)

En particulier, aucune estimation triviale de taille X; n’intervient.

3 Démonstration du théoreme 1
Choisissons un 0 < § < 1/72 fixé, posons Py = X*/?7° et utilisons (2.1). Ainsi

X4/9—25 S P S X4/9—5‘ (31)
Sous Hy,, les choix décrits en (2.3) donnent (2.4).

Si un entier pair n € (X/2, X] n’a aucune représentation de Goldbach, alors Rx(n) = 0. Deés lors
|Ru(n)| = |Ran(n)| > cX|. L’inégalité de Bessel, suivie de (2.6) et de Parseval, donne donc

(E(X) - B(X/2))X> < /m  15x(@)]*do
< (s Ivta) [ Isx(@Pas

X2
<, X2 (P + X1/ 12) Xlog X. (3.2)

Ici [ |Sx|* = S x,<p<x (logp)? < Xlog X. 1l s’ensuit que

X
E(X) - E(X/2) <, X*"log X (P + X7/12> : (3.3)
D’apres (3.1),
X 5 7
i X5/9+26 e 29 —
P~ ’ 0 0

Etant donné ¢ > 0, prenons 1 > 0 suffisamment petit et sommons (3.3) sur les intervalles dyadiques.
Cela démontre (1.2). Le corollaire 2 s’obtient en posant 6y = 7/8 dans 'entrée externe [6, Théoreme
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1.1].

Cette démonstration explique pourquoi améliorer légerement la frontiere numérique 7/8 n’améliore
pas en soi I'exposant 7/12. Une fois le terme principal des arcs majeurs positif, 'estimation des
arcs mineurs affichée est 'entrée limitante. La section suivante utilise une information sans zéro
plus forte directement dans la somme exponentielle.

4 Bornes plus fines sous une hypothese sans zéro plus forte

Dans toute cette section, supposons Hy avec 1/2 < 6 < 2/3. Nous donnons une démonstration
complete du théoreme 3. Son entrée analytique est classique et ne nécessite ni [3] ni [6].

4.1 L’entrée classique de densité des zéros

Pour un caractere y mod ¢, soit x* le caractere primitif qui 'induit. Comptons les zéros avec
multiplicité, et posons

Ny(o,U)= > #{p=0+iv: Llp,x")=0,0< <1, >0, 7| <U}

x mod g
Nous utilisons I'estimation classique a module fixé

3(1—o0)
2—0

, (4.1)

B~ w

1
Ny(0,U) < (qU)P@log”(qU),  D(o) = 5 S0<
uniformément pour ¢ > 1 et U > 2. Ceci est explicitement consigné dans Wolke [11, éq. (2.2.5)],
avec une référence & Montgomery [4, Théoréme 12.1]. La somme porte sur les caractéres d’un mo-
dule fixé; le parametre est qU. Les facteurs d’Euler introduits par les caracteres non primitifs ont
des zéros sur Re s = 0, donc ils n’affectent pas cet énoncé.

Nous utilisons aussi le comptage total élémentaire des zéros

> #po [Impy

x mod ¢

< U} < q(U +1)log(q(U +2)). (4.2)

Par les équations fonctionnelles, Hy implique
1—-0<9Rep <0 pour tous ces zéros non triviaux. (4.3)

La borne inférieure s’obtient en appliquant I’hypotheése aussi au caractére conjugué. Dans notre
domaine, tous les zéros non triviaux restent donc dans la bande fixe 1/3 < SRep < 2/3.

4.2 Une estimation uniforme pres des points rationnels

Ecrivons e(t) = exp(2mit), et introduisons

Fx(a) = Y A(m)e ™ e(ma).

m>1



Le lissage exponentiel est commode car sa transformée de Mellin est un facteur gamma, et sa
convolution donne un terme principal exact. Posons

1 3(1-9)
0)=0— -4+ ——=. 4.4
Lemme 4. Supposons Hg, avec 1/2 < 0 < 2/3. Pour tout nn > 0, uniformément lorsque
2
((Z,q :17 1SQS2\/Ya |B|§77
) s
on a, avec z = X ' — 2mif3,
1(q) a(6)+
Fx(a/q+ B) = —== + Oy, XaO)+m) 4.5
w(a/a+8) = 7 -+ Oug (X077 (4.5)
Démonstration. Posons
T=1+ X|5|, B =qT.

Alors B <4VX, |2| < T/X, et 1/2 — |argz| > 1/T.

Développement en caractéres et formule explicite. Pour (m,q) = 1, Porthogonalité des

caracteres donne )

elam/q) = — > T(X)x(a)x(m).
Ici |7(x)| < /g, y compris pour les caractéres non primitifs. Remplacer x par x* ne modifie la
somme de von Mangoldt correspondante que sur les puissances de nombres premiers divisant q.
Leur contribution, ainsi que celle de (m, g) > 1, est absorbée dans O(,/7log”(¢X)).

Pour un caractere primitif de conducteur f < ¢, 'inversion de Mellin et un déplacement de contour
donnent

* —mz O —py
3 A(m)x*(m)e ™ = - S D(py)z " + Oy (log?(gX). (4.6)
m>1 Px*
ou d,~ = 1 pour le conducteur un et vaut zéro sinon. La puissance de z utilise le logarithme

principal. Pour étre complet, partons de

1 L
[, T X 0(s)2 ds

2mi

et déplacons la droite vers Res = —1/2. Les pdles traversés sont le pdle en un, les zéros non
triviaux, et 1’éventuel pole simple ou double de l'intégrande en zéro. Sous (4.3), le dernier résidu
est Oy(log?(¢X)) : les parties régulieres de la dérivée logarithmique en zéro sont bornées & 1'aide
de la formule de I’équation fonctionnelle et de sa formule en fractions partielles en un et deux. En
effet, les zéros restent a distance fixe de un et leur somme pondérée par (1+|7[*)~! est O(log(f+3)).



Sur la nouvelle droite, I’équation fonctionnelle donne L'/L(s, x*) < log(f(|Im s| +2)). La formule
de Stirling borne l'intégrale restante par

O([21"*10g* (¢(T +2))) ,

ce qui est inclus dans 'erreur de (4.6). Les contours horizontaux peuvent étre pris a distance des
zéros ; leurs intégrales tendent vers zéro car |arg z| < 7/2.

La méme décroissance exponentielle rend la somme sur les zéros affichée absolument convergente.

Par conséquent, avec ¢, = 7(Y)x(a),

Fx(a/qg+ B) = ——— Y o Y T(pe)z ™ + 0(valog*(¢X)). (4.7)

e(@)z  0(a) g

Le caractere principal fournit le terme principal car sa somme de Gauss vaut pu(q).

Estimation des zéros. Pour p = u + iv, la formule de Stirling et (4.3) donnent
D(p)2"| <o X T (1 + [n]) 1/ 2emenVT (4.8)

pour une constante absolue ¢ > 0.
Si u < 1/2, le membre de droite est au plus Op(X /2T ~1/2e=Pl/T) puisque X/T > v X.

Aprés sommation par (4.2) et multiplication par ,/g/¢(q), tous ces zéros contribuent
<o, X"XV2BY2, (4.9)
Pour u > 1/2, la borne (4.8) est au plus
Co X "T7V2(1 + |y|/T)"/SehI/T.

On peut écarter |y| > T(log X)? avec une erreur plus petite que toute puissance négative fixée de
X, par (4.2).

Partitionnons [1/2, 6] en intervalles de longueur au plus 1/log X, en traitant 'extrémité 6 = 1/2
comme une seule classe. Appliquons (4.1) a l'extrémité gauche de chaque intervalle, avec U =<
T(log X)2.

Les facteurs logarithmiques, le nombre d’intervalles, et ¢/¢(q) peuvent tous étre absorbés dans X.
Avec (4.9), cela borne le terme des zéros dans (4.7) par

gy X" <X1/231/2+ sup X“BD@—W). (4.10)

1/2<0<6

Ici le facteur B~/ est précisément le produit du facteur de somme de Gauss ¢~'/2, aux logarithmes
pres, et de T-1/2.



Pour 1/2 < 0 < 2/3, on a D(0) — 1/2 > 1/4. Comme B < v/X, le second terme dans (4.10) est
borné par le maximum de X" ou

Ainsi le maximum est X"? = X9 Le premier terme est O(X3/*), et a(6) > a(1/2) = 3/4.

La derniere erreur dans (4.7) est encore plus petite. Cela démontre (4.5). O

4.3 Le modele des arcs majeurs et ses coefficients de Fourier

Prenons P = X'/3. Sur R/Z, soit 9 la réunion des arcs

Sia QSP; O§a<q7 ((I,Q):l

Les distances sont ici interprétées modulo un. Ces arcs sont disjoints pour tout X suffisamment
grand, puisque 2P? < X. Définissons

1(q)
Vx(a) =4 p(¢) (X = 2mi(a — a/q))’
0, a ¢ M.

a appartient a I’arc autour de a/q,

Le lemme 4 s’applique sur M. Pour a ¢ 90, I'approximation de Dirichlet fournit ¢ < |vX| et
lo — a/q| < 1/(q|vVX]). Pour cette approximation, soit ¢ > P, soit ¢X|a — a/q| > P. Donc
B =q(1+ X|a—a/q|) > P, et le terme principal rationnel dans (4.5) est

X1+7I

B

<, <, X3,

Comme a(f) > 3/4, nous avons l'estimation globale
1Fx = Voo <o,y X¥OF. (4.11)
Parseval et une borne élémentaire de Chebyshev donnent
1
IEx (3 =30 Am)?e™™™ < Xlog X, [IVx[i < X3 —

m21 q<P ( )

< Xlog X. (4.12)

Toutes les normes et intégrales sur le cercle utilisent la mesure de Lebesgue de masse totale un. Par
conséquent

1
/ |Fx(a)? — Vx(a)?*da < ||Fx — Vx| || Fx + Vxl|3 <4, X20OFH 20100 X (4.13)
0

Pour identifier les coefficients du modele, posons

ox(n) = /Olvx(a)%(—m)da, )= Y elan/q).



En sommant d’abord les numérateurs de chaque dénominateur, on obtient

_ = M@)’eq(n) (PHaX) e(—np)
UX(n)_q;a w(q)? /—P/<qX) (X1 — 2miB)? 4 414

Pour n > 0, I'intégrale complete sur la droite réelle vaut exactement ne~"/~. Cela suit de I'inver-

sion de Fourier appliquée & la convolution de ¢ — e~*/X1,. avec elle-méme. La valeur absolue des
queues omises est O(gX/P).

Uniformément pour 1 < n < X, les estimations élémentaires des sommes de Ramanujan donnent
qleq(n)] cg(n)| X"
.u &y —. (4.15)
2 plg)? q; plg)? 7P

q<P

Pour clarifier, utilisons [c,(n)| < (¢,n), ¢/¢(q) <s ¢, et (g, 1) = X y(gn) ©(d). La premiére somme
se réduit alors a des sommes de diviseurs fois 3=, <p/q4 m~L.

Pour la seconde, en scindant les diviseurs en d = P, on obtient, pour chaque d | n, une borne
06( P—1+26).

La borne sur le nombre de diviseurs d(n) < n°, avec un 4 suffisamment petit, démontre (4.15).

Il s’ensuit de (4.14)-(4.15) que

2
vx(n) = ne ™ X&(n) + 0,(X*/P), S(n)=>_ M. (4.16)
= ela)
Pour n pair, son produit eulérien absolument convergent est
pln p—= 2 p>2 (p - 1)
p>2
En choisissant n < 1/3 dans (4.16), nous concluons que
lux(n)] > ¢X pour tout n pair dans (X/2, X| (4.18)

et pour tout X suffisamment grand, pour une certaine constante absolue ¢ > 0.

4.4 Suppression des puissances de nombres premiers et comptage des
exceptions

Le n-iéme coefficient de Fourier de F% est

e X Ra(n), Ra(n) = > A(u)A(v).

u+v=n

Si n n’est pas somme de deux nombres premiers, tout terme non nul de cette derniére somme
implique au moins une puissance propre de nombre premier p*, k > 2. Il y a O(v/ X log X) telles
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puissances jusqu’a X, chacune contribue au plus (log X)?, et 'un ou l'autre des sommants peut
étre la puissance de nombre premier. Ainsi, uniformément pour de tels n < X,

Ra(n) < VX (log X)? = o(X). (4.19)

Par (4.18) et (4.19), le coefficient de Fourier de F% — V3 a une valeur absolue d’au moins ¢X/2 en
tout entier pair exceptionnel n € (X/2, X], pour X grand. L’inégalité de Bessel et (4.13) donnent
donc

(B(X) = B(X/2))X? <gy X202 ]0g X.

Etant donné e > 0, choisissons 7 > 0 suffisamment petit. Cela démontre
E(X) — E(X/2) <g. X201t

Puisque 2a(f) — 1 > 1/2, la sommation sur les intervalles dyadiques démontre le théoréme 3, avec
g(0) =2a(6) — 1.

4.5 Conséquences numériques et seuil suffisant

Sur [1/2,2/3],
3 5 7
"H=2———-=>—>0 2/3) = —.
q'(0) 202> 16 " 9(2/3) = 5
Par conséquent, tout § < 2/3 fixé donne g(6) < 7/12. Pour obtenir un exposant effectivement
inférieur a 7/12 dans (1.3), choisissons € plus petit que cet écart positif. Voici les exposants avant

I’'ajout du e arbitraire.

Frontiere de zéros 6 | Exposant de I’ensemble exceptionnel g(#) | Valeur décimale
2/3 7/12 0.583333.. ..
13/20 26/45 0.577777 ...
5/8 25/44 0.568181 ...
3/5 39/70 0.557142 . ..
7/12 28/51 0.549019. ..
1/2 1/2 0.500000
Par exemple, Hs/s donne
7 25 1
E(X . X25/44+5 e
(X) < ’ 12 44 66

Pour rendre I'exposant strictement inférieur a 0.55 = 11/20, il suffit de supposer une frontiere fixe

61 — /201
80

puis de prendre e suffisamment petit. L’égalité dans cette derniere frontiere donne g(#) = 0.55,
avant la perte en €.

0 < = 0.5852819140. . .,

Pour comparaison, si I'estimation de densité (4.1) est remplacée partout par le comptage total (4.2),
le méme argument donne une erreur locale Oy, (X+1/4*7) et donc la borne plus faible

B(X) <. X2071/24e,

Cette borne ne bat 7/12 que lorsque 6 < 13/24. C’est 'utilisation de lestimation de densité a
module fixé qui améliore ce seuil suffisant a 2/3.
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5 Comparaison avec ’estimation de densité de Guth-Maynard

Pintz a observé que I'amélioration de la densité des zéros de Guth et Maynard [1, Théoréme 1.2]
n’affine pas la plage conditionnelle utilisée ici. Leur estimation de zéta énoncée a pour exposant

15(1 —
Dau(o) = 3(+5;) N(0,T) < TPom()+o0),

En la comparant a I'exposant d’Ingham, on obtient, pour 1/2 < o < 1,

15(1 — o) _ 3(1—o0) - 7
= o>
3+ 50 2—o0 10

L’argument de la section 4 n’utilise que 1/2 <o <60 < 2/3 < 7/10.

Ainsi, méme une borne analogue pour la famille a module fixe avec cet exposant n’améliorerait pas
(4.10) dans notre domaine. De plus, 'estimation de zéta a elle seule ne remplace pas la somme sur
tous les caractéres modulo ¢ requise dans (4.1). Ces deux points expliquent pourquoi le raffinement
conditionnel ci-dessus utilise I'estimation classique.

6 Déclaration d’utilisation de I'IA et contributions

ChatGPT, un systeme d’TA fourni par OpenAl, a été utilisé dans le développement de ce travail. Sa contribution
comprenait la proposition et le développement de I'exposant conditionnel g(6), la vérification de l’algebre et des plages
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travail externe dans [6]. Les arguments mathématiques n’ont pas été formalisés en Lean. La portée de la formalisation
rapportée pour le résultat externe 7/8 est documentée séparément dans [7]; aucune reconstruction indépendante de
cette formalisation n’est revendiquée ici. Les certificats de la chaine numérique antérieure n’ont pas été réexécutés
lors de la préparation de ce brouillon. Les vérifications algébriques et la compilation réussie ne remplacent pas
la vérification des arguments analytiques et des hypotheéses des théoréemes cités. Les auteurs humains conservent
la responsabilité du contenu mathématique final, des références et de la soumission, et ce brouillon de travail ne
représente pas leur approbation finale de chaque énoncé.
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