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Préface

Les questions !

1. Dans la suite, Peano utilise comme symbole D pour = N pour A, U pour V, A pour False, € pour € ainsi
qu’une notation spécifique pour U'inversion (“les = tels que”) qui appartiennent aux fondements des mathématiques,
bien que traitées par beaucoup en ces temps, manquent encore d’'une solution satisfaisante. Cette difficulté nait
principalement de 'ambiguité du langage.

C’est pourquoi il est de la plus grande importance de peser attentivement les mots eux-mémes dont nous
usons. Cet examen, je me le suis proposé, et j’expose dans cet écrit les résultats de mon étude et les applications a
Parithmétique.

Toutes les idées qui interviennent dans les principes de I’arithmétique, je les ai indiquées par des signes, de sorte
que toute proposition s’énonce par ces seuls signes.

Or les signes appartiennent soit a la logique, soit en propre a 'arithmétique. Les signes logiques qui apparaissent
ici sont au nombre d’une dizaine, bien que tous ne soient pas nécessaires. L’usage de ces signes et quelques-unes de
leurs propriétés sont expliqués dans la premiere partie en langage commun. Je n’ai pas voulu exposer leur théorie
plus abondamment ici. Les signes arithmétiques, la ou ils apparaissent, sont expliqués.

Par ces notations, toute proposition revét une forme et une précision dont jouissent les équations en algebre, et
a partir des propositions ainsi écrites, d’autres se déduisent, et par des procédés qui s’assimilent a la résolution des

équations. Ceci est le point capital de tout I’écrit.

Et, ayant établi les signes par lesquels je peux écrire les propositions arithmétiques, j’ai utilisé dans leur



J’ai institué le signe €, qu’il n’est pas permis de confondre avec le signe D, les applications de
I'inversion en logique, et quelques autres conventions, pour parvenir a exprimer n’importe quelle
proposition.

Dans les démonstrations arithmétiques, j’ai utilisé le livre de H. Grassmann, Lehrbuch der Arith-
metik, Berlin 1861.

M’a été utile aussi le récent écrit de R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen ; Braunsch-
weig, 1888, dans lequel les questions qui appartiennent aux fondements des nombres sont examinées
avec acuité.

Ce petit livre doit étre considéré comme un spécimen de la nouvelle méthode. Par ces notations,
nous pouvons énoncer et démontrer d’innombrables autres propositions, comme celles qui appar-
tiennent aux rationnels et aux irrationnels. Mais, pour traiter d’autres théories, il est nécessaire
d’instituer de nouveaux signes, qui indiquent de nouveaux étres. Je pense certes qu’avec ces seuls
signes logiques, les propositions de n’importe quelle science peuvent étre exprimées, pourvu qu’on
y ajoute les signes qui représentent les étres de cette science.

Table des signes

traitement une méthode que, puisqu’elle devrait aussi étre suivie dans d’autres études, j’expose brievement.

Parmi les signes de l'arithmétique, ceux qu’il est permis d’exprimer par les autres, avec les signes logiques,
signifient des idées que nous pouvons définir. J’ai ainsi défini tous les signes, si I'on en excepte quatre, qui sont
contenus dans les explications du § 1. Si, comme je le pense, ces derniers ne peuvent étre réduits davantage, les idées
qu’ils expriment ne peuvent étre définies au moyen d’idées supposées connues auparavant.

Les propositions qui se déduisent des autres par les opérations logiques sont des théorémes; celles qui ne le
sont pas, je les ai appelées axiomes. Les axiomes sont ici au nombre de neuf (§1), et ils expriment les propriétés
fondamentales des signes qui manquent de définition.

Dans les §1-6, j’ai démontré les propriétés communes des nombres; par souci de brieveté, j’ai omis les
démonstrations semblables aux précédentes; il faut changer la forme commune des démonstrations pour qu’elles
s’expriment par des signes logiques ; cette transformation est parfois plus difficile, mais la nature de la démonstration
ressort cependant tres clairement de la.

Dans les §suivants, j’ai traité diverses choses, afin que la puissance de cette méthode apparaisse davantage.

Dans le §7 sont contenus quelques théorémes qui appartiennent a la théorie des nombres. Dans les §8 et 9 se
trouvent les définitions des rationnels et des irrationnels.

Enfin, dans le § 10, j’ai exposé quelques théorémes que je pense nouveaux, appartenant & la théorie des étres
(entia), que lillustre Cantor a appelée Punktmenge (ensemble de points).

Dans cet écrit, j’ai utilisé des études d’autrui. Les notations et propositions logiques qui sont contenues dans le
n® II, III et IV, si 'on en excepte quelques-unes, sont a rapporter a I'ccuvre de beaucoup d’auteurs, parmi lesquels
principalement Boole 2.



Signes logiques

Signe Signification Page
P proposition VII
K classe X
N et VII, X
U ou VIII, X, XI
— non VIII, X
A Faux, absurde, néant VIII, XI
D se déduit de, ou est contenu dans | VIII, XI
= est égal VIII
€ dans, appartient X
[] signe d’inversion XI
> qui, ou [¢] XI1
Théoreme | Th XVI
Hypothese | Hp “
These Ts “
Logique L “
Signes arithmétiques
Signes 1, 2, ..., =, >, <, +, —, X | ont leur signification habituelle.

Le symbole de la division est

/.

w2
—-
e
=
@

TATURZEZZORZ

Signification

nombre entier positif

nombre rationnel positif
quantité ou nombre réel positif
nombre premier

le plus grand

le plus petit

borne, ou limite supérieure

est un diviseur de

est un multiple de

est premier a (a un pged de 1 avec)

Signes composés

- < n’est pas plus petit que
= U > | est plus grand ou égal
>D diviseur

M 3 D | le plus grand diviseur




Notations logiques

I. De la ponctuation.

Les lettres a,b,...xz,y,...2'y ... indiquent des étres indéterminés quelconques. Mais les étres dé-
terminés sont indiqués par des signes ou lettres P, K, N ...

Nous écrivons le plus souvent les signes sur la méme ligne. Pour que 'ordre apparaisse selon lequel
il faut les joindre, nous usons de parentheses comme en algebre, ou de points : - : .°.:: etc.

Pour que soit comprise une formule divisée par des points, il faut d’abord réunir les signes que ne
sépare aucun point, ensuite ceux que sépare un point, etc.

Ex. gr. soient a, b, c... des signes quelconques. Alors ab - cd signifie (ab)(cd); et ab-cd :ef -gh...k
signifie (((ab)(cd))((ef)(gh)))k-

Il est permis d’omettre les signes de ponctuation si les formules qui existent avec une ponctuation
diverse ont le méme sens ; ou si une seule formule, et celle-1a méme que nous voulons écrire, a un sens.
Pour éviter le danger d’ambiguité, nous n’employons jamais les signes “” et « :”
d’opérations arithmétiques ... :

comme signes

La figure des parentheses est une seule () ; si dans la méme formule se trouvent des parentheses et
des points, sont réunis d’abord ceux qui sont contenus par des parentheses.

II. Des propositions.

Par le signe P on indique proposition.

Le signe N se lit et. Soient a, b, des propositions; alors a N b est 'affirmation simultanée des propo-
sitions a, b. Par souci de brieveté, au lieu de a N b nous écrivons communément ab.

Le signe — se lit non. Soit a une proposition P quelconque ; alors —a est la négation de la proposi-
tion a.

Le signe U se lit ou. Soient a, b des propositions; alors a U b est la méme chose que — : —a - —b.
[Par le signe V on indique le vrai, ou l’identité ; mais nous n’utilisons jamais ce signe].

Le signe A signifie fauz, ou absurde.



[Le signe C signifie est conséquence de; ainsi b C a se lit b est conséquence de la proposition a. Mais
nous n’usons jamais de ce signe].

Le signe D signifie se déduit ; ainsi a D b signifie la méme chose que b C a. Si les propositions a, b
contiennent des étres indéterminés z,vy, ..., a savoir s’il y a entre ces mémes étres des conditions,
alors a D, b signifie : quels que soient z,y, ..., de la proposition a on déduit b. Si cependant le
danger d’ambiguité est écarté, au lieu de D, nous écrivons seulement D.

Le signe = signifie est égal. Soient a,b des propositions; alors a = b signifie la méme chose que
aDb-bDa;laproposition a =, b signifie la méme chose que a D, b-b D,y a.

III. Propositions logiques

Soient a, b, c, ... des propositions. Alors on aura :
1. a Da.
22.aDb-bDc:DraDe.
3.a=b=a>Db-bDa.
4. a = a.

5. a=0b-=-b=a.

6. a=b-bDc:D-aDec
7.aD>b-b=c:D-aDec.
8.a=b-b=c:D-a=c.
9.a=0-D-:aDb.

10. a=b-D b Da.

11. ab D a.

12. ab = ba.

13. a(bc) = (ab)c = abe.
14. aa = a.

15. a="b- D -ac = be.
16. a D b- D -ac D be.
17 aDb-¢Dd:D-ac D bd.
18.aDb-aDc:=-aDbc.
19. a=b-c=d:D -ac=0bd.

20. —(—a) =a.



21.
22.

23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.

35.
36.
37.
38.
39.

40

41.

a=bD-aUc=bUc.

aDb D-aUcDbUec.
aDb-cDd:D-aUc D-bUd.
bD>a-cDa:=-bUcDa.

a=0b=-—a=—b.
aDb=-—0bD —a.

aUb =:-—:—a-—b.

—(ab) = (=a) U (=b).
—(aUb) = (=a)(-b).

a>D-aUb.

aUb=>bUa.
aU(bUc)=(aUb)Uc=aUbUc.
alUa =a.

a(bUc) =abU ac.

a—a=A.

al = A.

aUA =a.

aDAN =-a=A.

aDb =-a—b=A.

. ADa.
aUb=A=ra=AN-b=A.

42. a D -bDc:=:abDec.
43. a D -b=c:= -ab=ac.
Soit @ un certain signe de relation (ex. gr. =, D), de sorte que aab soit une certaine proposition.

Alors au lieu de aab - afb, nous écrivons a — o — b; a savoir :

Ainsi le signe — # — signifie n’est pas égal. Si la proposition a contient un indéterminé x, a—
signifie : sont x qui satisfont a la condition a. Le signe — D signifie ne se déduit pas.

a— = —b

a— D —b

:—-a=0>0.

:—-aDb.

_xA



Semblablement, si « et 3 sont des signes de relation, au lieu de aab - aBb, et aab - U - af5b nous
pouvons écrire a-af-bet a-aUS-b. Ainsi, si a et b sont des propositions, la formule a- D — = -b
dit : de @ on déduit b, mais non réciproquement.

a-D>—=:b:=aDb-b— Da.
Formules :
aD>b-bDc-a—Dc:=A.
a=b-b=c-a—=c:=A.
aD>b-bD—=c:D-aD—=c
adD—=b-bDc:Dad—=c

Mais nous usons rarement de ces notations.

IV. Des classes.

Par le signe K on indique classe, ou agrégat d’étres.

Le signe —e signifie n'est pas. Ainsi aeb se lit a est un certain b; aeK signifie a est une certaine
classe; aeP signifie a est une certaine proposition.

Au lieu de —(aeb) nous écrivons a — €b; le signe —e signifie n’est pas; a savoir :
44. a — €b- =: — - aeb.
Le signe a, b, cem signifie : a,b et ¢ sont m ; a savoir :
45. a,b,cem- =: aem - bem - cem.
Soit a une classe ; alors —a indique la classe constituée des individus qui ne sont pas a.
46. aeK- D: re —a- = -x — ea.
Soient a,b des classes; a N b, ou ab, est la classe constituée des individus qui a la fois a et b; a U b
est la classe des individus constituée qui sont a ou b.
47. a,be K- D -xe - ab :=: xea - xeb.
48. a,be K- D -xe-aUb:=: xea - U - zeb.
Le signe A indique la classe qui ne contient aucun individu. Ainsi :
49. aeK- D -a = A :=: xea- =, A.
[Par le signe V, qui indique la classe constituée de tous les individus dont il s’agit, nous n’usons

pas]. Le signe D signifie est contenu(e) dans. Ainsi a D b signifie la classe a est contenue dans la
classe b.

50. a,beK- D -a D b:=: xea D, -xeb.

[La formule b C a peut signifier la classe b contient la classe a; mais on n’use pas du signe C].

Ici les signes A et D ont une signification qui differe un peu de la précédente ; mais aucune ambiguité
ne naitra. En effet, si ’on traite des propositions, ces signes se lisent absurde et se déduit ; si vraiment
[on traite] des classes, néant et est contenu. La formule a = b, si a et b sont des classes, signifie
a>Db-bDa. Clest pourquoi



ol.

a,be K- D -a=b:=: xea- =, -xeb.

Les propositions 1... 41 subsistent aussi, si a,b... indiquent des classes; en outre il y a :

52.
33.
54.
95.

aeb- O -beK.
aeb- O -b— = A.
aeb-b=c:D -aec.

aeb-b D ¢ :D -acc.

Soient s une classe, et k une classe qui est contenue dans s ; alors nous disons que k est un individu
de la classe s, si k est constitué d’un seul individu. C’est pourquoi :

56.

seK -k D s:D kess = -k—=AN:z,yek- D,y -z =y.

V. De l'inversion.

Le signe de I'inversion est [], et nous expliquerons son usage au numéro suivant. Ici nous exposons
seulement les cas particuliers.

1.

o7.
o8.
99.

Soit a une proposition, contenant I'indéterminé z ; alors I’écriture [z€|a, qui se lit les © pour
lesquels a, ou solutions, ou racines de la condition a, indique la classe constituée des individus
qui satisfont a la condition a. C’est pourquoi :

aeP- D: [xela - eK.
acK- D - [ze] - xea == a.

aeP- D -xe - [zela = a.

Soient «, 5 des propositions contenant I'indéterminé x ; il sera :

60.
61.
62.
63.
64.

2.

65.
66.

[ze](af) = ([ze]) ([ B).
[re] — v = —[x€]a.

[ze](aU B) = [ze]a U [ze] B.
a D, - = -[xeja D [xe]S.
a =, B = [rela = [x€] 5.

Soient x,y des étres quelconques ; le systeme composé de 1'étre x et de I’étre y nous le consi-
dérons comme nouveau, et nous l'indiquons par le signe (z,y) ; et semblablement si le nombre
des étres est plus grand. Soit a une proposition indéterminée contenant z,y; alors [(x,y)ela
indique la classe constituée des étres (x,y) qui satisfont a la condition «. Il sera :

@ Dy f- = [(z,y)ela O [(z,y)e| 5.
[(z,y)e)a— = A =: -[ze] - [yela— = A — = A.

Soit zay une relation entre les indéterminés x et y (ex. gr. en logique les relations z = y, z— =
y,x DO y; en arithmétique = < y,x > y, etc.). Alors par le signe [ea]y nous indiquons les z
qui satisfont & la relation xay. Par commodité, au lieu de [€], nous usons du signe 3. Ainsi
> ay- =: [ze] - xay, et le signe 3 se lit qui, ou quel. Ex. gr. soit y un nombre; alors 3< y
indique la classe des nombres x qui satisfont a la condition x < y, a savoir, qui sont moindres
que y, ou simplement moindres que y. Semblablement, puisque le signe D signifie divise, ou
est diviseur, le signe 3 D signifie divise. On déduit xe > ay = zay.

8



4. Soit a une formule contenant 'indéterminé z. Alors l'écriture z'[x]a, qui se lit 2/ substitué
a x dans «, indique la formule qui est obtenue si dans «, au lieu de z, on lit 2. On déduit

z[r]a = a.
5. Soit v une formule, qui contient les indéterminés x,y, ... Alors (', v/, ... )]z, y...]|a,
qui se lit ', 9/, ... substitués a x, vy, ...dans «, indique la formule qui est obtenue si dans «a au lieu
de z,y, ..., on écrit les lettres 2’, ¢/, . ... On déduit (x,y)[z, y|la = a.

VI. Des fonctions.

Les notations logiques qui précedent suffisent pour exprimer n’importe quelle proposition arithmé-
tique, et nous n’usons que de celles-la. Ici nous expliquons brievement quelques autres notations,
qui peuvent devenir utiles.

Soit s une certaine classe; nous supposons définie entre les étres du systéme s une égalité, qui
satisfait aux conditions :
a=a.

a=b=-b=a.
a=b-b=c:D-a=c

Soit ¢ un signe, ou un agrégat de signes, de sorte que si z est un étre de la classe s, 'écriture px
indique un nouvel étre ; nous supposons aussi définie une égalité entre les étres px ; et si x et y sont
des étres de la classe s, et si x = y, nous supposons que 1'on peut déduire px = ¢y. Alors le signe
v est dit signe de fonction préposé dans la classe s, et nous écrivons ¢ > F's.

seK- D 'QOEF/S' =1 ZL,YES - T =Y Dgy PT = QY.

Mais si, comme x est un étre quelconque de la classe s, ’écriture ¢ indique un nouvel étre, et si
de x = y on déduit xp = yyp, alors nous disons que ¢ est un signe de fonction postposé dans la
classe s et nous écrivons pes'F'.

seK- D: -pes' F- =i -x,yes - & =y :Dyy TP = Yp.

Exemples. Soit a un nombre ; alors a+ est un signe de fonction préposé dans la classe des nombres,
et 4+a est un signe de fonction postposé; en effet, quel que soit le nombre x, les formules a + x et
x + a indiquent de nouveaux nombres, et de x = y on déduit a+xr =a+y, et t+a =y +a. Cest
pourquoi

aeN-D:a+ -eF'N.

aeN-D: +a-eN'F.

Soit o un signe de fonction préposé dans la classe s. Alors [p]y indique la classe constituée de ceux
x, qui satisfont & la condition px = y; & savoir : Def. seK - peF's 1D -[ply- = -[xe](px = y).
La classe [p|y peut contenir soit un, soit plusieurs, soit méme aucun individu. Il sera :

seK - pel's :D -y = px- = -xe[ply.

9



Si vraiment @y est constitué d’un seul individu, il sera y = px- = -x = [p]y.

Soit  un signe de fonction postposé ; semblablement nous posons :
seK - pes'F D - - ylp] = [xe](xp = y).

Le signe [] est dit signe d’inversion, et son usage a déja été exposé en logique. En effet, si a est une
proposition contenant l'indéterminé x, et si « est la classe composée des individus x qui satisfont
a la condition «, il sera xea- = -, alors o = [z€|a, comme au V, 1.

Soit v une formule contenant I'indéterminé z, et soit ¢ un signe de fonction, qui, préposé a la lettre
x, engendre la formule « ; a savoir soit a = pz ; alors il sera ¢ = a[z], et si 2’ est un nouvel étre, il
sera pz’ = afz|r’, a savoir, si « est une formule contenant I'indéterminé z, alors afz|x’ signifie ce
qui est obtenu si dans «, au lieu de x, on pose z’.

Semblablement, soit a une formule contenant I'indéterminé x, et soit ¢ un signe de fonction post-
posé, de sorte que zp = «; on déduit ¢ = [z]a; alors, si 2’ est un nouvel étre, il sera 2’ = 2'[z]a,
a savoir 2’[x]a indique & son tour ce qui est obtenu si dans «, au lieu de z, on lit 2/, comme au V,
4.

Le signe [| peut avoir en logique d’autres usages, que nous exposons brievement, bien que nous
n’en usions pas. Soient a et b deux classes ; alors [aN]b soit b[Na] indique les classes x, qui satisfont
a la condition b = a N x, soit b = x Na. Si b n’est pas contenu dans a, aucune classe ne satisfait a
cette condition ; si b est contenu dans a, le signe b[Na] indique toutes les classes qui contiennent b
et sont contenues dans bU —a.

En arithmétique, soient a,b des nombres; alors [b + a| soit [a+]b indique le nombre x, qui satisfait
a la condition b = x + a, soit b = a + x, a savoir b — a. Semblablement il sera b[xa] = [ax]b = b/a.
Et en analyse ce signe peut se présenter ; ¢’est pourquoi

y = sinx- = -xe[sinly (au lieu dex = arc sin y).

dF(z) = f(z)dz- = ‘-F(x)e[d] f(z)dzx (au lieu de F(z) = /f(:v)dac)

Soit a nouveau ¢ un signe de fonction préposé dans la classe s, et soit k£ une classe contenue dans
s; alors pk indique la classe composée de tous les pz, ou x sont des étres de la classe k; a savoir

Def. seK - keK -k D s-pel's D -k = [yel(k - [ply : — = A).
Ou seK - keK - k D s-pel's :D -pk = [ye|([xe] - xek - px =y - — = A). Def. seK - keK -k D
s pes'F D ko = [ye|(k - y[p] - — = A).

C’est pourquoi, si peF’s, alors s indique la classe composée de tous les px, ot z sont des étres de
la classe s. Il sera :

seK - peF's - yeps :D ploly = .
seK -a,beK -aDs-bDs-peF's:D plaUb) = (pa) U (pb).
seK - peF's :D A = A.

10



seK -a,beK -bDs-aDb-peF's D -pa D pb.
seK -a,beK -aDs-bDs-peF's:D p(ab) D (a)(pb).

Soit a une certaine classe ; alors a N K, soit K N a, soit Ka, indique toutes les classes de la forme
a Nz, soit x N a, xa, ou x est une classe quelconque; a savoir Ka indique les classes qui sont
contenues dans a. La formule xeKa signifie la méme chose que xeK -z O a. Nous usons parfois de
cette convention ; ainsi K N indique la classe des nombres.

Semblablement, si a est une classe, K U a indique les classes qui contiennent a. Soit ¢ un nombre ;
alors a+ N, soit N +a, indique les nombres plus grands que le nombre a; a X N, soit N X a, soit Na
indique les multiples du nombre a; ¢’ indique les puissances du nombre a; N2, N3, ... indiquent
les nombres carrés, ou les nombres cubes, etc.

L’égalité, le produit, les puissances des signes de fonctions peuvent étre définies ainsi : Def. seK-
o, elFs 1D« =1 :=: xes- D «px = Px. Def. seK - pel's - peF ps - wes 1D poxr = P(px).

C’est pourquoi, dans 'hypothese de la définition, il sera )¢ un nouveau signe de fonction préposé ;
et cela méme est appelé produit des signes i et .

Semblablement, si o, sont des signes de fonctions postposés.

Cette proposition vaudra :
seK - gpeF/s CPS D S:IDpYs DS pPps D s - ete.

Les fonctions ¢, ppe,... sont dites itérées et sont communément désignées par les signes ¢?, ¢3,...
, comme puissances de 'opération ¢.

Si vraiment ¢ est un signe de fonction postposé, on peut user de cette notation plus facile, sans
ambiguité : Def. seK - pes'F-sp D s:D -l = p-p2 = pp-p3 = ppp-etc. Dans ’hypothese
de la définition, si m,neN, il sera p(m +n) = (em)(¢n); (gm)n = e(mn).

Si nous usons de cette définition en Arithmétique, nous trouvons ceci. Le nombre qui suit le nombre
a nous pouvons l'indiquer par le signe plus facile a+ ; alors a+1,a+2, ... etc., et si b est un nombre,
a + b, ont le sens connu a+,a + +, ... comme il ressort de la définition au §1. La proposition 6 au
§ 1 nous pouvons ’écrire N+ D N. Si a, b, ¢ sont des nombres, alors a : +b - ¢ signifie a + be, et
a: xb - c signifie ab®.

Les signes de fonctions jouissent de beaucoup d’autres propriétés, surtout s’ils satisfont a la condi-
tion : pxr = py- DO -x = y. Le signe de fonction qui satisfait a cette condition est appelé par le tres
illustre Dedekind semblable (dhnlich Abbildung). Mais le lieu manque pour exposer ces choses.

Déclarations.

Une définition, ou brievement Def. est une proposition ayant la forme z = «, soit @« D r = «a, ou «
est un agrégat de signes ayant un sens connu; z est un signe, ou un agrégat de signes, manquant
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encore de signification ; a vraiment est la condition sous laquelle la définition est donnée.

Un Théoréme, (Théor. ou Th.) est une proposition qui est démontrée. Si le théoréme a la forme
a D f, ou a et § sont des propositions, alors « est dite étre une Hypothése (Hyp. ou Hp.),
vraiment une Thése (Thes. ou Ts.) dépendent de la forme du Théoréeme; en effet si au lieu de
a D [ nous écrivons —f3 D —a, on aura —f Hypothese, et —a These; si vraiment nous écrivons
a — 8 = A, Hypothese et These dépendent de la forme du théoreme.

Dans n’importe quel §le signe P qui suit un certain nombre, indique la proposition du méme
§signalée par ce numéro. Les propositions logiques sont indiquées par le signe L et le numéro de la

proposition. Les formules qui ne sont pas contenues sur une méme ligne, sont suivies sur une autre
ligne, aucun signe n’étant interposé.

Principes arithmétiques.

§ 1. Des nombres et de ’addition.

Ezxplications.

Par le signe N on indique wun nombre (entier positif).

“ 1 “ ['unité.
“ a+1 © le successeur de a, soit a plus 1.
“ = “ est égal.

Ceci doit étre considéré
comme un nouveau signe,
bien qu’il ait 'apparence
d’un signe logique.

Axiomes.

leN.

aeN-D -a = a.

a,b,ceN- D:a=0b =-b=a.
a,beN-D--a=b-b=c:D-a=c.
a=1"b-beN :D -aeN.

aeN- D -a+ 1eN.

a,beN- D:a=b-=-a+1=b+ 1.
aeN-D-a+1—=1.

N o Ot WD
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9. keK - -lek- : xeN - xek :D, -x + lek =D -N D k.

Définitions.
10. 2=1+1;3=2+1;4 =3+ 1;etc.
Théoremes.
11. 2eN.
Dém. :
P1.-D>:1eN (1)
1[a](P6)- D : 1eN- D -1+ 1eN (2)
(1)(2) - D : 1+ 1eN (3)
P10-2:2=1+1 (4)

(4) - (3) - (2, 141) [a,b](P5) :D : 2eN (Théoreme).

Note. - De cette démonstration tres facile, nous avons écrit explicitement tous les degrés. Par souci
de brieveté, nous I’écrivons ainsi :

P1-1[a](P6) :>: 1+ 1eN - P10 - (2,1 + 1)[a, b](P5) :D: Th.
ou
P1-P6:D>:1+1eN - P10 - P5:D: Th.

12. 3,4,...¢N.

13. a,b,c,deN -a=b-b=c-c=d:D:a=d.
Dém. Hyp. P 4 :D:a,c,de N-a=c-c=d-P4:D:Thes.

14. a,b,ceN -a=b-b=c-a— =c:=A.
Dém. P 4 - L 39 :D -Théor.

15. a,b,ceN -a=b-b—=c:D -a— =c.
16. a,beN -a=0:D-a+1=>b+1.

16" a,beN -a+1=0b+1:D-a=0.
Dém. P 7 = (P 16)(P 16").

17. a,beN- D:a—=b-=-a+1—=b+1.
Dém. P 7 -L21 :D -Théor.

Définitions.

18. a,beN- D -a+ (b+1) = (a+b)+ 1.
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Note. - Cette définition doit étre lue ainsi : si a et b sont des nombres, et (a + b) + 1 a un sens (a
savoir si a + b est un nombre), mais a + (b + 1) n’est pas encore défini, alors a + (b + 1) signifie le
nombre qui suit a + b.

De cette définition, et des précédentes, on déduit :

19.

20.
21.
22.

23.

24.

24",

25.

aeN-D--a+2=a+(1+1)=(a+1)+1

aeN-D--a+3=a+(2+1)=(a+2)+ 1, etc.

Théoremes.
a,beN- D -a+ beN.
Dém. aeN - P6 :D -a+ 1eN :D -1e[be] These (1)
aeN- D - - beN - be[be]These :D -a + beN - P6 :D -(a+b) + 1eN - P18 :D -a+ (b+ 1)eN :D
-(b+ 1)e[be] These (2)
aeN - (1)-(2)- D --1e[be]These : -beN - be[be] These : Dy, -b+ 1e[be] These : -([be] Ts)[k] P9 :D -N D
[be] These - (L50) :D -beN- D -These (3)
(3) - (L 42) : D: a,beN- D -These. (Théoréme).
Def.a+b+c=(a+0b)+c.
a,b,ceN- D -a+ b+ ceN.
a,b,ceN- D:a=b=-a+c=b+c.
Dém. a,beN - P7:D -1e[ce|/ These (1)
a,beN- D: -ceN - ce[ce]These :D --a=b-=-a+c=b+c:-a+cb+ceN:a+c=b+c =
a+c+l=b+c+1:D-a=b=-a+(c+1)=b+(c+1):D(c+ 1)e[ce]These (2)
a,beN - (1) - (2) :D - - le[ce] These : -ce[ce] These : D, -(c + 1)e[ce] These :D -ceN- D -These  (3)

(3) D Théoreme.
a,b,ceN-D-a+ (b+c)=a+b+c.

Dém. a,beN - P18 - P20 :D -1e[ce| These (1)
a,beN- D: -ceN-ce[ce] These : D -a+(b+c) = a+b+c-P7:D -a+(b+c¢)+1 = a+b+c+1-P18:D
«a+ (b+(c+1)=a+b+ (c+1):D-c+ le[ce] These (2)

(1)(2)(P 9) - D - Théoreme.

aeN-D-1+a=a+1.

Dém. P2- O -1e[ae|These (1)
aeN - aelae]These :D -1+a=a+1:D-1+(a+1)=(a+1)+1:D(a+ 1)e[ae]These  (2)
(1)(2) - D - Théoreme.

a,beN- D -1+a+b=a+1+0.

Démonstration. Hypothese P 24 : D -1+ a=a+1- P22 :D -These.

a,beN- D -a+b=10+a.

Dém. aeN - P24 :D -1e[be| These (1)
aeN- D --beN - be[be]These : D -a+b=b+a-P7:D-(a+b)+1=(b+a)+1-(a+b)+1=
a+b+1)-b+a)+1=14+(0b+a)- 1+ (b+a)=1+b)+a-1+b)+a=(0b+1)+a:D
«a+(b+1)=(b+1)+a:D-(b+ 1)e[be|These (2)
(1)(2) - D - Théoreme

14



26. a,b,ceN-D:a=b-=-c+a=c+b.
27. a,b,ceN- D:a+b+c=a+c+b.
28. a,b,c,deN -a=b-c=d:D-a+c=b+d.
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§ 2. Des soustractions.

Ezplications.

Le signe — se lit moins.

"< 7 est plus petit.
7> 7 est plus grand.

Définitions.

a,beN- D:b—a = N[ze|(x +a=1D).

2. a,beN-D:a<b-=-b—a—=A.

10.
11.
12.

a,beN- D:b>a =-a<b.
a+b—c=(a+b)—ca—b+c=(a—b)+ca—b—c=(a—b)—ec

Théoréemes.

a,b,a’,b'eN-a=d -b=b:Db—a=0b—d.
Dém. Hyp :D:z+a=0b-=-x+d =b :D -These.

a,beN- D:a < b =-b—aeN.

Démonstration a, beN- D: -x,yeb — a- Dyt x,yeN -z +a=b-y+a=>0-§1P22:D:x =y (1)
a,beN-a<b-P2-(1):D-b—a—=A:z,yeb—a- D -x =y : (N,b—a)[s, k|(L56) :D -b—aeN
(2)

a,beN -b—aeN - (L56) :D:b—a—=A:D:ra<b (3)
(2)(3) - D - Théoreme

a,beN -a <b:D-b—a+a=0D0.

Dém. Hypothese P 5 - P 1: D:b—aeN - (b — a)e[ze](x +a=1b) :D - These.

a,b,ceN- D:c=b—a-=-c+a=b.

Dém. Hypothese §1 P22 -P6: D:c=b—a-=-c+a=b—a+a =-c+a=0b.

a,beN- D -a+b—a=0.

Dém. (a + b,b)[b, c]P7- D - Théoréme

a,b,ceN-a<b:D-c+(b—a)=c+b—a.

Dém. Hypothese P6: D -(b—a)+a=b:D-c+(b—a)+a=c+b-P7:D - These.
a,b,ceN-a>b+c:Da—(b+c)=a—b—c.
a,byceN-b>c-a>b—c:D-a—(b—c)=a+c—0b.

a,b,a', bV'eN-a=d -b=b :D:a<b =-a <V.

Dém. Hypothese - D -b—a=0 —da'- O -b—aeN =b —a'eN- D - These.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.
23.

a,beN- D -a < a+b.

Dém. Hypothese P8 : Da+b—a=0:D-a+b—aeN - P5:D - These.
a,b,ceN-a<b-b<c:D-a<c.

Dém. Hypothese - D b —aeN - ¢ —beN :D «(b—a)+ (¢ —b)eN :D -c —aeN :D - These.
a,b,ceN- D:a<b =-a+c<b+ec

Dém. Hypothese - D:a <b-=-b—aeN-=-(b+c¢c)—(a+c)eN-=-a+c<b+c.

a,b,a’, b/'eN-a<b-d <b :D-a+d <b+0.

Dém. Hypothese - D -a+ad <b+ad -b+a <b+1¥ :D- These.
a,b,ceN-a<b-b<c:D-c—a>c—0.

Dém. Hypothese - D b —aeN -c—beN - (¢ —b) + (b—a) =c¢—a:D - These.
aeN-D:a=1-U-a>1.

Dém. 1e[ae] These. (1)
aeN - P13:D-a+ 1> 1:D -a+ le[ae]These. (2)
(1)(2) - D - Théoreme

a,beN- D -a+b— =0b.
Dém. aeN - §1P8 :D: a+ 1— = 1:D -1le[be| These. (1)
aeN - beN - be[be] These :D:a+b— =b-§1P17:D a4+ (b+1)— =b+1:D -b+ le[be| These (2)
(1)(2) - D - Théoreme

a,beN -a<b-a=0b:=A.
Dém. Hyp :D>:b—a € N-(b—a)+a=a-P19:D: A.

a,beN-a>b-a=0b:=A.
a,beN -a>b-a<b:=A.
a,beN- D:a<b-U-a=b-U-a>0b.

Dém. aeN - P18 :D -1e[be| These (1)
a,beN -a <b:D-a<b+1. (2)
a,beN -a=0:D-a<b+1. (3)
a,beN -a>b:D-a—beN-P18:D-a—b=1-U-a—b>1. (4)
a,beN-a—b=1:D-a=>b+1. (5)
a,beN-a—b>1:D-a>b+1. (6)
a,beN -a>0b-(4)(5)(6) :D:a=b+1-U-a>b+1. (7)
a,beN:a<b-U-a=b-U-a>b:(2)3)(7)-D-ra<b+1-U-a=b+1-U-a>b+1.(8)
a,beN - be[be] These - (8) :D -b + le[be| These 9)

(1)(9) - D - Théoreme

§ 3. Des maxima et minima.

Ezplications.
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Soit ae K N, c¢’est-a-dire soit a une certaine classe de nombres; alors Ma se lit le plus grand parmi
a, et Wa se lit le plus petit parmi a.

Définitions.

1. aeKN-D: Ma = [z€](zea - -a- 5> x := A).
2. aeKN- D -Wa = [ze](zea - -a- < z := A).

Théoremes.

3. neN -aeKN-a—=A-a>>n=A:D -MaeN.
Dém. aeKN -a—=A-a>3>1=A:D:a=1:D-Ma=1:D -MaeN.
(1) D -1e[ne](Hypothese D Ts).
neN -aeKN-a>>n+1=A-n+1lea:D:n+1=Ma:D  -MaeN.

(1
(
(
neN -aeKN-a>3>n+1=A-n+1—-eca:D:ad3>n=A. (
(
(
(

2

nenel(Hp D Ts) -aeKN-a>3>n+1=A-n+1—ea:D -MaeN.
nenel(Hp D Ts) -aeKN -a>3>n+1=A-(3)(5) :D -MaeN.
ne[nel(Hp D Ts) - (6) :D -(n + 1)e[ne](Hp D Ts).

(2)(7) -§1P9 :D -neN- D -Hp D These (Théoreme).
4. aeKN -a— = A :D -WaeN.
5. aeKN- D: Wa = M[ze](a 5< z = A).

— N N N S

3
4
)
6
7

§ 4. De la multiplication.

Définitions.

1. aeN- D ax1=a.

2. a,beN-D-ax (b+1)=axb+a.
ab = a x b;ab+ ¢ = (ab) 4 ¢; abc = (ab)c.

Théorémes.
3. a,beN- D -abeN.
Dém. aeN - P1:D -a x 1leN :D -1e[be] These (1)
a,beN - be[be|These :D -a x beN - §1P19 :D -ab+ aeN - P1:D -a(b+ 1)eN :D -b+ le[be] These

(2)
(1)(2) - D - Théoreme.
4. a,b,ceN- D -(a+b)c = ac+ be.
Note. C’est la prop. 5¢ des Eléments d’Euclide, livre VII.

Démonstration. a,beN - P1:D -1e[ce| These (1)
a,b, ceN -ce[ce| These :D -(a+b)c = ac+bc-§1P22 :D -(a+b)c+a+b=ac+bc+a+b-P2:D
(a+b)(c+1)=alc+1)+blc+1):D-c+ le[ce/These (2)

(1)(2) - D - Théoreme.
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aeN-D -1 xa=a.

Dém. le[ae] These (1)
aelae|These- D1 xa=a D-1xa+1l=a+1-D-1x(a+1)=a+1 D -a+ lefae|These (2)
(1)(2) - D - Théoreme.

6. a,beN- D -ba+a = (b+1)a.

7. a,beN- D -ab = ba. (Euclide VII, 16)
Dém. aeN - P5-P1:D-ax1=a=1xa:D -le[be| These (1)
a,beN - be[be|These :D -ab = ba- D -ab+a =ba+a-P1l-P6:D -alb+1) = (b+1)a :D
-b + 1e[be] These (2)

10.

11.

12.
13.
14.
15.

(1)(2) - D - Théoreme.

a,b,ceN- D -a(b+ c) = ab + ac.
Dém. P 4 - P 7: > - Théoreme.

a,b,ceN -a=10:D -ac = bc.

Dém. a,beN - a = b :D - - le[ce| These : -ce[ce] These- D:ac=bc-a=b:D -ac+a=bc+b:D
«a(c+1) =blc+ 1) :D -c+ le[ce/These : D -ceN- D -These

a,b,ceN -a <b:D-(b—a)c=bc—ac. (Euclide VII, 7)
Dém. Hypotheése - D -b—aeN-(b—a)+a=0b:D(b—a)c+ac=0bc:D-(b—a)c=bc— ac.

a,b,ceN -a < b:D -ac < be.
Dém. Hypothese. - D -b —aeN - P3:D -(b—a)ceN - P10 :D -bc — aceN :D - These.

a,b,ceN-D:-a<b =-ac<bc:a=0b=-ac=bc:a>b =-ac> bc.
a,b,a’, b/'eN -a <a -b<b :D-ab<dl.

a,beN- D -ab- > U = -a.

a,b,ceN- D -a(bc) = abe.
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Dém. a,beN - P1:D -1e[ce| These

a,b,ceN - ce[ce]These :D -a(be) = abe :D -a(bc) + ab = abc + ab :D -a(bc + b) = ab(c + 1) :

«a(b(c+ 1)) = ab(c+ 1) :D -c + le[ce| These
(1)(2) - D - Théoreme.

§ 5. Des puissances.

Définitions.

1. aeN- D -a' = a.

2. a,beN- D -a**! = dba.

Théoremes.

3. a,beN- D -a’eN.

Dém. aeN - P1:D -1e[be| These

a,beN - be[be] These :D -a’eN - §4P3 :D -abaeN - P1:D -ab™leN :D -b + le[be] These
(1)(2) - D - Théoreme.

aeN-D -1 = 1.

a,b,ceN- D -a**¢ = aba®.

a,b,ceN- D -(ab)® = ab°.

a,b,ceN- D -(ab)¢ = ab*.

a,b,ceN- D:-a<b=-a°<b‘:a=0b=-a°=b:a>0b =-a°>b°.

e A

a,b,ceN-a>1-D--b<c=-a"<a:b=c=-a"=a":b>c =-a® > a’.

§ 6. De la division.

Ezplications.
Le signe / se lit divisé par.
7D 7 divise, est un diviseur de.
7 7 est un multiple de.
”  Np 7 nombre premier.
" ;@7 est premier a°.
Définitions.

1. a,beN- D:b/a = N|ze|(xa = D).
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a,beN- D: aDb- = -b/a— = A.

a,beN- D: bda- = -aDb.

Np = N[ze|](3 Dx- 35> 1- 5< z := 7).

a,beN- D: -arb- =: - > Da- > Db- 5> 1 := A.
a,beN- D - > D(a,b) :=:> Da-N- 3 Db.

a,beN- D -3 d(a,b) :==:> da-N- > db.

ab/c = (ab)/c;a/b/c = (a/b)/c;a/b x ¢ = (a/b)c.

N o W

Théoréemes.

Note. Ces théoremes se démontrent comme pour la soustraction.
8. a,b,a,VeN-a=d -b="V:D-a/b=d/b.
9. a,b,a’,b'eN-a=d -b="0V:D -aDb- = -d'DV.
10. a,b,ceN- D:ac =b- = -¢c = b/a.
11. a,beN- D: aDb- = -b/aeN.
12. aeN- D -a/1 = a.
13. aeN- D -a/a=1.
14. aeN- D -1Da.
15. aeN- D -aDa.
16. a,beN - ab/b = a.
17. a,beN - aDb :D -a(b/a) = b.
18. a,b,ceN - ¢Db :D -a(b/c) = ab/c.
19. a,b,ceN - adbc :D -a/(bc) = a/b/c.
20. a,b,ceN -adb-bdc :D -a/(b/c) = a/b x c.
21. a,m,neN -m >n:D-a™/a" = a™ ™.
22. a,beN- D -aDab.
23. a,b,ceN -aDb-bDc :D -aDc.
24. a,b,ceN -aDb-bDc :D -¢/alc/b.
25. a,b,ceN -cDa-¢Db:D -(a+b)/c=a/c+b/ec.
26. a,b,ceN -cDa-cDb-a>b:D-(a—b)/c=a/c—b/c.
27. a,b,ceN - cDa - cDb:D -cDa + b.
28. a,b,ceN -cDa-cDb-a >b:D -cDa—b.
29. a,b,c,m,neN - cDa - cDb :D -cDma + nb.
30. a,b,c,m,neN - cDa - cDb-ma > nb:D -cDma — nb.

31. a,beN -aDb :D:a- < U =-D.
Dém. Hypothese P 11 - P 17 - §4 P 14 : D: b/aeN -a(b/a) =b-a < U = a(b/a) :D - These.
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32.
33.
34.

35.

36.

37.

— = =
Moo

S S A e

a,beN -aDb-bDa :D -a =0b.

aeN-D -M > Da = a.

a,beN -a>0b:D-> D(a,b) => D(b,a — b).

Dém. Hypothese P 28 : D --xDa - xDb:D -xDb-zD(a —b) (1)
Hypothese P 27 : D --aDb-xD(a —b) :D -aDb-x2D(b+ (a — b)) :D -2Db- zDa. (2)

(1)(2) D - Hypothese - D - - xDa - Db :=: xDb - D(a — b). (Théoreme)
a,beN- D -M > D(a,b)eN.

Dém. 1Da-1Db:D - 3 D(a,b)— = A. (1)
> D(a,b)- 2> a = A. (2)
(1)(2) -§3P3: > Th.

a,beN- D -3 D(a,b) =5 DM > D(a,b). (Euclide VII, 2)
Dém. k = Nce](Hp-a < ¢-b < ¢:D -These). (1)
aeN -beN -a <1-b<1:=A. (2)
(1)(2) - O -lek. (3)
a,beN-a<c+l-b<c+1:D-ra<cb<c:Ua=cb<c:Ua<cb=c:Ua=cb=c
(4)

cek - a,beN -a < c-b < c:D -These (5)
cek-a,beN-a = c-b < c¢:D -cek-b<c-a—b< ¢ > D(a,b) =3 D(b,a—b) :D -3 D(b,a—b) =3
DM > D(bya —b) :D -3 D(a,b) =3 DM > D(a,b) :D -These (6)
(a,b)[b,al(6): D -cek - a,beN -a < c-b=c:D -These (7)

cek - a,beN -a=c-b=c:D -3 D(a,b) =3 Dc =3 DM > Dc => DM > D(a,b) :D -These
(8)

(4)(5)(6)(7)(8) + D -cek - a,beN -a < c+1-b<c+1:D -These (9)
(9) O- cek D (c+ 1)ek. (10)
(1)(10) - -ceN -Hp-a <c-b<c:D -These (11)
(a+0b)| ]( ) D -Hp: D -These (Théoreme)
a,b,meN- D -M > D(am,bm) =m x M > D(a,b).

§ 7. Théorémes divers.

a,beN - a® 4+ b*d7 :D -ad7 - bA7T.

zeN- D -x(x + 1)d2.

zeN- D -z(z + 1)(x + 2)d6.

zeN- D -z(z + 1)(2z + 1)d6.

xeN-D:x-m-x+ 1.

xeN-D: 2z —1-7m-2x+ 1.

reN- D (2 + 1)% — 108.

aeN-a>1:D--Np-3>1.3Da:—=A. (Euclide VII, 31)
a,beN - -b*> > a-:D -3 Da->>1-3< b:= A :D -aeNp.

a,beN - aeNp-a— Db :D -arnb. (Euclide VII, 29)

a,b,ceN - aDbc - arb :D -aDc.

. a,beN -m =M > D(a,b) :D -a/m-m-b/m.
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13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

a€Np-b,ceN -aDbc :D -aDb-U - aDec. (Euclide VII, 30)
aeNp -b,neN- D: aDb"- = -aDb. (Euclide IX, 12)
a,b,ceN - arb-cDa :D -crb. (Euclide VII, 23)
a,b,ceN- D --arb - arc :=: arbe. (Euclide VII, 24)
a,b,ceN - bre-bDa - cDa :D -beDa.

a,b,ceN -arb:D> - 3 D(ac,b) =3 D(c,b).

a,beN- D -W > d(a,b)eN.

a,beN- > W > A(a,b) = ab/M > D(a,b). (Euclide VII, 34)
a,b,ceN - cda - cdb:D -cAW > D(a,b). (Euclide VII, 35)
xeN - x < 41 :D -41 — x + 2%eNp.

M- Np:=A. (Euclide IX, 20)
neNp-aeN -a—dn D -a™ ! — 1n. (Fermat)

§ 8. Des ratios de nombres.

Ezplications.

Si p, geN, alors % se lit rapport du nombre p au nombre q. Le signe R se lit rapport de deur nombres,
et indique les nombres rationnels positifs.

- W N

Définitions.

m,p,qeN- D -m§ = mp/q.

/

N~ P .. P P . R
p,q,p",qeN- D: PR reN xq,xq,eN.Dx T, =T
R=:[ze] p,geN - E=a2:—=A
peN-D B =p.

Théorémes.

- P, g, P, qeN- D: B = %- =-pq =pq. (Euclide VII, 19)
Dém. Hypothese & =55 -+ qq',q¢'%, q¢'5eN - P2- D1 - - qq'% = qq'% - qd'% = pq' - q¢'; =
pq:D - pd =pq. , , (1)
Hypothese p¢’ = p'q- O - - xeN - x%,x%d\] Dy xpq = xp'q :D: (x%) qq = (m%) qq :D: x§ =

P
z. (2)
(1)(2) - D - Th.

. m,p,qeN- D -§ = ;”TZ. (Euclide VII, 17)

p,qeN - meN -mDp - mDgq :D -g = %.
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10.
11.
12.
12",
13.
13"
14.
15.
16.
17.

18.

19.
20.

21.

22.
23.

24.
25.
26.
27.
28.

29.

R e T SR
p,qeN- D: -[me] :meN-m§€N~ —=A.

aeR- D: -[me] : meN - maeN-: — = A.

p,q,p,qeN- D--[(T,s,t)e]:r,s,teN-qu:%-g—::f- —=A.
a,beR-D - [(r,s,t)e] 7, s,teN-a=7-b=7-:—=A.

a,b, ceR- D--[(m,n,p,q)e]:m,n,p,qu-a:%b:%-c:

pvQJTEN'azg‘b:gZD:CL:I}:-p:q_
meN - a,beR-a =b-maeN :D -mbeN.

a,b,ceR- D --a=a-
D-ra=b=b=a
D-ra=b-b=c:D-a=c.

N D R.

Définitions.

a,beR- D:-a < b =:-xeN - xa,xbeN :D -xa < xb.
a,beR- D:b>a =-a <b.

Théoréemes.

p,q,reN -a=2.b=2:D:a<b =-p<yq.

s
~ s

p: ¢, P, qeN- D B < Lo = pg’ < plg.

q:D:a<b-:-p>q.

[

p,q,reN-az%-b:

/ / /
p,q,p’,q/e]\f-%7 < % D -%’ < P o %.

q+q’
acR- D - R-3>a:—=A.
acR- D -+ R-5<a:—=A.
a,beR-a<b:D- R >>a 3<b:—=A.

a,beR-D--a<b-a=b:=A-
D-ra>b-a=b:=A\
D-ra<b-a>b:=A\
Dra—<b-a—=b-a—>b:=A.
a,b,ceR-D--a<U=b-b<c:D-a<c
D-ra<b-b<U=c:D-a<ec
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Définitions.

30. a,beR- D -a+ b= [ce|(ceR - -weN - za, xb,xceN D, -xa + xb = xc).
31. a,beR- D: b —a =: -[xe|](xeR-a+x = b).

32. a,beR- D -ab = [ce](ceR - -xeN - za, (za)b, xceN D, -(xa)b = zc).
33. a,beR- D -b/a = [ve|(zeR - ax = b).

Théorémes

34. p,q,reN- D B4 9 = P4,
35. a,beR- O -a + beR.
36. p,q,reN -p<q:D-1 - =1F
37. a,beR-a <b:D -b— aeR.

' deN- > .22 — pp
38. p.q.p,q'eN- D05 =I5
39. a,beR- D -abeR.

' deN. > .2/P _ pd
40. p,q,p',q'eN- D -L/5 = L.
41. a,beR- D -b/aeR.
42. p,qeN- D -%’ =p/q.

§ 9. Systémes de rationnels. Irrationnels.

Ezxplication.

Si ae K R, le signe T'a se lit borne supérieure, ou limite supérieure de la classe a. Sur cet étre nouveau,
nous définissons seulement des relations et des opérations.

Définitions.
1. aeKR-zeR-D: - x <Ta-=--a- 5>z :— = A.
2. aeKR-zeR-D:--x=Ta =:--a>>z=AN:ueR-u<x:Dy--a>3>u:—=A.

3. aeKR-zeR-D:x>Ta =:2— <Ta-z— ="Ta.
Théoréme.

4. zeR-D:x=--T: R o< x.

Ezplication.
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Le signe Q se lit quantité, et indique les nombres réels positifs, rationnels ou irrationnels, 0 et oo
exceptés.

Définitions.
5. Q= [ze)(acKR:a—=AN:R->>Ta-—=AN:Ta=z:—=A\).
6. a,be@- DO:-a=b=:-R->5<a:=:-R- 35<b.
7. a,beQ- D:-a<b-=:-R->>a 35<b:—=A.
8. a,be@- D:b>a =-a<b.
Théoremes.
9. ae@- D --R-35<a:—=A.
10. ae@- D - R-3>a:—=A.
11. RD Q.

Subsistent aussi les propositions qui sont obtenues des P 17, 28, 29 au §8, si au lieu de R on lit Q.

Définitions.
12. a,beQ- D -a+b=T[ze{[(z,y)e] 1 z,yeR -z <a-y<b-z+y=2z:—=A}
13. a,be@- D -ab = T[ze|{[(z,y)e] : z,yeR -z < a-y <b-zy =z :— = A}

Pour que ces définitions vaillent, il faut démontrer que subsistent les propositions 12 et 13, si a, be R.
La soustraction et la division peuvent étre définies comme opérations inverses de 'addition et de
la multiplication, et on peut démontrer leurs propriétés.

§10. Systémes de quantités.

Ezplications.
Si aeK(Q), les signes Ia, Fa, La se lisent : intérieur, extérieur, frontiere de la classe a.
Définitions.

1. aeKQ- D -Ta = Qlzel{[(u,v)e] : u,veQ - u < x <v-:3>u 3<v:D-a :—=A}
2. aeKQ- D -Ea=I(—a).
3. aeKQ- D -La = (—Ia)(—Fa).
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Théoréemes.

4. aeKQ - z,u,veQ -u <z <v-(3>wu 3<v:Da):D zela.
5. aeKQ - xela- Dt -[(u,v)e](u,ve@ - -u < x < v-:3>wu 3<v:D-a)— = A.

10.

11.

12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

Dém. P 1 = (P 4)(P 5).

aeKQ - u,ve@ - (3> u- 3<wv:Da) D-3>u 3<v:D la.
Dém. P 6 =P 4.

aeKQ- D -Ia D a.

aeKQ- D -Ila = Ia.

Dém. Hypothese (Ia)[a|P7:D -Ila D Ia. (1)
Hypothese z,u,ve@ -u < x <v- (3> u d3<v:Da) - P6:D u,ve@ -u<x <v-(3>u 3<
v:D la). (2)
Hypothese zela - (2) :D -wella. (3)
Hypothese (3) :D -Ia D 11a. (4)
Hypothese (1) - (4) :D -These (Théoreme)
a,be KQ -a>Db:D-IaD Ib.

Dém. Hypothese z, u,veQ - u < x <v- (3> u 3<v:Da):D-3>u 3<v:Db. (1)
Hypothese zela :D -xelb. (Théoreme)

a,be KQ- D -I(ab) D Ia.
Dém. (ab, a)[a, b] P 9 - = -P10.
a,be KQ- D -I(ab) D (La)(Ib).
Dém. P 11 =: P 10 - N (b, a)[a, b] P10.
a,be KQ- D -Ia D I(aUb).
a,be KQ- D -IaUIbD I(aUb).
a,be KQ- D -I(ab) = (La)(Ib).
Dém.
(1) Hypothese P 11 : D -I(ab) D (La)(Ib).
(2) Hypothese €@ -u,ve@Q -u <z <v-(3>wu d3<v:Da) v, veQ v <z <v'-(3>u-3<
v D b)-u" = Muud)-v" = W(u, o) D’ v"e@-u" < x <o (5> " 5> 0" :D -ab).
(3) Hypothese xela - xelb- (2) :D -xel(ab).
(4) Hypothese : D -(Ia)(Ib) D I(ab).
Hypothese (1) - (4) :D -These
acKQ@Q- D -Fa D —a.
Dém. P 15 = (—a)[a] PT7.
aeKQ- D --Ila-Fa:=A.
Dém. Hypothese P7-P 15: D --Ila- Fa:D -a—a:=A.
acKQ- D -IFa = FEa.
Dém. P 17 = (—a)[a] P8.
a,be KQ -bDa:D-FaD Eb.
Dém. P 18 = (—a, —b)[a, b] P9.
a,be KQ- D -Ea U Eb- D E(ab).
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20.

21.
22.

23.
24.

25.

26.

26".
27.

27"
28.

28"
29.

29"

30.

31.

32.

33.

34.

a,be KQ- D -E(aUb) = (Ea)(EDb).

Dém. P 20 = (—a, —b)|a, b| P14.

aeKQ- O -L(—a) = La.

aeKQ-D--Ia-La:=A-

D--Fa-La:=A-
-—la-—Fa-—La:=A.

Dém. P 22 = P 3.

acKQ@Q- D:a D -IaU La.

acKQ- D -I(aLa) = A.

Dém. Hypothese P 14 - P 7 - P 22 : D -I(aLa)- =

a,be KQ -a Db:D-La- D -IbU Lb.

dalLa- D -ITaLa- = A.

Dém. Hypothese P 18 : D -Eb D FEa :D -IaU La- D -IbU Lb :D -These

a,be KQ- D -L(ab) D -IaLbU IbLa U LaLb.
Dém. Hypothese D -ab D a-ab D b- P25 :D -L(ab) D IaU La - L(ab) D IbU Lb :D -L(ab) D

(IaU La)(IbU Lb) - L(ab)(Ia)(1b) = L(ab)I(ab)

a,be KQ- D -L(ab) D La U Lb.

a,be KQ- D -L(aUb) = LaEbU LbEa U Lalb.

(
Dém. P 27 = (—a, —b)|a, b| P26.
a,be KQ- D L(an) D La U Lb.
acKQ- D -Lla D La.

= A :D -These

Dém. Hypothese P 7: D -fa D a- P25:D -Lla D Ia U La.

Hypothese P8 - P 22 : D -Llala = Llalla = A.

(1)(2) - D - Théoreme
aeKQ- D -LEa D La.
aeKQ- DO -LLa D LlaU LFa.

Dém. Hypothese D -LLa = L(IaU Ea) - P27 :D -These

acKQ- D -LLa D La.
Dém. P 29 - P 28 - P 28 : O - Théoreme

aeKQ- D -La=1LaU LLa.

Dém. Hypothese P 23 : D -La D I La U LLa.

Hypotheése P 7: D -ILa D La.
Hypothese P 29’ : D -LLa D La.
(1)(2)(3) - D - Théoreme

aeKQ- D -LILa O LLa.

Dém. P 31 = (La)[a]P28.

aeKQ- D -ILLa = A.

Dém. Hypothese P 29" : D -LLa = LaLLa - (La)[a|P24 :D -These

aeKQ- D -ILILa = A.

Dém. P 31-P32:D>-P 33.

acKQ- D -LLLa = LLa.

Dém. (La)[a] P30 - P32 :D - Théoreme
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35.

36.

37.

38.

38"
39.

40.

40"
41.

42.

43.

44.

45.

45’
46.
46"

a,be KQ- D -ITaLb D L(ab).
Dém. Hypothese P 14 : D -TaLbl(ab) = IalbLb = A.

(1)

Hypothese P 2 - P 14 : D -JaLbE(ab) = IaLbl(—a U —b) = I(a — b)Lb = [aEbLb = A. (2)

(1)(2) D Théoreme

a,be KQ- D -ITaLbU IbLa D Lab.

Dém. P 36 := P 35 - (b, a) [a, b] P 35.
a,be KQ- D -FalLbU EbLa D L(aUb).
Dém. P 37 = (—a, —b)[a, b] P36.

a,be KQ- D -I(aUb) D IaUIbU LaLb.

Dém. Hypothese D -I(aUb) D (IaU La U Ea)(IbU LbU ED).
Hypothese P 20 - P 16 : D -I(aUb)EaFEb = I(a Ub)E(aUb) = A.

Hypothese P 37 : D -I(aUb)(FaLbU EbLa)- D -I(aUb)L(aUb)- = A.
(1)(2)(3) - D - Théoreme
a,be KQ- D -E(ab) D EaU EbU LalLb.

aeKQ- D -ILaLla = A.
Dém. Hypothese P 36 : D -ILaLla D L(Lala) = A.

aceKQ- D -Lla D LLa.
Dém. Hypothese P 28 - P 30 - P 39 : D - Théoreme

aeKQ- D -LEa D LlLa.

aeKQ- DO -LLa = LlaU LFEa.
Dém. P 29 - P 40 - P 40’ : O - Théoreme

aeKQ- D -ILIa = A-

D ILFEa=A-

D-LLIa = Lla-

D-LLEa = LEa.

a,be KQ- D -I(IaU Ib) = Ia U Ib.

Dém. Hypothese P 7: D -I(laU Ib) D Ia U Ib.

Hypothese P 8 - P 13 : D -TaU Ib- = -I1aU11b- D -I1(Ia U Ib).
(1)(2) D Théoreme

a,be KQ- D -I(LLaU LLb) = A.

Dém. Hypothese P 38 - P 32 - P 34: D -I(LLaU LLb) D LLaLLb D> LLa.

Hypothese (1) - P 8 : D -I(LLaU LLb) D ILLa = A.

aeKQ- D -I(IlaU Ea) = IaU Ea.
Dém. P 8- P 17 - (-a) [b] P 43 : D - Théoreme

acKQ- D -EFLa= IaU FEa.
acKQ- D -Ela = —(laU Lla).
acKQ- D -EEa = —(EaVU LEa).
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(Vide P 13)

(1)
(2)
(3)

(Vide P 19)



