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Introduction

Dans presque toutes les branches des mathématiques, nous utilisons ’anneau des entiers rationnels,
pourtant, en regardant au-dela de la structure formelle de cet anneau, nous rencontrons souvent
de grandes lacunes dans notre compréhension. Le besoin de trouver de nouvelles perspectives sur
I’anneau des entiers nous est en particulier rappelé par notre incapacité a trancher la validité de
I’hypothese de Riemann classique, que l'on peut concevoir comme une question sur la distribution
des nombres premiers. Inspiré par des idées issues de la géométrie non commutative, Alain Connes
[8], [10], [9] a proposé ces derniéres années un cadre pour aborder I’hypotheése de Riemann. Les
chapitres suivants constituent une introduction a ces idées d’Alain Connes et sont cong¢us pour
faciliter 1’étude sérieuse de ses articles et I'analyse des détails de ses démonstrations, que pour la
plupart nous ne reproduisons pas ici. Nous évitons également de reproduire une trop grande partie
du matériel classique, et choisissons plutét de passer en revue, sans démonstration, les faits de
base concernant ’hypothese de Riemann nécessaires directement a la compréhension des articles de
Connes. Ces chapitres doivent donc étre lus en ayant a portée de main un manuel standard sur la
fonction zéta de Riemann, par exemple le livre de Harold M. Edwards [15], qui comprend également
une traduction du mémoire original de Riemann. Pour le cas des corps de fonctions, le lecteur peut
consulter le livre d’André Weil [39]. Une bonne introduction a la fonction zéta de Riemann et au
cas des corps de fonctions se trouve également dans 1’étude de Samuel J. Patterson [30]. Une vue
d’ensemble concise et informative de I’hypotheése de Riemann, que nous citons a plusieurs reprises,
est donnée par Enrico Bombieri sur le site internet du Clay Mathematics Institute [3] (voir aussi le
rapport mis a jour de Peter Sarnak sur ce méme site).

Certaines notions avancées de théorie des nombres sont mentionnées pour motiver I'approche de
Connes, mais une faible connaissance de la théorie des nombres est supposée pour la discussion
des résultats de ses articles. Bien que les articles de Connes s’appliquent a des corps globaux arbi-
traires, nous restreignons le plus souvent notre attention au corps des nombres rationnels, car cela
met encore en valeur les points principaux et limite les technicités.

Il existe certaines similitudes entre le travail d’Alain Connes dans [8], [10], [9] et celui de Shai Haran
dans [21], [23], [22]. Nous ne poursuivons pas ici la relation avec les articles de Shai Haran, bien
que nous les citions a plusieurs reprises.

1 Les objets d’étude

1.1 La fonction zéta de Riemann.

Riemann a formulé sa célebre hypothese en 1859 dans un article fondateur [31], de seulement 8
pages, sur le nombre de premiers inférieurs a une magnitude donnée. L’article est centré sur ’étude



d’une fonction ((s), appelée aujourd’hui la fonction zéta de Riemann, qui a I'expression formelle :

()= 1)

—,
n=1 n

dont le membre de droite converge pour R(s) > 1. Cette fonction précede en fait Riemann. Dans un
article [17] publié en 1748, Euler a observé un lien avec les nombres premiers via le développement

en produit formel :
> 01

s
n=1 n

= H (1 _p_s)_lv (2)

p premier

valide pour R(s) > 1. L’équation (2) est un résultat direct de la factorisation unique, a permutation
des facteurs pres, d’un entier rationnel positif en un produit de nombres premiers. Le contenu de
l'article d’Euler est décrit dans [15]. Il semble qu'Euler avait conscience de la formule asymptotique :

1
> - ~log(logz) (z— o)
p<x
ou la somme dans le membre de gauche porte sur les nombres premiers p inférieurs au nombre réel x.
La structure additive des entiers conduit a considérer les entiers négatifs aussi bien que positifs

et a la définition de la valeur absolue usuelle sur 'anneau 7Z des entiers rationnels, définie par
In| = sgn(n)n, n € Z.

Les valuations p-adiques sont déja implicites dans la factorisation unique des entiers positifs en
nombres premiers. A savoir, pour chaque nombre premier p et chaque entier n, on peut écrire :

n = pordp(n)n/

ou n’ est un entier non divisible par p. La valeur absolue p-adique de n est alors définie par :

| n |p _ pfordp (n)

Nous désignons par Q le corps des fractions de Z, c¢’est-a-dire le corps des nombres rationnels, et
par Mg I'ensemble des valuations que l'on vient d’introduire, étendu a oo de maniere évidente, et
indexé par oo et par les nombres premiers p. Pour x € Q, nous écrivons :

|z], = |z|, v=o00€ My

et
2], = |z[,, v=p € M.

La proposition importante suivante est évidente d’apres les définitions.

Formule du produit : Pour tout x € Q, x # 0, nous avons :

H |z], = 1
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Riemann a dérivé une formule pour > n~* valable pour tout s € C. Pour R(s) > 0, la fonction T’
est définie par :

I(s) = /Oo e "2* da.
0

La fonction I'(s) possede un prolongement analytique a tout s € C avec des poles simples aux
points s = 0, —1,—2,..., de résidu (—1)™/m! en —m (m > 0). Cela se voit en utilisant la formule :
1.-9..... N

F(s):J&i—rgos(s+1)---(s+]\7—1)<N+1)S_1'

De plus, nous avons sI'(s) = I'(s + 1), et aux entiers positifs m > 0, nous avons I'(m) = (m — 1)!.
Riemann a observé que, pour R(s) > 1 :

S o0 OO d
r <8> 82 > onTt= / > exp(—n%rm)xsﬂj. (3)
2 n=1 0 n=1 x

De plus, il a remarqué que la fonction du membre de droite est invariante par les substitutions
s — 1 — s et que I'on peut réécrire 'intégrale de (3) comme :

o & d 1
/1 > exp(—n’ma)(a*? + 2170 = - = (4)

laquelle converge pour tout s € C et possede des pdles simples en s = 1 et s = 0. Ceci montre que
((s) => n~*, définie pour R(s) > 1, peut étre prolongée analytiquement en une fonction ((s) sur
tout C avec un pole simple en s = 1 (le pdle en s = 0 dans (4) étant pris en compte par I'(s/2)).

1
Riemann a défini, pour ¢ € C donné par s = > + 1t, la fonction :

1

(1) = 3s(s = O (5) 773(s), (5)

pour laquelle nous avons le résultat important suivant.

Théoréme 1. On a

(i) Soit Z I’ensemble des zéros de £(t). Nous avons un développement en produit de la forme :

1 1
£(t) = ifs/?ebs I1 (1 - S) eslr s = 5 +its (6)

pEZ P

oub=log2r —1-— ;7 et y=—I"(1) = 0,577... est la constante d’Euler. De plus, £(¢) est
une fonction entiére, et 'ensemble Z est contenu dans {s € C|0 < R(s) <1} = {t € C| —; <
3() < 1)
(ii) La fonction £(t) satisfait I’équation fonctionnelle :
§(t) = &(=1). (7)

De plus, I'ensemble Z est stable par conjugaison complexe.



(iii) D’apres 'équation (5), les poles de I'(s) aux entiers non positifs donnent naissance a des zéros
de ((s) aux entiers négatifs pairs. Ce sont les zéros triviaux. Les zéros restants de ((s) sont
aux éléments de Z. Ce sont les zéros non triviaux.

La démonstration de la formule du produit de la partie (i) du Théoréeme 1 a été esquissée par
Riemann et démontrée rigoureusement par Hadamard [19] en 1893. Le reste du Théoréme 1 est di
a Riemann.

Nous pouvons maintenant énoncer le probleme central non résolu concernant la fonction zéta, a
savoir décider si I’hypothése suivante est valide.

Hypothése de Riemann : Les zéros de £(t) sont réels. De maniere équivalente, les zéros non

~—

N | —

triviauz de ((s) reposent sur la droite R(s) =

Riemann a vérifié cette hypothese a la main pour les premiers zéros et a commenté :

“Sans aucun doute, il serait souhaitable d’avoir une preuve rigoureuse de cette pro-
position ; cependant, j’ai laissé cette recherche de c6té pour le moment apres quelques
tentatives rapides et infructueuses, car elle semble superflue pour le but immédiat de
mon étude.” (traduit de l’allemand)

Le “but immédiat” de Riemann était de trouver une formule pour le nombre de nombres premiers
inférieurs a un nombre réel positif donné. Cependant, la grande contribution de Riemann n’a pas
tant été ses résultats concrets sur cette question, mais plutot les méthodes de son article, en parti-
culier sa prise de conscience de l'existence d’une relation entre la localisation des zéros de ((s) et
la distribution des nombres premiers. Une illustration de ce phénomene réside dans les deux types
de formules de produit, I'une pour ((s) comme produit sur les nombres premiers comme en (2) et
l'autre comme produit sur les zéros Z de la fonction associée (t) comme dans le Théoreme 1 (i).

Avant Riemann, et suivant certaines idées d’Euler datant de 1737, Tchebychev avait amorcé ’étude
de la distribution des nombres premiers par des méthodes analytiques vers 1850, en étudiant la
fonction :

7(x) = Card{p premier, p < z}.

Il a introduit la fonction :

J(x)zé(z :L—i- > 711) =m(z) + =7r(Vz) + =7 (Jx) + . ..

pr<w n<wx
et a montré en utilisant le produit d’Euler (2) que :

1 00 dx
“log C(s) = / T2 R(s) > 1. (8)
s 1 x
Riemann a utilisé plus tard cette formule et le calcul des résidus pour calculer J(z), et par suite
7(x), en fonction des singularités de log ((s), qui se produisent aux zéros et aux podles de ((s). En
s’appuyant sur les travaux de Tchebychev et de Gauss, Riemann a fait une étude rigoureuse de (8),



de son inversion et de sa relation avec 7(z).

Ce travail a été développé apres Riemann et a culminé dans la démonstration indépendante en 1896
par Hadamard [20] et de la Vallée-Poussin [34] d’une formule asymptotique pour m(zx).
Théoréme des nombres premiers : Lorsque x — 00, nous avons :

dt x
logt logx’

(z) ~ Li(z) = /O ’

ou l'intégrale du membre de droite est comprise au sens de la valeur principale de Cauchy, c¢’est-a-

dire :
/x dt _ lim /1—6 dt +/9C dt
o logt 0\Jo logt 1+e logt

De plus, il est apparu clairement que plus on comprend bien la localisation des zéros de ((s), mieux
on comprend cette approximation de 7(z). Par exemple, le théoréme des nombres premiers est
équivalent a I'affirmation qu’il n’y a pas de zéros de ((s) sur la droite R(s) = 1, et 'hypothese de
Riemann est équivalente a l'affirmation que, pour tout € > 0, I'erreur relative dans le théoreme des
nombres premiers est inférieure & 2~/>*¢ pour tout z suffisamment grand.

Riemann a également étudié N(7'), pour 7' > 0 (le nombre de zéros de £(t) compris entre 0 et T'),
et a esquissé une démonstration du fait que :

T T T
N(T)~ —log|—)— —.
(T) 2m Og(QW) 2m

1.2 Corps locaux.

Les nombres premiers sont intimement liés aux corps finis. Si F' est un corps fini, il est nécessai-
rement de caractéristique premiere p > 1, c¢’est-a-dire que p est le plus petit entier non nul pour
lequel l'identité plp = 0 est vraie dans F', ou 1 est I’élément unité multiplicative dans F'. D’apres
un résultat de Wedderburn, un corps fini doit également étre commutatif et possede la structure
d’espace vectoriel de dimension f > 1 sur son corps premier [, = Z/pZ, le corps a p éléments. Le
nombre d’éléments de F est alors ¢ = pf et il est isomorphe au corps F, des racines de I'équation
X1=X.

Un corps arbitraire muni de la topologie discréte est localement compact. (En général, un espace
métrique est dit localement compact si chaque point posseéde un voisinage qui est compact.) Du
point de vue topologique, les corps localement compacts intéressants ne doivent pas étre discrets.
Cela conduit a considérer, pour des corps discrets comme Q, leurs plongements dans des corps ou
anneaux localement compacts non discrets étroitement associés.

L’ensemble Mg des valuations du corps des fractions de I'anneau Z définit une famille d’espaces
métriques (Q, d,), ot dy(x,y) = |x—yl,, v € Mg. A chaque tel couple (Q, d, ), nous pouvons associer
les complétés correspondants par rapport aux topologies induites par les métriques. Chacun de ces
complétés posséde également la structure de corps. Nous désignons par Q, le corps donné par le
complété de QQ par rapport a la métrique d,, pour p nombre premier. Le complété de QQ par rapport
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a ds(x,y) = |z —y| est le corps R des nombres réels. Les corps Q, et R sont des exemples de corps
commutatifs localement compacts non discrets. Nous pouvons considérer . comme un sous-corps
de ses complétés @, et R, enrichissant ainsi la structure topologique ambiante et permettant I’ap-
plication de techniques d’analyse classique. Soit K™ le groupe des éléments non nuls d’un corps K.
Comme nous le verrons au Chapitre 3, la considération des actions de @y sur @, et de R* sur R
conduit déja a de remarquables formules de traces et peut étre vue comme une premiere étape dans
I’analyse “locale” de la structure d’anneau de Z d’un point de vue théorique des opérateurs.

En général, un corps local K est un corps commutatif muni d’une topologie par rapport a laquelle
les opérations du corps sont continues et tel qu’en tant qu’espace métrique, il est complet, non
discret et localement compact. (Souvent, on ne suppose pas la commutativité dans la définition
d’un corps local.) Tout groupe topologique localement compact de Hausdorff possede une unique
(& un scalaire pres) mesure a gauche invariante non nulle qui est finie sur les ensembles compacts.
Si le groupe est abélien, cette mesure est également invariante a droite. On I'appelle la mesure de
Haar. L’action de K* = K \ {0} sur K par multiplication, (A\,z) — Az, A € K*, z € K, induit un
redimensionnement de la mesure de Haar sur le groupe additif K et par suite un homomorphisme
de groupes multiplicatifs :
K* — Ry,
A=A

ou R désigne les nombres réels positifs. Soit :
Mod(K) = {|\| e R{| A € K*}

Alors Mod(K) est un sous-groupe fermé de R%,. Il existe deux classes de corps locaux, comme suit
(voir [38], §1-4, Théoreme 5 et Théoreme 8).

(i) Corps locaux archimédiens : Mod(K) = R%, auquel cas K =R ou C.

(ii) Corps locaux non archimédiens : Mod(K') # R%,, auquel cas on a :
Mod(K) = ¢”,
ol ¢ = p? pour un certain nombre premier p et un certain entier positif d. De plus,
R={zxeK||z| <1}

est I'unique sous-anneau compact maximal de K. C’est un anneau local d’idéal maximal
unique :

P={rxeK||z| <1},

avec R/P ~F,, le corps fini & ¢ éléments. (Remarquons que si K’ est une extension de K de
degré d, alors pour a € K, son module par rapport a K’ est la d-iéme puissance de son module
par rapport a K.) Si le corps local non archimédien est de caractéristique p > 1, alors il est
isomorphe a un corps de séries formelles en une indéterminée a coefficients dans un corps fini.
Si le corps non archimédien est de caractéristique nulle, alors c’est une extension algébrique

finie de Q,.



Pour p premier et x € Q,, il existe un entier 7 tel que x peut s’écrire sous la forme :
(o]
_ 41
Tr = Z Ar+ip
i=0

avec 0 < a,y; < p—1,47 >0 et a, # 0. Nous avons alors |z|, = p~" et © € Z, si et seulement si
a; = 0 pour j < 0. Le sous-anneau compact maximal de Q, est 'anneau des entiers p-adiques 7Z,
donné par :

Zy={z € Q| |z], <1},

qui contient les entiers rationnels Z comme sous-anneau. L’idéal maximal unique de Q) est :
P=A{zeZ||x|, <1},
de sorte que Z,/P ~ Z/pZ ~ TF,,.

1.3 Corps globaux et leurs anneaux d’adéles.

Un corps global K peut étre défini comme un sous-corps discrets cocompact d’'un anneau commutatif
semi-simple localement compact (non discret) A = Ag, appelé son anneau d’adeles [38]. Il existe
deux classes de corps globaux, comme suit.
(i) Corps globaux de caractéristique 0 : Ce sont les corps de nombres, c’est-a-dire les corps
commutatifs qui sont des espaces vectoriels de dimension finie sur QQ, cette dimension étant
généralement appelée le degré du corps sur Q.

(ii) Corps globaux de caractéristique p, ou p est premier : Ce sont les extensions de type fini
de F, de degré de transcendance 1 sur F,,. Si K est un tel corps, alors il existe un T' € K,
transcendant sur I, tel que K soit une extension algébrique finie de F,(7"). Le corps F, ou

= p/ pour un certain f, est inclus dans K comme son sous-corps fini maximal, appelé le
corps des constants. Le corps K peut également étre réalisé comme corps de fonctions d'une
courbe algébrique non singuliere sur F,,.

Un analogue de I’hypothese de Riemann existe pour de tels corps et est discuté au Chapitre 2.

Le corps des nombres rationnels est un corps global de caractéristique 0 muni d’un ensemble de
valuations inéquivalentes v € Mg, v = 0o ou v = p premier, comme dans la section 1.1. Comme
dans la section 1.2, les corps locaux associés sont donnés par les complétés :

Q—=R pourv=o00

et
Q—=Q, pourv=np.

L’anneau d’adeles A = Ag combine tous ces corps locaux d'une maniere qui leur donne un statut
égal et combine leurs topologies en une topologie globalement localement compacte. Il est donné
par le produit restreint :

A=Rx][]'Q,
p
par rapport a Z,. Cela signifie que les éléments de A sont des vecteurs infinis indexés par Mg :
T = (Too, Ta, T3, ... )
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avec To, € R, 2, € Q, et z, € Z, pour presque tous les nombres premiers p (c’est-a-dire pour
tous sauf un nombre fini). L’addition et la multiplication se font composante par composante. Les
plongements de Q dans ses complétés par rapport aux éléments de Mg induisent un plongement
diagonal de QQ dans A dont 'image est appelée les adeles principaux. Par conséquent, a € Q
correspond a l’adele principal :

a=(a,a,a,...).

Une base de la topologie sur A est donnée par les produits restreints U, X H; U, ou Uy est ouvert
dans R et U, est ouvert dans Q, avec U, = Z, pour presque tous les nombres premiers p. Le quo-
tient A/Q des adeles par les adeéles principaux est compact. La raison d’étre du produit restreint
est précisément de permettre la définition d’une topologie localement compacte non triviale sur A
prolongeant les topologies localement compactes des facteurs.

Le groupe J = Jg des ideles de Q est le produit restreint :
J=R" x H’ Q,
p

par rapport a Zy := {z € Q, | |z[, = 1}. Ce sont les éléments inversibles de A. Les éléments de .J
sont des vecteurs infinis indexés par Mg :

U = (Uoo, Ug, U, - . . )

avec Us € R, uoe # 0, u, € Qp, u, # 0 et |u,|, = 1 pour presque tous les nombres premiers p. La
multiplication se fait composante par composante. La topologie sur J est induite par I'inclusion :

J—=AxA

u s (u,ut)

Le groupe Q* des nombres rationnels non nuls s’injecte diagonalement dans J et leur image est
appelée les ideles principaux. Par conséquent, ¢ € Q* correspond a l'idéle principal :

q=1(9.9,9,--.)

Le groupe J porte la norme donnée par :
-1 = RS,

U = (uv)veMQ = H Uy |y = [Uoo H |tp|p-
vEMg p premier

La formule du produit de la section 1.1 implique que Q* est contenu dans Ker|| - ||, ¢’est-a-dire les
éléments de J de norme 1, c¢’est-a-dire que pour u € Q, u # 0, nous avons :

lull = [uloo [T lul, = 1.
J2

L’action de J sur A incarne donc simultanément les actions de Q sur Q, et de R* sur R. Cepen-
dant, les roles des valuations individuelles v € Mg restent indépendants, de sorte qu’on ne peut
espérer obtenir beaucoup d’informations supplémentaires sur la structure de I'anneau 7Z de cette
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maniere.

Le groupe des classes d’ideles est le quotient C' = J/Q* des ideles par les ideles principaux. D’apres
la formule du produit, la norme définie sur les ideles induit une norme bien définie sur ce quotient,
que nous denotons également par :

-1 ¢ =R,

Soit J*! le sous-groupe de J donné par le noyau de l'application norme. Les idéles principaux Q*
forment un sous-groupe discret de J! et le groupe quotient C'!' = J'/Q* est compact. Le groupe des
classes d’ideles C' est le produit direct de C*' et R% et a ce titre est appelé un groupe quasi-compact.
Pour les démonstrations de ces faits, voir [38], Chapitre 4. Un homomorphisme (continu) :

x:C—C*

est appelé un quasi-caractere. Les quasi-caracteres forment un groupe pour la multiplication point
par point. Un quasi-caractére est dit principal s'il est trivial sur C, et les quasi-caracteéres principaux
forment un sous-groupe. L’application norme sur C' donne un homomorphisme non trivial de C' dans
R%, et les quasi-caracteres principaux sont de la forme :

urs ulf, teC, uweC.
Tout quasi-caractere admet une factorisation :
x(w) = xo(w)ul', teC, ueC

avec xo : C'— U(1) un caractére unitaire sur C, c’est-a~-dire un homomorphisme vers le groupe
des nombres complexes de valeur absolue 1. Tout quasi-caractere xy sur C' peut étre considéré
comme un homomorphisme x : J — C qui est trivial sur Q*. Pour chaque v € Mg, il existe un
plongement naturel de Q; (ou Q. = R) dans J en envoyant z € Q sur l'idele (uy)wens, avec
U, = 1 pour tout w # v et u, = x. Ainsi, le quasi-caractere x induit un homomorphisme y, sur
Q. avec x,(Z;) = {1} pour presque tous les nombres premiers p. L’ensemble fini S des premiers p
pour lesquels x,(Z;) # {1} est appelé I'ensemble des premiers ramifiés. Nous pouvons alors écrire
X = Xoo [1p Xp- En un premier non ramifié p ¢ S, le facteur local x;, est déterminé par sa valeur en
p. La fonction L avec un quasi-caractére non principal (ou Grossencharacter) x(u) = xo(u)|ul’ est
définie dans la région R(s) > 1 — 7, ou 7 = R(t), par :

L(x.s) = [1(1 = xp(p)p—)~".
p¢S

Pour y # 1, cette fonction posseéde un prolongement analytique a tout C, également noté L(x;, s).
Pour plus de détails, voir [38], Chapitre 7. Remarquons que la fonction zéta de Riemann corres-
pond au cas ou x est trivial et S est vide. Nous avons la généralisation suivante de I’hypothese de
Riemann pour les caracteéres unitaires yo sur C' (laquelle possede une version correspondante pour
tous les corps globaux, et pas seulement Q).

Hypothése de Riemann généralisée : Nous avons L(xg, s) = 0 pour R(s) €]0, 1] si et seulement

st R(s) = ;



1.4 Le systeme dynamique de Connes.

Il existe des groupes de symétrie naturels qui apparaissent pour les corps globaux. Dans le cas de
la caractéristique nulle, étant donné une extension finie K de Q, le groupe de symétrie associé est
le groupe des automorphismes de corps de K qui laissent Q fixe. Ce groupe de symétrie est appelé
le groupe de Galois de K sur Q. Dans le cas de la caractéristique p, les groupes de symétrie pro-
viennent d’automorphismes de Frobenius de la variété correspondante sur [F, donnés par 1’élévation
des coordonnées sur la variété a la ¢g-iéme puissance. Pour un corps global K de caractéristique finie
p, le groupe des classes d’ideles C'i correspondant s’avere canoniquement isomorphe au groupe de
Weil Wi engendré par tous les automorphismes laissant K fixe, et induit sur une certaine extension
de corps de K par des puissances du Frobenius. Par conséquent, le groupe de symétrie naturel est
en fait le groupe des classes d’ideles qui a son tour posseéde une interprétation en tant que groupe

de Galois.

La proposition suivante de Weil, formulée en 1951, est une motivation centrale pour I’approche de
Connes [36] :

“La recherche d’une interprétation de C'x lorsque K est un corps de nombres, qui soit
en quelque fagon analogue a 'interprétation comme groupe de Galois lorsque K est un
corps de fonctions, me semble constituer I'un des problemes fondamentaux de la théorie
des nombres de nos jours; il est possible qu'une telle interprétation détienne la clé de
I'hypothese de Riemann.” (traduit du francais)

Pour un corps local, le groupe de Weil Wi correspondant est & nouveau engendré par des puissances
de 'automorphisme de Frobenius d'une extension de K. D’apres le résultat principal de la théorie
du corps de classes local, le groupe Wy est isomorphe a K*, qui joue donc localement le role du
groupe des classes d’ideles.

La théorie du corps de classes relie 'arithmétique d’un corps de nombres, ou d’un corps local, aux
extensions galoisiennes du corps. Pour un corps local, d’apres les remarques ci-dessus, la théorie du
corps de classes nous dit que le groupe K* joue un role central dans cette relation. Ce groupe agit
naturellement sur ’espace constitué des éléments de K, et comprendre ’action de la multiplication
sur la structure additive de K, c’est-a-dire ’application :

K'xK—>K
(A x) = Az

fait certainement partie intégrante de la compréhension de I'arithmétique d’un corps local.

A la lumiére de la situation pour les corps globaux de caractéristique p > 0, on peut voir Panalogue
de l'action de Wi pour le corps Q comme étant le passage au quotient par Q* de I'application :

JxA—=A

(u, ) — uz,

c’est-a-dire :
CxX—X
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([u], [2]) = [ull].
Ici, C est le groupe des classes d’ideles tel que défini ci-dessus et X est l'espace des classes
X = A/Q*. La notation [ désigne la classe modulo I'action multiplicative de Q* et sera prin-
cipalement omise dans la suite. Par conséquent, [a] = [b] dans X pour a,b € A si et seulement s’il
existe un g € Q* tel que a = gb. L’espace X est tres singulier (méme pas de Hausdorff).

Connes propose d’étudier le systéeme dynamique (X, C) en suivant les directives suivantes :
- relier la géométrie spectrale de l'action (X, C) aux zéros de ((s).
- relier la géométrie non commutative des orbites de (X, C') aux valuations Mgy de Q.

- montrer que la relation consécutive des zéros de ((s) aux nombres premiers de Z est suffi-
samment fine pour prouver I’hypothese de Riemann.

1.5 La formule explicite de Weil.

Une relation tres grossiere entre les zéros de ((s) et les nombres premiers apparaissait déja dans la
section 1.1 lorsque nous avons comparé la formule du produit sur Z pour £(¢) dans le Théoreme
1(i) avec la formule du produit d’Euler (2) pour ((s). A savoir, nous avons, pour $(s) > 1 :

s(s—1)T (;) p preHmier(l — ) = exp(bs) gz (1 _ Z) exp (Z) .

Un raffinement important des idées remontant au mémoire de Riemann a conduit Weil a développer
sa “formule explicite”. Grossierement parlant, 1'idée consiste a prendre des logarithmes puis des
transformées de Mellin dans la derniere formule affichée. Pour une fonction f : R, — C, nous
définissons la transformée de Mellin (formelle) par :

sz = [T o

Alors la formule de Weil s’écrit (formellement) comme suit :

M(f,0) = 3" M(f,p) + M(f,1) = (log 4 + ) f( +Z > (ogp){f(™) +p " f(p™™)}

pEZ m=1 p premier

+[TU@ e e - 2

x—ax 1t

(9)

Ici,

2 M(f,p) = Jim > M(f,p).

ez S(p)I<T

Weil a également observé que I'’hypothese de Riemann est équivalente a la positivité de :

=2 M(f,p) (10)

pEZ

pour des fonctions de la forme :



Ceci se traduit par la négativité du membre de gauche de (9) pour de telles fonctions f qui satisfont

également : p
M) = [T F@)

M(f,1) :/Ooof(x)d:vzo.

En effet, pour f comme en (10), nous avons :

M(f, p) ZM(g,p—;)M@,—(p—;)),

de sorte que I’hypothese de Riemann implique la positivité de R(f). Réciproquement, nous avons
suffisamment de fonctions M (f, z) pour localiser les zéros de ((s). Pour rendre cela rigoureux et non
seulement formel, nous devons imposer certaines conditions sur la classe de fonctions f : R, — C.
Nous exigeons que f soit continue et continiiment dérivable sauf en un nombre fini de points ou f
et f" ont des discontinuités de premiére espéce. A ces discontinuités, f et f’ sont définies comme la
moyenne de leurs valeurs & gauche et  droite. De plus, il existe un § > 0 tel que f(x) = O(2°) lorsque
= 0" et f(x) = O(z7179) lorsque  — +o00. Alors M (f, z) est analytique pour —§ < R(z) < 146
(voir [3]).

=0

Comme suggéré dans la section 1.4, pour laction (X,C), les zéros de ((s) devraient avoir une
interprétation spectrale. L’examen de (9) suggere que ces valeurs propres devraient apparaitre avec
un signe négatif pour correspondre au terme — >, M(f, p). C’est en fait une caractéristique de
I’approche de Connes. Nous en discutons dans la section 3.2. Pour quelques commentaires connexes
sur la comparaison de (X, C') avec les flux hamiltoniens en chaos quantique, voir [9].

2 L’hypothese de Riemann pour les courbes sur les corps
finis

Il existe un analogue de I'’hypothese de Riemann pour certaines fonctions zéta attachées a des
courbes définies sur des corps finis. Cet analogue, introduit par E. Artin (1924) et vérifié par lui
pour quelques courbes de genre 1, est connu sous le nom de cas des corps de fonctions d’apres le
corps de fonctions de la courbe. F. Schmidt (1931) a montré que la fonction zéta pour les courbes
est rationnelle et possede une équation fonctionnelle. Hasse (1934), en utilisant des idées issues
de la géométrie algébrique ainsi que des méthodes analytiques, a démontré ’analogue de ’hypo-
these de Riemann pour toutes les courbes de genre 1. Au début des années 1940, Weil a formulé
une approche de 'hypotheése de Riemann pour des courbes arbitraires définies sur des corps finis
(voir [35]). Par la suite, Weil a développé les méthodes de géométrie algébrique nécessaires pour
exécuter son approche, et il a publié des démonstrations completes dans son livre de 1948 [39].
Une démonstration plus élémentaire a été développée par Stepanov (1969), et celle-ci a été encore
simplifiée par Bombieri (1972) [2]. Weil a été le pionnier de I'étude des fonctions zéta pour des
variétés arbitraires sur des corps finis et a développé certaines conjectures concernant ces fonctions,
connectant en particulier les données topologiques de ces variétés au comptage des points ration-
nels sur celles-ci sur des extensions finies du corps de base. Sont incluses dans ces conjectures de
Weil une généralisation de I'hypotheése de Riemann et son interprétation comme un énoncé sur les
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valeurs propres de I'automorphisme de Frobenius agissant sur la cohomologie d’une variété. Dwork
(1960) a utilisé I'analyse p-adique pour établir la rationalité de la fonction zéta pour des variétés
arbitraires. Diverses théories cohomologiques pertinentes pour les conjectures de Weil ont été dé-
veloppées, en particulier par M. Artin, Grothendieck, Serre et Verdier. La démonstration complete
des conjectures de Weil a finalement été obtenue en 1973 par Deligne [11], [12].

La résolution réussie de I’analogue de I'hypothese de Riemann pour les corps de fonctions fournit
un encouragement fort a croire en la validité de 'hypothese de Riemann dans le cas des corps de
nombres, qui n’est pas encore résolu. C’est cependant toujours un probléme ouvert que de prouver
I’hypothese de Riemann dans la méme généralité pour les corps de fonctions en utilisant le pro-
gramme proposé par Alain Connes : on s’attend a ce que cela fournisse de nombreuses informations
nouvelles sur le programme dans le cas des corps de nombres.

2.1 La fonction zéta d’une courbe sur un corps fini.

Soit p un nombre premier et F, le corps a ¢ = p® (d > 1) éléments. L’application o — a? est
Pidentité sur F,. Il existe d automorphismes de F, laissant F, fixe, a savoir a — o', a € T,
t=0,...,d—1. Le corps F, est I'’extension finie de [F,, de degré d. Soit K une extension de corps de
F, de degré de transcendance égal & 1. Alors K est une extension algébrique finie de F,(T") ou T est
transcendant sur IF,,, et est un corps global de caractéristique p, tel que décrit dans la section 1.3.
Nous pouvons également écrire K = [F,(x,y) ou z est transcendant sur F, et il existe un polynéme
irréductible F' = F(z,y) € F,lz,y] tel que F(x,y) = 0. Cette équation définit une courbe plane
définie sur F, qui posséde un modele lisse > dont le corps de fonctions méromorphes est K.

Soit I, la cloture algébrique de F,, et ¥ = 3(F,) la courbe sur F, donnée par les points de ¥ ration-
nels sur IF,. Le corps des fonctions de X est K = F,(z,y). L’automorphisme de Frobenius de K est
donné par l'application u +— u?, u € K. Ceci induit I'application (x,y) — (z?,y?) sur les solutions
(x,y) € Fz de F(z,y) = 0, qui a son tour définit une application de Frobenius Fr sur 3. Par linéarité
sur les entiers, 'application Fr s’étend au groupe additif des sommes formelles finies de points sur .

Pour chaque entier j > 1, le groupe des automorphismes de F; sur F, est engendré par I’application
de Frobenius dont la j-iéme puissance fixe les éléments de Fy;. De la méme maniere, les points fixes
dans X de la j-ieme itérée Fr’ sont les points 3(IFy;) de ¥ rationnels sur F;.

Nous introduisons quelques définitions.

Définition 1. Le groupe des diviseurs Div(X) de ¥ sur F, est le groupe additif formel des sommes
finies :

Div(y) = { A= a:P

a; € Z, P; € X(F4;) pour certains d; € N, Fr(A) = .A}

invariant sous I'automorphisme de Frobenius Fr sur ¥. Un diviseur A = Y, a;P; est dit effectif
(noté A > 0) si a; > 0 pour tout .

Pour deux diviseurs A et B, nous écrivons A > B lorsque A — B est effectif.
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Définition 2. Si A =3, a;P; € Div(X), alors le degré d(A) de A est 3, a;. La norme N(A) de A
est qd(A).

Remarquons que pour A, B € Div(X), nous avons :
N(A+ B)= N(A)N(B). (11)

Définition 3. Un diviseur effectif A € Div(X) est premier s’il ne peut pas s’écrire comme la somme
de deuz diviseurs effectifs dans Div(Y).

Les diviseurs effectifs sont les analogues des entiers positifs et les diviseurs premiers sont les ana-
logues des entiers premiers. Tout diviseur effectif peut étre décomposé de maniere unique (& per-
mutation des sommandes prés) en une somme de diviseurs premiers.

Définition 4. La fonction zéta de la courbe ¥ de corps de fonctions K est donnée par :

Gel) = C(0.9) = ¥ e = T = NP () > (12)

A>0 P
ou le produit porte sur les diviseurs premiers P dans Div(X%).

La décomposition en produit d’Euler a droite de (12) est une conséquence de (11) et de I'unicité
de la décomposition en facteurs premiers des diviseurs effectifs.

Il est utile d’utiliser le changement de variables u = ¢~° et d’écrire la fonction zéta comme :

Z(u) = Cr(s) = [[(1 —u®™) ™", (13)

P

Nous avons alors :

( > d(P)) u. (14)

d o
u—I1log Z(u) =>_
du d(P)lj

J=1

La quantité 3gpy; d(P) dans (14) est égale au nombre de points de (I, ).

Théoreme 2. La fonction zéta posséde un prolongement analytique a tout le plan complere C et
peut s’écrire :
P(q™)

(I—g*)(1—qg")

pour un certain polynome P de degré 2g, ou g est le genre de Y. De plus, le polynome P satisfait :

Ck(s) = (15)

ngP(q—S) _ qg(l_S)P(qs_l). (16)

Le genre de X est la dimension sur F, de 'espace des sections du faisceau canonique de 3. D’apreés
(16), nous voyons que la fonction zéta satisfait l’équation fonctionnelle :

0 Cae(s) = VI Ge(1 - 5).
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La démonstration du Théoreme 2 utilise le théoreme de Riemann-Roch pour ¥ (voir, par exemple,

[16], Chapitre V, §5).

On peut écrire le polynéme P comme un produit sur le “multi-ensemble” Z (points avec multipli-
cités) de zéros réciproques de P :

P(u) = [](1 = pu). (17)

pEZ

Cela donne un analogue de la formule du produit d’'Hadamard de (6) :

pEZ

(k(s) = (H (1- pU)) (1—w) ™ (1 —qu)™. (18)

D’apres le produit d’Euler, nous savons que (x(s) # 0 pour R(s) > 1 et par conséquent 1 < |p| < q.
De plus, (16) implique la symétrie de Z sous I'application p — ¢/p.

2.2 L’hypothese de Riemann, la formule explicite et la positivité.

Nous commencons par un énoncé de 'hypotheése de Riemann pour les corps de fonctions.

L’hypothése de Riemann pour les courbes sur les corps finis : Les zéros de (x(s) reposent

sur R(s) = 5 ou de maniére équivalente, chaque p € Z a |p| = q'/%.

La démonstration de cet énoncé est un théoreme dii dans toute sa généralité a André Weil qui I'a
prouvé en 1942, voir [39]. Il est équivalent a la positivité d’une certaine forme fonctionnelle que
nous décrivons ci-dessous. En suivant le traitement de [30], nous remarquons que, comme dans le
cas du corps de nombres, nous avons une relation formelle entre les diviseurs premiers et les zéros
de (k. A savoir, nous voyons d’aprés (13) et (18) que :

[I( =™t = (H (1— pU)) (1—u) (1 —qu)™
P pEZ

En prenant les dérivées logarithmiques comme en (14), nous obtenons :

ST dP)u PN (1 — w7 = =N pu(l — pu) T+ u(l —u) Tt 4 qu(l — qu)
P pPEZ

En comparant les coefficients de u’, nous avons :

YN AP)=1->p +¢. (19)

d(P)lj pEZ

Le membre de gauche de cette formule est le nombre de points de ¥(F,;), c’est-a-dire le nombre de

points fixes de la j-ieme puissance de I'application de Frobenius agissant sur X(F,). Par exemple,
pour la droite projective ¥ = IP;, le membre de gauche est 1 4 ¢7.
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En multipliant (19) par ¢=7/2 et en utilisant I’équation fonctionnelle, nous obtenons, aprés quelques
manipulations, 'identité suivante :

J
g2 Z d(P) =g +q72 =% (f/g) ‘ (20)
Pli pez \1

Soit h une fonction h : Z — C. Définissons la transformée de Mellin discrete de h par :

=>_ h(j)¢

JEZ

Supposons que h soit telle que sa transformée de Mellin discréte converge dans I'intervalle ¢—1/2 <
|z| < ¢*/?. En multipliant (20) par h(j) et en sommant sur j, on obtient ce qui suit :

Formule explicite pour les courbes sur les corps finis :

d d -
M(h,q'?) = 3 M ( 1/2>+M (hoq V%) =
pEZ
(2=29)h(0) + > Y d(P)g PN En(a(P)I), (21)
lez\{o} P
ou g est le genre de .
Tout comme pour la fonction zéta de Riemann (voir la section 1.5), 'hypothese de Riemann est

équivalente a un énoncé de positivité. Considérons l'involution et la convolution naturelles sur
lalgebre des fonctions h : Z — C. L’involution est donnée par :

h*(j) =h(=j), JEL (22)
et la convolution de deux fonctions hy et hy par :
hixho(j) = > hi(j)ha(j2), j € Z.
Ji+i2=J

La transformée de Mellin transforme cette convolution en un produit, a savoir :
M (hy * hy, z) = M (hy, 2)M%(hy, 2).

Définissons une forme hermitienne R(hy, hy) par :

R(hi,ho) = > M? <h1 * h3, 1/2) (23)

pEZ

D’apres (21), nous avons :

R(h, ha) = M%(hy * 3, q"%) + M%(hy by, q7%) + (29 — 2)(hy * h3)(0)
=3 > d(P)g P (hy  BE)(A(P)D). (24)

P lezZ\{0}
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Théoréme 3. L’hypothése de Riemann a lieu pour (x(s) si et seulement si R est semi-définie
positive.

Démonstration. Supposons que I'hypothése de Riemann ait lieu pour (x(s). Alors pour tout
p € Z, nous avons |p/q'/?| = 1. Par conséquent :

_ o\ -1
d * d p d [ 1% d P d p . d p
M (;Mh q1/2> M (h 1/2>M (h qm> M (h 1/2>M (h, (q/> )—|M (h qm)

Il s’ensuit que la forme R est une somme finie de formes semi-définies positives et est donc elle-méme
semi-définie positive. L’argument peut étre inversé en faisant un choix astucieux de la fonction h
en termes d'un zéros présumé de ¢ hors de la droite critique. A savoir, supposons que R soit semi-
définie positive et que I’hypotheése de Riemann soit fausse pour (x(s). Alors il existe un py € Z
avec p1 := q/py # po- D'un autre cdté, comme le polynéme P du Théoreme 2 a des coefficients
réels, nous avons p; € Z. Choisissons maintenant, comme nous le pouvons, un polynéme F' avec
F(po) =1, F(p1) = —i, et F(p) =0 pour p € Z\ {po, p1}. Il existe une fonction h : Z — C avec :

2

peEZ pEZ

L ( 1/2) M (h (qm) ) S R (p) = Floo) (o) F(o) o) = —2.

C’est absurde, I’hypothese de Riemann doit donc étre vraie.

Pour prouver la positivité de R, Weil a utilisé des idées de géométrie algébrique. Les idées “géo-
métriques” correspondantes font défaut dans le cas des corps de nombres, et les articles de Connes
proposent un cadre dans lequel de telles idées géométriques “non commutatives” peuvent émerger.

La théorie de la cohomologie étale [-adique, une théorie cohomologique pour ¥ & coefficients dans
Q; ou [ est un nombre premier différent de p, permet d’interpréter la formule explicite de (24)
comme une formule de traces. Rappelons la formule donnée en (19) :

Card(S(F,))=1->_ p +¢. (25)

pEZ

Celle-ci peut étre vue comme une formule de points fixes de Lefschetz dans le contexte des corps
finis. La formule classique des points fixes de Lefschetz s’applique a une variété complexe V. Soit
F une action sur V. Alors le nombre de points fixes de F' est, d’apres cette formule :

Card(points fixes de F) =Y (—=1)/Te(F* | H(V)),

J
ou F* est I'action induite de F' sur la cohomologie.

Les dimensions des groupes de cohomologie H*(3,Q;) sont données par :

0, 7> 2,
dim(H’(2,Q)) =41, j=0,2,
2g, j=1.
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Rappelons que le Frobenius donne une application sur ¥ et que les points de ¥(IF,;) sont les points
fixes de Fr’ agissant sur la courbe sur la cloture algébrique. Par une version du théoreme des points
fixes de Lefschetz, on identifie ceci a une somme alternée de traces sur les groupes de cohomologie :

Card(X(F,)) = Card(points fixes de Ft/)
=1- ZpEZ p] + QL o o
= Tr ((F") | HO(Z, Q) = Tr (B") | HY(S, Q) + Tr (B) | HA(S, Q).

Les premier et dernier termes du membre de droite somment ensemble & 1 + ¢’, de sorte que les
zéros de la fonction zéta apparaissent comme les valeurs propres de Fr* agissant sur H' et nous
avons :
Te (R | H'(S, Q) = > 7.
pEZ

Pour montrer la positivité de la forme de (23), Weil travaille essentiellement avec ¥/5,, le produit
symétrique de ¥ avec lui-méme g fois. Ceci est étroitement lié au jacobien J de la courbe X.
L’application de Frobenius sur ¥ induit un endomorphisme Fr de J qui est inversible sur Q. Il
existe une involution standard e +— ¢’ sur les endomorphismes e de .J, appelée l'involution de
Rosati, pour laquelle Fr'Fr = ¢. En travaillant sur Q(ql/ 2) dans cette algébre d’endomorphismes, on
peut réinterpréter le Théoreme 3 comme un énoncé sur la positivité de I'involution de Rosati, qui
découle a son tour de l'inégalité de Castelnuovo-Severi pour les surfaces; voir [30], §5.17 et [32].

2.3 La démonstration de Weil par la théorie des correspondances.

Dans cette section, nous discutons brievement de la démonstration de Weil de ’hypothese de Rie-
mann pour les courbes sur les corps finis en utilisant la théorie des correspondances. Tous les
détails sont donnés dans son livre [39]. Des références additionnelles utiles sont [16], [32]. Une fois
de plus, 'hypothese de Riemann est ramenée a un énoncé de positivité qui découle de I'inégalité
de Castelnuovo-Severi pour les surfaces.

Une correspondance sur une courbe est le graphe d’une application multivoque d’une courbe ¥ vers
elle-méme, et elle peut également étre vue comme un diviseur sur la surface ¥ x Y. Rappelons la
formule donnée en (19), qui donne la formule explicite, et est donnée par :

Sp=1+¢ — Cad(Z(F,)), j>1. (26)

pEZ

Si Fr : ¥ — X est lapplication de Frobenius, alors pour chaque entier j > 1, 'application Fr/ est
univoque et de degré ¢’. Soit F7 le graphe de Fr/ sur X x X. Alors, pour tout point P sur X, nous
avons :

m(F7) := Card(F’ N ({P} x X)) = 1, (27)

et
d(F7) := Card(F/ N (T x {P})) = ¢/ (28)

De plus, le graphe F7 intersecte la diagonale A de X x X en N; = Card(X(F,,)) points.

Il existe une forme d’intersection (Dy, Dy) — Dy - Do définie sur les diviseurs de la surface ¥ x 3, ou
correspondances sur la courbe Y, qui reste bien définie sur les classes de diviseurs, deux diviseurs
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étant dans la méme classe si leur différence est le diviseur d’une fonction sur ¥ x 3. Les diviseurs
forment un anneau dont la multiplication est induite par la composition des applications, et possede
une transposition D — D! donnée par la composition avec la permutation des deux facteurs de
Y x 3. Pour un diviseur D sur ¥ x ¥ et un point P sur X, nous généralisons (27) et (28) & des
diviseurs arbitraires en posant m(D) = D - ({P} x ) et d(D) = D - (X x {P}).

Weil définit la trace sur les diviseurs, invariante sur une classe donnée, par :
Trace(D) = m(D) +d(D) — D - A,

ot, comme ci-dessus, A est la diagonale de ¥ x . L’hypothése de Riemann est alors équivalente a
I’énoncé de positivité :
Trace(D o D) > 0 (29)

pour D non équivalent & un diviseur de la forme {P} x ¥ ou ¥ x {P}, avec P un point de ¥. En
effet, si D = mA + nF pour des entiers m et n, nous avons :

Do D' = (m*+ qn®)A +mn(F + F"),

en utilisant A = Al et F'o F* = ¢A. Comme le nombre d’auto-intersection de A est 2 — 2g, la trace
de A est égale a 2¢g et, comme nous l'avons vu, Trace(F) = Trace(F*) =14 ¢ — N;.

L’énoncé de positivité dans (29) implique que la forme :
Trace(D o D")(m,n) = 2gm?* + 2(1 + ¢ — N1)mn + 2gqn?

est définie positive pour g # 0 (elle est identiquement nulle pour g = 0). Par conséquent, elle a un
discriminant négatif, de sorte que :

(14+q—N1)* - (29)(299) <0

c’est-a-dire :
INy — 1 — g < 294">.

Le méme argument appliqué a F,; donne, pour tout j > 1 :
IN; —1—¢'| < 294"

En appliquant (25), nous déduisons que pour tout j > 1 :

< 29qj/2_ (30)

S

pEZ

D’apres (17), nous avons :

log P(u) = — Y ijpjuj = —ij (Z pj) u’ . (31)

peZ j=1 peZ

En raison de (30), nous voyons que la série de (31) converge absolument pour |u| < ¢~'/2

signifie que nous avons |p| < ¢'/?

, ce qui
pour tout p € Z. De plus, (16) montre que si p € Z alors ¢p~! € Z,
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de sorte que nous en déduisons que |p| = ¢'/? pour tout p € Z. Par conséquent, I’hypothese de
Riemann est démontrée.

Weil a montré que la positivité de (29) est une conséquence de la semi-définitive négativité de la
forme d’intersection sur les diviseurs de degré zéro d'un plongement projectif de la surface ¥ x %, qui
découle a son tour de I'inégalité de Castelnuovo-Severi. Pour des variétés de dimension supérieure
plutot que des courbes (ou I'’hypotheése de Riemann est remplacée par les conjectures de Weil),
aucune démonstration dans cette direction n’a été trouvée : la démonstration de Deligne utilise de
maniere essentielle une déformation de la variété dans une famille.

2.4 Trouver une théorie sur les corps complexes.

Connes vise a construire une théorie sur C plutot que sur ;. Comme auparavant, soit K le corps
de fonctions d'une courbe lisse X sur un corps fini F,, et K, le corps engendré sur K par les racines
de I'unité d’ordre premier a p. Soit K,, 'extension abélienne maximale de K. Alors les éléments
de Gal(K 4/ K) induisant des puissances du Frobenius sur K, forment un groupe appelé le groupe
de Weil Wi. Le théoreme principal de la théorie du corps de classes pour les corps de fonctions
nous dit que Wy est isomorphe au groupe des classes d’ideles C'x de K. Par conséquent, dans ce
cadre, on peut voir le groupe des classes d’ideles comme capturant ’action de Frobenius. Dans une
formulation utilisant des algebres d’opérateurs sur C, les éléments de 1’ensemble des zéros Z de la
fonction zéta devraient idéalement apparaitre comme des valeurs propres de C' = C agissant via
une représentation :

W:C— L(H)

ou L(H) est I'algebre des opérateurs bornés dans un espace de Hilbert complexe H. De plus, guidé
par la formule de Lefschetz (somme alternée), I’espace de Hilbert H devrait apparaitre via son op-
posé H. Le probleme dans le cas des corps de fonctions est de remplacer les groupes de cohomologie
[-adique par un objet défini sur C qui existe également pour les corps de nombres.

Nous résumons ces objectifs dans le dictionnaire suivant :

Fonction Zéta Géométrie Classique Géométrie Non Comparative

Interprétation spectrale des zéros Spectre de Fr* sur H'(%, Q) Spectre de C sur H

Equation fonctionnelle Théoréme de Riemann-Roch Symétrie appropriée
Formule explicite Formule de Lefschetz Formule de traces géométrique
Hypothese de Riemann Positivité de Castelnuovo Positivité de la fonctionnelle de Weil

3 La formule de traces locale et I’espace de Pdlya-Hilbert

Nous nous tournons maintenant vers une étude plus directe de 'approche de Connes. Dans les cha-
pitres précédents, nous avons motivé I'’étude du systéme dynamique (X, C') de Connes, ou C' = J/K*
est le groupe des classes d’idéles d’un corps global K et X = A/K* est 'espace des classes d’adeles.
Une fois de plus, par simplicité, nous nous restreignons principalement au cas K = Q bien que la
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discussion s’applique a des corps globaux arbitraires.

Les espaces classiques, leur topologie, leur structure différentiable et conforme, peuvent étre com-
pris a I’étude de leurs algebres (commutatives!) associées. Un objectif principal de la géométrie non
commutative est d’étendre ces structures a une classe plus large d’exemples en développant leurs
analogues sur des algebres non commutatives dont les espaces correspondants sont inexistants ou
difficiles a étudier. Connes propose que, bien que les corps globaux, leurs anneaux d’adeles et leurs
groupes de classes d’ideles soient commutatifs, I’hypothese de Riemann elle-méme doit étre vue
comme faisant partie de la “théorie des nombres non commutative”.

Nous avons vu au Chapitre 1 qu’'une premiere étape naturelle dans ce programme est d’étudier,
dans le cas ou K est un corps local, 'action sur K du groupe K* de ses éléments non nuls. Connes
développe une formule de traces rigoureuse pour laction (K*, K). Cette formule de traces, que
nous discutons dans la section 3.1, s’avere fournir un soutien positif & son approche de I’hypothese
de Riemann pour les corps globaux.

En effet, Connes conjecture une formule de traces pour l'action (C, X) pour les corps globaux qui est
une somme des contributions des formules de traces locales, et cette conjecture s’avere équivalente
a 'hypotheése de Riemann. Dans la section 3.2, nous discutons de l'interprétation intéressante et
rigoureuse par Connes des zéros non triviaux des fonctions L avec Grossencharacter pour un corps
global (dont la fonction zéta de Riemann est un cas particulier) en termes de l'action du groupe des
classes d’ideles sur un certain espace de Hilbert. Nous appelons celui-ci I'espace de Pélya-Hilbert
d’apres des suggestions antérieures de Polya et Hilbert selon lesquelles il devrait y avoir une inter-
prétation spectrale des zéros non triviaux de la fonction zéta de Riemann. Ceci n’est pas suffisant
pour prouver la formule de traces globale conjecturée par Connes, mais cela fournit des preuves de
la riche information sur I’hypothése de Riemann contenue dans I’action (C, X). Bien que nous ne
donnions pas les démonstrations des résultats de la section 3.2, nous terminons dans la section 3.3
par une explication de la raison pour laquelle les zéros non triviaux des fonctions L apparaissent
dans la formule spectrale de la section 3.2. Des démonstrations completes sont données dans [9].

Nous concluons cette section en notant, comme I’a souligné pour nous Peter Sarnak, que Connes
donne une interprétation spectrale uniquement des zéros sur la droite s = 1/2 (et par conséquent il
n’a en fait une interprétation spectrale qu’en supposant ’hypothese de Riemann). C’est parce qu'il
utilise certains espaces de Sobolev qui ne détectent que les zéros sur cette droite.

3.1 La formule de traces locale.

Pour le moment, nous supposons que K est un corps local, et nous examinons l'action de K* par
multiplication sur K. Par simplicité, nous travaillons avec le cas K = R ou K = Q, pour p un
nombre premier. Ce sont les corps locaux obtenus en complétant le corps aux éléments de Mg
comme au Chapitre 1.

Soit H = L*(K) ot la norme L? est prise par rapport a la mesure de Haar additive dz sur K.
Soit U la représentation réguliere de K*, les éléments non nuls de K, sur H. Par conséquent, pour
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A€ K* et x € K, nous avons :
(UNE)(x) = A "a).

L’opérateur U(\) n’est pas de classe trace; et, afin de lui associer un opérateur de classe trace, on
le moyenne sur une fonction test h € S(K™*) a support compact. Si h(1) # 0, il est nécessaire de
modifier davantage ’'opérateur, comme nous le verrons.

Définissons 'opérateur dans H donné par :
U(h) = / ROVU (N,
ou d*\ désigne la mesure de Haar multiplicative sur K™, normalisée en exigeant que :

/ A ~logh, A — 0.
Nel Al

A Topérateur U(h) nous associons le noyau de Schwartz k(z, ) sur K2 pour lequel :

UWE) = [ k(e,y)Ew) dy.

Soit 0 = d(z) la distribution delta de Dirac sur K. Nous avons :

k(z,y) :/ RS (y — Ar)dEA.

*

La trace distributionnelle associée est donnée par :

Tep(U(h)) = /Kk(x,a:) dz = /K RO (/K/K(S(x — )8(y — M) da:dy) ).

Lorsque A # 1, la distribution §(x —y) a son support sur la droite x = y sur K2 tandis que §(x — \y)
a son support sur la droite transverse z = Ay. Comme expliqué dans [9], I'intégrale :

/K/K(S(x — )0z — M\y)drdy = |1 — \!

est bien définie et vaut, comme prévu, la valeur affichée. Lorsque h(1) = 0, de sorte que le cas non
transverse A = 1 est ¢éliminé, nous en déduisons que :

h(AY)

1_)\‘d A

Tep(U(h) = |

*

Dans [9], le cas h(1) # 0 est traité en introduisant une coupure. Pour A > 0, soit P, la projection
sur les fonctions £ = &(x) € H dont le support vérifie |z| < A. Nous définissons la projection
correspondante dans I’espace de Fourier par :

Py = FPF,

ou :

o~

(F§)(@) =€) = [ &walay) dy.
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pour « un caractere non trivial fixé du groupe additif K. La coupure a A est définie par 'opérateur
de classe trace :
Ry = PAPy.

Comme Rj est de classe trace, opérateur RyU(h) 'est également. En utilisant des formules stan-
dard du calcul symbolique, Connes dérive l'identité :

Te(RAU(h)) = /K AT /K /|I<A;|£<A 5(a + u — Ar)a(u) dr dE du d* A

-/ h(Al)/mSA;aSA (N — 1)z€) da dE d* .

Ayant fixé le caractére «, nous normalisons la mesure de Haar additive sur K pour qu’elle soit
autoduale. Alors, il existe une constante p > 0 telle que :

d\
log A,
/<|)\|<A |A| et

de sorte que :
_,dA

Nous avons par conséquent :

h((u+1)"1)

/ BADa((A — Dag)d A= p! /K ) du
Nous en déduisons que :
Te(RAU(R)) = o' 3(x€) do de
|lz,[§]<A
ot g € CP(K) est donné par :
h((u+1)71)

g(u) = u+ 1]

dx
Soit v = x€. Alors dx d¢ = dv— et, pour |v| < A? nous avons :

2]
d
/ 10| ’ p_l/ ——21og'A—1og|v],
<laj <Al 1<y|<||||
ou nous définissons :
2log’ A = d* .
[A€[A1,A]

Il s’ensuit que :
Te(RAU(R)) = / 3(v)(21og’ A — log [v]) du

[v]<AZ

En utilisant le fait que g € C2°(K), nous en déduisons la formule asymptotique, lorsque A — oo :

Te(RpU(R)) = 29(0)1og’ A — [i G(v)log[v] dv + o(1)

— (1) log’ A — [ ((fill' (/ log [v]a(zv) dv) da + o(1).
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Dans [9], il est montré que la distribution donnée par I’accouplement avec :

- / log |v]|a(xv) dv
K

differe d'un multiple ¢,d(z) de la fonction delta en z = 0 de la distribution sur K définie par :

dx

P = i (07 [ 4 s ose)

Comme log |v| s’annule en v = 1, en remplacant x par = — 1, la constante ¢, est déterminée par la
condition que :

L(f) = o f(0) + P(f)

pour u # 1, dont la transformée de Fourier

est I'unique distribution sur K prolongeant p‘1| 1
u J—

sannule en 1, c’est-a-dire L(1) = 0. Si k(u) = |u|"*h(u"'), nous avons :

L(k) =— /K W </K log |v]a(xv) dv) dx

- _ /K h(|7;|1) (/K log |v|a((u — 1)v) dv) du.

Par conséquent, en dehors de z = 0, la distribution :

- / log |v]|a(xv) dv
K

1

coincide avec p‘1|—. Si h(1) = 0, nous trouvons, comme attendu de notre calcul ci-dessus de la
x

trace distributionnelle dans ce cas, que :

Te(RAU () = pfl/ h((z+1)71) dz +o(1)

K |r+1] m

:/K* ﬁ“_}id*wou), (h(1) = 0);

et en prenant la limite lorsque A — oo, nous avons :

Te(U(h)) = / * hl(i;jd*k, (h(1) = 0).

En revenant au cas général, h(1) # 0, nous voyons que :

, , h(u™t) du
TI'(RAU(]’L)) = h(l)(2 log A -+ C’U) + 11m5_>0 <p1 f|u_1|25 |Qf—]_)||u| + h(].) log €>
/ . h(u™)
= h(l)(Q lOg A+ Cv) + lim,_,o f|u—1\25 md U+ h(l) lOgE .
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Dans [9], il est montré, par exemple, que pour v = oo nous avons ¢, = log(27) + v ou 7 est la
constante d’Euler. Nous avons par conséquent le résultat suivant.

Théoréme 4. Si h € S.(K*) (h a support compact), alors R\U(h) est un opérateur de classe trace
dans L*(K) ; et lorsque A — 0o, nous avons la formule asymptotique :

Te(RaU(h)) = 2h(1) log' A + /

ﬁ(A__l)d*A +o(1),

A
ot 2log' A = [ycpes repp-ra N et [" est Uaccouplement de h(u=')/|u| avec lunique distribution

prolongeant p~'du/|1 — u| dont la transformée de Fourier s’annule en 1.
Pour K =R, nous avons :

Tr(RaU(R)) = h(1)(2log A + log(2m) + ) + lim ( /| M) ey + (1) (log e>> +o(1). (32)

=0 \ Jju—1/>¢ |1 — u|

3.2 Le cas global et ’espace de Pdlya-Hilbert.

Connes conjecture qu'un analogue de la formule du Théoreme 4 a lieu pour l'action de C' sur X.
Cependant, un obstacle majeur est de savoir s’il est logique de parler de fonctions mesurables sur X.
Par analogie avec les fonctions sur une variété, on peut essayer de penser a A comme un revétement
universel de X. On voit alors les fonctions sur X comme des moyennes de fonctions sur A sur le
“groupe de revétement universel” Q*. (C’est 'application F ci-dessous). Connes montre néanmoins
qu'un “espace de Pélya-Hilbert” lié a I'action (C, X') permet une interprétation spectrale des zéros
non triviaux de la fonction zéta de Riemann.

Nous travaillons avec le cas K = Q. Soit S(A)y le sous-espace de S(A) donné par :

S(A)o = {f € S(A)| f0) =0, [ fdv =0}, (33)
Soit E lopérateur de “moyenne sur Q*” qui a f € S(A)q associe 'élément de S(C') donné par :
E(f)(w) = [ul'* 3 flqu). (34)
q€Q*

Pour ¢ > 0, soit L?*(X)gs le complété de S(A)y par rapport a la norme donnée par :
1715 = /C [B(f)(w)P(1 + log? [u])**d*u, (35)
ol fiep,a) " u == log A lorsque A — oco.

Si g(x) = f(qx) pour un q € Q* fixe, alors ||g||ls = || f||s; et 'on voit ainsi que cette norme respecte,
en ce sens, le passage au quotient A/Q*. Nous définissons L?(X)s par la suite exacte courte :

0— L*(X)os — L*(X)s = C®C(1) = 0. (36)

Lorsque d = 0, nous écrivons L*(X)g et L*(X) pour les deux premiers termes. Ici, C est le C-module
trivial et C(1) est le C-module pour lequel u € C' agit par ||ul|, ou || - || est la norme sur C. En effet,
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d’apres la définition de S(A)q dans (33), nous voyons que son supplément de dimension deux dans

S(A) est le C-module C & C(1).

La multiplication de C' sur A induit une représentation de C' sur L?*(X)s donnée par :
(TNE(@) = £ ).
Nous introduisons un espace de Hilbert Hy via une autre suite exacte courte :
0— L*(X)os — L*(C)s = Hs — 0, (37)

ol l'inclusion de L?(X)gs dans L?(C); est effectuée par I'isométrie E. Ici, L*(C); est le complété
par rapport a la mesure de Haar pondérée comme en (35), ot nous écrivons L?(C') lorsque § = 0.
L’interprétation spectrale sur Hs des zéros critiques des fonctions L dans [8] repose sur le choix de
0 > 0. En effet, cela est nécessaire pour contrdler la croissance des fonctions sur le quotient non
compact X ; en fin de compte, ce parametre est éliminé de la formule de traces conjecturale en
utilisant des coupures. Il est important ici d’utiliser la mesure ||u||d*u (implicite en (35)) au lieu de
la mesure de Haar additive dx, cette différence étant bien réelle pour les corps globaux, ou 'on a
dr = lim._q €|z| T¢d*x.

La représentation réguliere V' de C' sur L?(C) descend & H; (elle commute avec E & une phase
prés comme le montre un calcul simple, et nous la denotons par W). Connes décrit (Hgs, W) comme
I’espace de Poélya-Hilbert avec action de groupe pour son approche de I’hypothese de Riemann. Il
démontre dans [8] et [9] le résultat remarquable donné dans le Théoréme 5 reliant la trace de cette
action aux zéros sur la droite critique des fonctions L avec Grossencharacter discutées au Chapitre 1.

La norme sur le groupe abélien localement compact C' a pour noyau C' = {u € C'| |Ju|| = 1} ; et,
comme K = Q, son image est R% ;. Maintenant, le groupe compact C* agit sur Hs qui se décompose
par rapport a cette action en une somme directe canonique de sous-espaces orthogonaux deux a
deux Hg,1 ol x* parcourt le groupe abélien discret C des caractéres de C'. On peut restreindre

laction (Hs, W) & une action (Hs,1, W) pour tout x' € C1, et nous avons
Hs,o = {¢ € Hs | W(u)¢ = x'(u)€ pour tout u € C'}.

Choisissons une décomposition (non canonique) C' = C* x N avec N ~ R% ;. Pour x! € C1, 1l existe
une unique extension en un quasi-caractere xy de €', s’annulant sur N. Le choix de x n’a pas d'im-
portance dans ce qui suit, puisque si x'(u) = x(u)||u|", v € C, nous avons L(X',s) = L(x, s + i7).

Théoréme 5. Pour toute fonction de Schwartz h € S(C), lopérateur :
W(h) = /C W (u)h(u)d*u

dans Hs est de classe trace, et sa trace est donnée par :

~

Trace(W (h)) = > h(x, i),
L (x, ; + z'a) =0
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ot la somme porte sur les caractéres de C avec x étant l'unique extension en un quasi-caractére sur

1
C s’annulant sur N. La multiplicité du zéro est comptée comme le plus grand entier n < 5(1 +9)

1
avec n au plus égal a la multiplicité de 54—2’0 en tant que zéro de L(x, s). De plus, nous définissons :

~

hxs) = [ hw)x(w)lluld"u.

Maintenant, Paction de C' est libre sur L?(C)s, de sorte que la suite exacte courte (38) nous dit
que la trace de 'action de C' sur Hs devrait étre, a une correction preés due a une régularisation,
I'opposé de la trace de I'action de C sur L?(X )g 5. D’aprés (36), nous voyons que la trace régularisée
de l'action de C sur L?*(X); devrait impliquer la somme de la trace correspondante sur L*(X)g s et
de la trace sur C & C(1). Par conséquent, la trace régularisée de I'action de C' sur L?(X)s devrait
impliquer la trace de 'action sur C @ C(1) moins la trace de cette action sur Hy. Ce signe moins
est crucial pour la comparaison avec la distribution de Weil.

Lorsque x = 1 dans le Théoreme 5, la fonction L correspondante est la fonction zéta de Riemann
((s); et la démonstration du théoréme montre que :

Trace(W(h) |m;,) = > hiis),
¢ (; + is) =0

ol h(is) = h(1,is), avec la méme convention pour la multiplicité. Il existe une conjecture selon
laquelle les zéros de la fonction zéta de Riemann sont tous simples, auquel cas nous pourrions
prendre n =1 et tout 6 > 1.

3.3 Un calcul.

Le résultat suivant formulé par Weil dans [37], et apparaissant dans la thése de Tate, montre com-
ment lopération £ dans (34) fait intervenir les zéros des fonctions L dans la bande critique et
fournit la clé de la démonstration du Théoreme 5 et de 'apparition des zéros non triviaux des
L(x, s). Il indique que les zéros non triviaux des fonctions L devraient “engendrer” Hy car ils sont
“orthogonaux” a I'image de E.

11
Proposition 1. Soit x un caractére unitaire sur C. Pour tout p € C avec R(p) € (—5, 5), nous
avons :

| B@@)x(@)ull?d'u =0 pour tout ¢ € S(A)s,
1
précisément lorsque L (X, 3 + p) =0.

Discutons de la fonction zéta classique, les autres cas étant similaires. Soit p un nombre premier

fini, et soit f € S(Q,). Soit :

A, s(f) = o f(z)|z|*d*xz, R(s) >0,
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et également :

ou :
(12,,8,) = [ '
Nous avons :
A= (1=p)A (38)

Pour p = oo, définissons :
Booolf) = Al (f) = [ fl@)lal" ds.

On peut définir ces fonctions globalement en multipliant sur toutes les places. Pour o = R(s) > 1
et f € S(A), l'intégrale suivante converge absolument :

| f@uld

De plus, d’apres (39), pour 0 = R(s) > 1:

[ F@lulau = A(f) = ()AL # 0.

ou :

et :
A=A, X HA;S.
P

En fait, pour un domaine de convergence un peu plus large, nous avons ce qui suit.

Lemme 1. Si o = R(s) > 0, alors il existe une constante ¢ # 0 telle que, pour tout f € S(A)y :

[ r@lllau=c [ Bl = () AL0).

4 La distribution de Weil et la formule de traces globale

Dans ce chapitre, nous discutons de la partie conjecturale de I'approche de Connes et en particulier
d’un nouvel équivalent de I'hypothése de Riemann (généralisée). Grossierement parlant, ’hypothese
de Riemann (généralisée) pour un corps global K découlerait si I’'on pouvait montrer qu’une formule
de traces asymptotique globale pour laction (Ck, Xfg), ou Xx = Ag/K*, est une somme de
contributions locales de formules de traces telles que dans le Théoréme 4 pour les actions (K, K,),
ou v parcourt un ensemble My de valuations inéquivalentes de K, et K, est le complété du corps
K par rapport a la métrique induite par la valuation v. Si ’on se restreint a un ensemble fini S de
places, cela fonctionne; mais le terme d’erreur dépend de S d’une maniere qui n’a pas encore été
maitrisée.

28



4.1 Formule de traces globale.

Sauf indication contraire, nous posons K = Q a partir de maintenant, et omettons les indices K,
bien que notre discussion s’applique a des corps globaux arbitraires. Au Chapitre 3, nous avons
introduit pour § > 0 les espaces de Hilbert L?(X)os, L*(X)s et L?(C)s, et une inclusion de L*(X )o,s
dans L?(C);s effectuée par l'isométrie :

(Ef)(u) = [[ull* Y flqu), ueC.

qeQ*

Nous avons également vu que pour o = R(s) > 0, il existe une constante ¢ # 0 telle que, pour tout
f € S(A)O .

LEH@X@ul 24" = eL(x, )N,(f).

Comme A # 0, si pour R(s) €]0, 1] le membre de gauche de cette formule s’annule pour tout
f € S(A)g, alors ((s) = 0. Nous voyons donc un lien entre 'orthogonalité a I'image de F et les
zéros non triviaux de ((s). Comme au Chapitre 1, soit y un quasi-caractere unitaire sur C' et L(x;, s)
la fonction L associée. En adaptant I'argument du Chapitre 3 pour le cas y = 1 a un yx arbitraire,
nous avons :

LEH@X@ Il 2d"u = eL(x, $)AL(F).

Pour étudier certains aspects spectrales des fonctions L générales de QQ, dont la fonction zéta de
Riemann est un cas particulier, Connes travaille principalement dans I'espace de Hilbert L?(C) (de
sorte que 6 = 0). Comme dans le cas local, il faut a nouveau régulariser en utilisant une coupure a
A > 0. Soit Sy la projection orthogonale sur :

S={€€ L*(C) | §(u) =0, [lull & [A,AJ}.

Soit :
V. C — L(L*(C))

la représentation réguliere :

(V&) (u) =), AueC.

Soit la mesure d*\ sur C' normalisée de sorte que :
/ d*A ~logA, A—
IA€[1,A]

et posons :

2log' A = / d*u.
[A[€[A=1,A]

Pour h € §.(C) a support compact, soit :

Alors l'opérateur SyV (h) est de classe trace et :

Trace(SAV (h)) = 2h(1) log’ A,
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car action de C' sur C' n’a pas de points fixes. La coupure dans L3(X) est beaucoup moins directe.

Dans le cas des corps de fonctions, Connes propose de travailler avec une famille de sous-espaces
fermés By de L3(X) telle que E(Bag) C Sa. Ces sous-espaces sont donnés par :

o~

Bro={fe€S(A) | f(x) =0, f(xz) = 0 pour tout ||z| > A},

ou ||-|| est 'extension évidente a A de la norme sur J, et cet ensemble n’est pas vide. Par conséquent,
si Qa0 est la projection orthogonale sur By o et :

Q/A,o = EQA,OE_la
alors nous avons l'inégalité de projections :
Qo < Sa.
Pour tout A > 0, la distribution suivante, Ay, est par conséquent positive :
Ap = Trace((Sy — Q) 0)V(h)), h e S(C).
La positivité de A, signifie que pour h € S(C) :

ou h*(u) = h(u='). Par conséquent, la distribution limite :
Aoo = lim AA
A—oo
est également positive.

Cependant, dans le cas des corps de nombres, I’ensemble analogue a Bj ¢ est vide. Pour sauver cette
situation, on est guidé par le fait physique qu’il existe des signaux a support fini dans la variable
temporelle et également dans la variable fréquentielle duale, comme un signal musical. C’est parce
que les positions relatives de P, et Py telles que définies dans le cas local peuvent étre analysées.
Pour ce faire, Connes fait appel aux travaux de Landau, Pollak et Slepian [28], [29], [27]. Nous
citerons également souvent dans ce qui suit la discussion connexe et utile dans [22, § 3].

Considérons le cas K = Q. Rappelons que Q possede une place infinie donnée par la valeur absolue
euclidienne usuelle et que le complété correspondant est le corps des nombres réels. Comme au
Chapitre 3, a la place infinie, nous définissons P, comme la projection orthogonale sur le sous-
espace :

Py = {¢ € L*(R) | £&(x) = 0 pour tout =, || > A}

et Py = FPyF~!, ol F est la transformée de Fourier associée au caractére y(z) = exp(—2miz).
Pour £ € Py, la fonction F¢(y) est une fonction analytique et n’est donc jamais a support dans

ly| < A. Par conséquent, les espaces Py et P, ont une intersection nulle, ce qui explique notre
affirmation ci-dessus selon laquelle, pour K = Q, 'espace analogue a B, o serait trivial.
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Les projections Py et Py commutent avec I'opérateur différentiel du second ordre sur R donné par :
Hyp(z) = —0((A* = 2*)0)y(a) + (2mAx)*¢(x)

ou 0 = e comme on peut le vérifier par un calcul direct. L’opérateur Hj possede un spectre
x

discret simple, que nous pouvons indexer par des entiers n > 0, sur des fonctions a support dans
[—A, A]. Les fonctions propres correspondantes v, sont appelées les fonctions d’onde sphéroidales
prolate, que I'on peut prendre a valeurs réelles.

Puisque PAfA’APA (c’est-a-dire I'opérateur f’A restreint a [—A, A]) commute avec Hy, les fonctions
sphéroidales prolate sont également des fonctions propres de Py Py Py. D’aprés [28], [29] et [27] (voir
aussi [22]), on sait également que leurs valeurs propres sont proches de zéro pour n > 4A?+0O(log A).
De plus, les projections Py et Py dans L?(R) ont des angles relatifs proches de zéro en dehors de
'espace engendré par les fonctions propres 1, n < 4A? (voir [9]). Ces résultats motivent Connes
a substituer a I'espace nul Py N Py le sous-espace By, p de Py donné par ’enveloppe linéaire dans
L*(R) des 1, pour n < 4A%.

Nous pouvons écrire les adeles A sur Q comme le produit direct A =R x Ay ot Ay, les adeles finis,
est le produit restreint sur les nombres premiers finis p de QQ, par rapport a Z,. Soit R = [[, %,
et soit 1z la fonction caractéristique de R. Soit Wy = [[, Z; les unités de R et W = {£1} x W;.
Considérons les éléments f € S(A) = S(R) ® S(Ay) satisfaisant :

f(wa) = f(a), a€ AweW.

Alors f peut s’écrire comme une combinaison linéaire finie :
f((l) = Z fj(Qjaoo) ® 1R(Qjaf)v a = (aom af)a 0o € R? ay S Af
j=1

ot les f; € S(R) sont pairs et ¢; € Q*, ¢; > 0. Soit :
B/I\,o ={feS(A)| f=[fo®IRr, foo € Bon, foo Dair}.

Comme a la section 3.2, soit C'! le sous-groupe compact du groupe des classes d’idéles C' de Q donné
par le noyau de I'application norme sur C'. Nous avons un isomorphisme (non canonique) entre C'
et C' x N ou N ~ R%,. Nous pouvons étendre tout caractére y' de C' en un quasi-caractére y
de C, s’annulant sur N. Comme dans [9], §8, Lemme 1, nous pouvons, d’une maniére similaire au
cas y = 1 ci-dessus, définir des sous-espaces B/{O, oll x est 'extension d'un caractére x!' de C*, en
écrivant A = RxT],c5 Q, x A5, ot S est 'ensemble fini des nombres premiers ramifiés pour x (voir
la section 1.3) et Ay g sont les adeles finis avec le produit restreint sur les nombres premiers finis
n’appartenant pas a S. Soit By = @ Bz)x(,m et Qa0 la projection orthogonale correspondante,

avec Q) o = EQroE~".

Xl 601

A nouveau, pour tout A > 0, nous introduisons la distribution positive :

Ap = Trace((Sy — Q4 o)V (R), heS(O).
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Connes observe que les considérations ci-dessus montrent que la distribution limite :
AOO = lim AA
A—o0
est positive, tout comme elle I’était dans le cas des corps de fonctions.
Si nous laissons @, désigner la projection dans L?*(X) sur By @ C @ C(1), alors Connes conjecture
I’analogue global suivant de la formule de traces géométrique locale. Nous I’énongons uniquement

pour le corps global K = QQ mais I’énoncé pour un corps global arbitraire est analogue.

Conjecture 1. Pour h € S§.(C), nous avons lorsque A — oo :

Trace(QaU(R)) = 2h(1)log’ A + > / h(u_l)d*u + // h<u_l)d*u + o(1), (39)

r* |1 — ul

p premier Q;

O'd 210g/A = fH)\HG[A*l,A] d*u ~ 210g A

Cela signifie qu’on conjecture que la formule de traces globale dans L?*(X) se comporte comme une
somme de formules locales. Observons que :

Trace(QaU(h)) = /C h(u)(1 + ||ul])d*u 4+ Trace(QaoU(R)). (40)

En utilisant (41), et en notant le déphasage de 1/2 dans E, nous avons comme conséquence de la
Conjecture 1 que, lorsque A — oo :

An(h) = /C h(u)([lull Y + | =) d*u

= [l [ o),

p premier

Par conséquent :

A(MzﬁjmmeMww*%fu
- [ e [

p premier R~ ’1 - Ul

Au Chapitre 1, nous avons donné une version de la formule explicite de Weil reliant les zéros de ((s)
aux nombres premiers rationnels p en comparant la formule du produit d’Hadamard avec la formule
du produit d’Euler. Une version adélique de cette formule explicite a été développée par Weil, qui
invoque une relation entre les zéros de toutes les L(x, s), ou y parcourt les Grossencharacters de
Q, et les nombres premiers rationnels p. Dans I’Appendice 1T de [9], Connes retravaille (pour un
corps global arbitraire) cette version de la formule explicite de Weil et montre ainsi que le membre
de droite de la formule ci-dessus donne :

A= X [ rwxwluld
L(x, 5 —i—p)_o
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La Conjecture 1 montrerait que A, est positive par construction. Pour prouver 'HGR, on appli-
querait alors le résultat suivant de Weil.

Théoréme 6. L’hypothése de Riemann généralisée (HGR) est équivalente a la positivité de Ay
Ceci est une version adélique de I’hypotheése de Riemann et du résultat de Weil sur 1’équivalence

avec la positivité de R discutée a la section 1.5. En remplacant h(u) par f(u) = |lul|~/2h(u=),
nous pouvons écrire la formule explicite de Weil sous la forme :

" h(u)
ror B[
/R* 1—U| +pp%ner P

fordu= > [ aoxlraus [ h

Par conséquent, Connes conJecture que :

1—u|

Aulf) = [ hlu

-3 [t [l

vEMg
et ceci impliquerait par la formule explicite que :

A= 3 J @l
L(x.p)=

laquelle serait positive.

Dans un certain sens, les formules, pour A > 0 :

Ap(h) = Trace((Sy — @y o)V (1))

sont en train de “calculer la trace dans H”. Connes est capable de démontrer la version suivante de
la formule explicite ci-dessus qui montre que l'action de C' sur H par W détecte les zéros des fonc-
tions L comme un spectre d’absorption dans L?(X) avec les zéros non critiques comme résonances.
Une démonstration complete dans le cas des corps de fonctions est donnée dans la Partie VIII,
Lemme 3 de [9] et les modifications nécessaires pour le cas des corps de nombres sont indiquées
dans la discussion subséquente de ce article sur 'analyse de la position relative des projections Py
et P A-

Théoréme 7. Soit h € S.(C), alors :
1 ~
=S N (g o) [ R )dn (),
P z€iR

ou la somme porte sur les paires (x',p) de caractéres x' de C', avec x étant l'unique quasi—

1 1
caractére sur C' s’annulant sur N, et sur les zéros p de L (X, 5t p) avec R(p) € (— 3 2) Le
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1
nombre N <X7 5 + p) est la multiplicité du zéro, la mesure dp,(z) est la mesure harmonique par

rapport a | C C et :
h(x.2) = [ h()x()lul*du,

La mesure dji,(2) est une mesure de probabilité sur la droite iR qui coincide avec la masse de Dirac
en p € iR. En transformant la région a droite de iR C C vers l'intérieur |z| < 1 du cercle unité, de
sorte que p soit envoyé sur u avec |u| = 1, nous pouvons écrire cette mesure sous la forme P, (u)du
ou P, est le noyau de Poisson :

1— 2|2

Ju— 2>

P,(u) =

4.2 Analogie avec la formule de traces de Guillemin.

On peut résumer 'approche de Connes de I'’hypothese de Riemann comme un programme pour la
dérivation d’une formule explicite conjecturée a la Weil. Alors que dans le cadre de Weil la formule
explicite est connue et le probléeme ouvert est de prouver un résultat de positivité, dans le cadre
de Connes la positivité fait partie de la construction de l'espace de Pélya-Hilbert (H,W) et le
probleme est de prouver la formule explicite correspondante. Dans son article original [8], Connes
a trouvé une analogie frappante entre sa formule de traces globale conjecturée pour 'action U de
C sur L?(X) et la formule de traces distributionnelle a la Guillemin pour les flux sur les variétés.

Soit M une variété C'*° et v un champ de vecteurs lisses sur M avec des zéros isolés. Nous avons le
flux associé F; = exp(tv), t € R, avec son action sur les fonctions lisses :

(UB)E)(x) =E(Fy(x), £€C®(M),z€MteR.
Pour h € C(R) avec h(0) = 0, soit :

Si U(h) a pour noyau k(z,y), c’est-a-dire :

UmE() = [ Kz, y)Ety) dy,
alors la trace distributionnelle de U(h) est définie comme :
Tracep(U(h)) = /Rk(a:,x) dx = p(h).
C’est-a-dire que p est vue comme une distribution. La formule de traces de Guillemin nous dit que :

Tracep(U(h)) =3, /1, md*u

2 we=0 ) 1= (F)l a+ > ) 7mh(T).

v Périodique T=T7"

Ici, (F). est l'application de retour de Poincaré : c¢’est la restriction de d(exp(7v)), ot T" est une
période, a la normale de 'orbite, et en un zéro du champ de vecteurs c’est ’application induite sur
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I'espace tangent par le flux. Par conséquent, (F,). est la restriction de 'application tangente a F,
a l'espace transverse des orbites. Dans la formule (42), on considére les zéros comme des orbites
périodiques, tandis que I, C R est le groupe d’isotropie de tout x € 7 et d*u est 'unique mesure
de Haar du de masse totale 1. Remarquons la ressemblance avec la formule de traces globale de
Connes lorsque h(0) = 0. Supposons que 1 — (F,,). soit inversible. Alors |1 —(F,).| = det(1— (Fy)).
Avec 'hypothése h(1) = 0, nous pouvons écrire la formule de traces globale pour U : C' — L%(X),
h € S.(C) comme :

Tracep( Z /

’L)GMQ

1—u|

ou pour l’évaluation de h, nous pouvons plonger u € QQ, dans J de maniere évidente avec des 1
partout sauf a la place v. Remarquons que 'action de J sur A possede des points fixes provenant
des éléments de A ayant des composantes nulles. Dans [8], Connes démontre ce qui suit.

Lemme 2. Pourxz € X = A/Q*, x # 0, le groupe d’isotropie I, de x dans C' = J/Q* est cocompact
si et seulement s’il existe evactement un v € Mg avec z, = 0, ou T = (:fv)veMQ est un relevement

dex a J.

*

Démonstration. Pour v, # v, dans Mg, I'application || - || : QF,

x Q;, — R n’est pas propre.

Supposons que seuls les points fixes de I’action de C' comme dans le Lemme contribuent a la formule
de traces. Alors Connes a 'heuristique suivante. Pour v € Mg, soit :

Hy={F€A|T= (%)% =0,7, #0,u# v},
et : N
H,={[z7]e X |T € H,}.
Soit N, I'“espace normal” a x € H,, c’est-a-dire :
N, ~ X/H, ~ A/H, ~ Q,,

de sorte que Q, peut étre vu comme '“espace transverse” a H,,. Soit j € I, le groupe d’isotropie
de z € H,, et soit j un relevement de j & J. Alors j agit linéairement sur A et fixe . L’action
induite sur 'espace transverse IV, I'application de retour de Poincaré dans cette situation, est juste
I’application de mulltiplication,

QxQ = Q

(A a) = Aa.
Par analogie avec la formule de trace de Guillemin, la contribution correspondante a la formule
h(A™Y)
Aly
formule de trace locale. Les cut-offs donnent la régularisation. Quand v = p est un nombre premier,

la période de l'orbite est le covolume du groupe d’isotropie Qy, et est égal a logp puisque I'image
de la norme p-adique sur Q7 est p”.

de trace devrait étre / ———=d"\ pour h € §(C) avec h(1) = 0. Cette contribution forme la
Q3

Connes propose que la formule explicite de Weil incorpore un analogue en théorie des nombres
non-commutative pour (X, ') de la formule de trace de Guillemin pour les flots sur les variétés.
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5. Aspects connexes de la géométrie non commutative

(Avec un appendice de Peter Sarnak)

Dans les chapitres précédents, nous avons cherché a présenter de maniere directe et élémentaire
I’essentiel de 'approche de Connes pour I’hypothese de Riemann. Connes a présenté dans ses ar-
ticles [8], [10], [9] des motivations plus sophistiquées qui intéressent un contexte plus large, car elles
invitent a une nouvelle interaction entre les algebres d’opérateurs et la théorie des nombres. Elles
se rapportent toutes dans une certaine mesure aux travaux antérieurs de Bost-Connes [5], dont une
vue d’ensemble fait ’objet du présent chapitre.

Nous avons ajouté, avec son autorisation, un appendice rédigé par Peter Sarnak, qui est la re-
production d’une lettre qu’il a écrite a Enrico Bombieri concernant I'apparition, dans le cadre de
Connes, d’une symétrie symplectique - au sens des travaux de Katz-Sarnak [26] - pour des familles
de fonctions L de Dirichlet munies de caracteres quadratiques.

5.1. Algebres de von Neumann et théorie de Galois

Une motivation supplémentaire pour 'approche de Connes, décrite en détail dans [10], découle de
son observation selon laquelle certaines caractéristiques de la théorie de Galois liées au groupe des
classes d’ideles ressemblent a celles de la classification des facteurs d’algebres de von Neumann.
Pour les corps locaux, le role du groupe des classes d’ideles est joué par le groupe des éléments
non nuls du corps, qui, d’apres la théorie locale du corps de classes, possede une interprétation
galoisienne en tant que groupe de Weil.

Pour les corps globaux K de caractéristique p > 0, nous avons un isomorphisme entre le groupe
des classes d’ideles et le groupe de Weil Wi du corps global K (voir la section 2.4). Les sous-corps
K' de K,, tels que [K’ : K] < oo sont classés par les sous-groupes {1} # I' C Mod(K) = ¢* C R%.
En définissant 0y (u) = p*, pour A € I' et p une racine I-iéme de I'unité avec (I,p) =1, on a :

K' ={x € K, : 0x(x) = x pour tout A € T'}

Les groupes de Galois d’extensions infinies sont construits comme des limites projectives des groupes
finis rattachés aux extensions finies. Lorsque K est un corps global de caractéristique 0, le résultat
principal de la théorie du corps de classes énonce qu'’il existe un isomorphisme entre Gal(K,;,/K)
(ou K, est 'extension abélienne maximale de K) et le quotient C'/D du groupe des classes d’ideles
de K par la composante connexe D de l'identité dans C'.

Lorsque K = Q, cela se traduit par un isomorphisme entre C' et R} x [], Z;, avec de plus D = R*,
de sorte que Gal(Q,,/Q) est isomorphe a [], Zy,. En effet, pour un corps global de caractéristique
0, la composante connexe D est toujours non triviale en raison des places archimédiennes.

Les algebres d’opérateurs peuvent-elles nous permettre de faire de la théorie de Galois “avec la

place infinie”, comme le proposait Weil (voir la section 1.4) 7 Les algebres de von Neumann appa-
raissent comme les commutants de représentations unitaires dans un espace de Hilbert ; les algebres
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centrales simples sont appelées des facteurs, et celles approximativement de dimension finie sont la
fermeture faible de 'union de séquences croissantes d’algebres de dimension finie.

Comme en théorie de Galois, on a une correspondance entre les sous-groupes virtuels I' de R,
(actions ergodiques de R ) et les facteurs M. Les facteurs non simples approximativement de
dimension finie sont M., (C) (les opérateurs dans 'espace de Hilbert, qui sont de type 1) et
Roy = R® My (C) (qui est de type Il et possede une trace 7 = 75 ® Trpz (c), ot R est I'unique
facteur approximativement fini muni d’une trace finie 75). Par la théorie des algebres de von Neu-
mann, il existe, & conjugaison pres, un unique groupe a un parametre 0 € Aut(Ro1), A € R, tel
que 7(0x(a)) = At(a) pour a € Dom(7) et A € RY.

Si I' est un sous-groupe virtuel de R7 et o 'action ergodique correspondante de R sur une algebre
abélienne A, alors :

Rr={r € Ry ® A: (0 ® ay)x = x pour tout A € R% }

est le facteur correspondant. Pour les bases de la théorie des algebres de von Neumann, voir [7].
Une direction de recherche future, proposée par Connes, est de développer cette analogie avec la
théorie de Galois.

Nous notons le corollaire suivant des travaux de Bost-Connes [5] (voir aussi la section 5.4) :

Théoréme 8. Soient A l'anneau des adéles de Q et L>(A) l’espace des fonctions essentiellement
bornées sur A muni de la norme du supremum. Alors le produit croisé L*°(A) x Q*, correspondant
a laction de multiplication de Q* sur A, est isomorphe a Ry1. De plus, la restriction de l'action
de C sur AJQ* correspond a Uaction 6y sur Ry ;.

L’espace X = A/Q* est 'espace des orbites associé a L>(A) x Q*. Le principal résultat de [5] a été
de construire un systéme dynamique, muni d’un groupe de symétrie naturel W = Gal(Qg,/Q) et
d’une fonction de partition égale a la fonction zéta de Riemann, présentant une transition de phase
a son pole s = 1.

Cette transition de phase correspondait au passage d’une famille d’états d’équilibre de facteurs de
type I, indexée par W (dans la région s > 1) a un état d’équilibre unique de facteur de type III;
(dans la région 0 < s < 1). Bost et Connes montrent que le facteur de type III; correspondant pour

la bande critique 0 < s < 1 possede un facteur de type Il dans sa décomposition continue, donné
par L>®(A) x Q*.

Cela motive I'étude de 'action (X, C). La nature 11, de l'algebre de von Neumann associée a X
écarte 'idée d’étudier cet espace a 1’aide de la théorie de la mesure classique. Des extensions de ces
résultats a des corps globaux arbitraires sont dues a Harari-Leichtnam [24], Arledge-Laca-Raeburn
[1] et & l'auteur [6].

Ce travail est également lié aux travaux antérieurs de Julia [25] et d’autres, qui visent & enrichir

notre connaissance de la fonction zéta de Riemann en créant un dictionnaire entre ses propriétés
et des phénomeénes de mécanique statistique. Le point de départ de ces approches est ’observation
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que, tout comme les fonctions zéta encodent des informations arithmétiques, les fonctions de parti-
tion des systémes mécaniques statistiques quantiques encodent leurs propriétés thermodynamiques
a grande échelle.

La premiere étape consiste donc a construire un systéme dynamique quantique dont la fonction de
partition est la fonction zéta de Riemann. Pour que le systéme dynamique quantique reflete 'arith-
métique des nombres premiers, il doit également capturer une forme d’interaction entre eux. Cette
derniere caractéristique se traduit, dans le langage de la mécanique statistique, par le phénomene
de brisure spontanée de symétrie a une température critique par rapport a un groupe de symétrie
naturel.

Dans la région de haute température, il existe un état d’équilibre unique, car le systeme est en
désordre et est symétrique par rapport a l'action du groupe de symétrie. Dans la région de basse
température, une transition de phase se produit et la symétrie est brisée. Ce groupe de symétrie
agit transitivement sur une famille d’états d’équilibre extrémaux possibles qui engendrent les états
du systeme apres la transition de phase : I'état d’équilibre n’est plus unique. Ce phénomene de
transition de phase est connu sous le nom de brisure spontanée de symétrie a 'inverse de tempé-
rature critique fy. La fonction de partition doit posséder un pole en y. Pour une explication plus
complete, voir [5]. Le probléme résolu par Bost et Connes était le suivant :

Probléme 1. Construire un systéme dynamique (B, o;) dont la fonction de partition est la fonction
zéta de Riemann (() (ot 5 > 0 est linverse de la température), présentant une brisure spontanée
de symétrie au pole B =1 de la fonction zéta par rapport a un groupe de symétrie naturel.

Comme mentionné a la section 5.1, le groupe de symétrie est le groupe unitaire des ideles, donné
par W = I, Z;, ou le produit porte sur les nombres premiers p et Z; = {u, € Q, : |u,|, = 1}. Nous
utilisons, comme auparavant, la normalisation |p|, = p~'. C’est le méme que le groupe de Galois

Gal(Q”/Q).

Ici Q% est I’extension abélienne maximale du corps des nombres rationnels Q, qui est & son tour
isomorphe a son extension cyclotomique maximale, c’est-a-dire ’extension obtenue en adjugeant
toutes les racines de l'unité. L’interaction détectée dans la transition de phase provient de l'inter-
action entre les nombres premiers découlant de la considération simultanée de tous les plongements
des rationnels non nuls Q* dans les complétés Q, de Q par rapport a la valuation |- |,. La générali-
sation naturelle de ce probleme au cas des corps de nombres a été résolue dans [6] et est la suivante :

Probléme : étant donné un corps de nombres K, construire un systéme dynamique (B, 0;) dont la
fonction de partition est la fonction zéta de Dedekind (x (), ou 5 > 0 est la température inverse,
présentant une brisure spontanée de symétrie au pole 5 = 1 de la fonction de Dedekind par rapport
a un groupe de symétrie naturel.

Rappelons que la fonction zéta de Dedekind est donnée par

ls)= 3 N(1¢) R(s) > 1. (44)

CCOk

Ici, Ok est 'anneau des entiers de K, et la somme est sur les idéaux € de K contenus dans Og.
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Le groupe de symétrie est le groupe des unités des idéaux finis de K.

Pour une généralisation au cas des corps de fonctions, voir [24]. Nous nous restreignons dans ce qui
suit au cas des nombres rationnels, c¢’est-a-dire a une discussion du probléme 1.

5.3. Construction de la C*-algebre

Nous donnons une construction différente de la C*-algebre de [5] de celle trouvée dans leur article
original. Elle est essentiellement équivalente a la construction de [I], sauf que nous travaillons avec
les adeles et les ideles, et s’avere particulierement utile pour la généralisation au cas des corps
de nombres dans [6]. Soit Ay 'anneau des adeles finis de Q, c’est-a-dire le produit restreint des
Q, par rapport aux Z,. Rappelons que ce produit restreint consiste en les vecteurs infinis (ay),,
indexés par les nombres premiers p, tels que a, € Q, avec a, € Z, pour presque tous les nombres
premiers p. Les adeéles (finis) forment un anneau pour l'addition et la multiplication composante
par composante. Les ideles (finis) Z sont les éléments inversibles des adeles. Ils forment un groupe
pour la multiplication composante par composante. Soit Zj les éléments u, € Z, avec lupl, = 1.
Notons qu’un idele (u,), a u, € Q;, avec u, € Z; pour presque tous les nombres premiers p. Soit

R=1[%,, I1=InR  W=]]Z.
p p

De plus, soit Z7 le semi-groupe des idéaux entiers de Z. C’est le semi-groupe des Z-modules de la
forme mZ ou m € Z. Notons que I, comme ci-dessus, est aussi un semi-groupe. Nous avons une

suite exacte courte naturelle,
1—-W—=1—-1;— 1. (45)

L’application I — 7 dans cette suite exacte courte est donnée comme suit. A (up), € I, on associe
Vidéal [T, p” (), ot ord,(u,) est déterminé par la formule |u,|, = p~"%®») 1l est clair que cette
application est surjective de noyau W, c¢’est-a-dire que la suite ci-dessus est bien exacte courte. Par
le théoreme d’approximation forte, nous avons

Q/Z ~ Ay /R ~ P Qy/Zy; (46)

et nous avons donc une action naturelle de I sur Q/Z par multiplication dans Ay/R et transport
de structure. Nous utilisons ici que I - R C R. Principalement, nous travaillerons dans A;/R plutot
que dans Q/Z. Nous avons le lemme suivant (voir [6]).

Pour a = (a,), € I et y € Af/R, I'équation
ar =y
a n(a) := [, p°%®) solutions dans = € Ay/R. Notons ces solutions par
[z :ax = y].

Dans le lemme ci-dessus, il est important de garder a ’esprit que nous calculons modulo R. Main-
tenant, soit C[A;/R] := span{d, : © € A;/R} T'algebre du groupe de Af/R sur C, de sorte que
030z = Opyq pour x,2’ € Ay/R. Nous avons (voir pour comparaison [I]),
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La formule ]

O‘a((gy) - @ [Ig_ 5J17
raz=y|

pour a € I, définit une action de I par endomorphismes de C*(A;/R).

L’endomorphisme «, pour a € I est un inverse unilatéral de 'application 0, + 6., pour € As/R,
donc c’est comme une “division” de semi-groupe. La C*-algebre peut étre considérée comme la
fermeture en norme d’opérateur de C[A;/R] dans sa représentation réguliere gauche naturelle dans
(*(A;/R). Nous faisons maintenant appel & la notion de produit croisé de semi-groupes développée
par Laca et Raeburn et utilisée dans [I], en 'appliquant a notre situation. Une représentation
covariante de (C*(Af/R), I, o) est une paire (7, V') ol

n:C*"(Af/R) — B(H)
est une représentation unifere et
V:I— B(H)

est une représentation isométrique dans les opérateurs bornés d’un espace de Hilbert H. La paire
(m, V') est requise pour satisfaire

m(aa(f) =Var())VS,  ael, feC(A;/R).

Notons que les V,, ne sont pas en général unitaires. Une telle représentation est donnée par (A, L)
sur (*(A;/R) avec base orthonormale {e, : © € A;/R}, o A est la représentation réguliére gauche
de C*(A;/R) sur (*(A;/R) et

1

S e

aby =
1(a) [r:az=y]

La représentation covariante universelle, a travers laquelle toutes les autres représentations cova-
riantes se factorisent, est appelée le produit croisé (de semi-groupes) C*(Ay/R) X, I. Cette algebre
est la C*-algebre universelle engendrée par les symboles {e(x) : x € Ay/R} et {p, : a € I} soumis
aux relations

fatta =1, fafty = ftab,  a,b €I, (47)
e(0) =1, e(@)" =e(—x), e(@)ely) =e(z+y), =zy€As/R, (48)
1
—— Y e(x) = pae(y)p, acl, yeAs/R. (49)
n(a) [z:az=y]

Les relations dans (47) refletent une structure multiplicative, celles dans (48) une structure additive,
et celles dans (49) comment ces structures multiplicative et additive sont reliées via I'action du
produit croisé. Julia [25] a observé qu’en utilisant uniquement la structure multiplicative des entiers,
on ne peut espérer capturer une interaction entre les différents nombres premiers. Lorsque u € W,
alors ji,, est unitaire, de sorte que puf 1, = i, ptf, = 1, et nous avons pour tout x € A¢/R

pue(@)py, = e(ux),  pne()p, = e(uz). (50)

Par conséquent, nous avons une action naturelle de W comme automorphismes intérieurs de

C*(Af/R) x4 I en utilisant (50).
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Pour retrouver la C*-algebre de [5], nous devons scinder la suite exacte courte (45). Les idéaux
dans 7z sont tous de la forme mZ pour un certain m € Z. Ce générateur m est déterminé au signe
pres. Considérons I'image de |m| dans I sous le plongement diagonal ¢ — (¢), de Q* dans I, ou
la p-ieme composante de (q), est I'image de ¢ dans Q;, sous le plongement naturel de Q" dans Qj.
L’application

+ :mZ — (Im|), (51)

définit une scission de (45). Soit I, I'image et définissons B comme le produit croisé de semi-
groupes C*(Af/R) %, I avec l'action restreinte o de I a I.. Par transport de structure utilisant
(46), cette algebre est facilement vue comme isomorphe a un produit croisé de semi-groupes de
C*(Q/Z) par N, ou N, désigne les entiers naturels positifs. C’est 1'algebre construite dans [5]
(voir aussi [I]). Désormais, nous utilisons les symboles {e(z) : x € Q/Z} et {uq, : a € Ny }. 1l est
essentiel de scinder la suite exacte courte de cette maniere afin d’obtenir le phénomeéne de brisure
de symétrie. En particulier, ce remplacement de I par I, signifie maintenant que le groupe W agit
par automorphismes extérieurs. Pour z € B, on a que p}xu, est encore dans B (en calculant dans
la plus grande algebre C*(As/R) %, I), mais maintenant cela définit une action extérieure de W.
Ceci coincide avec la définition de W comme groupe de symétrie comme dans [5].

5.4. Le théoréme de Bost-Connes

En utilisant la description abstraite de la C*-algebre B du §5.3, pour définir I’évolution temporelle
o de notre systeme dynamique (B, o), il suffit de la définir sur les symboles {e(z) : © € Q/Z} et
{pta @ € Ny }. Pour t € R, soit o, I'automorphisme de B défini par

0t(tm) =M pm, mENy,  oyle(z)) =e(z), z€Q/L. (52)

Par (47) et (50), nous avons clairement que I'action de W commute avec ce groupe a 1 parametre
0. Par conséquent, W permutera les états KMS  extrémaux de (B, o0;). Pour décrire les états
KMS 3 pour § > 1, nous allons représenter (B, o;) sur un espace de Hilbert. A savoir, suivant [3],
soit H l'espace de Hilbert (2(N, ) avec la base orthonormale canonique {e,,, m € N, }. Pour chaque
u € W, on a une représentation m, de B dans B(H) donnée par

ﬂ-u(,um)en = €mn, m,n € N+7
mu(e(x))e, = exp(2imnu o x)e,, neNy, zeQ/Z. (53)

Ici, wox pour u € W et z € Q/Z est la multiplication induite par le transport de structure
utilisant (46). On vérifie facilement que (53) donne bien une représentation de la C*-algebre B.
Soit H l'opérateur non borné dans H dont l'action sur la base canonique est donnée par

He, = (logn)e,, nec N;. (54)

Alors clairement, pour chaque u € W, nous avons

mu(oy(x)) = em,(z)e™™,  teR, zeB.
Notons que, pour > 1,
Tr(e PH) = Z(e €ny €n) Z Blen, €n) = Z n=?,
n=1 n=1 n=1
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de sorte que la fonction zéta de Riemann apparait comme une fonction de partition de type état
de Gibbs. Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de [5].

[Bost-Connes| Le systéeme dynamique (B, 0;) a pour groupe de symétrie W. L’action de u € W est
donnée par [u] € Aut(B) ou

[u] ce(y) —e(uoy), ye€Q/Z,  [u]:par> pa, a€N.
Cette action commute avec o :
[u] 0 0y = 0y 0 [u], veW, teR.

De plus,

1. pour 0 < f < 1, il existe un unique état KMSs. (C’est un état facteur de type III; avec
facteur associé le facteur d’Araki-Woods Re..)

2. pour > 1etue W, I'état
Gpu(r) = C(B) " Tr(my(z)e ™), z€B

est un état KMSg pour (B, o). (C’est un état facteur de type I..) L’action de W sur B induit
une action sur ces états KMSy qui les permute transitivement, et 'application u — ¢g,, est
un homomorphisme du groupe compact W sur I'espace £g des points extrémaux du simplexe
des états KMSg pour (B, 0y).

3. la fonction ¢ de Riemann est la fonction de partition de (B, oy).

La partie (1) du théoreme ci-dessus est difficile, et le lecteur est renvoyé a [5] pour tous les détails,
ainsi que pour une preuve complete de (2). Que pour 5 > 1, les états KMSs donnés dans la partie
(2) satisfassent la Définition 5 du §5.2 est un exercice direct. Notons qu’ils ont la forme d’états
d’équilibre de Gibbs.

Le théoreme 9 résout le Probléeme 1 du §5.2. Plus d’informations sont contenues dans sa preuve
cependant. Comme déja mentionné, étant donné I'existence de I'isomorphisme d’Artin en théorie du
corps de classes pour les rationnels, on peut retrouver I'action de Galois de W explicitement. Malgré
les progres dans [6], il reste un probléme ouvert d’exhiber cette action de Galois en termes d’un
analogue de (B,o0;) de maniére complétement satisfaisante pour des corps de nombres généraux.
Une autre caractéristique apparait dans I'analyse de la preuve de la partie (1) du Théoréme 9. On
peut traiter les places infinies de maniére similaire a ce qui a déja été décrit pour les places finies,
donc en travaillant avec les adeles (complets) A et les ideles (complets) J. L’anneau des adeles A
de Q consiste en les vecteurs infinis (as,a,), indexés par la place archimédienne et les nombres
premiers p de Q avec a, € Z, pour tous sauf un nombre fini de p. Le groupe J des ideles consiste en
les vecteurs infinis (us, up), avec ts € R, us # 0 et u, € Q,, u, # 0 et |u,|, = 1 pour tous sauf un
nombre fini de nombres premiers p. Il y a une norme |-| définie sur .J donnée par |u| = [tss|oo [T, [Uplp-
Nous avons des plongements diagonaux naturels de Q dans A et de Q* = Q \ {0} dans J induits
par les plongements de Q dans ses complétés. Notons que par la formule du produit Q* C Ker | - |.
Nous définissons une relation d’équivalence sur A par a = b si et seulement s’il existe ¢ € Q* tel
que a = ¢b. Par rapport a cette équivalence, nous formons l'espace des classes X = A/Q*. Les
ideles J agissent sur A par multiplication composante par composante, ce qui induit une action de
C = J/Q* sur X. Notons que cette action a des points fixes. Par exemple, chaque fois qu'un adele
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a a a, = 0, c’est un point fixe du plongement de Qj, dans J (a g, € Qy, on assigne l'idele avec 1 a
chaque place sauf la p-ieme). D’autre part, tout facteur de type III; a une décomposition continue,
c’est-a-dire qu’il peut s’écrire comme un produit croisé de R avec un facteur de type Il,.. Connes a
observé que 'algebre de von Neumann de Type III; dans la région 0 < < 1 du théoreme 9 a dans
sa décomposition continue le facteur de type 11, donné par le produit croisé de L>°(A) par I'action
de Q* par multiplication. L’algebre de von Neumann associé a comme espace d’orbite X = A/Q*.
Comme on 'a vu, la paire (X, C) joue un role fondamental dans I’approche proposée par Connes
pour démontrer ’hypothése de Riemann dans [8] et peut étre envisagée comme jouant le role des
corps de nombres de la courbe et le Frobenius pour la démonstration de I’hypothése de Riemann
dans le cas des courbes sur les corps finis.

5.5. Appendice par Peter Sarnak

Dans cette annexe, nous reproduisons, avec sa permission, le texte d’une lettre écrite par Peter
Sarnak en juin 2001 et adressée & Enrico Bombieri.

Voici I'accouplement symplectique que je vous ai mentionné a Zurich. Il n’y a rien de profond
la-dedans ni dans l'analyse qui I’accompagne. Pourtant, son existence est cohérente avec divers
themes. Pour replacer les choses dans leur contexte, rappelons que les résultats phénoménologiques
et analytiques sur les zéros de grand ordre d’une fonction L donnée et les zéros de bas ordre pour
des familles de fonctions L suggerent qu’il existe une interprétation spectrale naturelle pour les
zéros ainsi quun groupe de symétrie associé a une famille [KaSa] (N. Katz et P. Sarnak, Bulletin
of the AMS, 36 (1999), 1-26). En particulier, pour les fonctions L de Dirichlet L(s,x), x*> = 1,
la symétrie prédite dans [KaSa] est une symétrie symplectique, c¢’est-a-dire Sp(co). Nous nous at-
tendons donc a ce qu’il y ait une interprétation spectrale appropriée : la transformation linéaire
dont le spectre correspond aux zéros de L(s, x) devrait correspondre a une forme symplectique. 11
convient de souligner que cela ne place pas pour autant les zéros sur la droite. Un tel accouple-
ment symplectique est une symétrie centrale pour comprendre cette famille de fonctions L. D’un
autre coté, l'existence d'un accouplement unitaire (ou hermitien) invariant pour l'opérateur, tel
que suggéré par Hilbert et Pdélya, placerait bien str les zéros sur la droite. Cependant, je pense
que l'existence de ce dernier est peu probable. Dans les cadres analogues des corps de fonctions,
il existe des interprétations spectrales des zéros et des accouplements bilinéaires invariants dus a
Grothendieck. Les preuves connues de I’hypothese de Riemann (c’est-a-dire les conjectures de Weil
dans ce cadre) ne procedent pas par des structures unitaires magiques, mais plutdt par des familles
et leur monodromie, des représentations de hautes puissances tensorielles de ces dernieres et de la

positivité [De| (P. Deligne, Publ. IHES, 48 (1974), 273-308).

On peut rechercher un accouplement symplectique dans l'interprétation spectrale bien connue des
zéros de ((2s) dans le probléme aux valeurs propres pour X = SL(2,Z)\H. En effet, les résonances
(ou fréquences de diffusion) via la théorie des séries d’Eisenstein pour X se trouvent aux zéros de
£(2s), £ étant la fonction zéta complétée de Riemann. Lax et Phillips ont construit un opérateur
B (voir [LaPh] (P. Lax, R. Phillips, Bulletin of the AMS, 2 (1980), 261-295)) dont le spectre est
constitué des formes cuspidales de Maass sur X ainsi que des zéros de £(2s). Le probleme pour
trouver un accouplement symplectique pour la partie du spectre correspondant a £(2s) est que
je ne connais aucun moyen géométrique d’isoler cette partie du spectre de B. L’espace L*(X) tel
quel est trop grand. Néanmoins, cette interprétation spectrale des zéros de £(2s) est importante
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puisqu’elle peut étre utilisée pour donner des régions sans zéros raisonnables pour ((s) ; voir [GLSa]
(S. Gelbart, E. Lapid, P. Sarnak, A new method for lower bounds for L-functions, C.R. Acad. Sci.
Paris, 339 (2004), 91-94). De plus, cette preuve spectrale de la non-annulation de ¢(s) sur R(s) = 1
s’étend a des fonctions L beaucoup plus générales ou la méthode de Hadamard et de la Vallée
Poussin ne fonctionne pas (du moins avec nos connaissances actuelles) [Sh] (F. Shahidi, Perspect.
Math., 10 (1990), 415-437, Academic Press).

En supposant 'hypothese de Riemann pour L(s, x), Connes [Co| (A. Connes, Selecta Math. (N.S.),
5(1999), No. 1, 29-106) donne une interprétation spectrale des zéros. Je rappelle cette construction
ci-dessous. Tout comme l'interprétation spectrale sous forme de résonances, 1’espace de Connes est
défini de maniere tres indirecte — comme "annulateur d’un espace compliqué de fonctions (il est tres
proche de I'espace considéré par Beurling [Be| (A. Beurling, Proc. Nat. Acad. Sci., USA, 41 (1955),
312-314)). Nous pouvons rechercher des accouplements invariants pour son opérateur. Notons que
pour un espace de dimension paire, une condition nécessaire pour qu'une transformation A, de dé-
terminant égal a 1, préserve une forme symplectique standard ou un accouplement orthogonal est
que ses valeurs propres (en tant qu’ensemble) soient invariantes sous A — A~!. En fait, si les valeurs
propres sont également distinctes, c¢’est aussi une condition suffisante. D’un autre coté, si A n’est
pas diagonalisable, il existe d’autres obstructions (en plus de '“équation fonctionnelle” X — A™1)
pour préserver de tels accouplements.

Le cadre dans [Co] est le suivant : Soit x un caractére de Dirichlet non trivial de conducteur ¢ et
avec x(—1) =1 (on peut facilement inclure tous les x). Pour f € S(R) paire et 2 > 0, posons

0s(s) = <ﬁ>/ S (”q) X(n). (1)

D’apres la sommation de Poisson et les sommes de Gauss, nous avons

0 (1) =) )

Par conséquent, © () décroit rapidement lorsque x — 0 ou z — oo. Considérons l'espace vectoriel
W des distributions D sur (0,00) (par rapport au groupe multiplicatif) avec des conditions de
croissance appropriées en 0 et oo pour lesquelles

D)) = [ Do) =0 3
0 x
pour tout f comme ci-dessus.
Pour y > 0, soit U, la translation sur 'espace des distributions, U,D(x) = D(yx). Clairement,
U, laisse le sous-espace W invariant et donne une représentation de R%,. D’apres (2), si D € W,
alors RD := D(1/x) l'est aussi. Ce R agit comme une involution sur W. Pour voir quels caracteres
(c’est-a-dire les valeurs propres de Uy) 2, s € C, de R* sont dans W, considérons

o0 dx 00 dy
s27 _ g8/2 1 s+1/2 4Y
/0 Os(w)a®— = ¢ L(s + 2»c)/o )™ (4)

Maintenant, f € S(R) est paire, donc

= [T rwe e = [ @ ),
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ou g(s) est entiere. De plus, pour N > 0,

1 N Ldr
I= / > az,a™w t222 4 une fonction holomorphe en R(s) > —N +1,
0 = x

= Z 5 aQn i + une fonction holomorphe en R(s) > —N + 1. (5)
n J—

1
Ainsi, pour de tels f généraux, I a un pole simple en s = 3~ 2n.
D’apres (4) et (5), nous avons que 2°(©) = 0 pour tout f ssi

1
s=1iy oup= 3 + iy est un zéro non trivial de L(s, x). (6)

Si la multiplicité du zéro de L(s, x) en p = 5 + 1y est my > 1, alors en dérivant (4) m., — 1 fois, on
montre que
m~y—1 .7y

2, (log x)x™, ..., (log ) x
sont dans W.

L’involution R de W assure que 27 € W ssi 27" € W (et de méme avec les multiplicités). Le cas
v = 0 est particuliérement intéressant. D’apres (2), pour j impair,

o0 ; dz o0 ; dz
log 7)7© —:—/ log )0 7(z) . 8
| (ogay0,(@) =" = = [ (logay O () (8)
Par conséquent, si f = f et j est impair,
dx
1 J =0.
| ogaye;@)= =0 )
Si f=—F, alors
oo d
/ f(x)a:l/Z—x = 0. (10)
0 x
Donc d’apres (4), on voit que si f = —f, alors
00 dx _
/ @f(a:)(logx)J? =0, pour j =0,...,mq. (11)
0

En combinant (9) et (11), on voit que
Wo = span{1,logx, (logz)? ...} N W = span{1,log,..., (logz)™ '}
est de dimension paire.

Par conséquent, mg est pair (ceci découle bien stir aussi de ’équation fonctionnelle pour L(s, x)).
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Pour continuer, nous devons spécifier 1’espace précis de distributions avec lequel nous travaillons.

Pour permettre des zéros p de L(s, x) avec £(p) # 57 on doit autoriser des espaces de distributions

qui ont une croissance exponentielle a 'infini. Cela peut étre fait et on peut procéder comme nous
le faisons ici ; cependant, pour éviter de telles définitions, nous supposerons 'hypothese de Riemann
pour L(s,x) (de toute fagon, ce n’est pas le probléme en ce qui concerne le couplage symplectique).
De cette fagon, nous pouvons travailler avec les distributions tempérées familieres. Nous changeons
de variable en posant z = ¢, de sorte que nos distributions D(t) satisfont

/m D)0 (e!)dt = 0. (13)

Le groupe U, agit maintenant par translations 7 € R
U.D(t) = D(t + 7). (14)

Si maintenant V' est I'espace de ces distributions tempérées satisfaisant la condition d’annihilation
(13) pour tout f (qui est un espace vectoriel topologique), alors pour D € V' sa transformée de

_ 1 _
Fourier D(&) est supportée dans {7 | L(§ + 147, x) = 0}. Puisque D est aussi tempérée, il est facile
de décrire D et donc I’'espace V. Il consiste en toutes les distributions tempérées D de la forme

m~y—1

D(t) = Z ;) am(D)tjem. (15)

La représentation (15) est unique et la série converge comme une distribution tempérée, ¢’est-a-dire

m~y—1
Z Z |aj~ (D) <14

[vI<T j=0

pour un certain A dépendant de D.

L’action (14) sur V' donne un groupe de transformations dont le spectre est constitué des nombres
e avec multiplicité m.,. Les sous-espaces V., de V donnés par

V, = span{e tet, .. 1™l (17)

sont invariants par U,, I'action prenant la forme

1 7 72 7M1
0 1 27
o o 1 - : , (18)
T
0 0 0 1
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dans la base apparente. Ainsi, U, n’est pas diagonalisable si m., > 1 pour un certain . L’étendue
des sous-espaces V,, est dense dans V. Ainsi, I'action U, sur V donne une interprétation spectrale
des zéros non triviaux de L(s, x). Bien que I'on s’attende a ce que pour ces L(s, x), tous leurs zéros
soient simples, il existe des fonctions L plus générales (par exemple celles des courbes elliptiques de
rang supérieur a 1) qui ont des zéros multiples. Ainsi, la possibilité de zéros multiples, en particulier

en s = —, doit étre envisagée et il est instructif de le faire. Dans tous les cas, puisque des zéros

multiples signifient que cette action U, n’est pas diagonalisable, nous en déduisons qu’il ne peut y
avoir d’'unité directe qui 'accompagne.

Il y a cependant un couplage symplectique sur V' préservé par U,. Il est emprunté a Sym” p, ou
p est la représentation standard bidimensionnelle de SLy (via (18) ci-dessus) lorsque v est impair.

Nous couplons V,, avec V_, pour v > 0 et séparons l'espace de dimension paire V.

Pour D, FE € V', posons

[D,E] — mé (—1)Jaj,0<(]:?nzi?)o—l—j,0(E) + 2)7672 é <_1)Jajﬁ((Dn3jj?)_1_j,—~,(E). (19)

Il n’y a rien de spécial dans le facteur 76*72 - il est mis la pour la convergence.

Le couplage bilinéaire [, | sur V' x V est symplectique et invariant par U,. C’est-a-dire,
1. [D,E] = —[E, D]
2. Tl est non dégénéré : pour D # 0, il existe un E tel que [D, E] # 0.
3. [U;D,U.E] = [D, E] pour T € R.

La vérification de ces points est directe. Notons que si mg > 0 et pair, on vérifie que les transfor-
mations (18) ne peuvent préserver un couplage symétrique. Ainsi, la caractéristique symplectique
est intrinséque & cette interprétation spectrale des zéros de L(s, x).

Il serait intéressant de réaliser ce qui précede de maniere adélique comme dans les articles de Connes
et aussi pour d’autres fonctions L (disons GL3), en particulier la ou, par exemple, une invariance
orthogonale plutot que symplectique est attendue [KaSa]. Un autre point est qu'il serait agréable
de définir le couplage [ , ] directement sans la transformée de Fourier (c’est-a-dire sans d’abord
diagonaliser vers la forme de Jordan). Si nous supposons 'hypothése de Riemann comme nous
I’avons fait ainsi que la simplicité des zéros de L(s, x), alors une telle définition est possible. Posons

d
H(t) = e /2 alors pour D et E dans V, nous avons que H*D(t) et a(H*E) (t) sont des fonctions

presque périodiques sur R. A un facteur constant prés, nous avons
d
[D,E] =M | (H D)(t)%(H x E)(t) | . (20)
Ici, pour une fonction presque périodique f(t) sur R, M(f) est sa valeur moyenne donnée par

M(f) Tlgl;‘oQT/
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5.5.1. Section ajoutée par Peter Sarnak en février 2002

L’idée de Hilbert-Pdlya selon laquelle il existe un opérateur auto-adjoint défini naturellement dont
les valeurs propres sont simplement liées aux zéros d’une fonction L semble farfelue. Cependant,
Luo et Sarnak [LuSa] (W. Luo and P. Sarnak, Quantum Variance for Hecke eigenforms, Ann. Sci.
Ecole Norm. Sup. (4) 37 (2004), 91-94) ont récemment construit un opérateur auto-adjoint non
négatif A sur

LY(X) = {v € LSLaZ\H) | [ v()dv(z) = 0}

1
dont les valeurs propres sont essentiellement les valeurs critiques centrales L (2, ¢> lorsque ¢ varie
sur les formes de Maass (a Hecke propres) pour X. En particulier, cela donne une preuve spectrale
1 1
que L (2,(/§> > 0. Le fait que L (2,¢>> ne puisse pas étre négative (qui est une conséquence

immédiate de I'hypotheése de Riemann pour L(s, ¢)) est connu et a été prouvé par des méthodes de
fonctions théta (voir [KatSa], S. Katok and P. Sarnak, Israel Math. Jnl., 84 (1993) 193-227, et aussi
[Wal|, L. Waldspurger, J. Math. Pures et Appl., 60 (1981), 365-384). L’opérateur A provient de la
polarisation de la forme quadratique B(v) sur L3(X) qui apparait comme le terme principal dans
les sommes de Shnirelman pour les mesures Qﬁ?(z)dv(z), ol ¢; est une base orthonormale de formes
de Maass pour L?(X). Notons A; la valeur propre (laplacienne) de ¢;. Il est connu, voir page 688
dans [Se] (A. Selberg, Collected Papers, Vol. I (1989), Springer-Verlag), que

A
le—, A — o0.
2 12

La forme quadratique B(1)) provient de ce qui suit : Pour ¢ € L3(X) fixé,

S o3 )P ~ B)VA

A <A

lorsque A — oo.
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