Transcription et traduction du paragraphe 9.6. Fonction zeta d’un laplacien du livre
de Nicole Berline, Ezra Getzler et Michele Vergne Heat kernels and Dirac operators
(éd. Springer, 1996), Denise Vella-Chemla, 31 décembre 2024.

Dans cette section, on donne une application de ’existence d’un développpement asymptotique pour
le noyau de la chaleur : la construction de la fonction zeta d’'un laplacien généralisé et la définition
de son déterminant renormalisé. Cette construction, appliquée a une famille d’opérateurs de Dirac,
est utilisée dans la théorie des fibrés a déterminant linéaire, que nous décrirons dans la prochaine
section. Le lecteur intéressé seulement par le théoreme des familles d’indices peut sauter le reste
de ce chapitre.

Si f € C*(0,00) est une fonction de la demi-droite des réels positifs (qui se comporte bien en 0 et
en 1’0o, ce que nous décrirons rapidement), la transformation de Mellin de f est la fonction

Mf](s) = % / " peyetr

Lemme 9.34. Soit f € C*(0, 00) une fonction dont le développement asymptotique pour de petites
valeurs de t est de la forme

F&)~ > fiut*? 4+ glogt,

k>—n

et décroit exponentiellement a l'infini, c’est-a-dire, telle que, pour un certain X > 0 et pour t
suffisamment grand,

[f(t)] < Ce™®
Soit v la constante d’Fuler. Alors

(1) la transformation de Mellin M[f] est une fonction méromorphe avec des péles appartenant a
lensemble n/2 —N/2 ;

(2) la série de Laurent de M[f] au voisinage de s =0 est —gs™' + (fo — vg) + O(s)

Soit h € C*(0,00) une fonction dont le développement asymptotique pour les petites valeurs de t

est de la forme
h(t) ~ > hyt™?,

k>—n

et telle que pour un certain A > 0 et t grand,

[A(t)] < Ce™*
Alors f(t) = / h(s)ds satisfait les contraintes ci-dessus.
t

Preuve. Choisissons JRe s grand, et effectuons I'intégration sur [0, 00) sur les deux intervalles [0, 1]
et (1,00) séparément :

D(s)M[f](s) = /0 1 Ferdt + /1 " Fyrta.
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Le second terme, la contribution de l'intégrale a l'infini, est clairement entiere, du fait de la
décroissance exponentielle de f(t) lorsque ¢ — oco. Le premier terme peut étre développé en une
série asymptotique, et alors intégré explicitement, terme par terme :

/f Hetdt = fi / /241y

k<K

1 1
+g/ (log t)ts‘ldtJr/ O(t5/2+s=N)at
0 0

_Zs—l—k/Q Sz—l—r(s),

ou r(s) est holomorphe dans le demi-plan droit SRe s > —K /2. Puisque l'inverse de la fonction
Gamma I'(s)™! est entiere, on peut déduire (1).

Puisque I'(s)™! = s + vs? + O(s?), il s’ensuit que M[f] a le développement en série de Taylor au
voisinage de s = 0
—g5 + (fo —79) + O(s),

ce qui prouve la partie (2) du lemme.

o0
Si h est comme dans ’énoncé du lemme, alors pour montrer que / h(s)ds a un développement

t
asymptotique de la forme requise, on écrit, pour de petites valeurs de ¢,

0= [ Z e [ (40~ T )

k<0

1 0
+/ (h(s) — Z hksk/2> ds —i—/ h(s)ds
0 k<0 1
d’ol1 on obtient
Z R _ h_log t + ¢,
=, k:/2 + i’

ou ¢ est la constante

= > k:/2+1 / <h(s)—2hksk/2> +/100 h(s)ds. O

k<0,k#£—2 k<0

Si on définit LIM; o f(t) comme étant égal & fo — vg ou fy et g sont les coefficients de t° et log ¢
dans le développement asymptotique de f, on voit que la partie (2) du lemme ci-dessus implique
la formule

a4
ds

sMIf] = LIMf(t).

s=0 t—0



On notera LIM;_,of(¢) la limite renormalisée de f(t) lorsque t — 0.

Si H est un laplacien généralisé auto-adjoint sur une variété compacte M et si A est un nombre
réel positif, la fonction zeta de H est la transformée de Mellin

1 oo
Clss HA) = M[Tr(Piyocye™)] = m/o Te(Ppy e ")t

oll Py est la projection spectrale associée a H sur les valeurs propres appartenant a l'intervalle
(A, 00). Cette fonction est égale a Tr( Py o) H ~*) pour s > n/2 ol n est la dimension de la variété M.

Comme exemple, considérons le laplacien scalaire (—d?)/dt? sur le cercle, avec pour valeurs propres
{0,1,1,4,4,...,n% n% ..}

Si0< A< 1ets>1/2 on voit que

2 o [ _pe -
C(s, H,\) = o) Z/ e "t = 2271‘25 = 2((2s),
5 n=1"0 n=1

ou ((s) est la fonction zeta de Riemann.

On peut comprendre le comportement de la fonction zeta comme une fonction du plan complexe
au moyen du développement asymptotique de Minakshisundaram-Pleijel du noyau de la chaleur.

Proposition 9.35. La fonction ((s, H,\) posséde un développement méromorphe a tout le plan
complexe, et elle est holomorphe en s = 0.

Preuve. Lorsque t — 0, on a

Tr(Ppooye ) = Tr(e ) — Z et
k=0
CS
k=—n/2

oules \g < ... <\, < Asont les valeurs propres de H appartenant a l'intervalle (—oo, \| énumérées
selon leur multiplicité. Le fait que Tr(P(Ayoo)e*tH ) décroisse exponentiellement rapidement lorsque
t — 00 a été démontré dans le lemme 2.37[1 O

!Proposition 2.37 : Si H est un laplacien généralisé, et si Plo,00) €st la projection sur les fonctions propres de
H de valeur propre positive, alors pour tout ¢ € N, il existe une constante C(£) > 0 telle que pour tout t suffisamment
grand,
(21 Pro,001 ™ Po,oc) 9} || < C(£)e™M0/2,

ot \1 est la plus petite valeur propre non nulle de H.



Notons ('(s, H, \) la dérivée de ((s, H, \) par rapport & s. En suivant Ray et Singer, on définit
le déterminant de la fonction zeta d'un laplacien généralisé H pour lequel 0 n’est pas une valeur

propre comme étant
det(H) = ¢~ ¢ 010,
Cette définition est motivée par le fait que si H est un endomorphisme positif d’un espace vectoriel
hermitien fini-dimensionnel V', et si
C(s, H) = M[Tx(e™"")] = Te(H )

alors ('(0, H) = —log det(H). Le déterminant de la fonction zeta d’un laplacien généralisé H est
un déterminant renormalisé adapté a la classe des laplaciens généralisés.

Si H est un laplacien auto-adjoint, soit 0 < A < p, et A < A; < ... < A\, < p énumération des
valeurs propres de H appartenant a U'intervalle (A, . Le résultat suivant est clair.

Proposition 9.36. La fonction zeta de H satisfait la formule

Cs, HA) = C(s, Hop) + )N

i=1

et par conséquent, sa dérivée en s = 0 satisfait la formule
C'(0,H,\) = {'(0,H, ) Zlog i

Dans la proposition suivante, on calcule la variation de la fonction zeta ((s, H*,\) d’une famille
H? de laplaciens généralisés sur M par rapport au parametre z. On travaille sur 'ensemble U, ou
A n’est pas une valeur propre de H?.

Proposition 9.37. Sur l'ensemble Uy, la dérivée par rapport au parametre z de la fonction zeta
d’une famille de laplaciens généralisés est donnée par la formule

oC(s, H?, )

0z

Preuve. En utilisant la méthode du lemme 9.34, il n’est pas difficile de montrer que la dérivée
0C(s, H*, X\)/0z de la fonction zeta est méromorphe. Par conséquent, on peut arguer que pour les
grandes valeurs de e s, les deux cotés de la formule sont donnés par des intégrales convergentes.
Si on différencie ’expression

—sM[Tr(Pj, )0 H*(H?) e "),

1 [eS)
T(s) /0 r ( (\oo)€ )

pour la fonction zeta par rapport a z et si on applique le corollaire 2.50 EL on obtient que

C(s,H* \) =

2Corollaire 2.50. Si H? est une famille lisse & un paramétre de laplaciens généralisés sur un fibré vectoriel £

sur une variété compacte, alors
0 P OH* 2
—Str ( —tH ) = —tStr [ ——e ).
0z 0z

Note de la traductrice : la notion de Supertrace (Str) est définie a la page 38 et travaille sur des espaces “double-face”,
une face positive et une face négative.



0

(9.5) -

Gl H, A) = =Mt Tr(Pf )0 H*e )] + M[Tr(0: P ye ™))

Puisque P = P(Z)\voo) est une projection, la regle de Leibniz montre que
0.P = P0,P+ 0,PP ;
en multipliant sur la gauche et sur la droite par P, on voit que P0,PP = 0, de telle facon que
0.P=P(0.P)1—P)+ (11— P)(0.P)P

Par conséquent, le second terme du coté droit de (9.5) s’évanouit. De 'autre coté, 'intégration par
parties montre qu’en général

Mt f'] = —sMI[f],

de telle fagon que le premier terme peut étre réécrit sous la forme désirée. 0

Le théoreme suivant est ’analogue pour le déterminant de la fonction zeta de la formule

aglog det(H?) = Tr(0,H*(H*)™)
z

pour la variation du déterminant d’une famille d’opérateurs H, sur un espace vectoriel fini-dimensionnel.

Proposition 9.38. Si H* est une famille de laplaciens généralisés sur une variété compacte M,
alors sur l’ensemble Uy,

0 .
8—(’(3 =0, %, \) = —LIM Tr(P{, o) 0-H* (H*) ™ e ).
z
Preuve. Pour appliquer le lemme 9.34 (2), on doit montrer que
Tr(P o) 0-H*(H?) ')

a un développement asymptotique. Considérons le développement asymptotique

[e.9]

Tr(P(Z)\’OO)e_SHZ)N Z ap(2)s".

k=—n/2
En se rappelant de la preuve de la proposition précédente que
O.Tx(Ph peye ") = =5Tr(P o0y 0-H?e ™),
on voit que Tr( 8 H?e™ ) a un développement asymptotique de la forme

Tr(P(f\voo)ﬁsze_SHz) ~ — Z D,ast!

k=—n/2

Par conséquent, on peut appliquer le lemme 9.34 pour conclure que
/ Tr(Pp oo)0-H?e™1"") ds = Tr (P}, .y 0-H*(H?) " le™17)
t

a un développement asymptotique. U



