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1. Résumé

Nous calculons la variance quantique pour la surface modulaire. Cette variance, introduite par
Zelditch, décrit les fluctuations d’une observable quantique. La forme quadratique ainsi obtenue
est ensuite comparée avec la variance classique. L’attente que ces deux coincident ne devient vraie
qu’apres l'insertion de certains facteurs arithmétiques subtils, précisément les valeurs centrales des
fonctions L correspondantes. Ce sont les termes non diagonaux dans I’analyse qui sont responsables
de la riche structure arithmétique émergeant de la diagonalisation de la variance quantique.

2. Introduction

Ceci est le troisieme article de la série [23, 24] traitant de I’équidistribution de la masse des formes
automorphes sur X = I'\H avec I' = SL(2,Z) et H le demi-plan supérieur. Nous réalisons H comme
SL(2,R)/SO(2,R) avec sa métrique hyperbolique et Y = I'\SL(2,R) comme l’espace cotangent
unitaire de X. Les fonctions sur X peuvent étre considérées comme des fonctions invariantes sous
SO(2,R) sur Y et nous le ferons souvent. De cette maniére, I’élément de Casimir w dans I’algebre
enveloppante universelle de sl(2,R) se restreint a 'opérateur de Laplace-Beltrami A lorsqu’il agit
sur les fonctions de X.

Il y a deux types de formes automorphes que nous étudions. Les premieres sont les formes cuspides
de Maass-Hecke sur X (voir [28]). Elles satisfont

Ap+Ap =0, T,0=2As(n)o (1)

ou pour n > 1, T, est I'opérateur de Hecke normalisé (voir [11]). Nous normalisons ces formes
cuspides de sorte que

dx dy
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Si nous ordonnons les ¢; par leurs valeurs propres Ay < Ay < ..., et par conséquent ¢1, @, ...,
nous obtenons une base orthonormée pour le sous-espace cuspidal Lgusp(X ) de L*(X). Il est connu

(d’apres Selberg) que ces valeurs propres satisfont une loi de Weyl
aire(X) A
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lorsque A — oo.

Les autres formes automorphes que nous considérons sont les formes cuspides holomorphes dans
Sk(T") de poids entier pair k pour I' (voir [30]). Sk(I') est un espace vectoriel muni du produit



scalaire de Petersson. Soit Hy la base orthonormée des formes propres de Hecke pour Sy (I"). D’apres
le théoreme de Riemann-Roch, nous avons

. k
12
lorsque k — oc.

dz d
Notre intérét porte sur la distribution des mesures de probabilité sur X, ps = |q5(z)|272y pour ¢

dx d
dans (1) et pp = y*|f(2)]? 2

vers l'infini (c’est-a-dire dans la limite semi-classique).

ainsi que sur leur comportement lorsque A ou k tend

Pour expliquer & quoi s’attendre, rappelons quelques conjectures (ou suggestions) de la littérature
physique. Le mouvement par géodésiques sur X donne naissance a un flux hamiltonien G; sur Y
donné par

et’? 0
I'g —Tyg 0 2] teR.

Ce flux préserve la mesure de Haar normalisée dg sur Y et est ergodique. Il a une entropie positive
ainsi que toutes les autres caractéristiques d’'un hamiltonien chaotique. Soit C§°(Y') l'espace des
fonctions lisses sur Y qui décroissent rapidement dans la pointe et de méme nous définissons I’espace
C(X). Ainsi, si v € C§°(X) et pour tout A > 0, il existe une constante C' = C(A, ) telle que
[(2)] < C(A,¥)y=* pour y = F(2) > V/3/2 et de méme pour les dérivées de 1. Soit C%H(X)
(respectivement C§5(Y')) le sous-espace de C§°(X) constitué des fonctions & moyenne nulle (c’est-

é-dire/ U(2) do dy
X

grand (selon ¢). A1n81 5:0(X) contient I'espace C2p(X) des fonctions lisses sur X a support compact
et a moyenne nulle, ainsi que Cg;, (X ), I'espace des fonctions lisses a décroissance rapide sur X qui
sont cuspidales. Ce dernier est engendré par les formes cuspides de Hecke-Maass. Il est connu [25]

que si ¢ € Cgy(Y), ses fluctuations le long d'une orbite générique du flux géodésique obéissent a

b ve

variance V(1)) donnée par la forme hermitienne non négative suivante sur Cg(Y) :

- %
V(31,9) = /_OO /F\SL(Q,R) V1 (9 ( 0 —t/2>> ¢2( )dg dt. (2)

L’intégrale en t dans (2) converge absolument en raison de la décroissance exponentielle des corré-
lations pour le flux G; [26]. Nous appelons la variance V' (¢) de 1'“observable classique”, la variance
classique.

1
= 0) et dont le zéroieme coefficient de Fourier / Y (z)dzx est nul pour y assez
0

un théoreme central limite. Précisément, ))dt devient gaussien de moyenne 0 et de

Puisque w commute avec la représentation réguliere, il découle de (2) et d’une intégration par
parties que

V(wr,e) = V(1 wibe) et V(Ra b1, Raytha) = V (1, 2), (3)

ou R est la représentation réguliere donnée par

Ry, ¢(Tg) = ¢(Tgg1)
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En particulier, V' est diagonalisée par les sous-espaces invariants pour I'action réguliere de SL(2,R)
sur L§(Y'). En restreignant V' & Cg%(X), nous voyons d’apreés (3) que

V (1, Atha) = V(Arhy, ¢ha).

Ainsi sur Cg5(X), V est diagonalisée par les formes cuspides de Maass ¢; (et les séries d’Eisenstein
unitaires correspondantes). Dans ’Annexe A, nous calculons la valeur propre de V' sur ¢;, elle est

donnée par :
4

7 (4)

Le probléme des valeurs propres (1) donne les états propres pour la quantification du flux hamilto-
nien G;. La quantification fournit également un opérateur auto-adjoint Op(v)) sur L*(X), pour toute
fonction réelle 1 dans C3°(Y"). Dans ce cas, une quantification “canonique” est donnée par Zelditch
[32]. Op(v) est l'observable quantique correspondant a I'observable classique 1 et (Op(¢)¢;, ¢;)
donne la valeur de cette observable dans 1'état ¢;. Notons que si ¢ € C5°(X), alors Op(¢)) est
simplement 'opérateur de multiplication (Op(¥)h)(z) = ¥(2)h(z) et (Op(¥)d;, ¢5) = g, (V).

Comme mentionné auparavant, notre intérét porte sur la relation entre l'observable classique
Y(Gi(g)) lorsque t — oo et les observables quantiques (Op()@;, ¢;) lorsque A; — oo. Il est connu
[32] que leurs moyennes concordent. Pour ¢ € C§°(Y),

I iy X (0000000 = [ o) o)

oA I'\SL(2,R)

En étudiant les fluctuations, nous supposerons que ¢ € Cgy(Y). Dans [6] et [5], il est proposé
que pour de tels hamiltoniens classiquement chaotiques, la variance des observables quantiques
(Op(¥)¢;, ¢;) corresponde a la variance classique V() et que la distribution de ces nombres de-
vienne gaussienne apres normalisation par la racine carrée de la variance. Plus précisément, la
variance quantique proposée est

Sp(A) ==Y KOp(¥)dj, ¢1)|> ~ V()N (N2, (6)

A <A

lorsque A — oo.

Zelditch [33] a introduit ces sommes de variance quantique dans son traitement de l’ergodicité
quantique pour cette surface. Il a établi la borne non triviale Sy, (A) = Oy (A/log A). Dans [23], nous
avons montré que pour 1 € C5%(X) et tout € > 0, Sy(A) = Oy(A/?7¢) et Jakobson [16] a étendu
cette borne a tous les ¢ € Cgy(Y). L'analyse conduisant a ces bornes en O(A\Y/2+) implique des
termes non diagonaux provenant d’une application de la formule de trace de Kuznetsov. Ceux-ci
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ont été traités en utilisant les inégalités de grand crible de Deshouillers et Iwaniec [3].

Afin de se débarrasser du € et d’obtenir un comportement asymptotique pour Sy (), on ne peut
se contenter d’estimer ces termes non diagonaux. En fait, comme on le verra ci-dessous, ces termes
contribuent au terme principal dans I'asymptotique.

Comme il ressort des sections ultérieures de cet article, l’analyse de ces sommes de variance quan-
tique est assez délicate. Nous suivrons notre stratégie de [24], en examinant d’abord la variance
quantique pour le probleme tres similaire ou ¢; est remplacé par f € Hj. Clest-a-dire, pour

Y € Cgy(X), posons
dx dy

OPS. 1) = 1) = [ 4 1)) (7)

Les sommes de variance quantique correspondantes sont

> D lm@)P

k<K 2|k fEH)

Notons que & joue le role de v/A. La seule différence entre notre traitement de (7) et de Sy(\)
en (6) est que pour le cas holomorphe, on utilise la formule de Petersson [12] & la place de la
formule de Kuznetsov [21]. Cela simplifie 'analyse, en particulier en ce qui concerne les fonctions
spéciales. Nous laissons les détails de I'analyse de 'asymptotique de Sy, () pour un article ulté-
rieur, bien que nous enregistrions ci-dessous le terme principal dans ce cas a des fins de comparaison.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cet article. Au vu de la formule de
Petersson, il est commode de considérer une version pondérée des sommes de variance quantique. Les
poids sont des poids arithmétiques variant modérément, donnés par des valeurs spéciales en s = 1
de fonctions L. Avec un peu plus d’effort [13], ces poids peuvent étre supprimés, et ils n’ont aucun
effet sur 'asymptotique finale. Pour f € Hj ou une forme cuspide de Maass-Hecke, soit L(s, f) et
L(s, ¢) les fonctions L standard correspondantes (partie finie), voir [14] par exemple. Les fonctions L
complétées A(s, f) et A(s, @) sont entieres et satisfont des équations fonctionnelles. Soient sym?( f)
et sym?(¢) les relevés carrés symétriques de f et ¢ respectivement vers des formes cuspides sur
GL3(Ag) [7]. Les fonctions L correspondantes, qui sont des produits d’Euler de degré 3, sont
notées L(s,sym?(f)) et L(s,sym?(¢)). Leurs fonctions L complétées A(s,sym?(f)) et A(s,sym?(¢))
sont entieres et satisfont une équation fonctionnelle reliant les valeurs en s et 1 — s. Nous aurons
également P'occasion d’utiliser les fonctions L de Rankin-Selberg L(s,sym?(f) ® ¢) de degré 6 et
leur complétion A(s,sym?(f) ® ¢). Les poids en question sont L(1,sym?(f)). Etant des valeurs
spéciales en s = 1, elles satisfont les bornes [10]

k™¢ <. L(1,sym?(f)) <. k°
pour tout € > 0.

Théoréme 1. Fizons u € C§°(0,00).

(A) Il existe une forme hermitienne non négative B, définie sur Cgo(X) telle que pour ¢ €
00(X) et e>0,

Su (M) 3 sl = ) ([T uoa) & + 0, ()

2lk feH,



lorsque K — oo.
(B) B, satisfait les symétries

B, (A, 4hs) = Bw(Tﬁl,sz) et Bw(anla%) = Bw(¢1,Tn¢2)

pour n > 1.
(C) En restreignant B, da L
cuspides de Maass-Hecke et la valeur propre de B,, en ¢; est L(1/2,¢;).

Cusp(X) B, est diagonalisé par la base orthonormée {¢;} des formes

Remarques

1. Un argument d’approximation simple dans (A) nous permet de prendre u comme fonction
caractéristique d’un intervalle. Ainsi, lorsque K — o0,

> > L(Lsym® ()| () ~ Bu(¥)K.

k<K 2|k fEH)

De plus,

2
S S LA, sym?(f)) ~ 2 )K .
k<K2|k fEH}, 48

Ainsi, nous obtenons I'analogue pour les ;1 de 'asymptotique de Sy (). Comme mentionné
plus tot, les méthodes de la preuve du Théoreme 1 s’appliquent & S, () et donnent

Su(A) ~ B(¥)VA

lorsque A — oo. La forme hermitienne B sur CF5(X) satisfait la méme relation de symétrie
(B) du Théoreme 1. La seule différence est que la valeur propre de B en ¢; est donnée par

B(¢;) = §L(1 /2,0;)V(¢;). Par conséquent, les deux formes B et V sont diagonalisées par

les ¢; et la variance quantique proposée (6) est correcte si 'on insere le facteur arithmétique
subtil L(1/2, ¢;) aux valeurs propres de V.

2. Les nombres L(1/2, ¢;), qui sont essentiellement les valeurs propres de la forme hermitienne
non négative B,,, doivent satisfaire L(1/2,¢;) > 0. Ce fait non évident est tout a fait profond
et utile (voir [14]). Il a été établi pour la premiere fois dans [17]. La présente preuve par
les valeurs propres est intéressante de divers points de vue. Il y a beaucoup de preuves que
les zéros d’une fonction L sont de nature spectrale (voir [18]). Ici, nous avons les nombres
L(1/2, ¢;) lorsque ¢; varie dans la famille des formes propres de Maass-Hecke, comme étant
les valeurs propres d’un opérateur non négatif.

3. Il est connu [15] qu’au moins 50% des ¢; pairs, c’est-a-dire ceux satisfaisant ¢;(—z) = ¢;(z),
ont L(1/2,¢;) # 0. Pour les ¢, impairs, L(1/2, ¢;) = 0 au vu du signe de I’équation fonction-
nelle de A(1/2,¢;), et aussi py(¢;) = 0 puisque tout f dans Hj est réel sur y = 0 et donc
f(=2) = f(z). On peut montrer que (voir [22])

S Y rsmi(n) ~ P e

k< K.2|k fEH), 48 - ((6)




En combinant cela avec le Théoreme 1 et I'inégalité de Cauchy, nous voyons que pour ¢ avec
L(1/2,¢) # 0, »
ps(9) = Q%)

lorsque k — oco. Cela montre que le taux d’équidistribution pour les pi7(¢) dans le probleme
QUE, c’est-a-dire pour tout € > 0, y;(1) = Oy (k7/%€), tel que prédit par la formule de
Watson (voir ci-dessous) et ’hypotheése de Riemann généralisée (GRH), est essentiellement
optimal.

Nous terminons l'introduction par un apercu de l'article. Comme dans [23] et [24], nous établissons
(A) en utilisant les séries de Poincaré P, (voir la Section 2). Celles-ci forment un sous-espace
dense de C§5(X), et elles nous permettent d’analyser la quantité jur(P,, ) en termes de sommes
sur les coefficients de Fourier de f. Cela nous permet a son tour d’exploiter la multiplicativité de ces
coefficients, qui découle du fait que f est une forme propre de Hecke (un ingrédient crucial). Nous
faisons ensuite la moyenne sur Hj, en utilisant la formule de Petersson (voir la Section 2). Cela
introduit des termes diagonaux et non diagonaux. Les termes non diagonaux impliquent des sommes
de Kloosterman standard. Ensuite, nous effectuons la somme lissée sur k en utilisant la sommation
de Poisson. Une application des Lemmes 4.1 et 4.2 de [24] introduit un tordage arithmétique des
sommes de Kloosterman qui deviennent des sommes de Salié. De cette maniere, le terme principal
(lorsque K — 00) est identifié et il contient une série infinie de sommes exponentielles S, () discutée
a I’Annexe B. Ces termes non diagonaux apparaissent comme une partie du terme principal assez
compliqué qui est donné dans le Théoreme 2 de la Section 2. Sous cette forme, la forme hermitienne
B,, est donnée en termes de ses valeurs sur les séries de Poincaré. A la Section 3, nous analysons
B,,. En utilisant I'expression en série obtenue dans le Théoreme 2, nous vérifions directement les
propriétés de symétrie (B) du Théoreme 1 lorsque 1,19 sont des séries de Poincaré. A la Section
4, la symétrie est étendue a CS}J(X ). Avec ceci et le fait que ¢; est déterminé de maniere unique
par les valeurs propres A; et A;j(n),n > 1, nous en déduisons facilement que B,, est diagonalisé par
les ¢;. A la Section 5, nous calculons les valeurs propres de B, en ¢;. Pour ce faire, nous revenons
a I'asymptotique originale du Théoreme 1 avec 1) = ¢, une forme propre paire de Maass—Hecke.
Pour une telle ¢, nous utilisons I'identité de Watson [29] :

dedy[* _ A(1L/2,sym°(f) ® $)A(1/2,0) o)
2] AL sym?(f))?A(1, sym2(¢)) |
Ainsi, la somme de variance quantique sur f se résume, apres une analyse des facteurs archimé-
diens du membre de droite de (9), & moyenner L(1/2,sym?(f) ® ¢) sur f. En utilisant la théorie
de Rankin—Selberg pour GL(3) x GL(2), nous pouvons exprimer ces valeurs en une série appro-
priée (voir la Section 5), aprés quoi le moyennage sur f € Hj et sur k pair peut étre effectué.
Contrairement au cas de la fonction générale ¢/ du Théoreme 1, dans cette analyse pour ¢, seuls
les termes diagonaux contribuent au terme principal de la somme de variance. Cela conduit a la
valeur propre, c’est-a-dire B, (¢), prenant la forme simple énoncée dans la partie (C) du Théoreme 1.

oo = [ #1562

Pour conclure I'introduction, nous commentons le comportement gaussien proposé pour soit ji¢(¢)
lorsque f varie, soit iy, (¢) lorsque j varie, avec ¢ une forme de Maass-Hecke paire fixée. D’apres
(9) et une analyse des facteurs archimédiens dans (9), cela revient a la distribution des nombres
L(1/2,sym?(f) ® ¢) lorsque f varie. Cette famille de fonctions L, L(s,sym?(f) ® ¢) avec f € Hy,
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k — oo, est une famille SO (paire) selon [18]. Ceci est montré dans [4] qui examine la distribution des
zéros de bas niveau pour cette famille (notons que les signes des équations fonctionnelles pour cette
famille auto-duale sont tous 1, mais la famille a une symétrie orthogonale plutdt que symplectique).
Par conséquent, selon les conjectures de Keating et Snaith [19, (77)], les moments de ces valeurs
spéciales devraient satisfaire

;L(82 Z Z Lm<1/27 Sym2(f) ® gb) ~ (10g K2)m(m_1)/2a<m>f50(even) (m),

k<K feHj
20k

ou
277’L

o2 - DI

fSO(even) (m) =

et a(m) est un produit sur les nombres premiers spécifique a cette famille, qui peut étre calculé
pour tout m donné, mais pour lequel nous ne disposons pas d’une formule fermée simple.

Ainsi, si ces conjectures sont vraies, alors la distribution des nombres L(1/2,sym?(f) ® ¢) et donc
de |ps(¢)]* n’est clairement pas gaussienne, du moins au sens de la convergence des moments.

Pour conclure, nous signalons au lecteur le récent preprint [20] ot une anomalie similaire pour la
variance quantique est trouvée pour le chat map.
3. Séries de Poincaré

Nous utilisons les mémes notations que dans [24]. Pour h(z) € C§°(0,00), la série de Poincaré
incomplete (m € Z, m # 0) est définie par

Pom(z) = 3 hly(yz))e(mz(yz)),

YEL o \I'

o {(3 1) ne)

Une forme cuspidale f € H; a un développement de Fourier

f(2) =2 _as(r)e(rz),

ou

r>1
et nous définissons i1
Aty = SO
ar(1)
Notons par L(s,sym?(f)) la fonction L du carré symétrique associée a f :
A n2)
Lls, sym? () = ¢(23) > )
n=1

et rappelons que, pour tout € > 0, les bornes suivantes sont valables :

k¢ < L(1,sym?(f)) < k*. (10)
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Puisque (f, f) = 1, nous avons la relation
(47)k-1 272
I'(k) L(1,sym*(f))

Soient mq,my € Z, mymsy # 0 et hy, hy € C§°(0,00). Rappelons que si m; > 0, nous avons (voir
Proposition 2.1 dans [24])

(DI = (11)

s P = Gy sy S A s (- E ) 0

7'>1

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer m; > 0,mg > 0, puisque (s, Py (2)) = (5, Pr—m(2))-

Ainsi, d’apres la formule ci-dessus, (11) et la multiplicativité des valeurs propres de Hecke,

':n“f Phl ?“J{ };‘l{:]rf th-”tj(:;]::'

2 Pk — 1)
{'J‘ - ULfl sym?2(f)) (dw)k-1

z Z ag(ri(ry +my/dy))ag(ra(rs + ma/ds))

(ry(ry +my fdy))F= D2 (g (ry + mg /dy))F-1)/2

dy |my da|tny T1,m2
k-1 — k—1 ]

I 7 O(k~1*<).

* M (.'Lmj’.l{r'l + fr.llf{id'l])) "2 (.lﬂd—_:l:-rg + rn-gf(?d—_}])) +O )

Fixons u € C§°(0,00). D’apres la formule ci-dessus et par la formule de Petersson (voir [11]) :

2r® Ap(m)Ag(n) ()2 S(m,n;c) 4my/mn
C 5 H iy e s S (S),

c1

nous avons

E—1 272 k—1
ZkQTkl U ( K > ZfEHk (17 Symz(f))</tf, Ph1,m1 (Z))(,Mf, Ph2vm2(z)> Zngl k — 1 ( K >

k—1 _ k—1
m (7T m h h
Zeim 2. raGribm/) ;g“zd““ +%1§<2d(1>>> 2(/?52(;2 +m2/<2d2>>>
ri(ry +m ,To(rg +m ;C
- Zd1|m1 Zrl,'r"g}l Zc}l n L 22 22

da|ma c

k—1) 27 k-1 7 k-1
k2, (M) 2t
T 2r(=1) “( K )k—l < <4wd1(n+ml/(2d1>>>h2 <4ﬂd2(7"2+m2/<2d2))>

o e TRy B

C

Nous évaluons les termes diagonaux au moyen de la formule de sommation de Poisson comme

Km 1
Ve u(§)d§

0 di|ma1,da|ma
m1/di=m2/dz

d1d2/0 hl(d277)h2(d177)ﬁ +O(1), (12)



ou r1(ry +my/dy) = ra(re +msg/ds) a au plus un nombre fini de solutions si my/d; # my/ds, tandis
que les solutions entieres de r1(r; + my/dy) = ro(ra + mq/dy) sont seulement 1 = rs.

En appliquant les lemmes 4.1 et 4.2 de [24], nous déduisons que les termes non diagonaux sont
égaux a

271'5/2 Z Z Z 7"1 T1+m1/d1) T2<T2+m2/d2> )
di|lmi 1 ;ro>1c>1 ¢
d2|ma

< [T (m) %h <4ﬁd1<rm<zdl>>> e <4wdz<r@<2d2>>>

K
Act dy d d
« sin <c by ) ay +O Z Z Z 7“1 T +m1/ 1) 7’2<7"2 +m2/ 2) )JT17T270+O(1),
2 4) VY dy|my r1,ra>1 c>1 ¢
da|mo
ol

A= 87’(’\/7“17’2(7”1 + ml/dl)(rg + m2/d2).

Les termes avec ¢ > K¢ contribuent en O(1), par intégration par parties. En faisant le changement

VAc 1y

de variable t = K nous voyons que J,, ,, . est

Wﬂf‘ it) sin (A;_l N WZ)QC N D xh <47rd1(r1 f;l /(2d1))> ha (47rd2(r2 j%/(%))) dt-

Notons

Ai 4
S0 = o V(e /di)(ry +me/dy)
Cc Cc
211 moT miro 1m1 mo 1 <m1> T2 1 (mg) (&1
— 2) s A ]
C ( mire + d2 + dl + 2 dl d2 dl 1 dg T2 +

Nous supposons d’abord que les fonctions test u, hi, ho sont toutes a valeurs réelles et écrivons pour

simplifier
Jr1,7’2,c =g {ec (27”17"2 + m;rl + m;r2> fc(r17r2)} )
2 1

ou e.(x) = exp(2miz/c).
En réduisant la sommation sur rq, 75 en classes de congruence modulo ¢, nous avons,
maT miTa

Zm,r2>15(7“1(7’1+m1/d1),T2(7‘2+m2/d2);) (27’1T2+ d + p )fc(rlﬂ‘z)
2 1

moa  myb
=2 ap (mod o) Slala+my/di), b(b+my/dy);c)e. (2 b+ —— 4+ —— | x Z fe(ri,m2)

d; dy r1=a (mod c)
ro=b (mod c)
1
=5 X > ( > S(a(a+my/dy),b(b+ my/dy); c)e. <2ab+ (m2+u>a+ (—i—v> b))
€ (mod ¢)v (mod ¢) \a,b (mod c) dy dy

Sy Je(r1,m2)ec(—ury — vry)



Ensuite, nous appliquons la formule de sommation de Poisson pour la somme en 7, 75 et obtenons

Z fe(ri,me)ec(—ury — vrg) = Z B(ly,1s),
71,72 ll7l2
ou
B(ly, 1) = /R2 fe(ri,me)ec(—ury — vrg)e(lyry + lars)dridry

= // felri,r)e((ly —u/e)ry + (lo — v/c)rs) dridrs.

Nous pouvons supposer |u| < ¢/2,|v] < ¢/2, et par intégration par parties suffisamment de fois,
nous voyons que

> B(li,l2) = B(0,0) + O(K™4),

l1,l2

pour tout A > 1. Ainsi,

Z fe(ri,m)ec(—ury — vry) // folr1,79)ec(—ury — vry)dridry + O(K=4).

71,72
Pour (u,v) # (0,0), par intégration par parties suffisamment de fois, nous déduisons (rappelons
que ¢ < K°) que
// fe(ri,ra)ec(—ury —vrg)dridry < K4,
R

pour tout A > 0. Ainsi, seul (u,v) = (0,0) contribue. De plus, nous pouvons autoriser ¢ > K¢ dans
la sommation en ¢ puisque

/R2 fC(Th Tg)dTldTQ < C_AK2,

pour tout A > 0.

Pour des d;, m; (i = 1,2) fixés et un entier v, notons

S = X Slalyama/d),bisb+ma/da);clec (2nab+ () at (1) b).

a,b  (mod c) dl

et S, = S¢(1). Nous écrivons également Se . /d;,ms/d, POUr S. si nous devons indiquer la dépendance
en d’autres parametres. Evidemment, S, /d;ma/ds = Sema/do,ma /ds -
Ainsi, la contribution non diagonale est

— / fc 7’1,7”2 dT’ldTQ —+ O( )
dl\ml c>1 ¢
da|ma

Se — [ u(t)

_ 52 o) Pe /

s dlzh:m;\s{&ﬂ(s .
da|ma

// 1 flmume 1 (W)2 r2 1 (mQ)Q 1\ ieR)%e/a
\/z ¢ 2 d1 d2 4 d1 ™ 4 d2 D)
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! (47rd1(r1 —It—l;l /(2d1))> ha (47rd2(r2 f:ng /(2d2))> d“d”dt} +0()

- \/_d%:m;(\{cf)ﬂ(s/ u(t)
da|ma

// 1 1mq;me 1 <m1>2r2 1 (m2>2r1 i(tK)2c/A
- — = | = — = = | — — 1€
\/Tl’f’g 2 d1 d2 4 d1 T1 4 dg T9

Iy ( L )f@( L ) drldrgdt} +0(1)

X h

4’7Td17“1 47Td27“2
- Kr o0 Sc _— 1my mg)
T 22 </0 )d;n 23 {c5/2<8€ (20 di dy
d2|m2

Je(2 () 5 -2 () o) 200 o0

"
3
:_ffi ([ uttr) 3 dlldzzg{ s (5 i)

e (= () S () e ) RO EER w00

Par la multiplicativité de S.(7v) :

Sclcz,ml/dl,mQ/dz (7) = Scl,ml/dl,mQ/dz (nCQ)Scz,ml/dl,mQ/dz (761)7 pour (01702) = 17

et en utilisant le fait que 2cy/c1 + ¢1/(2¢2) = 1/(2¢1¢2) (mod 1) pour (c1,2¢3) = 1 ainsi que le
résultat de 'appendice A, on peut vérifier que

1 ma m2>
c 5 1 3 R7
Se(?C dl d2 <

et par conséquent nous obtenons, sous l'’hypothese que les fonctions test u, hy, hy sont toutes a
valeurs réelles, le théoreme suivant. Avant de 1’énoncer, nous avons besoin d’'un peu de notation

supplémentaire. Pour un entier non négatif A, définissons || - |4 sur C2°(0, 00) par
h(i)(x)
Ihlla = gua ™ (13
|J|<A
z€(0,00)
Théoréme 2. Pour my,mg € Z,mymy # 0,u, hy, ho € C(0,00) et € > 0, nous avons
k—1 )
Zk>1 u T Zfer L(la sym (f))<ﬂ'f7 Ph1,m1 (Z)><ufa PhQ,mz (Z)>
2k (14)

o0

= Bw(Ph1,m1> Ph27m2)K ( u(t)dt) + O(K1/2+e)’

0

11



ou

1 o0 — d
/ hl(d277)h2(d177)77727

T
BUJ(Phth PhQ,mz) :Z Z E 0

di|m1,da|ma
|1 \/d1=|m2|/d2

5 L 5~ Seimpivimas ( L[] |m2|>
\/_ di|ma dl 2 1 05/2 2¢ dl 2
da|ma

//sm <——7T<T;1> U—W(ZL 22 m(dydy) 500)
" ha(ds€) ha(din) dfdﬁ
V& v &

De plus, il existe une constante absolue A et C(= C(¢)) telle que la constante implicite dans (14)
est au plus

C((Jmal + 1) (Imz| + 1)) Ihn]la - 1h2la, (16)

et la série définissant B,, converge absolument et satisfait

| Bus(Prsnss Phona)| < C((Ima] + 1) ([mz| + 1) IRa]|a - [[h2]|a- (17)

(16) est prouvé en suivant la dépendance en hy et hy dans la dérivation de (14). (17) découle d'une
intégration par parties dans l'intégrale double de (15), puis en estimant directement les termes.

Un examen plus attentif de la preuve montre en fait que si I'une des séries de Poincaré incompletes
Py, m,; dans le Théoreme 2 est remplacée par une série d’Eisenstein incomplete (c’est-a-dire m; = 0)

de moyenne nulle / Py, m;V = 0 (c’est-a-dire / hi(y)y 2dy = 0), alors le Théoréme 2 est encore
X 0
valable sauf dans le cas m; = my = 0. Pour le cas m; = my = 0, (14) et (15) du Théoréme 2 restent

valables a condition que le terme

1 o0 — dn
_— hi(dam)ho(din)—
d1d2/0 1(dan)ha( 177)772

™

di|m1,da|me
m1/di=ma/d2

(oo () ) )

ot H;(§) = hy(§)€2+2hi(§)§ = (hi(§)§?)', hi(§) = 0pour 0 < £ < 1/A, i = 1,2, 2by(x) = Bay(x—[x]),
et Bo(z) = 22—z +1/6 est le polynome de Bernoulli de degré 2. Ceci découle de la formule d’Euler-

MacLaurin de — Eo 1 de
hi|——) =~ / Tb Hi|— | =, > 1,
Z (47rdir> 0 2(¢) (47r§r ) & pout 7

d; >1
k—1

A

soit remplacé par

qui s'annule sir > A

12



Ceci est a son tour égal a
O Sl S e r r\ d&dn\ dr
(L e H(g)HQ(n)(gm;)ﬂ d
=ik </ Jy eleatn) <§>d <>d§d">§

4. Propriétés de symétrie de B,

Soit L,,, = LT, V'opérateur différentiel sur C§°(0, 00) donné par

dx?

Lnh(z) = <x2d2 — 47T2m2:c2> h(z). (18)

Si nous définissons le produit scalaire sur C§°(0, 00) par

() = [ (e, (19)

alors L, est symétrique par rapport & (-), c’est-a-dire
(Lmhla h2> - (hlv Lth)

Nous avons
A(h(y)e(mz)) = (Lnh)(y)e(mz), (20)

et par conséquent
APh,m = PLmh,m; (21)

ou A est le laplacien hyperbolique. De plus, nous avons (voir la preuve du Théoreme 6.9 dans [12])

2\ V2
TnPum(z) = Y. <n> P nz mn(2), (22)

d|(m,n) h(ﬁ)a 2

ou T, est le n-iéme opérateur de Hecke (voir Section 8.5 dans [12]). Il s’avere que la forme bilinéaire
B, (-, ), définie sur I'espace P engendré par tous les Py, ,,,, est auto-adjointe par rapport au laplacien
A et aux opérateurs de Hecke T;,,n > 1 :

Bw(APhhmlv thmm) - Bw(Ph1,m1> APh27m2)> (23)
Bw(TnPhhmp th,mz) = Bw(PhhmnTnthmz)' (24)

La vérification de (23) est directe par (21), par changement de variables (lorsque mjymsg # 0, pour
symétriser le noyau intégral)

mo
£—>d2€, 77—>d177,
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et en vertu du fait que

2

d
<€2 d€2 —dm m1m2£2> m1,mz,d1,dz (5 77) (77261?72 - 47T m1m277 ) Km1,m2,d1,d2 (5777)a
c’est-a-dire
(f €& — 4 mimi¢ > mamads.da (€, 1) st une fonction symétrique en &, 7,

ou
Tmimg§ T mima

) ™ myms
K _ _r_ > _ = 4 271(dydy)? :
m17m27d1,d2(€vn) @Slﬂ( 4 2c didy m 2c dady 5+ ( ! 2) didy 5”)

Si mymso = 0, nous désymétrisons alors le noyau intégral et utilisons un argument de continuité.

Afin de prouver (24), il suffit de le vérifier pour chaque 7}, (p est un nombre premier), ce qui peut
étre vérifié par un calcul fastidieux, en utilisant (22) et I'évaluation explicite de S, /d; ms/ds (V)
dans 'appendice A. Pour les détails, voir 'appendice A.3.

5. Extension de B, et diagonalisation

Soit P : H — X P'application de projection usuelle, et soit { Dy, }o<i<z U{ D1 U Dg2}i>1 un systeme
d’ouverts a fermetures compactes dans H dont les projections sur X forment un recouvrement
ouvert localement fini de X (voir [9]), tel que la restriction P|p,, est injective sauf pour Dy ou
Doy ; Dog (resp. Dg1) est un voisinage de i (resp. p = €2™/3) et la restriction P|p,, (resp. P|p,,)
est une application deux pour un (resp. trois pour un) sauf en i (resp. sauf en p). Nous choisissons
(k> 1)

Doy = {5,9(2) < 2. [R(2)| < 1/2,]2] > 1},

Dos =1{2,3(2) <2,-1/2 < R(2) <0,]z] > 1} U{2,3(2) <2,—-1 < R(2) < -1/2,|z+ 1| > 1},
D1 = {2,3"/2 < 3(2) < 2-3F, -1 < R(2) < 0},
Dro = {2,3"/2 < 3(2) < 2-3F, —1/2 < R(2) < 1/2}.

Soit { fij k>0 la partition de I'unité subordonnée au recouvrement ci-dessus de X (voir [9]). Chaque
frj peut étre considérée comme une fonction automorphe par rapport a I'. La restriction fi;|p,,

a un support compact dans Dy; et nous I'étendons en une fonction I'-périodique lisse fkj sur
H. 1l existe yo > 0 tel que les fi; sont toutes supportées dans le demi-plan y > yo, sur lequel
frj(2) = fr;(2), sauf lorsque k =0 et j = 2 ou 3.

Soit 1 un élément fixé de C55(X). Nous avons

2) = 3 fuil2(z

fri(2)( Z f’f] y2)(v2),

nk] YET o \I'

14



ou
2, (k,j)=1(0,0),
nk] - 37 (k;7.]> = (O’ 1)7

1, sinon.

En développant fi;(2)9(2) en sa série de Fourier en z, nous obtenons

f kj\% Z hkjm )

meZ

Les hyjm(y) sont lisses a support compact, et puisque 1 € Cg5(X), les h satisfont

hagm(y) <ay™*(Im[ +1)74 (25)
pour tout A > 0. Par conséquent
1
V(z) =k Ymez nik.Phkjm»m(Z)
J
1 1 2
= Zk,j Zm;ﬁﬂ 7Phkjm7m<z) + Z Phkjo,o(z> - §Ph000,0<2) §Ph010,0<2)
Nj k,j
1 1 2
= Zk,j Zm;é(] 7Phkjm7m<z> + PH,O(Z) - *Phooo,o(z) *Ph010,0(2)7
U 2 3

ou H(y) € C(0,00) (rappelons que pour y suffisamment grand, le coefficient d’ordre zéro de 1)

est nul) est défini par
H(y) = Z hijo(y)
k.j

Ceci découle du fait que >3, ; fi;(2) = 1, et que les fkj sont toutes supportées dans le demi-plan
Y > Yo, sur lequel nous avons

Dok Pijo(y) :/01 kaj(z)) Y(z)dx

k.j

= /1 ka?j f02 ) fOQ(Z)) + (fog(z) — f03(z>)) @ZJ(Z)dﬁ
— / foz — fo2(2)) + (fos(2) — fog(z))) Y(2)dx.

De plus, nous avons

1 2 )
/ (PHvo(Z) - 7Ph00070<z) - Ph010,0<z)> V= 0
X 2 3

Ecrivons
1 2

*Phoomo(z) - *Phom,o(z) - Ph,0(2)7

Pro(2) = 3 3

avec

1 2
h=H — Ehooo - ghow-

Nous avons alors

=>.> —Phk]m m(2) + Puo(2), (26)

k,j7 m#0 N

15



avec
[ Protz) =0,
X

11 découle du théoreme 2 et des commentaires qui le suivent, ainsi que de (25) et (26), que pour
et ¢ dans Cfy(X), nous avons

k—1
Skett | ——— | Xpen, L(1,sym*(f)) (s, ¥) s, &)
2|k K - o
= Bl K ([ u(ti) + O (12,
0
ou 1
Bw(d]) Qb) = ZZ;?;:Z;Z&&S WBW(Phkljlmlvml , Phk:2j2m2,mg)

* Zkhjlml#o ni-Bw(Phhjlml’ml’ Ph(¢)’0) (28)

kfjl
+ Ekg,jg,ng;éo . Bw(Ph(w),O, Pthijz,mz)
ka2 j2

Compte tenu de (25) pour ¢ et ¥ respectivement et de (17), nous voyons que la série (28) converge
absolument. D’apres (23), (24), (26) et (28), il s’ensuit que la forme bilinéaire B, (11, ¥2) maintenant
définie sur CgH(X) x C55(X) satisfait

Bw(Awla w2) = Bw(wb Aw2>: (29)

et pour n > 1,

Bw (Tn¢17 77Z)2> = Bw(qvbh Tn¢2)' (30)

Ceci acheve la preuve des parties (A) et (B) du Théoreme 1. Restreignons maintenant B, au
sous-espace
Conp(X) = Co3(X) N L2, (X).

cusp cusp

Si ¢1, @2 sont des formes propres de Hecke-Maass distinctes dans C2°_ (X)), alors pour n > 1

cusp
Bw(Tn¢17 ¢2) = Bw(¢17 Tn¢2)
implique
>‘n(¢1)BW(¢17 ¢2) = An(QSZ)BW(QSla ¢2)
D’apres la théorie des opérateurs de Hecke et des coefficients de Fourier, il existe un n tel que

An(P1) # An(d2). 1l s’ensuit que si ¢y et ¢y sont des formes paraboliques de Hecke-Maass distinctes,
alors

Bw<¢1,¢2) =0. (31)

Ainsi, nous avons montré que B,, est diagonalisée par la base orthonormée des formes paraboliques
de Hecke-Maass dans Lgusp(X ). Dans la section suivante, nous calculons la valeur de B,, sur une
telle ¢.

16



6. Valeurs propres de B,

Soit ¢(z) une forme propre parabolique paire de Maass-Hecke pour le groupe modulaire I', de valeur

propre du laplacien Ay = 1 +ity, et soit L(s, ¢) la fonction L standard associée, dont on sait qu’elle

admet un prolongement analytique a tout le plan complexe et satisfait I’équation fonctionnelle :

Ag(s) = Ag(1 = 3),

Ay(s) = 7T (S +2“¢> r (3 _22“’) L(s, o).

Nous supposons que ¢(z) est normalisée de sorte que son premier coefficient de Fourier a,(1) = 1.
D’apres les travaux de Watson [29], nous avons

ou

1
w2 Plk— g ity
" 2cosh(rty)  (4m)FL(k)

[{pas, D) LM (1, sym?(f)]as(DPL(1/2,6 @ f ® f)

_Tk-1 » -1 2 2 -1
(4wt QCosh(ﬂt¢)L (L sym™(f))]a;(VIFL(A/2, 0 @ f @ f)(1+O(k)),

en vertu du fait que pour toute bande verticale 0 < a < R(s) < b, nous avons

(s +k—1)

T(k—1) = (k= 1)°(1 4+ Oap((Is] + 1)%k71), (32)

par la formule de Stirling. Notons que

L(1/2,¢ ® [ ® f) = L(1/2,¢)L(1/2,¢ @ sym®(f)).

Ainsi,

k—1
S (“ ) Srem LA s

=”<1+o<k-1>>wzu(’“_1) Lk e DS~ 0 (P L(1/2,6 0 sym?(F)).

8 cosh(mty) Pt K et
2k

(33)

Définissons

Ay (s) = 75T (s + k —21 +it¢> r (s +k —21 - it¢> r (s + k2+ z't¢> r (s + k:2— it¢>

< () 0 (TR 15 s @ sym()),
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alors Ay r(s) admet un prolongement analytique a C en une fonction entiere et satisfait 1'équation
fonctionnelle

A s(s) = N (1 —s).
Soit F' la forme automorphe parabolique sur GL(3) qui est le relevé de Gelbart-Jacquet de la forme
parabolique f, avec les coefficients de Fourier ar(ms,ms), ot

aF(ml,mg) = Z )\F(ml/d,l))\p(mQ/d,1),u(d),

d|(m1,mz2)

et

Ar(r 1) = 57 A (82).

s2t=r
Le produit de convolution de Rankin-Selberg L(s, p@sym?(f)) est représenté par la série de Dirichlet
(voir [1,2))
L(s, o @sym*(f)) = > Ag(ma)ap(mi,me)(mim3)~*, (34)

mi,ma>1

ol Ay (r) est la r-ieme valeur propre de Hecke de ¢.
Nous avons

2 ds
Ros(1/2) = 5 [ Nas(s+1/2)%

Par conséquent,

L(1/2,0 @sym*(f)) =2 D Ag(mi)ap(my, me)(mam3) ™ 2Gi(m*mim3), (35)

mi,ma=1

ou

F((s+1/2)+k—1+z't¢>r<(8+1/2)+k+it¢>
1 2 2
GrlE) :m./(z) - 1/2+/~c—1+it<z>>F 12+ k+dty
9 2
F((3+1/2)+k—1—it¢>r((s+1/2)+k—it¢
2 2
r 1/2+k;2_1—it¢>r 1/2+§—Zt¢
F((s+1/2)+1+z't¢>r((s+1/2)+1—’it¢>
578

X

2 2
1/2+ 1+t 1/2+1—it
(MR (M
F((s+1/2)+1+it¢>F((s+1/2)+1—it¢>
1 2 2 46\ ds
:m/(2)(1+Tk(s)) F<1/2+1+¢t¢>r<1/2+1—z't¢> ((k_1)2> 5

2 2

ds

X
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ou

Pr1(s) (Is| +1)°
Ti(s) = +0 (
2 -1 O\ =y
est une fonction analytique dans Rs > —2, d’apres la formule de Stirling. Ici p,41(s) est un polyndéme
de degré au plus r 4+ 1. Notons

F<(s—|—1/2)2+1—|—it¢>F<(5+1/2)2—|—1—@'t¢>
Ui(s) = (14 Tk(s)) F<1/2+21+it¢>r<1/2+21_it¢>

Nous avons

kl Z|af |L1/2gb®sym(f))— 47rk1 Z|6Lf

JeHy feHy

x2 3" M(ma)ap(my, me)(mym3) Gy (7 mym3)

mi,mo>1
(d
=2 Z /\¢ d’l’Ll)Gk< 3d3n1n2)(n1n2) 1/2 lc 1 Z |le | )\F nl, ))\F(’I’Lg,l)
d>1 ni,n2=>1 fEH}
d
=2 Zg/g Yo A(dstt)Gr(rPd®sTtysyt3) (sTtsyts) 7 x W)t Z lay (P ()N (13)-
d>1 s1,582,t1,t2>1 feH,

Par la formule de Petersson, nous déduisons que

kE—1\I'(k— 2
Zu< K ) (4m)F1 Z |af )| (1/2¢®Sym (f))

k>1 fEH
20k

-1
=2> u (kK ) /;:())(/12) > Ap(dsttr)Gr(mPd®sTsaty) (s7s5t]) ™ 1/2
d>1

k=1 81,82,t1>1
2k

2 42,
+2 Z Iu Z )\¢(d83t1)(81t182t2) 2 Z S(tl’ el C)

d>1 sl,SQ,tl,t2>1 1 ¢
k—1 Amtqt
xS 2m(— 1)y (B2 Gk(n?’d?’s%tlsgtg)Jkl( h 2).
k>1 K c
20k

Le terme diagonal est (en écrivant r = dt;)

> ( ) Y ) Y 552 Y s A (rs2) G (s )

k>1 r>1 d|r s2>1 s1>1
2|k

k—1

—250 () St X s e
k=1 s2>1 s1>1
2k
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Maintenant

- 4r3s3 O\ 7 ds
Z 311>\¢(3%)G (7r3s§s§ i /2 25+1 Us(s )(M) -

s1>1 (2) ;=1 S1 S

Nous avons

> 20 S sl

En déplagant la ligne d’intégration dans (18) vers R(s) = —1/4 + €, nous obtenons
2isi>1 Sfl)\¢(3%)Gk(W35%3§)

1 ) 1 ) s\~ ds
— C(12)L(1,Sylfrl (¢))U(0) +/<(2+45)L(1 + 2s,sym~(¢))Uk(s) ((k‘—l)2> & (36)
= v L(1,sym*())Ux(0) + O(K~1/2+).

¢(2)

Ainsi, les termes diagonaux contribuent

2K > 1/24¢
Cy s o) [ (e + O ),

1 4 —ds
66 = g, [0 (o)
nous pouvons écrire

A€ 4¢ 1
G =H ((k‘—l)2> + 1@2@ 1 <<k - 1)2> +0 ((k—l)7> .

En appliquant les lemmes 4.1 et 4.2 de [24], nous déduisons que les termes non-diagonaux sont
égaux a

Puisque

S(t3,t3;¢)

_oyl/2 p(d) Ay (ds2t 2t154t2 —-1/2
d3/2 ¢ 1

d>1 s1,52,t1,t2>1 >1 ¢
o [/t tec™T 43 d3s3ty sat’ Smtitoc™! d
x/uwHuSm%w_ Y L om)
0 K 8mtitac™ly 2 4) Y

2 42,
— _27T1/2 M(d) Z )\¢(d$%t1)(8%t183t%)_1/22 S(t17t27c)

3/2
d>1 d / S1,82,t1,t2>1 c1

Jc,d,51 ,52,t1,t2 +0 ( 1) :

Nous pouvons supposer d3s?t;s3t5 < K?*¢ puisque H(£) a une décroissance exponentielle lorsque
¢ — o0o. Les termes avec ¢ > K ainsi que les termes avec t1ty < K?7¢ contribuent en O(1),
par intégration par parties. Donc nous pouvons supposer ¢ < K2 et tity > K?7¢. De plus, de
tt2 < K?T€ et t1ty > K?7¢, nous déduisons que ty < K?¢. En faisant le changement de variable

\V 87rt1tgc—1y

t= % nous voyons que Je g, so.t1.t0 €St
c 0 87t tac! tK)’c Am3d3s? tls
K—— / u(t) sin + —— | H —2 dt
vV 87Tt1t2 0 2 87Tt1t2 4 (tK) .
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D’apres la borne de Hecke [12, Théoréme 8.1]
Z /\¢ —-1/2 <, Rs

r<R

ou a € R; la relation de Hecke

s(T172) Z p(d)Ap(r1/d) Ny (1r2/d);

d|(r1,r2)

et la sommation par parties, nous déduisons que la contribution des termes non-diagonaux est
O(K*). Nous concluons que

Sieru (’“‘1) 5 sem L(Lsym?(F))] (s 62
K L(1/2,¢)

= ] WO G UL sym?(9)) + O(KE).

Ceci acheve la preuve du Théoreme 1, en vertu du fait que

L(1,sym*(6)) = 2(6, 6) cosh(mt,).
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Appendice A

A.1l. Variance classique

Nous évaluons la variance classique donnée par (4). Cette évaluation est générale et s’applique
a tout Y = I'\SL(2,R), ou I' est un réseau (pas nécessairement arithmétique). Supposons que
Co,o(Y) consiste en des fonctions sur Y de moyenne nulle. La variance classique V' est donnée par
la forme bilinéaire symétrique

Vv = [T [ (o (%, 0n)) doae (A1)

De la, il est clair que V' est diagonalisée par les sous-espaces irréductibles dans la décomposition de
la représentation réguliere droite de SL(2,R) sur L§o(Y'). Si 1(g) est un élément de Lfo(Y") qui
est SO(2)-invariant a droite, alors ¢ est une forme de Maass sur H = SL(2,R)/SO(2) de valeur

propre A = 1 +t? > 0. Nous évaluons le coefficient de matrice
Flo) [ w(g)d(ag)da. (A-2)
T'\SL(2,R)

En tant que fonction sur SL(2,R), F' satisfait :
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1. F(kigks) = F(g), pour ky, ko € SO(2);
2. WF = \F,

3. F(e) = 1. (Nous normalisons v de sorte que / [v(g)|*dg = 1.)
Y

D’apres la théorie des fonctions sphériques, ces propriétés déterminent F' de maniere unique. Plus
précisément, I est donnée explicitement (voir [31, p. 143]) par

r/2
F ((60 69/2>> =P 1  (coshr),
—§+Zt

ou P, est la fonction de Legendre associée. Par conséquent,

V)= [ P  (coshr)dr (A.3)
o —§+it

Cette intégrale peut étre calculée [8, p. 810] et donne
1t
‘F(Z + §)|4
V() = —d 2
27r|r(5 + it)|?

A.2. Evaluation de la somme Se(7)

Pour 2 1 ¢, nous avons

2 2
32 7) 7(_1 <m1> ) <m2> ) (_2 m1m2>
SC(’Y) €cC (C ( ,y dl ? ry d2 JC €c 7 d1d2 ?

ou

est le signe de la somme de Gauss, et
T(m,n;c)= Y <d> e <md—|—nd> (A.4)
d (mod c)

est la somme de Salié [27].
Si (¢,2n) = 1, nous savons (voir [11, Lemme 4.9])

T(m,n;c) = <n> e.ct/? > e (2@/) :

¢ y2=mn (mod c) ¢

Par conséquent, si (p,2n) = 1,21 ¢, alors T(pm, n; p*c) = 0.

22



Sic=pkethk>2t>2 nous écrivons d = [ + rp*=t | (mod p*~t), (p,1) = 1, r (mod p'), alors
d=1—rl’pht (mod p*), et par conséquent

T(mnp) = Y (Z)efm+m)rgj)eﬁn_mﬁﬂ- (A5)

k k t
I (mod pk—t) p p mod p? p

Pour ¢ = 2! et my/d; # my/dy (mod 2), nous avons

Se(v) =0,

Ax? + Bz
s (w2,

x (mod 2!)

puisque pour 21 AB,

D’autre part, pour ¢ = 2! et m;/d; = my/d, (mod 2), nous avons

S0 oo () e (3)) - (5)

z (mod 4c),(2,x)=1

ou
2 0, l=1
n .
t (mod c) 2(l+1)/267"i”/4, 2 *’l > 1.
Soit

2 2
o (Y ()
dq ds
et nous supposons sans perte de généralité que 2° < ¢, et 2°|(

(notons que 27%(my/dy)> =1 (mod 8)) :
(a) 2|l.

myms 25 ¢3/2 o (muma\? | 4c c o, <m1m2>2 4c
cac (7 d1ds >SC(7) P 0 <d1d225) Ly ) T T (G ) Vs

(b) 241> 1.
 myme 25¢3/2 c o (mima\? _ 4c
(72 5 (9 = 26 (- 14y
“ (7 dyds ) ) 22 2s+1 7 (d1d225> 28

Ici S(m,n;c) est la somme de Kloosterman usuelle.

mo

g )2. Nous distinguons deux cas
2

A.3. Auto-adjointise des opérateurs de Hecke pour B,

Nous écrivons
Bw(Ph17m17 Ph2,m2) - BOO(Phl,ml’ Ph27m2) + Bf(Phhmlv Ph2,m2)7
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ou 1 d
T 0 —
=5 [ @t
di|m1,d2|ma 12 70 il
|m1l/d
=|ma|/d2
= 02 Boo(Phymy» Phap) pms)

- BOO(‘Phhml? PpPh%mz)'

et
Sefmal/djmal/ds [ 1 |ma] |mal
B P . ’P . _ ) 1 1, 2 2 R
f( hi,m1y £ ho, 2 d%:n d1d2cz>:1 /2 © 2(2 dy  do
da|ma

 ff s (‘Z -r () - () 1+ 27r(d1d2)2§776> e «;m ity

Nous considérons d’abord le cas particulier p { m;ms en détail. Les cas généraux, comme nous le
verrons plus tard, peuvent étre traités de maniere similaire par récurrence. Nous avons, d’apres
(22),
T,Pym(z) =p /2P, (2)
p h7m - p h(p)vpm *

Ainsi, puisque les conditions di|pmy,ds|ma;|ma|p/di = |me|/ds impliquent p|d;, nous déduisons
que
BOO(TpPh1,m1> th,mz) = p_l/zBOO(Phl(p'),pmw th,mz)

_ T 1 /°° 7 odi
=3P > iy pdha(pdin)

di|my,da|ma
[m1|/di=|m2|/d2

= p_l/QBoo<Ph1,m1= th(p.)me)
= Boo(Phl,mp TpPh2,m2)'

D’autre part,

Bf(TpPhme th,mQ) = pil/zBf(Phl(P')vpml ) Ph27m2)

T 172 1 Semipl/dyjmol/ds ( 1 [mup ’m2|>
= —_—— (A _—
2\/§p dlzp;n dydy Cz;l /2 2¢ di dy
da|ma

« [ sin (Jf R o d2)2§m> B (dsp€) o () dédy

o U S (Ut YT
T 12 1 Se lmapl/dy |ma|/da (1 mip m2>
e e T
2\/§p dlzrnl d1d2 c>1 05/2 2c d1 d2
da|ma

x J[ sin (_” T (W) S (m) D 4 on(dy d2)25m> 1 (d2p€) ha(din) dédn

4 2c\dy /) n 2c\dy/) & sl VE NS
T2 1 Semal/dy,mal/dz [ 1 [ma][ma
T oL
2\/§p d%:n pdldQ ; b/? (26 dy ds
da|ma

e (T om mai\2E T (ma\2 2.\ Tu(d2p€) ha(pdin) dédn
X [ sin (— ~ % (dl) 0% <c12> ¢ + 27 (pdyds) {nc) VE g en
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disons, ot 3¢, >°, correspondent respectivement aux conditions p { d; et p|d; dans la somme initiale.

En faisant le changement de variables £ — £/p,n — pn dans Y, nous voyons que

T g Semipl/drimal/ds (1 |mapl|ma|
Z N 2\/§p Z dldg Z 05/2 © <20 dl dg

c>1

// sin ( - — i (Z?) f? — (77;2]9)2 g + 27T(d1d2)2§770> hlE;lzg) (31_1977) dg;n.

K[ =

De maniere similaire,

!/

B (Ph1m1vTPh2m2): _I/QBf(PhlmUth ,Pm2 Z+Z
1 2

ou

Z ' —-1/2 Z Z SC,|m1|/Cll,|””b2p|/d2e i [ma | [map|
1 2\/_ dimy dldg >1 05/2 2c d1 dg
da|m2

T mi\2€& ™ [map\27 hi(d2€) h (dlpn)dé’dn
< J[ ( o) 52 () 5*2“‘“2’25”6) VE Vi &

Cependant, en vertu de 'appendice A.2, nous avons

Se lmapl/dy Jmal/d2 = Sema|/dy,imapl/da- (A.6)

Pour voir cela, rappelons la multiplicativité de S.(7) :

Sclcz,ml/dl,mQ/dz (7) = Scl,ml/dl,mQ/dz (7702) : Scz,m1/d1,m2/d2 (761)7 pour (clv CQ) =L

Nous écrivons ¢ = cjeacg si p > 2, o ¢q[p™, 2|2, et (c3,2p) = 1; ¢ = cje si p = 2, ou
c1|p™, (¢, 2) = 1. Alors

Sereses lpma|/dy,[mal/ds = Sex [pmal/dy Jmal/dy (€2€3) = Ses [pma|/dy Jma| /2 (€1€3) * Seg lpma| fds Jmal/ds (C1C2),

sip>2;
861827pm1/d17m2/d2 = 561,|Pm1\/d1,|m2\/d2 (62) : 562,|Pm1\/d1,|m2\/d1 (Cl)

si p = 2. Nous décomposons également Sc |, |/d; [map|/d> d€ la méme maniere. D’apres 1'évaluation
de Pappendice A.2 (pour S, jpmy|/dy,[msl/ds(C1C2), en faisant le changement de variable d — p*d &
I'intérieur de la somme 7'(+,; c3)), la formule (A.6) s’ensuit.

Ainsi, nous voyons que >, = >, et par conséquent
Bf(TPPhhmu th,m2> = Bf<Ph1,m17 Tpph27m2)'
Considérons maintenant le cas général par récurrence sur a avec p?||(my, mz). Puisque
Ty P (2) = 072 Paoy pma(2) + ' Pa 1) .m o (2);
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olt si p { m, nous comprenons que Ph(./p) m/p(2) = 0, nous avons

Bf(TPPhLTma th,?ﬂz) = pil/QBf<Ph1(p~),pM17 th,Mz) +p1/ZBf(Ph1('/p),m1/P7 th,mz)

i s 1 g
" -1)2 ¢,|mip|/d1,|ma|/dz P - 1P 2
2\/‘ 2 dldgz (

d1 |pma >1 c5/2 2¢ dy dy
da|ma
2 2
« [[ sin (JJ(W) ET(may +27r(d1d2)25770> B (dopg) ha(dy) dedy
4 2c\dy /) n 2c\dy/) ¢ VE N
Y 1 Sejlmalfpdylmal/dy {1 |ma] [mael
2\/§p dlmzl/pdldz o1 c5/2 6(20 pdi  ds
da|ma

o om (e T rmaN2y ha(ds€/p) ha(dyn) dédn
x//sm (—4 ~ 5 (Wh) 5— % (dg) g+27T(d1d2)2£T]C VE i e

Bf(Phl mys T th mz) = p_l/QBf(PhLMU Ph2(P')7Pm2) + pl/zBf(Phhmp th('/p)ﬂnz/p)
Z Sc7|m1|/d17|m2p|/d2€ (1 || ‘me’>

—1/2
2\/‘ > d1d2

di|ma e>1 /2 2¢c di dy
da|pma
2
< J[ sin (‘W % (ml) STy Ty 27T(d1d2)25770> 1 (d2p€) ha(din) déc
4 di/) n  2c\ dy £ VE N
T2 1 Sefma|/dy.Jms| /pds 1 [ma ] [mo
2\/§p d%u dyds szl c5/2 c <20 di pds
da|ma/p

o w2 E T (ma\ ha(ds€) ha(dyn/p) dédn
X // sin (—4 oy <d1> 0 % <de> g—i- 27T(d1d2)2§7]c) Ve /i e
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De méme,
Bf(PhLMN Tpthﬂnz)
= p 2B (Phyns s Prop)ms) + B (Phy s s Pa(jp).ma /)
ST 1 Sefmal/d lmapl/dz (1 | |m2p|>

- _2\/§p d1\m1,d2|pm2 d1d2 >1 05/2 20 d1 d2
] T om /mu\2€& T <m2p>217 9
ST T (M TS T (RPN 9 (dyd
X/Aﬂ“( 1 2c(d1) 1 2c\ dy ¢ T 2mldida) e
hi(d2§) ha(dipn) d€ dn

Ve n &

_ T
2\/§p Z d1d2 05/2 2c dl pdg

d1|mz1,d2|ma/p

2 2
% //R2 sin (_Z - 210 <ZL11> i - 210 (;Z) z + 27T(d1d2)2§7}c)
(8 Foldin/p) dé dy

VE Vi &n

=114 + 115,

1 Z Sc,|ml|/dl,|m2\/pd26 <1 |m | |m2\>

c>1

disons.
Selon que p | (¢, *,*) ou non dans S, . ., nous décomposons en outre les sommes I4, I, [14, 11 en

Ig =141+ 142, Ip=1Ip1+1Ips, Ila=114a1+1las, Ilp=1Ip + Ilps.

Remarquons que si p | (¢, *, %), Sc.. = 0 & moins que p? | c. En écrivant ¢ = p?cy, nous avons

5(pa Cl))
D )

2
Sc7lm1|/d17|m2|/pd2 = 5017|m1|/d17|m2|/pd2p (1 -

(Note : selon la notation de l’article, les indices de S peuvent étre adaptés selon le terme considéré).
ol

0, sip|e,

1, sipfe,

5(}77 Cl) - {

, . , v "o
et écrivons en conséquence L4 =1y — I ;

_ 2
Sc,\ml\/pd1,|m2\/d2 = SCl,\mll/del,\mzl/pdzp (1 -

et IBl = I/Bl — I/él’

5(19701))’

SC,|m1|/d17|m2p|/d2 = SC1,|m1|/pd1,\m2|/d2p2 (1 -

et Iy =11, — 1%, ;

_ 2
Se,fmu|fdr,mal/pd> = Sexlma|/pdy,[mal/pdsP (1 -
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et Ty = 1Ty, — IT%,.
Nous voyons, par I'hypothése de récurrence sur (my/p, ms/p), que Uy, + Ig = Iy, + 1T,

De plus, notons que si p { be, nous avons Sepaps = D*Seap €6 Stz app = 0. En utilisant ceci, ainsi
que 'évaluation de S. .. dans appendice A.2, on peut facilement vérifier que (ou Iao(p|dy), par
exemple, désigne la somme partielle de 145 dans laquelle p|d;)

Laa(pldy) = ILaa(plds);

Laa(ptdi,ptda,ptc)=1lax(ptda,ptdi,ptc)

Lao(ptdi,p || da,pfc) =Has(ptda,p| di,ptc)
IAQ(pleapQ\dQ,pJ(C) = [Zl(pTthZ‘mZ/dQ);
Laa(p 1 dv,ple) = Iy (pt di, p || ma/ds);

I, (p 1 do, p*|ma /dv) = Tas(p t da, p°|di, p 1 €);

1T (p 1 do,p || mi/dy) = Maa(p 1 da, ple);

)

)

)

)

)

I (pldy) = 1T}, (plda);

Ipa(pldy) = Hpa(pl|dy);

¢) =pa(ptdi,ptda,ptc);
Ipa(ptda,p |l di,pte) =pa(ptdy,p | dapoo);
IB2(pJ[d2,p2|d1,pTC = Igl(p)(d2ap3|m1/d1>;

Ia(p 1 da, ple) = I (pt do, p? || ma/dy);
15, (pldy) = I, (pldy);

pa(ptdy, p*lda,ptc) = Ig,(pt dv, p’lma/dy);
pa(pt dy,ple) = I (ptdy,p” || ma/ds).

Nous déduisons de ce qui précede que

IBQ(pTd%p'fdlap*

Bi(TyPh, my> Proms) = B (Prymys TpPhyms,)-
D’autre part, nous avons
Boo(TyPay s Pragns) = "> Boo(Prs py.pmas Phasa) + P Boo(Pas (/)1 /s Prana)
D S R R Ok

did
d1|mip,da|ma 152
|m1|p/d1=|mal|/d2

i fpl/Q Z

4
di|mip,da|ma
|m1|/pdi=|mzl|/d2

— A+B,

_7T
4

1 oo — dn
— hy(d ha(din)—
e ARCATIACR R
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disons. De maniére similaire

BOO(Ph1,m1>TpPh2,M2) = p_1/2BOO(Ph1,m1> Ph2(p')7pm2) + pl/ZBOO(Phl,mn th(-/p),mz/p)

_ T L / > . dn
= 4p Z dvdy Jo hl(dzn)ha(pdm) n?

di|m1,d2|ma
|m1|/d1=|mz2|/pd2

T 1/ 1 / > 7 dn
+ P > 4 Jo hl(dz??)@(dl??/l?)ng

di|m1,d2|map
|m1|/d1=|mz2|/pd2
— A/ _'_ B/,
disons. On peut facilement vérifier que
A(pldy) = A'(pldy);  A(ptdy) = B'(ptdy);
B(ptdy) = A(ptds);  B(plda) = B'(pldy).

Ainsi,
BOO(TpPhhmu th,mz) - BOO(PhI,m17TpPh27m2)‘

Ceci acheve la preuve que

Bw<TpPh1,mp PhQ,mz) - Bw(PhhmnTpth,mz)'
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