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Résumé

Nous présentons un apercu de la maniere dont certains outils informatiques interagissent
actuellement avec la pratique mathématique, et réfléchissons aux implications pour la re-
cherche mathématique a court et moyen terme, alors que le domaine navigue dans l’ere émer-
gente de l'ia et des systemes de vérification formelle.

1. Introduction.

Cet article discutera d’une vision de ce a quoi la recherche mathématique pourrait ressembler a
I’ére dans laquelle nous semblons maintenant entrer, celle de I'ia et de la formalisation. Compte
tenu du rythme des progres, mes propos seront probablement obsoletes presque au moment ou
ils apparaissent, mais je prendrai néanmoins le risque de décrire comment je vois le paysage, en
septembre 2025.

Mon implication personnelle dans la formalisation a commencé il y a environ cinq ans (voir [9]),
motivée par les défis particuliers de mon domaine de recherche. La théorie analytique des nombres
se caractérise par des arguments techniques particulierement longs, s’étendant sur des dizaines de
pages. Ces preuves synthétisent typiquement de nombreux lemmes, chacun valable uniquement
dans des plages contraintes de leurs parametres, qui doivent s’aligner parfaitement a la fin pour
que le théoreme principal soit valide. Cette danse complexe de parametres et de contraintes est a
la fois ce que j'aime dans ce sujet, et ce qui le rend périlleux : une simple erreur de signe, enfouie
quelque part au milieu de I'un de ces arguments techniques, peut invalider I’ensemble du résultat
principal.

Lorsqu’un argument implique quelque chose comme une manipulation algébrique compliquée, je
peux utiliser un systéeme d’algebre informatique comme Sage ou Mathematica pour le vérifier une
fois pour toutes; alors je ne perds plus de temps a repasser sur cette partie de 'argument encore
et encore pour m’assurer qu’aucune erreur n’a été commise. Ne devrait-il pas exister un logiciel
similaire, mais pour suivre les dépendances logiques et les contraintes de parametres a travers 1’en-
semble de mon article ?

Un tel logiciel existe, et s’appelle un assistant de preuve interactif; voir § 7. Il permet, en principe,
aux utilisateurs de “formaliser” leurs articles, en entrant la preuve ligne par ligne jusqu’a ce que
I'ordinateur certifie que I'argument est complet. La réalité, cependant, est édifiante. Dans 1'état
actuel des choses, je ne peux méme pas énoncer formellement la plupart des théoremes qui m’in-
téressent, et encore moins les prouver. Les bibliotheques formelles existantes (voir §7.2) devraient
croitre de plusieurs ordres de grandeur avant que la recherche sur leur base devienne une réalité.

Traduction par ia corrigée de larticle arxiv https://arxiv.org/pdf/2510.15924https :/ /arxiv.org/pdf/2510.15924 :
Denise Vella-Chemla, aolit 2026.


https://arxiv.org/pdf/2510.15924

Cela conduit a une énigme fondamentale : les nouvelles mathématiques semblent croitre a un taux
exponentiel, disons 4, et les bibliotheques formelles croissent également de maniere exponentielle,
a un taux, disons €; mais pour autant que je puisse en juger, nous avons actuellement :

0> €.

Donc, si cette inégalité persiste, la formalisation ne rattrapera jamais la recherche mathématique
en langage naturel, et le réve d’un logiciel aussi utile au raisonnement, que les systemes d’algebre
informatique le sont a la manipulation symbolique, restera a jamais un mirage lointain.

A moins, bien sfir, que la formalisation puisse étre “super-chargée” (calculée automatiquement ?)
par I'automatisation. Et je suis donc passé de “vouloir faire des mathématiques de recherche”, a
“vouloir une formalisation suffisante pour faire des mathématiques de recherche”, a enfin “vouloir
une ia suffisante pour faire une formalisation suffisante pour faire des mathématiques de recherche” !
Ce qui suit est ma vision de la fagon dont nous pourrions y parvenir, et de ce a quoi les choses
pourraient ressembler si/quand nous y parviendrons. Le vieil adage : “Il est difficile de faire des
prédictions, surtout sur l'avenir”, attribué diversement a Yogi Berra, Niels Bohr et d’autres, est
tres approprié ici. Alors avant de commencer, prenons du recul.

2. En ’an 2000...

Au tournant du millénaire, certains des mathématiciens les plus éminents du monde se sont réunis
a Tel Aviv pour une conférence afin de discuter de ce a quoi les mathématiques pourraient ressem-
bler au 21e siecle. Les actes ont été publiés sous la forme d’'un numéro spécial dans GAFA intitulé
“Visions of Mathematics”, et je recommande vivement la lecture de l'intégralité du numéro [1]. Une
contribution particulierement perspicace a été donnée par Tim Gowers, intitulée “ Rough Structure
and Classification” [11]. La section 2 de l'article de Gowers s’intitule de maniére provocante : “Les
mathématiques existeront-elles en 2099 7” Dans celle-ci, il imagine un “dialogue entre un mathé-
maticien et un ordinateur dans deux a trois décennies” - et nous y voila! Son dialogue imaginaire
est étrangement similaire aux expériences que tant d’entre nous vivons désormais régulierement en
interagissant avec des “chatbots” tels que chatgpt d’openai, gemini de google, claude d’anthropic,
grok de xai, et d’autres :

Mathématicien. Est-ce que ce qui suit est vrai? Soit 6 > 0. Alors pour N suffisamment grand,
tout ensemble A C {1,2,..., N} de taille au moins 6N contient un sous-ensemble de la forme
{a,a+d,a + 2d}.

Ordinateur. Oui. Si A est non vide, choisissez a € A et posez d = 0.

M. D’accord, d’accord, mais que se passe-t-il si d n’est pas autorisé a étre nul ?

O. Avez-vous essayé 'induction sur N, avec un certain 6 = §(N) tendant vers zéro?

M. Cette idée n’est d’aucune aide. Donne-moi quelques exemples, s’il te plait.



O. L’algorithme glouton évident donne 1’ensemble

{1,2,4,5,10,11,13, 14, 28,29, 31, 32, 37, 38,40, 41, .. .}.

Je remarque que de grandes parties de I’ensemble sont des translations d’autres parties. En fait,
cet ensemble est trés semblable & I’ensemble de Cantor, ce qui donne une borne de § > N(og2/log3)~1

Gowers note : “L’idée du dialogue est que 'ordinateur est tres utile au mathématicien, tout en ne
faisant rien de particulierement intelligent.” (souligné par moi). Donc, dans cette veine : établis-
sons un terrain d’entente et soyons précis sur ce que j’entendrai par “grand modele de langage” (1lm).

3. Qu’est-ce qu’un llm 7?7

Nous avons tous fait 'expérience suivante : en lisant un livre, vous arrivez en bas d’une page au
milieu d'une phrase, et alors que vos doigts tatonnent, luttant pour tourner la page, votre esprit
ne peut s’empécher de courir en avant, imaginant comment la phrase pourrait se poursuivre. Par
exemple :

worry about what would happen next. It was as though he had been
hurtling toward this point for weeks, months, maybe even years, but
now he had come to an abrupt hal, run out of road.
There were other Horcruxes out there somewhere, but he did not
have the faintest idea where they could be. He did not even know

what all of them were. Meanwhile he was at a loss to know how to

tzj?t

Figure 3.1 : Le bas d'une page de “Harry Potter et les Reliques de la Mort” de J. K. Rowling

Nous lisons que

[Harry| ne savait méme pas ce qu’ils étaient tous [les Horcruxes|. Pendant ce temps, il ne savait pas
comment...

Comment quoi? Votre esprit commence instinctivement a générer des possibilités. Comment “dé-
truire” les Horcruxes ? Ou peut-étre comment “trouver” ? Ou, bien moins plausiblement, comment
“transformer en sandwich” ?

J'imagine que je participe a un jeu de Family Feud, et que j'entends Steve Harvey annoncer :
“D’apres notre sondage!...”. Mais ici, le “sondage” n’interroge pas 100 personnes au hasard - il



échantillonne tout le texte humain disponible! Les résultats pourraient ressembler a ceci : étant
donné le contexte, environ 20% des gens, disons, continueraient la phrase par “détruire”, 7% sup-
plémentaires utiliseraient “trouver”, et peut-étre un infime 0,003% suggéreraient “transformer en
sandwich”.

Ceci, a la base, c’est un grand modele de langage : c’est une fonction dont I’entrée est le “contexte”
- une séquence potentiellement tres longue de “tokens” (mots, signes de ponctuation, etc.) - et
dont la sortie n’est pas le mot suivant (comme on le comprend souvent a tort), mais plutdt une
distribution de probabilité sur tous les tokens suivants possibles.

“how to ..." destroy?

ﬁ “how to ...” find?

“how to ..."” sandwich?

Figure 3.2 : Un llm est une fonction allant du contexte (une séquence de tokens) a une
distribution de vraisemblance des tokens suivants potentiels.

Pour nos besoins, nous pouvons mettre de c6té 'ingénierie insondable qui rend une telle fonction
possible : Iarchitecture (les transformeurs), la représentation des données (les plongements dans
des espaces vectoriels de grande dimension), le processus d’entrainement (la descente de gradient, le
pré-entrainement, 'ajustement fin), et ainsi de suite. Nous tenons simplement pour acquis qu'une
telle fonction existe.

C’est sur la base d'un tel modele que 'on construit le chatbot mentionné ci-dessus; le bot doit
décider comment choisir le token suivant réel a partir de la distribution de probabilité que le mo-
dele produit. Ce choix dépend de parameétres comme la “température” - en sélectionnant peut-étre
toujours le token le plus probable (ce qui tend a produire une prose un peu guindée), ou en échan-
tillonnant aléatoirement a partir de la distribution, ou diverses options intermédiaires. Une fois
qu'un token est choisi, le bot 'ajoute au contexte, et renvoie la séquence entiere a travers le mo-
dele; il choisit ensuite le token suivant, puis le suivant, et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’il sélectionne
un token spécial qui signale “arréter de parler”. (Nous reviendrons plus tard sur les comportements
agentiques plus complexes, comme 1'utilisation d’outils et les flux de travail auto-dirigés ; pour 'ins-
tant, je me concentre sur le mécanisme d’un chatbot “pur”.) C’est peut-étre ce comportement de
chatbot pur que Gowers envisageait comme un processus informatique “ne faisant rien de particu-
lierement intelligent” dans son article auquel j’ai fait référence.

Une observation cruciale ici est que ce processus est profondément stochastique. A chaque étape,
le bot fait un choix aléatoire, et chaque choix affecte la distribution de probabilité pour tous les
choix ultérieurs. L’aléa se cumule a chaque token - aléa sur aléa sur aléa. Cette stochasticité est a la
fois la grande force du systeme - lui permettant d’aborder un vaste éventail de problemes avec une
remarquable polyvalence - mais, comme nous le verrons, elle crée des défis fondamentaux lorsqu’elle
est appliquée a des probléemes déterministes comme la preuve mathématique.



4. Probléemes stochastiques vs. déterministes.

Considérons la différence entre une exactitude approximative et une exactitude parfaite. Un long
poéme avec un mot mal choisi au milieu peut encore étre magnifiquement émouvant; de méme
pour un solo de jazz improvisé avec une note accidentellement dissonante. Ce sont des domaines
ot un succes de 99% représente une réussite authentique. Mais un théoréme prouvé a 99% ? Une
seule erreur peut rendre tout ce qui suit dénué de sens! Les mathématiques exigent une exactitude
déterministe, pas une approximation probabiliste.

Pour comprendre pourquoi cela importe quantitativement, supposons qu’un llm atteigne une préci-
sion de 99% a chaque étape individuelle - un taux de réussite remarquablement élevé. Si un argument
mathématique nécessite d’enchainer 1000 de ces étapes en séquence, avec le succes de chaque étape
indépendant des autres, quelle est la probabilité de succes global ? La réponse : 0,99 ~ 0, 004%.
Un processus qui semble hautement fiable & chaque étape devient presque certainement erroné
lorsque de nombreuses étapes se combinent.

Le cerveau humain semble également fonctionner selon deux modes assez distincts, popularisés dans
Systeme 1 / Systeme 2 de Daniel Kahneman. Le premier est rapide, automatique et sans effort ;
le second est lent, délibéré et demande un effort. Lorsqu’on demande “Combien font 8 + 377, la
plupart des adultes répondent instantanément - c’est le traitement du Systeme 1. Vous avez ren-
contré ce calcul tellement de fois que votre cerveau a essentiellement mémorisé la réponse. (C’est
pourquoi 'apprentissage des tables de multiplication par les enfants est si important : il convertit
ce qui était autrefois un calcul du Systeme 2 demandant un effort en un rappel automatique du
Systeme 1, libérant des ressources cognitives pour des taches plus complexes.)

Mais lorsque je calcule 437 x 82 sur papier, j’ai besoin du traitement du Systeme 2. Cependant,
parce que j’ai appris ’algorithme standard, je peux décomposer ce probleme en une longue chaine
de simples calculs du Systéme 1 : d’abord calculer 2 x 7 = 14, écrire le 4, retenir le 1, et ainsi de
suite. L’'idée-clé est que le raisonnement mathématique du Systéme 2 consiste souvent a enchainer
soigneusement de nombreuses étapes du Systeme 1, ou le succes exige que chaque maillon de la
chaine soit correct.

Cela nous ramene a notre probleéme stochastique. Si votre “machine du Systeme 17 est précise a 99%
a chaque étape, mais que vous devez enchainer 1000 étapes pour résoudre un probleme du Systeme
2, vous étes confronté au taux de succes de 0,004% mentionné ci-dessus. C’est pourquoi 'utilisation
d’outils stochastiques pour les mathématiques déterministes est fondamentalement difficile.

Pourtant, cet argument suppose que les capacités de I'ia resteront statiques. Compte tenu du rythme
extraordinaire des progres de ces dernieres années, ces limitations ne sont-elles peut-étre que tem-
poraires 7



5. Les capacités de I’ia progressent rapidement...

Les preuves d’une poursuite des progres rapides sont convaincantes. Considérons les performances a
I’Olympiade Internationale de Mathématiques (IMO), largement considérée comme 1'une des com-
pétitions mathématiques les plus difficiles pour les lycéens : en 2023, le nombre de systémes d’ia
capables de marquer un seul point a I’'Olympiade était... zéro. En 2024, alphaproof ™ alphageometry
de deepmind a réalisé une performance de médaille d’argent, a un point de l'or [10]. En 2025, de
multiples systemes d’ia ont revendiqué des scores de médaille d’or, environ la moitié utilisant des
méthodes de vérification formelle et I'autre moitié travaillant uniquement en langage naturel.!

Cette trajectoire est remarquable. En deux ans, nous sommes passés d'une incapacité totale a une
performance de médaille d’or. De plus, le succes en 2025 des approches purement en langage naturel
démontre que la vérification formelle n’est pas strictement nécessaire pour résoudre des probléemes
mathématiques difficiles - du moins au niveau de I’Olympiade.

D’ici la prochaine Olympiade a I’été 2026, il peut étre raisonnable de prédire que le nombre de sys-
temes d’ia de pointe participant a I’'Olympiade reviendra a zéro - non pas parce qu’ils ont régressé,
mais parce que la compétition sera devenue trivialement facile pour eux. (Les modeles open source
pourraient continuer a participer, mais les systemes commerciaux considéreront probablement cela
en dessous de leurs capacités.)

Ce modele d’accélération des capacités n’est pas unique aux mathématiques. Il reflete ce que Ri-
chard Sutton a appelé la “Lecon amere” de soixante-dix ans de recherche en ia : les solutions
spécifiques a un domaine congues par des experts humains sont systématiquement dépassées par
des méthodes générales qui exploitent des ressources informatiques toujours croissantes [23]. Encore
et encore, nous avons vu que le passage a I’échelle du calcul et des données I’emporte sur les astuces
d’ingénierie intelligentes.

Si la loi de Moore se poursuit - ou méme si elle ralentit plutot que de s’arréter - nous pouvons
nous attendre a ce que les llm soutiennent des chaines de raisonnement de plus en plus longues.
Les systemes qui peinent avec des arguments de 100 étapes aujourd’hui pourraient gérer des argu-
ments de 1000 étapes demain, et des arguments de 10 000 étapes apreés-demain. La transition des
mathématiques de lycée au niveau licence, puis au niveau doctorat, puis au niveau de la recherche,
pourrait simplement nécessiter une mise a 1’échelle de la capacité de raisonnement soutenu par un
multiple important.

En effet, on peut proposer une analogie approximative avec les classements aux échecs : un grand
maitre d’échecs avec un classement Elo de 2500 pourrait correspondre a un docteur en mathéma-
tiques fraichement diplémé ; 2600 & un chercheur établi; 2700 & un expert de premier plan ; et 28004
aux géants des mathématiques. Si les systemes d’ia peuvent atteindre le niveau équivalent de 2300
pour les mathématiques de lycée d’élite, pourquoi ne pas atteindre éventuellement 2800 et au-dela ?

Peut-étre que la tension stochastique/déterministe que j’ai soulignée se dissoudra simplement a
mesure que les systemes deviendront assez puissants pour maintenir une fiabilité sur des chaines
de raisonnement arbitrairement longues. Peut-étre que 1'ia en langage naturel sera, apres tout, suf-
fisante pour toutes les mathématiques? Il me semble que méme ce scénario optimiste ne parvient
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pas a résoudre un probleme fondamental.

6. ... Mais méme une mise a I’échelle parfaite est insuffi-
sante.

Imaginons, de maniere optimiste, que l'ia continue de s’améliorer a son rythme actuel. Supposons
que dans une décennie, nous ayons des systemes capables de produire des recherches mathéma-
tiques originales - non seulement de résoudre des probléemes de compétition, mais de découvrir de
nouveaux théoremes, de développer de nouvelles théories et d’écrire des articles qui font avancer la
connaissance humaine.

Considérons un futur systeme d’ia capable de générer 100 articles de recherche par jour. Pour
rendre le scénario aussi favorable que possible, supposons que ce systeme ait atteint une fiabilité
extraordinaire : 99 de ces 100 articles sont complétement corrects, avec des preuves rigoureuses et
des contributions significatives aux mathématiques. Un seul article sur 100 contient une erreur -
peut-étre une erreur subtile dans un lemme, ou un cas qui n’a pas été correctement traité, ou un
signe “-” enfoui quelque part au fond d’un calcul.

Ferais-je confiance a un tel systeme ? Certainement pas.

Pour utiliser cet outil efficacement, je devrais lire les 100 articles pour déterminer lesquels sont cor-
rects et lequel est défectueux. Mais vérifier 'exactitude d’un article mathématique peut ne pas étre
substantiellement plus facile que de le produire en premier lieu, en particulier pour une recherche
de pointe. Il y aurait certainement une valeur a exploiter les résultats de 'outil pour des idées in-
téressantes, des approches nouvelles ou des connexions inattendues; cependant, je ne pourrais pas
traiter les théorémes eux-mémes comme des faits établis sur lesquels construire. Je devrais passer
ma journée entiere, chaque jour, a vérifier ces articles, pour finalement découvrir que la majeure
partie de mon effort a été consacrée a vérifier un travail déja correct, tandis que le seul article
erroné pourrait passer inapercu si son erreur est suffisamment subtile.

On pourrait objecter que cette hypothétique précision de 99% est déja meilleure que la littérature
publiée actuelle! Apres tout, la plupart des mathématiciens ont rencontré des articles avec des er-
reurs, des lacunes dans les arguments, ou des cas ou “les détails sont laissés au lecteur”. Tout cela est
vrai. Mais il y a une différence cruciale : avec les articles écrits par des humains, nous développons
des intuitions sur la fiabilité. Comme Kevin Buzzard ’a écrit récemment [3] : “Les llm seraient tres
heureux de masquer toutes les fissures de I’argument ou méme de mentir pour parvenir aux affirma-
tions du résultat et, par conséquent, je me sens beaucoup plus motivé a lire I'article correctement
lorsque je pense qu'il a été généré a 100% par quelqu’un qui croyait que ce qu’il écrivait était vrai,
que par quelque chose qui croyait que ce qu’il écrivait était plausible.” (Souligné par moi.)

Nous développons des intuitions sur la fiabilité a travers de multiples signaux : la qualité de 'expo-
sition, le fait que les techniques sont appliquées de maniere standard, la maniere dont les cas limites
sont traités, le fait que les affirmations semblent plausibles compte tenu des résultats connus, etc.,



etc. Une preuve brillante d’'un mathématicien inconnu peut étre immédiatement reconnue comme
telle précisément parce que nous pouvons évaluer ces qualités. (Pour un seul exemple, voir [27].)
Avec une ia produisant 100 articles par jour a partir d’une seule source, ces heuristiques d’évalua-
tion ne fournissent aucune différenciation ; chaque article doit étre traité avec une suspicion égale.

De plus, méme pour les 99 articles corrects, je ne peux pas en extraire toute leur valeur sans vérifi-
cation. Un beau théoreme peut suggérer de nouvelles directions de recherche, mais je ne peux pas
construire en toute confiance sur lui avant d’avoir vérifié la preuve moi-méme. Les idées peuvent
valoir la peine d’étre exploitées, les conjectures peuvent valoir la peine d’étre poursuivies, mais les
théorémes eux-mémes restent incertains tant qu’ils ne sont pas vérifiés. Et a ce stade, pourquoi ne
pas simplement faire les mathématiques moi-méme ?

Ce n’est pas un probléeme que la mise a ’échelle peut résoudre. Méme si nous améliorons la préci-
sion & 99,99% ou 99, 999%, le probléeme fondamental subsiste : pour les mathématiques, un taux
d’erreur non nul! crée un outil inutilisable. Si nous ne pouvons pas distinguer les résultats corrects
des résultats erronés sans vérification, cela ruine tout l'intérét de ’automatisation.

Comparons ceci a un scénario différent : une ia qui ne produit que 10 articles par an, mais chacun
est accompagné d’une preuve formellement vérifiée. De plus - et c’est crucial - supposons que j’aie
appris a lire les énoncés formels assez bien pour vérifier que 'outils automatique dit exactement ce
que je veux qu’il dise, sans erreurs de traduction ni mauvaises interprétations. C’est un outil que
j'utiliserais avec enthousiasme.

La différence est la certification déterministe. Je peux faire confiance a ces 10 articles compléetement,
construire sur eux en toute confiance, et incorporer leurs résultats dans mon travail sans craindre
des erreurs cachées. Le rythme plus lent n’est pas seulement acceptable - c¢’est une caractéristique,
pas un bug. La qualité et la certitude importent bien plus que la quantité lorsqu’on construit un
corpus cumulatif de connaissances mathématiques.

7. Mathématiques formellement vérifiées.

Les assisteurs de preuve interactifs (également appelés “assistants de preuve”) sont des systémes
logiciels qui vérifient chaque étape d’une preuve mathématique par rapport aux axiomes et aux
résultats précédemment établis en utilisant les régles de I'inférence logique. Une telle technologie a
été envisagée sous une certaine forme deés Hilbert, sinon Euclide, et existe en pratique depuis la fin
des années 1960. Les systémes établis incluent automath, mizar, coq (maintenant rocq), isabelle,
hol light, et bien d’autres.

Parmi les plus récents se trouve lean, qui a rapidement gagné en adoption non seulement dans les
cercles de I'informatique et de la logique mathématique, mais aussi dans la recherche mathématique
grand public. Bon nombre des principes discutés ici s’appliquent a tout assistant de preuve, mais je
me concentrerai sur lean et son écosysteme. (Divulgation compleéte : je siege au Conseil Consultatif

1. Note de la traductrice : pour une machine, pas pour un humain.



Stratégique du lean Focused Research Organization.) On pourrait craindre qu’il y ait des limites
inhérentes a ce qui peut étre exprimé dans lean, mais comme la Conférence Pléniere ICM 2022 de
Buzzard [2] le soutient, le cadre formel a déja prouvé qu’il est suffisamment large pour accommoder
essentiellement toutes les mathématiques que nous pourrions vouloir formaliser ; je ne répéterai pas
les preuves ici.

Il existe certaines idées fausses courantes sur ce que le terme “lean” désigne réellement, alors soyons
précis.
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Figure 7.1 : Différents aspects de lean.

7.1. Qu’est-ce que lean?

lean de base (maintenant techniquement lean4) est un logiciel développé a l'origine par Leonardo
de Moura (alors chez Microsoft Research, maintenant chez Amazon Web Services) pour certifier
un code sans bugs. Par la correspondance de Curry-Howard [4, 12], cette méme technologie peut
certifier qu'un énoncé mathématique a été prouvé, en vérifiant chaque étape jusqu’aux axiomes.
Cela n’a rien, a priori, a voir avec l'ia.

Le flux de travail est simple : les humains écrivent des preuves dans le langage formel de lean,
ligne par ligne. Apres chaque ligne, lean soit accepte ’étape comme valide, soit indique une erreur.
Lorsqu’une preuve est complete, lean affiche “No goals”, ce qui signifie qu’il n’y a plus d’énoncés a
prouver.

Voici un exemple simple :



(‘1) ‘—".4\\ | Latest Mathlib v W Examples I Load

1 import Mathlib : .
. " Green text preceded by is a comment Lean responds here with ¥ MathlibDemo.lean:11:56 =l
- s what it currently knows i o
3 -- definition of the limit of a sequence ‘a : N+ R" e o \‘Tﬂdmsmte ]
4 def Seglim (8 : W=R) (L :R) :=¥e>0, 3N, ¥nzh, |a{n)-L] <e¢ 1goal
5 ¥case h
6 -- Theorem: If ‘a (n) = c¢' for all *n*, then the limit of ‘a* is ‘¢’ a itk aR
7 theorem ConstLim (a : M » E) (c : R} (hypothesis : ¥ n, a (n) = ¢} : Assumplions § ¢ ¢ R
8 Seglim a ¢ := by -- begin the proof - hypothesis : ¥ {n : N}, an=¢
9| intro € he -- let 'e' be given and assume it's pesitive (call this hypathesis “he) £: R
10| use 1 -- set 'N' to any value, like ‘N = 1" he @ e >0
11| intre n hn -- let *n® be given and assume that *n = N° @@= The cursor is currently here ; ik N
12| vewrite [hypothesis n] -- use the fact that ‘a (n) = ¢* §:nk
13| -- the goal is now to prove that ‘[c - ¢| < &* Cument Goal: =——F © 12 n —cl <€
14| simp [he] -- this is trivial, since ‘s » 0% (we called thiz hypothesis “he'}
» All Messages (0) 1
(b) | N Latest Mathlib ~| W Examples
1 import Mathlib ¥ MathlibDemo.lean:14:78
2
. . . . . v i
3 -- definition of the limit of a sequence *a : N+ R Tactic state
4 def Seglim (a : N» R) (L : R) :=¥e>0, 3N, ¥nzN, |an)-L|<e Ne geals
5 » All Messages (0)
6 -- Theorem: If ‘a (n) = c¢* for all *n%, then the limit of ‘a‘ is ‘c* . , .
. ean agrees, the proof
7 theorem ConstLim (a : M+ K) {c : &) (hypothesis : ¥ n, a (n) = ¢) : o “'“:” I proa
s complete
8 SegLim a ¢ := by -- begin the proof ¥
intro & he -- let ‘&' be given and assume it's positive (call this hypathesis ‘he')
10| use 1 -- set ‘W’ to any value, like ‘N = 1%
11| intro n hn -- let *n* be given and assume that ‘n z N* ]
12| rewrite [hypothesis n] -- use the fact that ‘a (n) = ¢
13| -- the goal is now to prove that “|c - ¢| < &*
14| simp [he] -- this is trivial, since ‘e » B* (we called this hypothesis ‘he‘) &= Now the cursor is/here, at the end of the proot

Figure 7.2 : Prouver un théoreme dans lean.

7.2. Qu’est-ce que mathlib ?

Méme si vous n’avez jamais essayé de prouver un théoreme significatif a partir de ses axiomes, vous
pouvez certainement imaginer que cela pourrait étre extraordinairement fastidieux et chronophage.
Pour faire des progres, nous avons besoin d'une bibliotheque complete de résultats précédemment
prouvés, énoncés dans la plus grande généralité pour étre utiles dans le plus grand nombre de si-
tuations. Nous avons également besoin de “tactiques” puissantes - des procédures automatisées qui
peuvent résoudre des classes entieres de sous-objectifs - afin que les utilisateurs puissent faire appel
a quelques-unes de ces tactiques dans leurs preuves, plutot que d’essayer de mémoriser des milliers
de noms de théoremes individuels.

C’est mathlib : une bibliotheque massive, interconnectée et maintenable construite sur lean. Comme
lean lui-méme, mathlib est entierement open source, permettant ’effort collaboratif de centaines de
contributeurs dans le monde entier. Lorsque mes amis mathématiciens se plaignent d’avoir regardé
mathlib et de n’avoir rien compris bien qu’ils soient des experts dans le domaine concerné, j’explique
que mathlib n’est pas destiné a étre un projet éducatif. Son objectif unique est ’exhaustivité et la

capacité de mise a 1’échelle.
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import Mathlib.Analysis.Complex.UpperHalfPlane.Basic

import Mathlib.Data.Fintype.Parity

import Mathlib.LinearAlgebra.Matrix.GenerallLinearGroup.Defs

/-1

# Group action on the upper half-plane

We equip the upper half-plane with the structure of a "GL (Fin 2) R action by fractional linear
transformations (composing with complex conjugation when needed to extend the action from the
positive-determinant subgroup, so that “!![-1, @; @, 1] acts as 'z » -conj z".)

-/

noncomputable section

open Matrix Matrix.SpeciallinearGroup UpperHalfPlane
open scoped MatrixGroups ComplexConjugate

namespace UpperHalfPlane

/—— The coercion first into an element of °GL(2, R)+", then °GL(2, R)" and finally a 2 x 2
matrix.

This notatien is scoped in namespace ‘UpperHalfPlane". -/
scoped notation:1024 "r," A:1024 =>
(((A : GL(2, R)*) : GL (Fin 2) R) : Matrix (Fin 2} (Fin 2) _)
instance instCoeFun : CoeFun GL(2, R)* fun _ => Fin 2 - Fin 2 - R where coe A = t A
/—— The coercion into an element of °"GL(2, R)" and finally a 2 = 2 matrix over 'R’. This is
similar to “tn", but without positivity reguirements, and allows the user to specify the ring 'R’,
which can be useful to help Lean elaborate correctly.
This notation is scoped in namespace “UpperHalfPlane . -/
scoped notation:1024 "t,[" R "]" A:1024 =>
((A : GL (Fin 2) R) : Matrix (Fin 2) (Fin 2) R)

/— Numerator of the formula for a fractional linear transformation -/
def num (g : GL (Fin 2) R) (z : €) : C:=g@@*2z +9g@1

/—— Denominator of the formula for a fractlonal linear transformation -/
def denom (g : GL (Fin 2) R) (z : C) : =gl@*xz+g1l1l

@lsimp]

lemma num_neg (g : GL (Fin 2) ®) (z : €) : num (—g) z = —(num g 2) := by
simp [num]; ring

Figure 7.3 : Un extrait d'un fichier exemple [15] dans mathlib

Considérons quelqu’un travaillant sur les groupes algébriques de type Lie. La bibliotheque des varié-
tés doit s’intégrer parfaitement avec les bibliotheques sur les groupes et la géométrie algébrique, sans
conflits d’“espaces de noms” ni conventions incompatibles. Les mainteneurs de mathlib travaillent
extrémement dur pour garantir que vous puissiez importer toutes ces bibliotheques simultanément
et vous mettre au travail.

mathlib doit passer de son ordre de grandeur actuel (environ 2 millions de lignes de code) a 10
millions, a 100 millions de lignes et au-dela, tout en maintenant une réactivité interactive. Si lean
prend plus de quelques secondes pour répondre apres que vous ayez écrit une ligne de code, il
devient inutilisable pour la recherche mathématique.

Il est important de souligner, comme illustré dans la Figure 7.1, que s’engager dans les mathéma-
tiques formelles ne nécessite pas de contribuer a mathlib lui-méme. Si les fondations mathématiques
dont vous avez besoin sont déja disponibles dans mathlib, vous pouvez mener des recherches en
construisant sur la bibliotheque sans nécessairement viser a I’étendre. De méme, mathlib sert de res-
source pour ’enseignement - bien qu’a des fins pédagogiques, il soit souvent préférable de travailler
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directement a partir de la bibliotheque de base de lean, car les traitements tres généraux et so-
phistiqués de mathlib peuvent étre trop avancés pour les étudiants qui découvrent le sujet ; voir § 10.

Nous reviendrons sur ces deux questions plus en détail plus tard. Pour I'instant, qu’il suffise de dire
que les trois applications - la recherche utilisant des formalisations existantes, ’enseignement avec
des niveaux d’abstraction appropriés, et I’extension de mathlib avec de nouvelles mathématiques -
sont des activités distinctes qui servent toutes des communautés et des objectifs différents. Le role
de mathlib est de fournir 'infrastructure fondamentale qui rend les deux autres possibles.

7.3. Le fossé des bibliotheques et ’assistance de l’ia.

Nous pouvons maintenant rappeler et mieux apprécier 1’énigme fondamentale de I'introduction :
les mathématiques de recherche croissent a un taux 0 tandis que mathlib croit a un taux e, et
actuellement 6 > €. Les 2 millions de lignes de code de mathlib représentent une réalisation impres-
sionnante, mais de vastes domaines des mathématiques restent non formalisés.

C’est la que l'assistance de I'ia devient essentielle. Je parle maintenant d’un objectif beaucoup plus
modeste que de prouver de nouveaux théoremes : si I'ia peut aider a ce qu’on appelle I"“autoformali-
sation”, la conversion automatique des mathématiques en langage naturel déja établies en preuves
formelles, alors € pourrait au moins rattraper J. Et ensuite, une fois que mathlib sera suffisamment
complet, nous pourrions enfin obtenir que € dépasse réellement §, ce qui permettrait aux mathé-
maticiennes et mathématiciens de travailler directement dans le systeme formel pour découvrir de
nouvelles mathématiques.

Comment une telle formalisation assistée par l'ia pourrait-elle fonctionner en pratique ?

8. Une voie a suivre : la quasi-autoformalisation.

La réponse, je crois, pourrait résider dans ce que j’appelle la “quasi-autoformalisation” : un systeme
d’agents d’ia coopérants, orchestrés pour traduire les mathématiques en langage naturel en preuves
formelles. Le mot clé ici est “quasi.” Pour mes besoins en tant que mathématicien chercheur (plutot
que chercheur en ia), je n’exige pas que le systeme fonctionne de maniére complétement autonome.
Je suis parfaitement heureux d’intervenir chaque fois que je vois un moyen rapide d’élaguer 'arbre
de recherche et de faire avancer le processus. Mon objectif n’est pas une automatisation complete
mais plutot un flux de travail collaboratif et considérablement accéléré. Voici un apercu général,
avant d’entrer dans les détails :
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(Quasi)-Autoformalization

| D EA m% INFORMAL STATEMENT m&

: &.&, + Informal Proof Step 1 IS S

3 + Informal Proof Step 2 -w----—-}
~ informal Proof Stop 3[R

Figure 8.1 : Un schéma de la quasi-autoformalisation

Notons qu'une variété d’approches de la formalisation assistée par l'ia ont été explorées dans le
passé, depuis les premiers travaux sur la démonstration automatique de théoremes avec des résul-
tats lisibles par 'homme [7] jusqu’aux récents systémes basés sur des llm comme Draft-Sketch-Prove
[13] (centré sur la résolution de nouveaux problémes a partir de zéro) et des outils comme lean copi-
lot [22] (fournissant des suggestions dans I’assistant de preuve). Le cadre de quasi-autoformalisation
que je propose differe par sa décomposition multi-agents explicite avec un raffinement itératif, congu
spécifiquement pour accélérer la croissance de mathlib plutot que (nécessairement) d’atteindre une
autonomie complete.

8.1. L’architecture : Quatre agents.

Le systéme se compose de quatre composants travaillant ensemble :
- le décomposeur : prend les mathématiques au niveau des “idées” et les affine en énoncés en
langage naturel et en étapes de preuve a un niveau de granularité approprié.

- I'aducteur : convertit les énoncés en langage naturel et les étapes de preuve en code lean formel,
produisant a la fois I’énoncé du théoreme et un “échafaudage” d’énoncés have (affirmations
intermédiaires) qui sont initialisés & sorry (c’est-a-dire que leurs preuves sont reportées sans
déclencher de messages d’erreur lean).

- le solveur (ou “fermeur”) : tente de prouver chaque énoncé have, remplagant sorry par des
preuves formelles completes.

- le conducteur : orchestre I’ensemble du processus, identifie les échecs et décide quels compo-
sants doivent étre ré-exécutés avec des parametres ajustés.

Examinons chaque composant en détail.

8.1..1 Le décomposeur : des idées a I’échafaudage.

Les mathématiques en langage naturel, que ce soit dans les manuels de licence ou les articles arXiv,
sont vraiment écrites au niveau des “Idées”. Méme quelque chose d’aussi clair (pour un mathé-
maticien entrainé) qu'une preuve dans le Rudin est loin d’étre assez précis pour étre formalisé
directement.
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1.1 Example We now show that the equation
I pr=2

is not satisfied by any rational p. If there were such a p, we could write p = m/n
where m and n are integers that are not both even. Let us assume this is done.
Then (1) implies

(2) m? = 2n?,

This shows that m? is even. Hence m is even (if m were odd, m? would be odd),
and so m? is divisible by 4. It follows that the right side of (2) is divisible by 4,
so that n? is even, which implies that » is even.

The assumption that (1) holds thus leads to the conclusion that both m
and n are even, contrary to our choice of m and n. Hence (1) is impossible for
rational p.

Figure 8.2 : Extrait de Rudin [21, p.2]

Formaliser cet argument simple nécessite beaucoup plus d’étapes qui sont cachées dans le langage
naturel parce qu’elles sont trop évidentes pour un humain pour étre énoncées, mais sont nécessaires
pour 'exhaustivité, telles que : pourquoi pouvons-nous faire en sorte que m et n ne soient pas tous
les deux pairs ? Pourquoi si m n’est pas de la forme 2k, alors il doit étre de la forme 2k + 17 Etc.

Le travail du décomposeur est de décomposer les idées mathématiques en étapes suffisamment
petites et explicites pour étre formalisées. La granularité dépend de ce qui est déja dans mathlib
et de la sophistication du solveur. C’est un processus itératif : si le solveur échoue, le conducteur
peut demander au décomposeur de décomposer davantage. La Figure 8.3 montre un exemple de
décomposition dans cet exemple, par I'ia claude.

8.1..2 Le traducteur.

Le travail du traducteur est de prendre les petits lemmes en langage naturel du décomposeur, et de
convertir chacun en un petit énoncé lean have formel, donnant un échafaudage formel du théoreme
principal. La Figure 8.4 montre a quoi cela pourrait ressembler dans notre exemple courant, en uti-
lisant & nouveau l'ia claude. Nous reportons au §8.3.2 une discussion plus détaillée des nombreuses
difficultés que cet agent particulier rencontrera.

8.1..3 Le solveur : clore les objectifs.

Une fois que le traducteur produit un échafaudage avec des énoncés have sorry, le solveur tente
de vider chaque sorry. C’est la que les systemes de démonstration automatique de théoremes dé-
montrent leur puissance : ils peuvent rechercher dans de vastes espaces de stratégies de preuve
possibles, enchainer des lemmes de mathlib, et appliquer des tactiques jusqu’a ce que les objectifs
soient clos.
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o Take this example theorem and decompose it into a series of smaller Lemmas, each
being extremely elementary, so that | will (later) be able to easily formalize each of the
Lemmas individually, and so that the formalized Lemmas combine together to prove
the main result

Here's a decomposition of the irrationality of ¥2 into elementary lemmas suitable for
formalization:

Main Theorem

Theorem: There is no rational number p such that p*= 2.

Lemmas

Lemma 1 (Rational representation): If p is a rational number, then there exist integers m
and n with n # 0 such that p=m/n.

Lemma 2 (Coprime representation): If p is a rational number, then there exist integers m
and nwith n # O such that p=m/nand ged(m,n) = 1.

Lemma 3 (Equation manipulation): If m/n = pand p* = 2, then m? = 2n

Lemma 4 (Even square implies even): If m? is even, then m is even.

Lemma 5 (Even number form): If m is even, then there exists an integer k such that m = 2k.
Lemma 6 (Substitution): If m = 2k, then m? = 4k2.

Lemma 7 (Divisibility transitivity): If m* = 2n? and m’ = 4k*, then 2n* = 4k’

Lemma 8 (Division by 2): If 2n’ = 4k, then n* = 2k’

Lemma 9 (Even conclusion): If n* = 2k* then n* is even.

Lemma 10 (Second application): If n* is even, then n is even (instance of Lemma 4).
Lemma 11 (Contradiction with coprimality): If both m and n are even, then ged(m,n) = 2.

Lemma 12 (Proof by contradiction): If assuming p* = 2 for rational p leads to a
contradiction, then no such rational p exists.

Figure 8.3 : Une décomposition de I'argument du Rudin en utilisant 1'ia claude

Le solveur n’a pas besoin de réussir sur chaque objectif. Certains sorry peuvent subsister, néces-
sitant soit une intervention humaine, une décomposition supplémentaire par le décomposeur, soit
un raffinement de 1’énoncé par le traducteur. La valeur du systeme réside dans la fermeture auto-
matique des objectifs qui peuvent étre clos, réduisant considérablement ’effort humain requis.

Différentes stratégies de résolution peuvent étre appropriées pour différents types d’objectifs. Des
manipulations algébriques simples peuvent céder a des tactiques de base, tandis que des arguments
plus subtils peuvent nécessiter des procédures de recherche sophistiquées ou méme des approches
d’apprentissage par renforcement entrainées sur de grands corpus de preuves formelles. La Figure
8.5 montre I'application du solveur a notre exemple (avec une certaine aide de cet humain).
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10
11
12
13
14
15

17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
n

import Mathlib

theorem sqrt2_irrational : Irrational (Real.sqrt 2) := by

-- Assume for contradiction that v2 is rational
by_contra h

-- Lemma 142: If v2 is rational, it can be written as m/n in lowest terms
with n > 8

have lemmal2 : 3m: 2, 3n: N, @<naReal.sqgrt 2=m / n A Int.gcd m.
natAbs n = 1 := by sorry

obtain (m, n, hn_pos, hsqrt2_eq, hcoprime) i= lesmall

— 5ince ¥2 > @ and equals m/n, we must have m > @, s0 we can use m.natAbs
have m_pos : 8 < m := by sorry

== Lemma 3: If p = m/n, then p* = mi/n?

have lemma3 : (Real.sqrt 2) ~2=(m:R) "2/ (n:R) ~2 by sorry

— Lemma 4: Cross multiplication gives m* = 2n?
have lemmad : (m: R) *~2=2=%(n: R *

by sorry

== Convert to natural number equation
have m_sqgeq :m~2=2=%n"2 by sarry

== Lemma 5: If k* is even, then k is even
have lemma5 : ¥ k : 2, Even (k*2) = Even k i= by sorry

-- Lemma 6: If k is even, then k? is divisible by 4
have lemma6 : ¥ k : 7, Even k = 4 | k™2 = by sorry

—- Show m is even
have m_even : Even m

= by sorry

32
33
34
35
36
37
38
39
48
a1
42
43
44
a5
46
47
48
49
58
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60

—— Show m* is divisible by 4

have m_sq_div_4 : 4 | m~2 by sorry

Divisibility transitivity for our specific case
| ™2 =+ m*2 =2 %02 =4 | {2 %n™2) i= by sorry

— Lemma 7:
have lemma? : 4

— Lemma 8:
have lemma8 : 4 |

If 4 divides 2n*, then 2 divides n?
(2 %n°2) « 2| n"2 := by sorry

have two_div_n_sgq : 2 | n™2 := by sorry

have even_n_sg : Even (n"2) := by sorry

— Lemma 9: If 2 divides nZ, then n is even
have lemma9 : Even (n~2) - Even n by sorry

have n_even : Even n := by sorry

—— Lemma 18: If both m and n are even, then gecdim,n) =z 2
have lemmal@ : Even m -+ Even n = 2 = m.ged n by sorry

have gcd_ge_2 : 2 = m.gcd n o= lemmal@® m_even n_even

— Lemma 11: This contradicts coprimality
have lemmall : -(2 = m.gcd n) := by sorry

—— Final contradiction
exact lemmall gcd_ge_ 2

Figure 8.4

1 import Mathlib

]

3 thegren sgrid_irrationsl @ Irretional (Real.sgri 21 5= by

4 -- Assume for contradicticn that /2 is rational

5 by_cantra h

]

7 -- Lewra 142: I 2 i3 rationsl, Lt can be writlen s Afn 27 lowest terss with o = @
] have lemmal? : 3m: 2, 3n 2 N, B<naRealosqgrt 2 = m /0o Int.ged ronathbs no= 1 := by
9 — Use that v2 is rational means it equals sowe g :

1 — Then use q.rum : £ and g.den : K which are already in lowest tems
11 re ITrrational, not_motl at b

12 cbzazn {r, bri iz h

13 — Use the sumerater and dencainator of ¢, which are already 99 lowest terrs
14 w3z rowm, raoden

15 const ructor

16 == r.den = @ by construction

17 exact Rat.den_pas r

1w constructer

1 +e= 43 = ronum Joroden

2u rw I= hrl

i sirg [Rat.cast_def]

22 « — gedl|ranun|, |r.den]) = 1 because rationals are stored in lowest terns
=1 exact Rat.reduced r

24

25 btain (m, n, hn_pos, hsqrtZ_eq, hooprime) e lenmal?

26

F1 == Since 1 » B and ecuals AN’ we mUSt have m > @, S0 W Can LSe mLAatAbc
20 have #_pas ¢ @ =@ oi= by

2 — We know +2 > @

kL have heqrtZ_pos @ @ = Real.sqrr 2 = Real.sari_pes.epr (by norm_nun 3 19 ¢ R) = 20
a — From the cquation Y2 = ® / n', megetm /s n' = B

3z e [hsarid_eql at hsqril_pos

a3 have | by

34 apply div_pos_1TT.mp hagqrid_pos |=.elis

2 +emact fun (ha, kal =

1 mxact fun (b, hal w by exfalsa; Linarith

£ exact_mod_cast this

L]

ay -- Lesre 31 If p = a/n, then p! = mifni

an hawe laemad : [Real.sqrt 2) ~ 7 = TRYST Mt R) NP ore by

a1 e [hagri2_eql

a2 ring

a1

a1 Lesra 4: Cross multiplication gives 3 = Ind

a3 hewe lemad i (m: RE S 2=2=dn: Rl =2 i=by

a6 field_sirp at lensad

ar (= lemmad]

an

a9 -- Conwert 1o natursl fAurber eouation

58 hawe msgeq 2 m™ 2 = 2 &« n ™ 2 1= by exact mod_cast lewrad

51

2 -- Lemra 51 If k¢ is even, then k 15 even

53 hawe lesmaS : ¥ k @ 7, Even (K*2) - Even k i= by

4 antrn k bk

58 gantrapose! hk

s — bk : -Even k, 5ok L3 odd

57 nd [Ter.not_swen_{T7_oddl at bk -

50 — If k iz odd, then ki ir odd

L] ra LTet. e _paw)

Gt exact Or.dntro_left (2 = @) hi

A1

62 -— Lesra 6: If k is even, then &’ is divisible by 4

1 haue loemak Wk @ F, Fuen k = £ | k"2 = by

64 dntro k hk

65 eomatn {1, B} := bk

6t use L~ 2

67 na [ht]

(1] ring

(2]

1z
111
114
18

17

n
1727
121
124
128

— Show m'? Qs givisible by 4
have m_sq div_d £ 4 | §°7 1= lommak mom_euen

— Lemwa 7: Divisibility transitivity fer cur specific case
Eam? =2 e «4 | {2e0F) 1= by

exact_mod_cast ho

Lenwa 8: T 4 divides 20, then  divides n*
have lenmal @ 4 | (2% mo2] = 2 1 n*2 o= by

Antrn b

obtain {1, hlp 1= h

use 1

== Now Wit have 2 =« n * 2 = 2 = {2 & 1)

hawe t 2wn~2=2=1{2% 1) 1= by conwert hl using 1j ring

—- Cancel the factor of 2 from both sides

exact Mat.eq of_rul eq sul_left (by norm num @ B < 2) this

have twa_dlu_n_sg @ 7 | n°7 1= lewsaR (lewna? n_sq_div_$ n_sq_eq)

have even_n_sq ¢ Even In*2] o= by exact
Aewen_itf_ewists_twn_nesul in = 2)).mpr (lernal (lerma? (lesmab nom_ever) m_sq_eq)}

= Lemwa 9: TT 2 divides n*, then n is even
have lesmall : Ewen (n"2) + Even n := by
exacl_mod_cast lemaS n

have n_even @ Bwen n lernal even_n_sq
— Lemma 18: If both @ and n are even, then gedim,n) = 2
have lesmal® : Even n ~ Even n = 2 = m.ged n 0= by
intro ke b
— Since m i3 even, Z divides m
— Since m &5 even, 2 divides n
have hZz divm: 2 | m
obtain (L bl = hn
uge L
canvert hl using 1
ring
-= Since n ds even, 3 divides n
hawe hZ_divn : 2 | frm1 2] 2= by
obtain (1, K1 = hn
use L
[kl
push_cast
ring
—- Since 2 divides both m and a, T divides gedim, al
have hZ_div_ged ¢ (2 : Z) | m.ged nots by exact nod_cast Int.dwd ged h_divm h2_divon
— The ged is positive {since we meed to show it's = 2]
hawe hgod_pas = (8 2 F) o= m.god noi- By
rarm_cast
mxact Net.lt_of_sub_eq succ hooprime
~- Since ged = @ and 2 divides i, ged = 2
wxact_mod_cast Int.le_of_ded hgod_pos h2_div_gcd

have ged_ge 3 2 s mged nor= Lewnalf n_pwen n_even

— Lemma 11: This centradicts coprimality
have lesmall 1 =(2 s m.gcd n) 1= by

have ©mged Bo= 1 5= By exact_wod_cast hooprive
rw [thiz]
simp

— Final contragiction
expct lemnall ged_ge_2

Figure 8.5
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8.1..4 Le conducteur : orchestrer le flux de travail.

Le conducteur est le coordinateur du systéme. Lorsque la formalisation échoue (comme c’est inévi-
tablement le cas lors des premieres tentatives), le conducteur doit diagnostiquer pourquoi :

- un objectif est-il au-dela des capacités actuelles du solveur 7 L’outil doit le signaler pour une
décomposition supplémentaire.

- un énoncé a-t-il été mal traduit ? L’outil doit demander au traducteur d’essayer a nouveau
avec un contexte supplémentaire.

- ce résultat existe-t-il peut-étre déja dans mathlib ? L’outil doit effectuer une recherche Google
(via RAG - génération augmentée par récupération - ou d’autres méthodes) pour vérifier si
le théoreme (ou quelque chose d’étroitement li¢) est déja formalisé dans la derniere version
de la bibliotheque.

Le conducteur gere également les ressources de calcul, décidant quand ré-exécuter des composants

par rapport a demander une contribution humaine. Dans ’approche “quasi”, un humain peut servir
de super-conducteur, prenant ces décisions sur la base d’une intuition mathématique.

Dans le cas présent (voir Figure 8.6), la recherche RAG du conducteur dans la bibliotheque aurait

pu trouver un théoreme appelé irrational_sqrt_two, réduisant ainsi 140 lignes de code a une
seule citation de la preuve beaucoup plus élégante de mathlib.

import Mathlib

theorem sqrt2_irrational : Irrational (Real.sqrt 2) := by
exact irrational_sqrt_two

BawWw N

Figure 8.6

8.2. Optimisme...

Ce flux de travail est-il vraiment efficace? La premiere fois que j’ai dessiné le schéma de la Figure
8.1, des qu’il est devenu clair dans mon esprit, ¢’était en mai 2025 a I'Institute for Advanced Study
(ou je passais mon année sabbatique) pendant un déjeuner avec Thomas Hubert de deepmind, un
leader du projet alphaproof, et Sanjeev Arora et Chi Jin de Princeton, leaders du solveur open
source Goedel prover [17, 18]. Alphaproof et Goedel prover représentent tous deux ’état de 'art
actuel en démonstration automatique de théoremes, ce dernier concourant dans la catégorie Open
Source. La veille, j’ai eu 'occasion de tester alphaproof avec Thomas sur certaines taches en sus-
pens dans le “PrimeNumberTheoremPlus Project” (pnt+) que Terry Tao et moi co-organisons [16].
L’objectif du projet est de formaliser des résultats significatifs en théorie analytique des nombres, y
compris le théoréme des nombres premiers, le théoreme de Dirichlet sur les nombres premiers dans
les progressions arithmétiques, et le théoreme de densité de Chebotarev. Voir un véritable “solveur”
en action pour la premiere fois a rendu le potentiel de cette approche soudainement concret.
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Le solveur fait face a une tache véritablement difficile : méme des objectifs qui semblent triviaux
a un mathématicien humain peuvent nécessiter un raisonnement formel complexe. Par exemple,
jlavais échafaudé un lemme nécessitant un énoncé have que la fonction zéta de Riemann est au
moins 1 en valeur absolue dans un voisinage de s = 1 (excluant le point lui-méme). Cela devrait étre
“immeédiat” pour un humain : cela découle de riemannZeta_residue_one, le théoreme déja dans
mathlib énoncant que ¢ a un pole en s = 1 (de résidu 1). Mais si prouver que v/2 est irrationnel a
pris 140 lignes de code formel, on ne peut qu’'imaginer combien cette tache “triviale” devient plus
compliquée.

Et pourtant alphaproof a réussi brillamment! Malgré le fait d’avoir été entrainé uniquement sur
des probléemes d’Olympiade de lycée (qui n’impliquent jamais de “filtres éventuels”, de limites ou
d’analyse complexe), il a enchainé une séquence extrémement longue d’étapes formelles que lean a
acceptées. La preuve résultante était a peine compréhensible, méme pour un formalisateur humain
expert, voir Figure 8.7.

have ZetaBlowsUp : ¥' s in ¥[#](1 : €), WIT sll = 1 := by

simp_all[Function.comp_def,eventually_nhdsWithin_iff,norm_eq_sqrt_real_inner]

contrapose! h

simp_all

delta abs at*

exfalso

simp_rw [Metric.nhds_basis_ball.frequently_ifflat=*

choose! I A B using h

choose a s using exists_seq_strictAnti_tendsto (8: R)

apply((isCompact_closedBall _ _).isSeqCompact fum and=>(A _ (s.2.1 and)).le.trans
(s.2.2.bddAbove_range.some_mem (and, rfl))).elim

use fun and (a, H, 5, M)=>absurd (tendsto_nhds_unique M (tendsto_sub_nhds_zero_iff.1
(( squeeze_zero_norm fun and=>le_of_lt (A _ (s.2.1 _) ) ) (s.2.2.comp S.tendsto_atTop))))
fun and=>7_

norm_num [%, Function.comp_def] at M

have:=@riemannZeta_residue_one

use one_ne_zero (tendste_nhds_unique (this.comp (tendsto_nhdsWithin_iff.2 ( M,.of_forall
(by norm_num([%])})) ( squeeze_zero_norm ?_ ((M.sub_const 1).norm.trans
(by rw [sub_self,norm_zerol))))

use fun and =>.trans (norm_mul_le_of_le t(le_rfl) (Complex.norm_def _»Real.sqrt_le_one.mpr

(B t+_ (s.2.1 t_)).right.le)) (by rw [mul_onel)

Figure 8.7 : solution d’alphaproof a un énoncé have

Cela semble refléter le mécanisme d’entrainement d’alphaproof : en adaptant le protocole alphazero
d’apprentissage par renforcement, il “joue” aux mathématiques contre lui-méme, découvrant des
modeles hautement non standard pour prouver des théorémes par auto-amélioration. Comme mon
travail n’était pas (alors) destiné a contribuer directement a mathlib, je me fichais de 'apparence
de la preuve formelle, tant que le code lean compilait. Puisque je savais que le résultat découlait
trivialement en langage naturel de théorémes déja prouvés, 'acceptation par lean était suffisante,
et je pouvais passer a l'objectif suivant.

En septembre 2025, peu avant I’achévement de ce document, morph ai (maintenant math, Inc.),
dirigé par Jesse Han, Jared Lichtman et Christian Szegedy, a annoncé une autre étape significa-
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tive : leur agent “Gauss”? a autoformalisé en lean le terme d’erreur classique pour le théoréme

des nombres premiers. Il s’est appuyé sur les fondations de pnt+, et a fait des progres substantiels
en formalisant des résultats d’analyse complexe tels que le théoréeme de Borel-Carathéodory et en
I’étendant aux dérivées logarithmiques des fonctions méromorphes. Dans leur expérience, un ma-
thématicien (Jared) a servi de décomposeur tandis que Gauss gérait la traduction et la résolution
de maniére autonome - une division du travail qui pourrait elle-méme étre entierement automatisée
dans les itérations futures.

Bien que ces succes indiquent la viabilité du cadre, des défis significatifs subsistent.

8.3. ... Et difficultés.

Bien sfir, il n’est généralement pas si simple d’obtenir que ce flux de travail réussisse ; soulignons
un certain nombre de difficultés particulieres.

8.3.1. Le défi de clore les objectifs.

Comme nous 'avons vu avec le succes d’alphaproof sur l'objectif de la fonction zéta, il est possible
de clore les objectifs formels, mais cela nécessite des systemes sophistiqués. Une caractéristique
d’ingénierie particuliere s’est avérée particulierement précieuse ici :

Etant donné un objectif quelconque, alphaproof recherche simultanément une preuve de I'énoncé et
de sa négation. La motivation initiale des concepteurs de cette ingénierie était pratique. De nom-
breux problemes de I’Olympiade demandent des réponses, pas seulement des preuves. Si vous ne
connaissez pas 1’énoncé précis que vous essayez de prouver, vous ne pouvez méme pas commencer
a travailler formellement. Par exemple, un probléme peut demander I’ensemble des entiers satisfai-
sant une certaine propriété.

Vous pourriez formaliser cet énoncé comme 35 C Z,S = {n € Z | propriete(n)}. Mais ce défi est
trivialement résoluble : posez simplement S := {n € Z | propriete(n)}, et par définition, S est
égal a lui-méme! Pour faire un énoncé non trivial, il faut d’abord déterminer ce qu’est S, disons
S ={1,2,4}, et seulement ensuite essayer de prouver que {1,2,4} = {n € Z | propriete(n)}.

L’approche d’alphaproof est la suivante : on envoie le probleme en langage naturel a un llm comme
gemini, en demandant environ 100 solutions potentielles (S = {1,2,3}, S = {2,3,4}, etc.). Pour
chaque supposition, alphaproof tente de prouver ou de réfuter I'affirmation. En pratique, il réfute
rapidement environ 98 d’entre elles, puis se concentre sur les candidates restantes.

2. Note de la traductrice : ¢a, ¢a devrait étre interdit, donner a un vulgaire logiciel le nom de Gauss; je qualifierais
sans plaisanter ce procédé de “blasphéme mathématique” (on note aussi que leur boite s’appelle Math Inc, “Les
maths, c’est nous”, carrément!) et méme si dans l’expression “blasphéme mathématique”; le mot “blasphéme” est
un terme a connotation religieuse (on sait que la seule foi des mathématiciennes et mathématiciens est la foi en la
vérité), j’émets le voeu pieux, en tant que “croyante en I'humanité”, que les noms des humains soient protégés des
entreprises lucratives d’'une maniere quelconque.
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Cette fonctionnalité s’est avérée inestimable dans nos expériences pour une raison compléetement
différente : elle détecte les erreurs de traduction.

8.3.2. Les subtilités de la traduction.

Le composant traducteur présente des défis particulierement subtils. Obtenir que les énoncés for-
mels disent exactement ce que nous voulons dire est parfois aussi difficile que de les prouver ! Dans
mes expériences avec alphaproof sur le projet PNT+, un nombre embarrassant d’énoncés have que
j’ai échafaudés ont été résolument réfutés par le systeme. Chaque fois, je pouvais généralement
identifier rapidement quelle hypothese j’avais omise, ajuster 1’énoncé et itérer. Ce va-et-vient entre
la proposition d’énoncés et la vérification du fait qu'’ils soient établissables (ou du fait qu’ils soient
réfutables) était essentiel pour obtenir la formalisation correcte.

Pour une illustration, considérons la formalisation de la fonction zéta de Riemann. Beaucoup
pensent a elle comme ((s) = Y07, 1/n® mais cette définition est en réalité celle de la fonction
“zéta” d’Euler (ou de Bernoulli). L’intuition de Riemann était que la “bonne” fagon de définir la
fonction zéta était d’abord de créer une fonction théta, de prendre sa transformée de Mellin, et de
diviser par Gamma :

i VOO <2§; ) e (8:1)

Cette formule coincide, pour R(s) > 1, avec la définition d’Euler, et représente donc son prolonge-
ment méromorphe.

Maintenant, dans la plupart des assisteurs de preuve interactifs, y compris lean, les fonctions sont
totales (c’est-a-dire définies sur toutes les entrées). Donc, bien que vous ne soyez pas censé diviser
par zéro, I'expression 1/0 doit avoir une valeur (appelée valeur “junk”, car vous ne devriez jamais
avoir a savoir ce que c’est) ; elle ne peut pas étre laissée non définie. Dans mathlib, la valeur junk
attribuée a 1/0 est 0. Cela rend possible de prouver des théorémes comme (a+b)/c = a/c+b/c sans
nécessiter une preuve que ¢ # 0; la valeur junk est telle que ’énoncé est vrai dans les deux cas. La
raison en est simple et tres pratique : si vous exigiez que les dénominateurs soient non nuls avant
de permettre la division, vous seriez rapidement submergé par une cascade de théorémes triviaux a
prouver encore et encore, pour chaque division qui se présente. Au lieu de cela, la pratique consiste
a repousser le besoin de prouver la non-nullité aussi tard que possible; par exemple, le théoreme
selon lequel a/b x b = a nécessite (comme il se doit) comme hypothese que b # 0.

Quel est le rapport avec la fonction zéta ? David Loeffler et Michael Stoll I'ont formalisée ainsi que
d’autres fonctions L pour mathlib [19], et ont découvert le phénomene tres curieux suivant. Puisque
les fonctions sont totales, la fonction zéta envoie tout C vers C, et a donc une valeur junk a son
pole en s = 1. Quelle est cette valeur ?
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Bien que la question semble triviale, notons que si cette valeur junk était zéro, I’hypothese de
Riemann, telle qu’elle est communément énoncée, serait trivialement fausse! L’énoncé standard dit
que les zéros dans la bande critique (disons $(s) € [0, 1], en évitant les zéros triviaux aux entiers
pairs négatifs) satisfont R(s) = 1/2. Mais si {(1) = 0, nous aurions un contre-exemple. Imaginez
une ia annoncant qu’elle a réfuté 'hypothese de Riemann avec une preuve incompréhensible d’'un
pétaoctet dont 'essence est que ((1) = 0.

Heureusement, Loeffler et Stoll ont soigneusement déterminé comment la valeur junk se propage a
travers la construction (8.1), et ont trouvé que (1) # 0. Donc I’énoncé standard de ’hypothese de
Riemann ne nécessite aucun ajustement. Mais cet exemple illustre a quel point la traduction peut
étre subtile et périlleuse.

Lorsque j’ai discuté de ces difficultés de traduction avec Christian Szegedy - un scientifique vi-
sionnaire qui a été parmi les premiers a préconiser fortement la formalisation autonome comme
moyen de construire de grandes bibliotheques mathématiques [24], et qui dirige I’équipe dévelop-
pant 'agent Gauss mentionné ci-dessus - sa réponse m’a choqué.

8.3.3. Les mathématiques sont robustes.

Christian Szegedy m’a dit : “Peu importe si les énoncés et définitions formalisés sont faux! Ne
croyez-vous pas aux mathématiques ?”

Son point était profond : les mathématiques, dans la pratique, sont robustes. Les définitions et
les théoremes émergent a travers des années de raffinement, non d’invention arbitraire. Nous nous
trompons régulierement initialement et affinons la théorie lorsque c’est nécessaire.

Il existe de nombreux exemples dans I'histoire des mathématiques qui illustrent ce point. En topolo-
gie, nous avons commencé par travailler avec des intervalles sur la droite réelle (ouverts et fermés).
Puis nous avons réalisé que cela n’avait rien a voir avec la droite réelle, et avons étendu 'idée aux
boules dans des espaces métriques arbitraires. Finalement, Hausdorff a montré que vous n’avez pas
du tout besoin d’une métrique ! Vous déclarez simplement quels ensembles sont ouverts et exigez les
bons axiomes, et vous pouvez faire de la topologie abstraite. Chaque itération (“refactorisation”) a
amélioré notre compréhension de la notion d’ouverture.

L’énoncé original de Gauss® du Probléme du nombre de classes un n’était pas tout a fait correct
[8]. La conjecture de Poincaré n’a pas été énoncée d’abord exactement comme nous la comprenons
maintenant. Les mathématiciens obtiennent régulierement des énoncés légerement erronés, méme
si 'esprit de l'idée est finalement validé. Tant que nous avons des mécanismes de refactorisation,
nous récupérons des formulations correctes a long terme.

L’idée de Christian Szegedyétait que la méme chose vaudra pour la formalisation. Les mathéma-
tiques s’auto-corrigent ; les énoncés erronés qui sont utiles seront découverts et corrigés par 1'usage !
(Et les énoncés erronés qui sont inutiles ne seront pas corrigés, mais ils seront inoffensifs puisque

3. Note de la traductrice : lequel 7
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personne ne construit dessus.)

Pour un exemple concret, imaginez énoncer et prouver la soi-disant propriété archimédienne (qu’aussi
petit que soit un nombre réel € > 0, vous pouvez toujours trouver un nombre naturel N suffisam-
ment grand pour que 1/N soit encore plus petit) comme suit :

theorem ArchimedeanProperty : V (¢ : R), € > 0 —dJ (N : N), 1 / N < ¢

Et supposons que vous vouliez a un moment ultérieur utiliser ce fait pour prouver que la suite
a, = 1/n converge vers 0 :

def SeqlLim (a : N—R) (L : R) :=V £ >0, 3N, ¥n>N, |la (n) - LI <¢

theorem OneOverN (a : N —+ R) (hypothesis : ¥V n, a (n) =1 / n) : SeqlLim a 0

Vous aurez besoin & un moment d’utiliser le fait que n > N implique que 1/n < 1/N. Mais ce n’est
pas, en général, vrai : si N = 0, alors 1/N = 0, comme nous I’avons déja écrit ; donc la derniere in-
égalité peut échouer! Le coupable est I’énoncé de la propriété archimédienne, qui devrait insister sur
le fait que N soit strictement positif. En fait, la version énoncée ci-dessus a la preuve vide suivante :

theorem ArchimedeanProperty : V (¢ : R), € > 0 —d (N : M), 1 / N < £ := by
intro £ he
use 0
simp_all

C’est-a-dire, soit € donné et supposons (he) que € > 0. Posez N = 0; alors 1/N < e découle des
hypotheses.

Encore une fois, ce sont ces types de situations (et d’autres dans des contextes beaucoup moins
évidents!) qui me font penser que, en tant que mathématicien, je dois me tenir personnellement
responsable de tout énoncé formel, qu’il soit traduit a la main ou par machine. Le contre-argument
de Christian Szegedy est intrigant : il affirme que les mathématiciens humains n’ont pas besoin
d’apprendre lean du tout; ils peuvent simplement laisser les auto-formalisateurs faire leur travail,
et faire confiance a ce qu’a long terme, les questions importantes se résoudront d’elles-mémes.

Cependant, des exemples récents de comportement agentique de l'ia suggerent la prudence quant
a cette confiance. Lorsque j’ai demandé a I'ia claude de calculer 0,99'°% il a correctement reconnu
qu’il s’agissait d’une question déterministe, a écrit un code Python parfait pour effectuer le calcul,
I’a exécuté en interne et a rapporté le résultat exact. Cela démontre comment 1'utilisation d’outils
peut combler le fossé stochastique-déterministe. Mais lors de la visite de ’équipe de deepmind a
I'TAS mentionnée précédemment, on nous a parlé d’'un exemple plus troublant : on a demandé a
Iia gemini de calculer le genre d'une courbe particuliere. Il a produit un code Sage parfait et a
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rapporté que le genre était un. Mais les mathématiciens qui posaient la question savaient que la
bonne réponse était deux! Avaient-ils découvert un bug dans Sage? Apres investigation, ils ont
trouvé ce qui suit. Leur version expérimentale de gemini était équipée d’une fonction de sécurité
pour désactiver l'acces aux outils externes, et elle était accidentellement activée; donc gemini n’a
jamais appelé Sage du tout! Le modele était entrainé a rapporter le résultat de Sage mais ne le
pouvait pas, alors il a décidé de simplement faire semblant d’exécuter le code Sage et de rapporter
sa meilleure estimation du résultat!

Cela illustre pourquoi, bien que je respecte et valorise la perspective de Christian Szegedy, je ne
peux pas ’approuver moi-méme : méme lorsqu’une ia prétend avoir utilisé des outils de vérification
formelle, nous ne pouvons pas croire aveuglément qu’elle I’a effectivement fait. Que ’'on adopte ma
vision prudente ou la vision optimiste de Christian Szegedy peut dépendre du tempérament, mais
les deux points de vue s’accordent sur ’objectif fondamental : accélérer la croissance des mathéma-
tiques formalisées.

9. La question de ’adoption : quand les mathématiques
formelles gagneront-elles ?

Si ce qui précede se réalise, alors dans un avenir proche, mathlib deviendra suffisamment grand et
robuste pour que je puisse enfin non seulement énoncer et prouver mes théorémes dans lean, mais
travailler sur des recherches originales directement dans le systéeme formel, plutot que de découvrir
d’abord des résultats en langage naturel et d’essayer ensuite de les traduire. D’autres suivront-ils ?
Le chemin vers une adoption généralisée pourrait suivre un modele que nous avons déja vu. Consi-
dérez ce qui s’est passé avec itex.

9.1. Le facteur Knuth.

En 1978, Don Knuth a publié¢ TeX. A cette époque, les mathématiciens écrivaient leurs articles a
la main et les donnaient a des secrétaires pour la composition typographique. Apres avoir attendu
des semaines ou des mois, ils recevaient quelque chose approchant leur texte original, puis itéraient
quelques fois (s’ils tenaient a le faire), corrigeant les erreurs de frappe introduites dans le processus.

Dans les années 1980, Mike Spivak a promu amstex, mais relativement peu de mathématiciens I’'ont
adopté. Le systéme restait trop fastidieux pour tous, a ’exception des adeptes les plus dévoués. Vers
le milieu & la fin des années 1980 et au début des années 1990, itex ? a émergé avec de belles macros
faciles a utiliser et une automatisation. Presque tout le monde est passé a 'auto-composition. Fina-
lement, Overleaf est arrivé, éliminant (pour beaucoup) le besoin d’installer un logiciel localement.
Vous pouviez tout faire dans un navigateur en utilisant une application web gratuite.

4. Note de la traductrice : qui a entendu parlé de ce logiciel 7 C’est un logiciel de gestion de versions utilisé dans
le privé, peut-étre ?
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Mais I'adoption de itex n’était pas motivée uniquement par l'efficacité dans la production de do-
cuments finaux. C’est devenu un outil organisationnel pour le processus de recherche lui-méme.
Lorsqu’on travaille sur un résultat substantiel, les mathématiciens font des progres progressifs sur
divers lemmes, sous-cas et estimations techniques. Garder une trace de ce qui a été établi, de la
facon dont les pieces s’interconnectent, et des lacunes qui subsistent devient difficile lorsqu’elles
sont dispersées dans des notes manuscrites. itex vous permet de maintenir un document vivant
qui évolue avec votre compréhension, ou vous pouvez facilement réorganiser les arguments, insérer
de nouveaux lemmes dans la séquence logique, et croiser les résultats a mesure que 'architecture
de la preuve se développe. L’acte de composition typographique devient une partie de la pensée
mathématique, pas seulement sa présentation finale.

Je définis le “facteur Knuth” comme le rapport entre le temps nécessaire pour développer et do-
cumenter un résultat mathématique en utilisant itex (une fois que vous avez appris la syntaxe
avec ses signes dollar, ses backslashes et ses accolades) et le temps nécessaire pour développer et
documenter le méme résultat a la main. Vers 1990, le facteur Knuth est passé en dessous de 1. Peu
de temps apres, presque tout le monde est passé - sans aucune coercition - simplement parce que
c’était la fagon évidente d’accélérer leur flux de travail.

Je m’attends a ce qu’il en soit de méme avec lean. Voici comment.

9.2. Le facteur de formalisation.

Dans la littérature sur la formalisation, il existe le soi-disant “facteur de de Bruijn”, qui mesure le
rapport entre le nombre de lignes de code formel et le nombre de lignes de preuve en langage naturel
[5, 26]. Les estimations varient, mais des facteurs de 4 a 10 sont couramment cités. Cependant, cette
métrique, je crois, passe a coté de I'essentiel.

Les lignes de code ne sont plus une approximation significative de I’effort humain. Les llm peuvent
générer des milliers de lignes de code rapidement, et les solveurs automatisés peuvent remplir des
preuves qui auraient pris des heures aux humains. Ce qui importe, ce n’est pas le nombre de lignes
produites, mais le temps qu’il faut aux mathématiciens pour faire leur travail.

La métrique alternative proposée est ce que j'appellerai le “facteur de formalisation” : le rapport
entre le temps nécessaire pour découvrir et formaliser un résultat mathématique (de 'idée initiale
a la preuve formelle vérifiée) et le temps nécessaire pour découvrir et rédiger le méme résultat
en mathématiques en langage naturel, composé en itex. Crucialement, cette métrique reconnait
que les systemes formels peuvent accélérer non seulement la phase de vérification, mais aussi le
processus de découverte lui-méme. Tout comme itex est devenu un outil pour organiser les argu-
ments mathématiques en évolution, les systemes formels pourraient fournir une structure et une
vérification d’erreurs qui accélerent le développement incrémental de preuves complexes tout en les
rendant plus fiables.

Ce facteur est actuellement bien supérieur a 1 - peut-étre 10, peut-étre 100, selon le sous-domaine
et la familiarité du mathématicien avec lean. La difficulté ne réside pas seulement dans I’écriture
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des preuves; c’est que de vastes domaines des mathématiques ne sont pas encore assez formalisés
pour méme énoncer vos théoremes. Vous devez soit construire vous-méme les fondations (un cotit
prohibitif), soit attendre que mathlib grandisse.

Mais une fois que ce facteur passera en dessous de 1, je m’attends a ce que presque tout le monde
passe volontairement au travail formel, tout comme ils 'ont fait avec itex; aucune coercition ne
sera nécessaire. Ce sera simplement la chose évidente a faire pour accélérer votre flux de travail et
accroitre la confiance dans vos résultats.

9.3. Conditions pour ’adoption.

Pour que le facteur de formalisation passe en dessous de 1, plusieurs conditions doivent étre rem-
plies : premierement, mathlib doit étre suffisamment complet pour qu’énoncer votre théoreme né-
cessite un travail fondamental minimal. C’est 1a que la quasi-autoformalisation devient essentielle :
I’assistance de 'ia peut accélérer la croissance de la bibliotheque afin que € > §, garantissant que
les mathématiques formalisées suivent le rythme (ou dépassent) les mathématiques en langage na-
turel. Mais la croissance de la bibliotheque nécessite plus que de simples preuves correctes - elle
exige un code poli et maintenable. L’ia doit apprendre a écrire des mathématiques réutilisables qui
s’'inteégrent proprement a l'infrastructure existante, pas seulement produire des arguments formels
fonctionnels mais non maintenables.

Deuxiemement, les outils doivent devenir plus accessibles. L’installation doit étre sans effort. Ima-
ginez un environnement basé sur un navigateur comme Overleaf, mais pour lean, o vous ouvrez
simplement une page et commencez a travailler. (Cela existe presque avec des plateformes comme
live.lean-lang.org et gitHub codespaces, bien qu'un frottement significatif subsiste.)

Troisiemement, ’assistance de I'ia doit gérer les parties fastidieuses. Les interfaces en langage natu-
rel pourraient aider & écrire du code formel ; les solveurs automatisés pourraient clore les objectifs
de routine; les outils de traduction pourraient convertir ’exposition mathématique en échafaudages
formels. Le mathématicien se concentre sur le travail créatif, identifiant les idées-clés et structurant
I’argument, tandis que l'ia gere la formalisation mécanique.

Quatriemement, et peut-étre le plus important, 'avantage de la vérification doit devenir immédiat
et tangible. Actuellement, la formalisation est un investissement dont le rendement est lointain :
vous formalisez maintenant pour que d’autres puissent construire sur votre travail plus tard, ou
pour étre certain que votre preuve est correcte. Mais si travailler formellement signifie détecter les
erreurs tot, éviter les vérifications de cas fastidieuses, et construire en toute confiance sur les résul-
tats des autres, alors le flux de travail lui-méme devient plus efficace. Le facteur de formalisation
diminue non seulement parce que la formalisation devient plus rapide, mais parce que I’ensemble
du processus de recherche s’améliore.

Quand ce facteur passera-t-il en dessous de 17 Cela dépend principalement de la premiere condi-

tion : des bibliotheques complétes. Avec une formalisation assistée par I'ia soutenue, mathlib pour-
rait atteindre I’échelle nécessaire dans les 5 a 10 ans pour de nombreux domaines fondamentaux
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des mathématiques. Pour certains domaines hautement spécialisés, cela pourrait prendre plus de
temps. Mais une fois que votre domaine franchit le seuil, le changement pourrait étre rapide.

10. Enseignement.

Le calendrier d’adoption que j’ai esquissé se concentre sur la recherche mathématique, mais ’ensei-
gnement représente une force parallele et potentiellement accélératrice. Parmi les convertis les plus
rapides a la formalisation se trouvent les jeunes. Pour comprendre pourquoi, imaginez un monde ou
nous essayions d’enseigner aux nouveaux venus les échecs uniquement en décrivant les mouvements
en séquence, par exemple en utilisant la notation algébrique. Le professeur dit :

Ok la classe, la partie s’est déroulée comme ceci : 1. Nf3 Nf6 2. ¢4 g6 3. Nc3 Bg7 4. d4 0-0 5. Bf4
d5 (c’est une défense Griinfeld transposée) 6. Qb3 dxcd 7. Qxc4d ¢6 8. e4 Nbd7 9. Rd1 Nb6 10. Qcb
Bg4 11. Bgh Na4!! Ouaw, pouvez-vous croire ce coup ?!

Les amateurs d’échecs peuvent traduire sans effort ces symboles en une série évolutive de positions,
mettant a jour le plateau dans leur téte a chaque coup. Mais pour le reste d’entre nous, c¢’est bien
plus facile si vous me montrez simplement le plateau!

Et pourtant, ce monde imaginaire est précisément la fagon dont nous enseignons actuellement la
démonstration de théorémes a presque tous les nouveaux venus : entiérement en langage naturel. A
chaque étape d’une preuve mathématique, le “plateau de jeu” - ¢’est-a-dire les objets, hypotheses et
objectifs actuels - change. Les mathématiciens professionnels suivent cela sans effort (Systéeme 1),
mais pour les débutants, cela nécessite un effort délibéré et sujet aux erreurs (Systéme 2). Repensez
a notre exemple de Rudin : lorsqu’on prouve que v/2 est irrationnel, le plateau de jeu sous-jacent
se déplace a chaque ligne de raisonnement.

Bien siir, nous ne réverions jamais d’écrire la position complete du plateau apres chaque coup dans
une preuve en langage naturel. D’abord, ce serait insupportablement lourd. Ensuite, la plupart
d’entre nous s’en sont “tres bien” sortis sans.

En fait, on pourrait soutenir que développer la capacité de construire ces plateaux invisibles dans
sa téte est essentiel pour devenir mathématicien, tout comme un joueur d’échecs accompli doit
apprendre a visualiser plusieurs positions dans son esprit.

Mais voici le point crucial : lors de ’enseignement avec lean, le plateau de jeu est toujours la,
automatiquement généré et continuellement mis a jour. Les débutants n’ont pas a lutter pour le
reconstruire a partir d’'une prose concise - ils peuvent simplement regarder.

C’est pourquoi, dans mon diagramme de la Figure 7.1, j’ai dessiné une fleche de mathlib vers ’en-
seignement, mais aussi une fleche séparée directement de lean lui-méme. La fleche de mathlib est
assez claire : I'enseignement est plus facile lorsque les bibliotheques sont vastes et pratiques. Mais
la fleche de lean reflete quelque chose de différent : dans I’enseignement, on ne veut souvent pas les
définitions les plus générales et abstraites telles qu’elles apparaissent dans mathlib. Tout comme
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nous n’introduisons pas 'intégration de Lebesgue pour des éleves du secondaire avant qu’ils n’aient
vu l'intégration de Riemann, de méme dans lean, il est souvent plus efficace d’écrire directement
des versions plus simples et plus concretes des définitions. Par exemple, les nouveaux venus en
analyse réelle devraient d’abord rencontrer les limites via la définition familiere € — §, plutot que le
Filter.Tendsto général de mathlib. De cette facon, lean fournit un cadre flexible pour la péda-
gogie, permettant aux instructeurs d’adapter le niveau d’abstraction aux besoins de leurs étudiants.

C’est un domaine propice a I’expérimentation. Pour un exemple parmi tant d’autres, Patrick Mas-
sot [20] a développé une interface pour écrire et lire du code lean appelé Verbose, qui présente les
preuves dans un langage naturel controlé, facilitant I'initiation des étudiants a la syntaxe formelle,
voir Figure 10.1. De mon co6té, je mene actuellement une expérience dans laquelle j’enseigne un
cours de licence d’analyse réelle comme une sorte de jeu vidéo, dans I'esprit du populaire Natural
Number Game de Buzzard, voir Figure 10.2.

VerboseDermo Examples.lean v Examples.lean:125:54

114 Example "The squeeze theorem.” ¥Tactic state

115 Given: (uvw : N-R) (1:R)

116 Assume: (hu : u converges to 1) (hw : w converges to 1) Tgaal

117 (h:¥n unsvn wcase intro.intro

118 (h* : ¥n, vns=wnl uvw: N-R

119 Conclusion: v converges to 1 L+ R

170 Proof: hu : u converges to 1

121 Let's prove that Ve > @, 3N, YnazN, [vn-1]=s¢ hw ¢ w converges to 1

122 Fix e > 8 h:¥in:MN,unsvn
h":¥(n:N),vnswn

123 Since u converges to L and £ > @ we get N such that e R

124 BN :¥naN, lun-1] s& : E_pos t >0

125 Since w converges to 1L and £ > @ we get N' such that N:N

126 hN' : ¥WnaN', |[wn=-1] s ¢ hH :¥n=MN, [un-1] se

127 Let's prove that max NN' works : ¥ nzmax NN', [vn-1| s & N* : N

178 Fix n = max N N' BN : ¥nzN', |[wn-1] =&

129 Since¥naN, |lun-1 scandnazN weget FAN ¥nzN, [vn-1se

130 WML : Jun-1] s & | ¥Suggestions

131 SinceYVnzN', [wn=-1| s e and nzN' we get i . .

132 BN'L: wn-1] s€ Use shift-click to select sub-expressions.

133 Let's prove that [vin - 1] s & » All Messages (0)

134 Let's first prove that =e s v n = 1

135 Calc e sun-1since [un-1] s &

136 _ svn=1lsinceunsvwvn

137 Let's now prove that vin - L s €

138 Calcvn-1swn=-1 sincevnswn

139 _ s E since |wn=1] s ¢

148 QED

Figure 10.1 : I'interface homme-machine Verbose de Massot
pour enseigner ’analyse réelle en langage naturel controlé.

Ces expériences pédagogiques refletent un modele historique plus large. Avant 1600, les mathéma-
ticiens faisaient de I’algebre sérieuse, mais elle ressemblait a ceci :

Vous avez une quantité inconnue. Créez une seconde copie de cette quantité et combinez-
la avec une quantité connue, puis multipliez ce total par votre quantité inconnue d’ori-
gine, vous obtenez un résultat spécifié.

Comparons avec la version moderne :

x(r+a)=0.

Cette derniere est, avec un peu d’entrainement, tellement plus facile et immédiate a comprendre.
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«@ An Introduction to (Formal) Real Analysis

Theorems Tactics Definitions

Welcome to Real
Analysis, The Game!

This course is currently being developed for
Rutgers University Math 311H by Alex
Kontoravich. Please email

alex kontoravich@rutgers.edu for
suggestions/corrections, or better yet, post

a PRfissue to
https:jfgithub.comfAlexkontoravich/RealAnaly

This eaurse takes you through an
I iom to the Real Numbers, rigorous
e- Calculus, and basic Point-5Set Topology.

To get started, click on "Level 1: The Story
of Real Analysis®, and good luck!

Figure 10.2 : le jeu analyse réelle

De méme, avant la formalisation, nous nommions rarement nos hypotheses explicitement dans les
preuves. Je soupgonne que cela pourrait changer a mesure que les systemes formels influenceront
I’exposition mathématique. Tout comme la notation algébrique a révolutionné notre fagon de pen-
ser les équations, la précision exigée par les systeémes formels pourrait transformer notre facon de
communiquer les arguments mathématiques, nous amenant a parler plus clairement et plus précisé-
ment méme en mathématiques en langage naturel. Les premiers signes suggerent que lean n’est pas
seulement un outil pour la recherche mathématique : il est prét a transformer a la fois la pédagogie
mathématique et le discours mathématique lui-méme.

11. Compréhension et communication.

Le calendrier d’adoption et les avantages pédagogiques que j’ai esquissés se concentrent principale-
ment sur efficacité et 'accessibilité. Mais la formalisation pourrait aussi fondamentalement trans-
former la facon dont les mathématiciens comprennent et communiquent les idées mathématiques
elles-mémes - des changements qui pourraient accélérer ’adoption pour des raisons qui transcendent
les simples gains de productivité.

Comme Thurston I’a éloquemment soutenu dans “On Proof and Progress in Mathematics” [25], une
preuve formelle (méme en langage naturel) ne représente que le point de départ de la compréhen-
sion mathématique authentique, pas son aboutissement. La question est de savoir si les systemes
formels pourraient réellement améliorer plutot que contraindre le développement de I'intuition ma-
thématique et sa communication.

Les projets de formalisation a grande échelle actuels offrent des apercus précoces de ce potentiel.
La technologie “lean blueprint” de Massot passe sans heurt du itex en langage naturel au code
lean formel correspondant, tout en générant des graphes de dépendances interactifs qui visualisent
la structure logique d’arguments complexes, voir Figure 11.1. Ces graphes servent un objectif d’in-
génierie immédiat - montrer aux collaborateurs ou les “feuilles” de I’arbre formalisé nécessitent une
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attention - mais ils pointent également vers quelque chose de plus profond.
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[ __ = / ‘ i . & l'\ APRT a.p.nd_;:) .- {_____\r.—-_r:d:fr\m:_:_; | n.u:n;‘..-\..:n:._.
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Figure 11.1 : Une partie du graphe de dépendances de [16]

Considérons comment la compréhension mathématique pourrait évoluer lorsque chaque théoreme
existe dans un réseau explicite et navigable de dépendances logiques. Plutét que de rencontrer des
résultats comme des faits isolés dans une exposition linéaire, les mathématiciens pourraient explorer
les arguments a différents niveaux de détail, passant de I'intuition de haut niveau aux détails tech-
niques les plus fins, et inversement, sans perdre le fil global. Les graphes de dépendances pourraient
révéler des connexions inattendues entre des domaines apparemment éloignés, montrant comment
des résultats dans un domaine soutiennent des théorémes dans un autre. Ils pourraient également
permettre des formes entierement nouvelles de collaboration, ou différents membres d’une équipe
contribuent a des branches indépendantes de la structure logique, sachant que I’ensemble se réunira
en une preuve cohérente.

Ces possibilités anticipent ce que j'imagine comme un age d’or de la formalisation. Mais qu’adviendra-
t-il du mathématicien “héroique” ?

12. Le mathématicien héroique.

En 'an 2000, dans le méme volume “ Visions of Mathematics” [1] que j’ai cité plus tdt, plusieurs
auteurs ont spéculé sur ce qu’il adviendrait de la créativité mathématique a I’ére des ordinateurs.
L’un d’eux écrivait :

La prochaine étape pourrait étre celle ou seuls quelques mathématiciens exceptionnels
pourraient découvrir des preuves inaccessibles auzx ordinateurs... En fin de compte, le
travail du mathématicien serait simplement d’apprendre a utiliser efficacement les ma-
chines de démonstration de théorémes et de trouver des applications intéressantes pour
elles. Ce serait une compétence précieuse, mais ce ne serait guere des mathématiques
pures telles que nous les connaissons aujourd ’hui.

J’offre une perspective plus optimiste sur un tel 4ge d’or, s’il devait effectivement arriver. Les ma-
thématiques ont une riche histoire de problemes qui semblaient insurmontablement difficiles mais
qui se sont ensuite révélés plus accessibles que prévu. La conjecture de Kakeya dans les corps
finis illustre ce modele : aprés des années de progres incrémentaux par des experts de premier
plan, Zeev Dvir a résolu le probléme complet en 2008 [6] en utilisant des techniques élémentaires
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de géométrie algébrique, révélant que ce qui semblait profondément difficile était en fait assez direct.

Cela suggere que l'assistance de l'ia pourrait nous aider a découvrir de nombreux problémes ou-
verts qui sont similaires - plus abordables qu’ils ne le paraissent, une sorte de fruits a portée de
main cachés a travers les mathématiques. La combinaison de la capacité de I'ia a explorer de vastes
espaces de solutions avec la garantie d’exactitude de la vérification formelle pourrait débloquer des
résultats qui sont restés insaisissables non pas en raison d’une difficulté fondamentale, mais sim-
plement parce qu’aucun humain n’avait ’endurance d’essayer la bonne combinaison de techniques
issues de domaines disparates.

Bien siir, ce qui persistera probablement apres ces succes, ce sont les problemes vraiment difficiles ;
et ici je m’attends pleinement a ce que des défis comme I’hypothese de Riemann restent formi-
dables méme pour des systemes d’ia sophistiqués. Mais si nous entrons dans une période ou les
mathématiques formelles assistées par I'ia deviennent la norme, le réle classique du “mathémati-
cien héroique” pourrait persister sous de nouvelles formes : identifier quels problémes poursuivre,
reconnaitre quand des domaines apparemment disparates pourraient se connecter, et fournir les
intuitions conceptuelles qui guident la recherche automatisée.

La forme des mathématiques a venir dépendra en fin de compte des choix que nous faisons aujour-
d’hui sur la facon de développer ces outils. Si nous privilégions ’automatisation pure au détriment
de l'intuition humaine, nous risquons de créer des systémes qui résolvent des problemes sans faire
progresser la compréhension. Mais si nous réussissons a construire une ia qui amplifie plutot qu’elle
ne remplace l'intuition mathématique - des systemes qui gerent les aspects mécaniques de la for-
malisation tout en préservant un espace pour la créativité humaine - nous pourrions assister non
pas a la fin des mathématiques pures, mais a leur transformation en quelque chose de plus puissant
et de plus beau que ce qui existait auparavant.

Que cette vision s’avere presciente ou simplement optimiste, la communauté mathématique se
trouve a un point d’inflexion remarquable. La prochaine décennie déterminera probablement si la
vérification formelle devient aussi fondamentale pour la pratique mathématique que itex l'est au-
jourd’hui, ou reste un outil spécialisé pour les praticiens les plus dévoués. Dans les deux cas, nous
vivons un moment crucial dans I’histoire du raisonnement mathématique, et le dernier chapitre de
cette histoire reste a écrire.
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