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Résumé

Nous résolvons deux problemes ouverts de longue date en algebres de von Neumann. Pre-
mieérement, nous montrons que tout flot extérieur & spectre de Connes plein sur le facteur
hyperfini de type II; posseéde la propriété de Rokhlin. D’apres les travaux de Masuda et To-
matsu, un tel flot est donc unique & conjugaison par cocycle pres. Cela résout le probleme de
classification de Takesaki pour les flots sur le facteur hyperfini de type I1;. En nous appuyant
sur la théorie de type III, nous développons une machinerie de bicentralisateur pour les ac-
tions préservant la trace de groupes localement compacts. Dans le cas moyennable, nous relions
la conjecture du bicentralisateur a la propriété de Rokhlin. Pour les groupes abéliens, nous
prouvons un analogue du théoreme de transitivité de Connes-Stgrmer et nous généralisons le
théoreme du commutant relatif de Connes-Takesaki. Un nouveau phénomene de résonance est
révélé, qui nous permet de résoudre la conjecture du bicentralisateur pour les actions de R.
Nous revenons ensuite au monde de type III et utilisons ce nouveau phénomeéne de résonance
pour résoudre la conjecture du bicentralisateur de Connes pour tous les facteurs de type III;.

a la mémoire de Uffe Haagerup

1. Introduction et énoncé des résultats principaux

La classification des facteurs injectifs a prédual séparable est I'un des accomplissements fondamen-
taux de la théorie des algebres de von Neumann. Connes a prouvé que I'injectivité est équivalente
a U'hyperfinitude et a classifié les facteurs injectifs de types 11, I, et IITy pour A € [0,1) [CoT6].
En particulier, il existe un unique facteur injectif de type II;, noté R, son amplification infinie est
I'unique facteur injectif de type 11, et il existe un unique facteur injectif de type III, pour chaque
0 < A < 1. S’appuyant sur les travaux de Connes [Co85], Haagerup a achevé le cas le plus difficile

Ce texte est la traduction par I'ia deepseek, demandée en septembre 2026 par Denise Vella-Chemla, de Darticle
arxiv https://arxiv.org/pdf/2609.11462.
CH : Ecole normale supérieure, Département de mathématiques et applications, Université Paris-Saclay, 45 rue
d’Ulm, 75230 Paris Cedex 05, France.
CH is supported by ERC Advanced Grant NET 101141693
AM : CNRS, Ecole normale supérieure de Lyon, Unité de mathématiques pures et appliquées, 46 allée d’Italie, 69364
Lyon, France


https://arxiv.org/pdf/2609.11462

de la classification en établissant 1'unicité du facteur injectif de type III; [Ha87].

Une fois les facteurs sous-jacents compris, un probléme naturel consiste a classifier leurs auto-
morphismes. Pour le facteur hyperfini de type II;, noté R, Connes a classifié les automorphismes
arbitraires a conjugaison extérieure pres [Co75]. Ici, la conjugaison extérieure signifie la conjugaison
apres une perturbation intérieure.

L’étape naturelle suivante consiste a remplacer le temps discret par le temps continu et a classifier
les flots, c’est-a-dire les groupes a un parametre continus « : R »~ R. L’analogue approprié de la
conjugaison extérieure est la conjugaison par cocycle : deux flots « et § sont conjugués par cocycle
sl existe § € Aut(R) et une famille fortement continue d’unitaires (u;);er tels que

Ust = Usaus(uy), Br=00Ad(u)oa, 007! (s,t€R).

Le probleme de classification des flots sur le facteur hyperfini de type II;, noté R, a conjugaison
par cocycle pres a été promu par Takesaki depuis la fin des années 1970 [KP25]. Un invariant
important pour un flot « est son spectre de Connes I'(«), qui est un sous-groupe fermé de R. Cet
invariant a été introduit a ’origine par Connes pour classifier les facteurs de type III en sous-types
III,, A € [0, 1]. Kawahigashi a classifié les flots dont le spectre de Connes est un sous-groupe propre
de R a conjugaison stable pres [Ka89]. Son travail est 'analogue pour les flots de la classification
des facteurs injectifs de type III, A € [0,1). Pour les flots extérieurs a spectre de Connes plein,
qui correspondent au cas de type III; dans cette analogie, une conjecture a émergé, demandant si
tous ces flots sont conjugués par cocycle. Kawahigashi a prouvé cette conjecture sous I’hypothese
supplémentaire que le flot fixe point par point une sous-algebre de Cartan [Ka91].

Une étape importante pour résoudre cette conjecture sur les flots a été franchie par Masuda—
Tomatsu [MT16]. IlIs ont introduit une propriété abstraite pour les flots appelée la propriété de
Rokhlin [MT16, Definition 4.1], inspirée par la propriété de Rokhlin pour les automorphismes
individuels étudiée par Connes. Ils ont ensuite réussi a prouver qu’il existe un unique flot de Rokhlin
sur le facteur hyperfini de type II; a conjugaison par cocycle pres [MT16, Corollaries 7.9, 5.16 and
4.13]. Un modele de cet unique flot de Rokhlin sur le facteur hyperfini de type II; est donné par le

produit tensoriel infini
0 = Q) oy (t e R)

neN

ou o : R~ My(C) est un flot fidele arbitraire avec d > 3.
Grace aux travaux de Masuda—Tomatsu, la conjecture sur les flots peut étre reformulée comme
suit : tout flot extérieur a spectre de Connes plein possede-t-il la propriété de Rokhlin ?

Notre résultat principal résout cette conjecture par I'affirmative.

Théoréme A. Soit a : R ~ R un flot sur le facteur hyperfini de type 111, noté R. Les assertions
sutvantes sont équivalentes. (i)(i)

1. « possede la propriété de Rokhlin.
2. « est strictement extérieur, c’est-a-dire R’ N (R x, R) = C1.

3. I'(a) =R et « est extérieur.



Récemment, nous avons prouvé le Théoreme A pour les flots presque périodiques dans [HM26,
Théoreme A], mais c’était un cas tres particulier et la preuve ne pouvait pas étre adaptée a des flots
arbitraires. Notre approche dans cet article est directement inspirée par la théorie des facteurs de
type I1I et leur classification. L’analogie guidant notre travail présent est résumée dans le Tableau 1.
En particulier, nous obtenons des analogues pour les flots de plusieurs théorémes de structure pour
les facteurs de type III, tels que le théoréme du commutant relatif de Connes—Takesaki [CT77]
et le théoreme de transitivité de Connes—Stgrmer [CS78]|. Un ingrédient crucial dans la preuve
de Connes—-Haagerup de l'unicité du facteur injectif de type III; est le soi-disant probleme du
bicentralisateur formulé par Connes pour les facteurs arbitraires de type III; [Co85] et résolu par
Haagerup dans le cas injectif [Ha87]. Par analogie avec leurs travaux, nous développons une théorie
du bicentralisateur pour les actions de groupes localement compacts arbitraires sur les facteurs de
type 11y, que nous allons maintenant expliquer.

1.1. Une théorie du bicentralisateur pour les actions préservant la trace

Soit a : G ~ (M, 7) une action continue préservant la trace d'un groupe localement compact G sur
une algebre de von Neumann traciale (M, 7). Nous définissons le bicentralisateur de Iaction, noté
B(M, «), comme l'algebre de tous les a € M tels que

|zia — axil|ls — O
pour tout filet borné (x;); dans M satisfaisant

sup ||ay(z;) — z4lla — 0 pour tout compact K C G.
geK

Ainsi, le bicentralisateur enregistre ce qui commute asymptotiquement avec tous les éléments
presque invariants. Si nous remplagons 7 par un état normal fideéle ¢ et prenons o comme le flot
modulaire 0%, nous retrouvons le bicentralisateur B(M, ) défini par Connes [Co85].

Nous formulons deux conjectures mettant en évidence l'importance du bicentralisateur pour la
classification des actions de groupes moyennables sur les facteurs injectifs.

Conjecture B. Soit o : G ~ M une action continue d’un groupe localement compact sur un facteur
de type 11;. Supposons que G soit moyennable. Alors les assertions suivantes sont équivalentes. (1)(i)

1. « est fidele et a un bicentralisateur trivial, ¢’est-a-dire B(M, o) = C1.

2. «a est strictement extérieur, c’est-a-dire M’ N (M x, G) = C1.

Conjecture C. Soit o : G ~ M wune action continue d’un groupe localement compact sur un
facteur de type 11y, noté M. Supposons que G soit moyennable et que M soit injectif. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes. (i)(i)

1. « possede la propriété de Rokhlin.
2. « est fidele et a un bicentralisateur trivial, c’est-a-dire B(M, o) = C1.

3. « est strictement extérieur, c¢’est-a-dire M’ N (M x, G) = CL.



De plus, lorsque G est a base dénombrable et M est séparable, il existe une unique action satisfai-
sant ces propriétés équivalentes a conjugaison par cocycle pres.

Nous observons qu’un cas particulier de la Conjecture B lorsque G est discret a été résolu par
Popa—Shlyakhtenko—Vaes [PSV20, Lemmes 4.2 and 4.3] en utilisant le théoréme d’indépendance
libre approchée de Popa. Nous étendons leur argument au cas ou G admet un sous-groupe ouvert
compact (voir Théoréme 2.23). La Conjecture C est également connue pour étre vraie lorsque G
est discret, grace au travail célebre d’Ocneanu [Oc85]. Tres récemment, Nishihara a aussi prouvé la
Conjecture C lorsque G' a un sous-groupe ouvert compact [Ni26]. Bien stir, pour les deux conjec-
tures, le cas le plus difficile est celui ou G est connexe et non compact, une situation ou I’on ne peut
pas séparer le comportement a petite échelle du comportement a grande échelle. Nous mentionnons
également le travail de Shimada qui a généralisé le travail de Masuda—Tomatsu sur les flots de
Rokhlin pour classifier les actions de groupes abéliens localement compacts arbitraires ayant la
propriété de Rokhlin [Sh14].

Notre résultat principal suivant est le théoreme établissant 1’équivalence des assertions (i) et (ii)
dans la Conjecture C. Ce théoreme est obtenu via la théorie des correspondances équivariantes et
la technique de mise en ceuvre des états binormaux dans les ultrapuissances [Ma25, Théoreme 2.1},
ce qui nous permet de caractériser la propriété de Rokhlin et la trivialité du bicentralisateur en
termes de faible contenance des correspondances équivariantes.

Théoreme D. Soit a: G ~ M une action continue d’un groupe localement compact moyennable
sur un facteur injectif de type 11y, noté M. Alors o posséde la propriété de Rokhlin si et seulement
st v est fidéle et B(M,a) = C1.

Voir aussi le Théoreme 3.17. En combinant ce théoréme avec le travail de Shimada [Sh14], nous
obtenons le corollaire suivant.

Corollaire E. Un groupe abélien localement compact a base dénombrable admet une unique action
minimale sur le facteur hyperfini de type 111, a conjugaison par cocycle pres.

Dans le cas G = R, nous sommes en mesure de résoudre la conjecture du bicentralisateur en toute
généralité, prouvant ainsi le Théoreme A.

Théoreme F. Soit a: R ~ M un flot continu sur un facteur de type 11y, noté M. Supposons que
(o) =R et que o soit extérieur. Alors

B(M,«a) =CL.

Enfin, revenant au monde de type III; avec la nouvelle compréhension issue du monde de type Iy,
nous sommes en mesure de résoudre la conjecture du bicentralisateur de Connes pour les facteurs
arbitraires de type IIl;. La preuve est essentiellement la méme que celle du Théoreme F.

Théoreme G. Soit M un facteur de type 111} muni d’un état normal fidéle p. Alors
B(M, ¢) = CL1.
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Le Théoreme F est trés spécifique au cas G = R et ne se généralise pas aux groupes abéliens
localement compacts arbitraires, pas méme a R?. En fait, 'implication

a est extérieur et T(a) =G = M'N(M x,G) =Cl

est fausse pour les groupes abéliens localement compacts arbitraires. Le fait qu’elle soit vraie lorsque
G = R est un petit miracle. Comme nous allons maintenant I'expliquer, c¢’est en étudiant cette
question que nous avons finalement abouti au Théoréeme F et au Théoreme G.

1.2. Le théoreme du commutant relatif et la propriété de résonance

Pour un groupe discret agissant sur un facteur, les coefficients de Fourier rendent le passage de
Iextériorité a l'extériorité stricte direct. Pour les actions de groupes continus, ces coefficients ne
doivent pas nécessairement exister ponctuellement. L’extériorité exclut les contributions atomiques
non triviales au commutant relatif, mais ne donne aucun contréle direct sur son spectre continu
sans hypotheses supplémentaires (voir par exemple [MV23, Théoreme A] ou [Mo25, Corollaire BJ).

Pour étre plus précis, soit o : G ~ M une action continue d'un groupe abélien localement compact
sur un facteur M. Alors il est facile de voir que « est extérieur si et seulement si la restriction de
I’action duale

a:GnMx,G
a M N (M x, G) est faiblement mélangeante. En général, le spectre atomique de

a’M’m(anG)

détecte les éléments de G' qui agissent par automorphismes intérieurs.

En général, il n’y a aucune raison de croire que l'extériorité force o a étre strictement extérieur,
c'est-a-dire M’ N (M x, G) = C1, méme si nous supposons que ['(a) = G. Mais malgré nos
efforts, avec 'assistance du GPT-5.6 d’OpenAl, nous n’avons pas pu trouver de contre-exemple
pour G = R. Nous avons donc tenté d’obtenir un résultat positif en adaptant la preuve du théoreme
du commutant relatif de Connes—Takesaki, [CT77, Chapter II, Théoréme 5.1], un résultat célebre de
la théorie modulaire. Avec 'aide du GPT-5.6 d’OpenAl, nous sommes arrivés au théoreme suivant.

Théoreme H. Soit a : G ~ M wune action continue d’un groupe abélien localement compact qui
préserve une trace semifinie normale fidéle 7. Considérons [’action jointe

V:GX@mM’ﬂ(MNaG)
donnée par -
Yep(@) = Qp(wzu;),  (t,p) € G x G,

ot @ est laction duale et (uy)eq sont les unitaires implémentant l'action o dans le produit croisé.
Alors nous avons R
ker(y)" C Rg = {(p,t) € G x G | p(t) = 1}.

Nous appelons R 'ensemble de résonance. Ce théoréme n’a aucune conséquence frappante lorsque
G est un groupe abélien localement compact arbitraire. Mais lorsque G = R, il s’avere que tout
sous-groupe de R x R = R? contenu dans

Re = {(p,t) € R* | pt € 277}



"

~

N

FIGURE 1 — En noir, I'’ensemble de résonance
Re = {(p,t) € R? | pt € 2nZ}.

Tout sous-groupe de R? contenu dans Rg doit étre discret (tel que le sous-groupe représenté par
des points rouges) ou confiné a 'un des axes de coordonnées.

est soit contenu dans 'un des axes de coordonnées, soit discret. Dans ce dernier cas, cela force ~
a avoir un spectre atomique. Voir la Figure 1. Lorsque G = R, nous obtenons donc la dichotomie
suivante.

Corollaire I. Soit o : R ~ M un flot sur un facteur M qui préserve une trace semifinie normale
fidéle 7. Alors au moins l'une des assertions suivantes est vraie. (i)(i)

1. On a
M’ﬂ(]\/[ Xo R) = Z(M x, R).

2. L’algebre M'N (M x,R) est engendrée par des unitaires de la forme v*u;, out € R, v € U (M)
et oy = Ad(v).

En particulier, si T'(a) = R et v est extérieur, alors o est strictement extérieur.

Pour les groupes abéliens localement compacts autres que R, la dichotomie échoue, permettant des
contre-exemples méme sur le facteur hyperfini (voir la Sous-section 6.3.). L’implication d’extériorité
stricte est donc un petit miracle de la géométrie unidimensionnelle.

Expliquons maintenant comment nous obtenons le Théoreme F et le Théoreme G. Pour une action
d’un groupe abélien localement compact G a spectre de Connes plein, nous construisons une action
bicentralisatrice duale canonique

B:G n~ B(M, o).



Dans le cas des facteurs de type IlI;, cette action bicentralisatrice duale a été découverte dans
[AHHM20] et a conduit & plusieurs développements, voir [Ma20, Théoreme D] et [Ma25, Théoreme
E(3)]. Dans le cas des actions sur les facteurs de type II; a spectre de Connes plein, nous construi-
sons l'action bicentralisatrice duale en prouvant d’abord un analogue du théoréme de transitivité
de Connes—Stgrmer, sous la forme d’un théoréme d’annulation approchée de 1-cocycle.

De maniére similaire aux résultats récents dans le cas de type III; [Ma26], nous montrons que

l’action bicentralisatrice duale R
B:G~B(M,a«)

est ergodique, et nous déterminons compléetement son spectre ponctuel.

Maintenant, puisque I'action bicentralisatrice duale 8 commute avec &|g(as,q), Nous pouvons consi-
dérer I'action bicentralisatrice jointe

7= (a|B(M,a) X 6) G X CA; /\VB(M, Oz).

Inspirés par le Théoreme H et avec I'aide technique cruciale de GPT-6, nous montrons que 7y satisfait
la propriété de résonance

ker(y)* C Rg.

Lorsque G = R, cela implique que v a un spectre purement ponctuel. Le Théoreme F en découle,
et il en va de méme pour le Théoreme G.

Combiné avec le théoreme d’Isono [Is24, Corollaire B], le Théoréeme G régle également la conjec-
ture de Haagerup—Stgrmer : tout automorphisme ponctuellement intérieur d'un facteur de type
III; a prédual séparable est la composition d’un automorphisme intérieur et d’'un automorphisme
modulaire.

La Section 2. introduit le bicentralisateur d'une action préservant la trace et sa mise en oceuvre
dans les ultrapuissances. La Section 3. établit le lien avec la propriété de Rokhlin, et la Section
4. étudie les perturbations par cocycle et 'annulation approchée de cocycle. Dans la Section 5.,
nous construisons ’action bicentralisatrice duale pour les groupes abéliens. La Section 6. développe
le cadre distributionnel et ses applications aux commutants relatifs et a l'extériorité stricte. La
Section 7. utilise le phénomeéne de résonance révélé par la Section 6. pour achever la preuve de la
conjecture sur les flots. La Section 8. adapte la preuve au probleme du bicentralisateur de Connes.

Divulgation des outils et des ressources computationnelles

A un stade exploratoire de ce projet, nous avons utilisé le modéle GPT-5.6 Sol d’OpenAl pour
étudier si tout flot extérieur préservant la trace a spectre de Connes plein devait étre stricte-
ment extérieur. Nous avons d’abord exploré avec le modele d’éventuels contre-exemples parmi les
constructions classiques et moins familieres de flots. Lorsqu’aucun n’a résisté a l’examen, nous
avons orienté la discussion vers l'adaptation du mécanisme distributionnel de Connes—Takesaki.
Apres d’autres interactions, le modele a produit une preuve que nous avons ensuite vérifiée comme
correcte. L’argument était néanmoins mystérieux et difficile a comprendre, avec peu d’indications
sur la structure qui le sous-tendait.



Savoir que le résultat était vrai a changé la nature de notre tache. Nous avons mis de coté 'argu-
ment original et reconstruit la preuve conceptuellement a partir de zéro. Cela a conduit a la théorie
des distributions a valeurs dans les algebres de von Neumann développée ici. Il a été particulie-
rement gratifiant de réaliser que le méme cadre prouve a la fois le résultat préservant la trace et
retrouve le théoreme du commutant relatif de Connes—Takesaki en toute généralité d'un point de
vue conceptuel nouveau.

La théorie du bicentralisateur pour les actions préservant la trace, y compris le lien avec la propriété
de Rokhlin, le théoreme d’annulation approchée de cocycle, I'action bicentralisatrice duale et le
théoreme du point fixe relatif, a été développée entierement par les auteurs. L’IA n’a servi que
d’aide a la rédaction dans cette partie du travail. En utilisant cette théorie, nous avons prouvé la
conjecture sur les flots pour les flots minimaux ou les flots fixant une sous-algebre abélienne maxi-
male et certains produits tensoriels de flots, mais le cas général est resté hors de portée pendant
un certain temps. Il était également clair pour nous des le départ que toute solution du probleme
du bicentralisateur pour les flots sur les facteurs de type II; conduirait a une solution du probleme
du bicentralisateur de Connes pour les facteurs de type III; en adaptant I’argument.

L’idée décisive a été d’appliquer le mécanisme de résonance de la Section 6. a ’algeébre bicentralisa-
trice elle-méme, équipée de son flot bicentralisateur joint. Nous avons formulé cette idée et demandé
au modele GPT-6 Astra d’OpenAl, récemment publié, de développer I'argument. Le modele a pro-
duit une preuve, que nous avons vérifice. Comme auparavant, 'argument était difficile a lire et
obscurcissait la structure sous-jacente. Nous 'avons réécrit pour donner une preuve conceptuelle
du cas général. L’ingrédient technique crucial dans la preuve, trouvé par GPT-6 Astra seul, est
d’introduire un état tracial singulier sur I'algebre du produit croisé qui lui a permis d’appliquer
notre théoreme du point fixe relatif pour les actions bicentralisatrices duales dans la représentation
GNS de cet état. Nous avons vérifié tous les arguments et assumons ’entiére responsabilité de
ceux-ci.



TABLE 1 — Facteurs de type III et flots sur les facteurs de type I1;.

Facteurs de type III M.

Flots sur les facteurs de type II; a: R ~ N.

Type III;.

I'(c¥) = R pour un certain état normal fidele ¢
[CoT3]. Cela force 0¥ a étre extérieur.

Théoréme du commutant relatif de
Connes—Takesaki.

Si M est de type 111y alors M' N (M x4, R) = C1
[CT77].

Transitivité de Connes—Stgrmer.

Sur un facteur de type III;, deux états normaux
fideles quelconques sont approximativement
unitairement conjugués [CST78].

R,-stabilité.
M =M ® Ry ou Ry, est le facteur
d’Araki-Woods de type III;.

Unicité des facteurs injectifs R..-stables.

Un facteur injectif séparable absorbant R, est
isomorphe & Ry, [Co85].

Approche du bicentralisateur de Connes.

Si M est injectif de type III; et B(M, ¢) = C1,
alors M = M ® Ro [Co85].

Probléme du bicentralisateur de Connes.
Tout facteur de type III; M (pas nécessairement
injectif) satisfait B(M, ¢) = C1 [Co85]. Le cas
injectif a été résolu par Haagerup [Ha87]. Le cas
général est résolu dans le Théoreme G.

Spectre de Connes plein.

I'(ar) = R. Mais a n’est pas nécessairement
extérieur.

Extériorité stricte.

Si I'(a) = R et « est extérieur alors
N'N (N x4 R) = Cl. (Corollaire I).

Notre théoréme d’annulation approchée de
1-cocycle.

Si I'(a) = R, alors Z!(a) = Bl(a) : tout 1-cocycle
pour « est un cobord approché (Théoréme 5.6).

Propriété de Rokhlin.
Le flot « posséde la propriété de Rokhlin [MT16].

Unicité des flots de Rokhlin sur les facteurs
injectifs de type II;.

Il existe un unique flot de Rokhlin sur le facteur
hyperfini de type II; a conjugaison par cocycle
pres [MT16].

Notre approche du bicentralisateur.
Si N est injectif, I'(a) = R et B(N, o) = C1, alors
a possede la propriété de Rokhlin (Théoreme D).

Notre théoréme du bicentralisateur pour
les flots.

Tout flot extérieur @ sur un facteur de type Iy N
(pas nécessairement injectif) avec I'(a) = R
satisfait B(N, a) = C1. C’est le Théoréme F.




2. Une théorie du bicentralisateur pour les actions préser-
vant la trace

Nous introduisons les bicentralisateurs analytique et algébrique pour les actions préservant la
trace, y compris leurs versions relatives pour les inclusions. Le bicentralisateur analytique décrit la
commutation asymptotique avec les éléments presque invariants. Le bicentralisateur algébrique est
défini au moyen des commutants apres amplification. Nous conjecturons qu’ils coincident pour les
groupes moyennables et prouvons la trivialité du bicentralisateur pour les actions strictement ex-
térieures de groupes moyennables ayant un sous-groupe ouvert compact, ainsi que pour les actions
de Bogoljubov libres de groupes moyennables sur les facteurs gaussiens libres.

L’outil principal est une interprétation en ultrapuissance qui transforme les éléments presque inva-
riants en points fixes et la commutation asymptotique en commutation exacte. La moyennisation
donne alors une description de ’espérance conditionnelle sur le bicentralisateur. Nous développons
aussi une mise en ceuvre équivariante dans les ultrapuissances des états binormaux, qui reliera cette
théorie aux correspondances dans la section suivante.

2.1. Ultrapuissances traciales et parties équicontinues

Nous rappelons la construction de 'ultrapuissance traciale et sa version équivariante. La construc-
tion indexée par les suites est standard. Voir, par exemple, [AH14, Section 3]. Les ultrapuissances
équicontinues pour les flots continus ont été introduites dans ce contexte dans [MT16, Section 3].

Soit I un ensemble dirigé et soit w un ultrafiltre sur /. Nous écrivons lim;_.,, a; = a lorsque le filet
(a;)ier converge vers a le long de w. L'ultrafiltre w est dit cofinal si

{jellj>ilew pour tout i € I.

Soit (M, 7) une algebre de von Neumann traciale, o 7 est un état tracial normal fidele, et posons
lz|l2 = 7(z*z)"/2. Définissons

(I, M) = {(-Ti)ief | 5161? ]| < OO}

TL(M) = {(@i)ies € C=(1, M)

lim || ]|, = o}.
1—w

L’ensemble Z,(M) est un idéal bilatére fermé en norme de ¢°(1, M). L’ ultrapuissance traciale de
M par rapport a w est
M® =1, M)/Z,(M).

Nous désignons par (z;)* I'image de (x;);e; dans M*. La formule
() = lim 7(,)

définit un état tracial normal fidele sur M*, et nous identifions M a la sous-algebre de von Neumann
de M“ donnée par les suites constantes. L’espérance conditionnelle préservant la trace E“ : M —

M est donnée par
E“((x;)¥) = lim x;

—w
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ou la limite est prise dans la topologie faible*.

Nous utiliserons la proposition suivante tout au long de cet article.

Proposition 2.1. Soit (f;)ic; un filet de fonctions continues d’un espace localement compact X
dans un espace de Hilbert H, avec sup, || fi(x)|| < oo pour tout x € X. Si (f;)icr est w-équicontinu,
c’est-a-dire que pour tout x € X et tout € > 0, il existe un voisinage U de x tel que

{tel] sup Ifi(z) = fi(y)l2 < e} e w

alors
f=0) X320 (fi(x) € HY

est continue. De plus, pour tout sous-ensemble compact K C X, nous avons
lim sup || f;(2)]|2 = sup || f(z)]]2-
W e K zeK

Démonstration. Nous prouvons d’abord la continuité de f. Fixons x € X et ¢ > 0. Par w-
équicontinuité, il existe un voisinage U de x tel que

{ie[

1)~ Fw)lla = lim [ £:(x) — filw) <=

%ym@w<mwm$s}ew

Donc, pour tout y € U,

Ainsi f: X — H“ est continue.
Soit maintenant K C X compact. Ponctuellement, nous avons

If@)le = lm lfi@)] (= € X).

et par conséquent
sup || f(2)]|2 < lim sup || fi(z)]|2-
zeK W e K

Pour I'inégalité réciproque, fixons € > 0. Pour tout x € K, choisissons un voisinage U, de x tel que

{2’6[

Choisissons z1,...,x, € K tels que

gwmm»—MwMSe}ew

K c | U,.
k=1

Apres avoir intersecté un nombre fini d’éléments de w, nous obtenons, pour w-presque tout ¢,

sup || fi(zr) = fiy)ll2 <&, [l fiCxr)llz < 1f(ze)ll2 + €

yeU&L’k
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pour tout 1 < k < n. Pour un tel 7 et y € K, choisissons k avec y € U,, . Alors
1fi@lle < [ fiwille + 1fi(y) = filze)ll2 < sup [[f(@)]l2 + 2.

Il s’ensuit que
lim sup || f;(z)[l2 < sup [ f(2)][2 + 2.
=W e K zeK

En faisant tendre € — 0, on prouve la seconde assertion. O

Soit G un groupe localement compact et soit o : G ~ (M, 7) une action continue préservant la
trace. Ici, continuité signifie que g — o, (x) est continue en || - |2 pour tout = € M. Nous écrivons
K & G lorsque K est un sous-ensemble compact de G, et U < G lorsque U est un voisinage ouvert
de l'identité.

Un filet borné (z;);e;r dans M est appelé (o, w)-équicontinu si le filet de fonctions continues (g —
ay(z;))ier est w-équicontinu. Nous définissons la partie a-équicontinue de 'ultrapuissance traciale
par

M? = {(m,)w e M~

[0}

(x;)ier est (a,w)—équicontinu} :

Cette définition ne dépend pas du représentant choisi. Nous définissons aussi

M@ = {(xi)w € M¥

lim sup ||y (z;) — 24]|2 = 0 pour tout K € G} :

T—w geK
La proposition suivante découle facilement de la Proposition 2.1.

Proposition 2.2. La partie a-équicontinue My est une sous-algebre de von Neumann de M, et
la formule

0 ((0)) = (ay(x))*  (9€G)

définit une action continue préservant la trace
o’ G~ M

telle que
M = (ME)™.

De plus, pour tout f € L'(G) et (z;)* € M*, nous avons
(g ()" € My

et si x = (x;)” € M¥

(e

nous avons la formule

af(w) = (ap(z:))”.

Nous identifions L*(M“) & son sous-espace canonique de L*(M)®.
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Proposition 2.3. L’espace de Hilbert L>(M¥) est la partie U®-équicontinue de L*(M¥), c’est-d-
dire,
L*(MY) = {(fi)“’ € L*(M¥) ’ (9= Ug&)ier est w-équicontinu},

et
Us"¢ = (U“E  (Eel’(MY), g€ q).

De plus, pour tout f € LY(GQ) et € € L*(M*), nous avons
(UF)°€ € L*(My),
et si & € LA(M¥), alors
Uy ¢ = (UF)“s.

Démonstration. Notons H, le membre de droite de la premiere formule. La Proposition 2.1, appli-
quée a U, montre que H, est un sous-espace fermé de L2(M “). Puisque M;“T C H,, nous avons
L*(M¥) C H,.

Pour R > 0, soit

Pgr:1AM) — {a € M| |la|| £ R} : £ — argmin || — al|
acM
lall<R

la projection métrique dans L? tracial. L’application Pg est non expansive et U%équivariante. Donc,
si & = (&)Y € Hy, alors
zr = (Pr(&))” € M.

Puisque ¢ € L?(M¥), son représentant satisfait

R—00 i—w

Ainsi 2z — Een || - || quand R — oo, et H, C L*(M?), ce qui prouve la premiére assertion.
Soit maintenant f € L'(G) et & = (&) € L*(M*). Posons & p = Pr(&;). Alors
HU?& — U?fi,RHz < |\ fllll& = &i.rll2-
La méme approximation montre que (Uf¢;)* appartient a L?(M*). De plus,
IUgUF& = UREill2 < I1f(g7" ) = Fllullélla-

La continuité par translation dans Ll(G) donne I’équicontinuité, et la premiere assertion place ce
vecteur dans L*(MY).

Enfin, la formule
UFE=(UFE) (o= (0)° € M)

découle de la Proposition 2.2. Par densité, elle s’étend & tout & = (&)~ € L*(M¥). O
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Nous terminons cette section par une remarque technique. Si nous faisons des hypotheses de dé-
nombrabilité sur les algebres de von Neumann et les groupes agissants, on n’a besoin de travailler
qu’avec des ultrafiltres sur I = N. Mais comme nous ne ferons pas de telles hypotheses de dénom-
brabilité, nous devons supposer que [ est suffisamment grand. Nous supposerons cela implicitement
tout au long de cet article, en nous appuyant sur la proposition suivante.

Proposition 2.4. Fizons un cardinal infini k et supposons qu’il existe un filet cofinal de sous-
ensembles finis de r indexé par I. (i)(i)

1. Tl existe un filet (g;);c; de nombres positifs qui converge vers 0.

2. Si la topologie d'un groupe localement compact G est k-engendrée (admet une base de car-
dinalité inférieure a k) alors il existe un filet croissant (K;);e; € G qui est cofinal (pour tout
K € G, il existe i € I tel que K C K;) et un filet décroissant (U;);c; < G qui est cofinal
(pour tout U < G, il existe i € I tel que U; C U).

3. Si M est k-engendrée (engendrée par un ensemble de cardinalité inférieure a k), alors il existe
un filet croissant de sous-ensembles finis (F;);e;r de M tel que U;c; F; est une sous-algebre
x-fortement dense, auto-adjointe et Q + iQ-linéaire de M.

2.2. Le bicentralisateur analytique d’une action préservant la trace

Soit G un groupe localement compact, soit (M, 7) C (NN, 7) une inclusion d’algebres de von Neu-
mann traciales, et soit @ : G ~ (M, 7) une action continue préservant la trace. Aucune extension
de a a N n’est supposée.

Le bicentralisateur analytique B(M C N,«) est U'ensemble de tous les a € N tels que, pour tout
e >0, il existe K € G et § > 0 satisfaisant

sup |log(u) —ulls <6 = |lua —aull; <e (u e U(M)). (2..1)
geEK

C’est une sous-algebre de von Neumann de N. Lorsque M = N, c’est le bicentralisateur B(M, «).

Proposition 2.5. Soit (z;);c; un filet borné dans M tel que

lim sup [lag(z;) — zil[2 = 0
v geK

pour tout K € G. Alors
lim ||z;a — ax;il|s = 0

pour tout a € B(M C N, «).

Démonstration. L’assertion découle de la définition pour les filets d’unitaires. Les filets bornés dans
M satisfaisant la condition d’invariance asymptotique compacte-uniforme forment une C*-algebre
unifere. Puisqu'une C*-algebre unifere est engendrée linéairement par ses unitaires, le résultat s’en-
suit. [

14



Proposition 2.6. Soit
EB(MCN,oz) N — B(M C N, Oé)

Uespérance conditionnelle préservant la trace. Pour tout x € N, l’élément Egcn,a)(x) est unique
élément minimisant || - || dans

(] conv {uxu* welU(M), sup |lag(u) —ullz < 5} :
KeG geK

>0

Démonstration. Pour K € G et § > 0, notons Ck s(z) 'enveloppe convexe faible*-fermée dans

I’énoncé et posons
C(ZL‘) = m CK75(:L').
KeG, 6>0

C’est un sous-ensemble convexe fermé non vide de L?(N,7), et il a donc un unique élément y
minimisant || - ||z.

Soit (v;); un filet dans U (M) qui est asymptotiquement a-invariant uniformément sur les sous-
ensembles compacts. Pour u,v € U(M),

sup [|ag(vu) — vullz < sup [lag(u) — ulls 4 sup [lag(v) — o]l
geK geEK geK

Il s’ensuit que tout point d’accumulation faible L de (viyv}); appartient & C(z) et a la méme norme

que y. Ainsi
[viyvi = yll2 — 0.

La négation de (2..1) produirait un filet pour lequel cela échoue, donc y € B(M C N, «).
Pour z € B(M C N, «a) et un unitaire presque invariant u € U (M), la tracialité donne
|T(zfuzu®) — 7(2%x)| < ||luz — zul|2 |22
En utilisant (2..1), la convexité et la continuité faible*, nous obtenons
7(z"y) = 7(2"x) (z € B(M C N,«a)).

Ainsi y est la projection orthogonale de z sur L*(B(M C N, «), ), ce qui prouve l'assertion. [

2.3. L’interprétation en ultrapuissance du bicentralisateur

Nous fixons un ultrafiltre cofinal w sur un ensemble dirigé suffisamment grand. L’inclusion M C N
induit M« C N¥.

Proposition 2.7. Nous avons
B(M C N,a) = (M“*)Y NN

et
(M“*)'NN® CB(M C N,a)”.
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Démonstration. Posons P = M““. Si a € B(M C N,a) et V = (v;)¥ € U(P), l'invariance
asymptotique compacte-uniforme et (2..1) donnent Va = aV. Réciproquement, si a ¢ B(M C
N, a), choisissons 7 > 0, une exhaustion compacte (K;);, des nombres positifs ¢; — 0, et v; € U(M)
tels que

sup [l (vi) — vill2 < &, lvia — avill2 = n.

9eK;

Alors (v;)* € P ne commute pas avec a, ce qui prouve 1’égalité.

Soit X = (x;)¥ € P' N N¥ et posons

veU(M), sup ||ay(v) —v|2 < 8,} :

A; =sup {Hl’z —vz;v” |2
geK;

Un argument diagonal montre que A; — 0 le long de w. Sinon, des unitaires presque maximisants
définiraient un élément de P ne commutant pas avec X. La Proposition 2.6 donne

|lzi — Egucn,a (@)]l2 < Ay
Par conséquent X € B(M C N, a)®. O
Nous rappelons I'identité de coin standard utilisée ci-dessous.

Proposition 2.8. Soit P C Q) une inclusion d’algébres de von Neumann et soit e € P une projec-
tion. Alors

(P'NQ)e = (ePe) NeQe.

Proposition 2.9. Soit e € M“ une projection non nulle et soit a® : G ~ eMe ['action de coin.
Alors
B(M C N,a)e = B(eMe C eNe, af).

Démonstration. La définition donne B(M C N,a) C (M®)' N N. Posons P = M“*. Alors
(eMe)?* = ePe
et la Proposition 2.7 donne
B(eMe C eNe,a®) = (ePe) NeNe.
Cela donne une inclusion. Réciproquement, la Proposition 2.8 donne
(ePe) NeN“e = (P'NN¥)e C B(M C N, a)%.

Si x appartient au bicentralisateur relatif du coin, écrivons x = (a;e)* avec a; € B(M C N, «) et
prenons la limite faible* ultrapuissance a de (a;);. Alors ae = z. O

Proposition 2.10. Soient e, f € M“ des projections. Alors e et f sont équivalentes dans M*“* si
et seulement si
EB(MCN,a)(e) = EB(MCN,a)(f)-
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Démonstration. Posons P = M“* et Q = P' N N¥, et soit T la trace a valeurs centrales de P.
La restriction a P de I'espérance préservant la trace Eg : N¥ — @ est T'. Par la Proposition 2.7,
Q C B(M C N,«a)“. Donc, pour z € M*?,

T(z) = Eq(z) = EQ(Ep(mcn,a(®) = Eprcn,a) (2)-

La derniere égalité vaut parce que 1’élément constant de droite appartient a (). Le résultat découle
du critére de trace a valeurs centrales pour ’équivalence des projections dans une algebre de von
Neumann finie. O]

2.4. Le bicentralisateur algébrique

Nous introduisons une généralisation du bicentralisateur algébrique de [Ma25, Section 6]. Dans
toute cette sous-section, M C N est une inclusion d’algebres de von Neumann, G est un groupe
localement compact, et o : G ~ M est une action continue. Nous désignons aussi par « le -
homomorphisme normal

a: M — L>®(G)® M, a(z)(g) = az-1(x).

Soient A, p : G — U(L*(G)) les représentations régulicres gauche et droite de G' respectivement.
Avec le choix précédent pour «, nous avons

Aga(T) Ay = afay(T)) (g€ G, xeM).

Définition 2.11. Le bicentralisateur algébrique relatif de I'inclusion M C N est la plus petite
sous-algebre de von Neumann B C N telle que

o(M)' N (B(L*(G)) @ N) € B(LG)) ® B.
On le note b(M C N,a). Lorsque M = N, nous écrivons simplement b(M, «).

Posons

C(M C N,a) = a(M)'n (B(LX(G)® N).
Proposition 2.12. Nous avons
B(L*(G)) ® b(M C N,a) =span” {\X | g€ G, X €C(M C N,a)}.
Démonstration. Posons
A=span” {\,X |g€G, X €C(MC N,a)}.

Puisque
AC(M C N, a))\; =C(M C N,a)

pour tout g € G, 'enveloppe linéaire définissant A est une x-algebre. En effet, pour X, Y € C(M C
N,a) et g,h € G,
A X)(AnY) = Agn (A X An)Y,

et
()\gX)* = A1 ()\gX*)\;).
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Ainsi A est une algebre de von Neumann.
L’algebre C(M C N, a) contient L™(G) ® 1, et A contient chaque \,. Puisque

(L(G)U{N | g € G}) =BIAG)).

nous avons B(L*(G))®1 C A. Il existe donc une unique sous-algebre de von Neumann B C N telle
que
A=B(L*G))® B.

Puisque C(M C N, «) C A, la définition donne b(M C N, «) C B. Réciproquement,
C(M C N,a) C B(L*(G)) ®b(M C N, a),

donc chaque A\, X dans I'enveloppe définissante de 4 appartient au méme produit tensoriel. Donc
B C b(M C N,a), ce qui prouve la formule. ]

Ce qui suit est 'analogue de [Ma25, Proposition 6.7].

Proposition 2.13. Nous avons
b(M C N,a) C (M*)' NN.

Démonstration. Soit a € M. Alors a(a) = 1®a, donc tout X € C(M C N, «) commute avec 1 ®a.
Il en va de méme de chaque Ay, et donc de I'enveloppe linéaire faible*-fermée de la Proposition 2.12.
Par conséquent B(L*(G)) @ b(M C N, a) commute avec 1 ® a, ce qui prouve l’assertion. [l

Proposition 2.14. Soit x € N. Supposons qu’il existe g € G tel que

ay)r =2y  (y€M).
Alors x € b(M C N, ).

Démonstration. Soit p : G — U(L*(G)) la représentation réguliere droite, avec

(pg)(s) = Alg)?¢(sg) (£ € L*(G), s € G).

Nous affirmons que
py®x€C(M CN,a).

En effet, pour y € M et s € G, appliquons la relation supposée & ay-15-1(y) pour obtenir

as-1(y)r = rag-15-1(y).

Il s’ensuit que
a(y)(py ®x) = (pg ® x)(y),

ce qui prouve 'affirmation.
Par la Proposition 2.12,
ps @z € B(L*(G)) ®b(M C N, ).

Puisque p, est un opérateur non nul, il s’ensuit que = € b(M C N, a). ]
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Proposition 2.15. Soit M C N C P une inclusion intermédiaire d’algebres de von Neumann.
Alors
b(M C N,a) Cb(M C P,a) N N.

S’il existe une espérance conditionnelle normale E : P — N, alors l’égalité est vraie et E se restreint
en une espérance conditionnelle de b(M C P, «) sur b(M C N, «).

Démonstration. Posons H = L*(G) et, pour Q € {N, P}, posons
Co=a(M) N (BH)B Q).

Puisque Cy C Cp, nous avons
b(M C N,a) Cb(M C P, a).

Supposons qu’il existe une espérance conditionnelle normale E : P — N. Soit E = idgy) ® E.
Puisque E est N-bimodulaire et (M) C L*(G) ® N, nous avons

E(CP> C Cx.

De plus, B B
E(\,X) = \E(X) (g€ G, X €Cp).

La Proposition 2.12 implique donc
E(B(H)®b(M C P,a)) C B(H)®b(M C N, a).

Sizeb(McC Pa)NN,alors E(1®z) =1®z. Dot 1@z € B(H)@b(M C N,a), ce qui prouve
I'inclusion réciproque. O

Nous obtenons ensuite la formule de coin relative, correspondant a [Ma25, Proposition 6.8].

Proposition 2.16. Soit e € M® une projection non nulle, et soit
a: G ~eMe

laction de coin. Alors
b(eMe C eNe,a®) = eb(M C N, a)e.

Démonstration. Posons p =1® e € a(M). Puisque
a“(eMe) = pa(M)p,
I'identité de commutant relatif de coin donne

C(eMe C eNe,a®) = (pa(M)p) ﬂp(B(LQ(G)) @N)p
=pC(M C N,a)p.

La projection p commute avec chaque A,. Donc la Proposition 2.12 donne

B(L*(G)) ® b(eMe C eNe,af) = p(IB%(L2(G)) ®b(M C N, a))p
= B(L*(G))®eb(M C N, a)e.

En annulant le premier facteur tensoriel, on prouve la formule. O]
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Le bicentralisateur algébrique relatif est particulierement explicite lorsque l'action sur M est im-
plémentée par des unitaires dans N.

Proposition 2.17. Supposons qu’il existe une représentation unitaire continue U : G — U(N)
telle que
ag(z) = UyaU; (ge G, xeM).

Alors ,

b(M C N,a) = (M'nN)V{U, | g€ G})

Démonstration. Soit H = L*(G) et soit U € L°(G) ® N l'unitaire décomposable défini par

Z/l(g) = Ug‘1
Alors
alz) =U(1 @ x)U* (x e M),
et donc
C(M C N,a) =U(BH)® (M' N N))U".
Posons

"

By = ((M'NN) v {Uy | g € G})
Puisque U € L™(G) ® By, la formule précédente donne
C(M C N,a) C B(H) ® By,

et donc b(M C N,a) C By.
Réciproquement, nous avons clairement M’ NN C b(M C N, «) et pour tout g € GG, nous avons
aussi

ag(ylUy =Ugy  (y € M),
donc la Proposition 2.14 donne U, € b(M C N, «). Par conséquent By C b(M C N, a). O

Proposition 2.18. Nous avons
b(M C M %, G,«a) =b(M,a) x, G
et cette algebre est engendrée par M' N (M x, G) et {u, | g € G}.

Démonstration. Par la proposition précédente, b(M C M x,G, «) est engendrée par M'N(M x,G)
et {uy | g € G}. En particulier b(M C M x, G) est invariante sous la coaction duale

A:Mx,G— (M x,G)®L(G).

Cela signifie que b(M C M %, G, a) = B X, G pour une certaine sous-algebre B C M. En réalisant
M x,G dans B(L*(G))® M, nous voyons que B(L*(G))® B est I'algebre de von Neumann engendrée
par B x, G et L=(G). Mais B X, G est I'algébre de von Neumann engendrée par M' N (M x, G)
et L(G). Nous concluons que B(L?(G)) @ B est I'algébre de von Neumann engendrée par B(L*(G))
et M'N (M x4 G), qui est B(L*(G)) ® b(M, a) par définition. O
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Proposition 2.19. Supposons que G soit abélien. Alors l'algébre
(b(M,a) "N M*?) xo G = (b(M,a) N M) ® Lo(G)
est engendrée par Z(M x4 G) et Lo(G). De plus, si I'(a) = G, alors b(M, o) N M* = Z(M)®.

Démonstration. L’algebre engendrée par Z(M x4 G) et Lo(G) est invariante sous I'action duale de
G, donc elle est de la forme B %, G pour un certain B a-invariant. Clairement B C b(M, «) par
la Proposition 2.18. Puisque B x, G est abélienne, nous avons aussi B C M. O

Enfin, nous avons la propriété de produit tensoriel correspondant a [Ma25, Proposition 6.12].

Proposition 2.20. Pouri € {1,2}, soit M; C N; une inclusion d’algébres de von Neumann et soit
a; : G~ M; une action continue. Alors

b(M1®M2 C Nl@NQ,Oq &® OZQ) C b(M1 C N17Oz1)@b(M2 C NQ,(IQ).
Démonstration. Posons H = L*(G) et
CZ':C(MZ'CNZ‘,O(Z'), C:C(M1®M2CN1®N27051®O[2).

Posons

Puisque tout élément de C commute avec oy (M) ® 1, I'identité de commutant relatif et la Propo-
sition 2.12 donnent
CCC®Ny CB(H)® B ® Na.

Par symétrie,
C CB(H)® N, ® Bs.

En prenant l'intersection, on obtient
CCB(H)® B ® Bs.
Puisque chaque )\, agit sur le premier facteur tensoriel, la Proposition 2.12 donne maintenant
B(H) ®b(M; @ My C Ny ® Ny, ® ag) C B(H) ® By @ Bs.

En annulant B(#), on prouve le résultat. O

2.5. La conjecture du bicentralisateur

Proposition 2.21. Soit (M, 1) C (N, 7) une inclusion traciale. Nous avons
b(M C N,a) C B(M C N, «a). (2..2)

Démonstration. En effet, soit (v;); un filet dans U(M) qui est asymptotiquement a-invariant, uni-
formément sur les sous-ensembles compacts de G. Sur L*(G) ® L*(N), on a

a(v;)) —1®v; — 0 fortement™.
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Pour le vérifier, testons d’abord sur les tenseurs dont la premiere coordonnée est a support com-
pact et dont la seconde appartient a N. L’invariance compacte-uniforme donne la convergence sur
ces vecteurs, et leur densité et la borne uniforme de norme d’opérateur donnent 1’assertion. Tout
X € C(M C N,«) commute avec a(v;), done [X,1® v;] — 0 fortement*. En prenant des tranches
normales sur le premier facteur tensoriel, on montre que chaque tranche de X commute asymptoti-
quement avec v; en || - ||o. De telles tranches appartiennent donc a B(M C N, «). Elles engendrent
le bicentralisateur algébrique relatif, ce qui prouve (2..2). O

Nous formulons la conjecture suivante qui généralise la Conjecture B.

Conjecture 2.22. Soit (M, 1) C (N, T) une inclusion traciale d’algébres de von Neumann. Soit o :
G ~ (M, 1) une action continue préservant la trace d’un groupe localement compact G. Supposons
que G soit moyennable. Alors

B(M C N,a) =b(M C N,a).

Le résultat suivant étend l'argument de groupe discret de [PSV20, Lemmes 4.2 and 4.3]. Le sous-
groupe ouvert compact nous permet de combiner I'argument d’indépendance libre de Popa avec
I’espace homogene discret G/ K.

Théoreme 2.23. Soit G un groupe localement compact moyennable admettant un sous-groupe
ouvert compact K < G. Soit M un facteur de type 11y et soit a« : G ~ M wune action strictement

extérieure. Alors
B(M,«a) = CL.

Démonstration. Nous construisons d’abord un décalage de Bernoulli libre & I'intérieur de M*“. Nous
affirmons qu’il existe un unitaire de Haar

u € U((M"))

tel que la famille
M, og(u) (9K € G/K) (%)

g

soit librement indépendante. Notons que ag(u) ne dépend que du classe g, puisque u est fixé par
K.

Nous expliquons I'argument matriciel prouvant I'affirmation. Soient ¢, K, ..., g, K des classes dis-
tinctes et considérons

A ME — M, (M), A(z) = diag(ag, (x), ..., a4, (7).

L’extériorité stricte implique que «|x est minimale et que « est proprement extérieure relativement
a K par [Ni26, Lemme 1.6]. Nous avons donc

A(M®) NM, (M) = D,(C). (%)
En effet, si a = (a;;) appartient au commutant relatif, alors

ajag, (v) = ag,(v)a;; (v € MF).
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Apres application de oz;jl, une entrée hors diagonale non nulle entrelacerait la représentation iden-
tité de M¥ avec -1 gi] wmx- L'extériorité propre relative donnerait alors g; lg; € K, contrairement
J

au choix des classes. Les entrées diagonales sont scalaires parce que (M*) N M = Cl1.

Nous appliquons [Pol4, Théoréme 0.1(a)], ou sa formulation amalgamée [Pol4, Corollaire 4.4(1)],
A cette inclusion. Ses hypothéses sont satisfaites parce que A(ME) est un facteur diffus et que son
commutant relatif D,,(C) est de dimension finie. Ainsi nous pouvons trouver un unitaire de Haar

v EU((MF)?)

tel que A(v) soit librement indépendant de M, (M) relativement a D, (C). Plus précisément, a
I'intérieur de M, (M%), les algebres

W*(D,(C),A(v)) et M, (M)
sont libres avec amalgamation sur D,,(C) par rapport a l'espérance conditionnelle diagonale.

Cette liberté relative implique que

M, o (v),...,a2 (v) (% * %)

© %gn

sont librement indépendants au sens scalaire usuel. Posons V' = A(v) et v; = af (v). Considérons
un mot cycliquement réduit

w=ayt - al k; € Z \ {0}.

[
Chaque a; est soit un élément centré de M, soit 1. Dans ce dernier cas, la réduction signifie que
ij_1 7 ij, avec g = 1. Posons b; = e;,_, ;; ® a;. Alors

EDn((C)(bj) — 0, EDn((C) (Vk]) — O

La premiere égalité découle de la trace scalaire nulle d’un coefficient diagonal ou de sa position hors
diagonale. La seconde découle du fait que v est de Haar. La multiplication matricielle donne

blvkl e bTva = eir,ir ® w.

La liberté amalgamée donne donc 7(w) = 0. La tracialité et I'induction sur la longueur des mots
réduisent les mots réduits centrés arbitraires a ces mots cycliques et aux moments de Haar indivi-
duels. Cela prouve (x * x). En diagonalisant les tests de moments finis sur les sous-ensembles finis
de G/K et les sous-ensembles finis de la boule unité de M pour || - ||2, on obtient un unitaire de
Haar u € (M*%)* satisfaisant (x).

Pour gK € G/K, posons
Py = o (uMu™) = o (u) Mo (u)*

C’est bien défini parce que u est fixé par K. La liberté dans () implique que la famille constituée
de M et des algebres Pyx est librement indépendante. Posons

P=\/ P,c M.
seG/K
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Alors P est librement indépendant de M. Puisque K est ouvert et que u est K-fixé, cette algebre
est contenue dans MY. L’action permute les facteurs librement indépendants dans

P = *SEG/K(M7 T)‘

Puisque (M) NM = C1, I'algébre M* est un facteur diffus. Choisissons un élément semi-circulaire
centré a = a* € M¥ de variance un et posons

w

o (uau®) € Pyg.

g = &

Tant u que a sont K-fixés, donc cette définition est indépendante du représentant de gK et
af (agx) = apgr. Soient L € G et ¢ > 0. La moyennabilité, sous la forme de Fglner pour l'es-
pace homogene discret G/ K, fournit un ensemble fini non vide S C G/K tel que

198 LS|
ver |S]

< g2

L’élément
—1/2
bs = ’S | / Z Qg
ses
est encore un élément semi-circulaire centré de variance un, et la liberté donne

lgS A S|
sup [ (bs) — bs|l3 = sup = < &%
ger geL |S |
En appliquant la sélection diagonale usuelle aux éléments bg, en utilisant I'estimation compacte-
uniforme précédente ainsi que leurs moments joints avec des sous-ensembles finis de M, on obtient

un élément
be MY

qui est un élément semi-circulaire centré de variance un et qui est librement indépendant de la
copie constante de M. Mais, par la Proposition 2.7, b doit commuter avec B(M, a). Cela force
B(M,«a) = C. O

Nous vérifions aussi la conjecture pour les actions de Bogoljubov libres.

Théoréme 2.24. Soit G un groupe localement compact moyennable et soit m : G — O(Hg) une
représentation orthogonale continue avec dim Hg > 2. Soit a : G ~ M = T'(Hg)" laction de
Bogoljubov libre associée. Alors

B(M,a) =Cl1.

Démonstration. Supposons d’abord que Hg soit de dimension finie. Posons K = 7(G) C O(Hg).
L’action de Bogoljubov libre de K sur M est strictement extérieure par [MV23, Corollaire B(1)].
Puisque K est compact, cette action est minimale par [Va0l, Proposition 6.2]. Ainsi

B(M,a) c (M*YNM = (M*YnM =Cl.

Supposons maintenant que Hg soit de dimension infinie, et posons He = Hgr ®r C. Choisissons un
filet de Reiter (f;); de fonctions non négatives dans L'(G) d’intégrale un, de sorte que

sup Ifi(s™ )= fili —0 (K €G).
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Pour chaque n > 1, choisissons une projection orthogonale réelle P, de rang n, et définissons

P
o= [ oy g dg
Ces opérateurs positifs de classe trace satisfont
Tr(Ain) =1, [|Al <07,

et

sup || 75 Ai s — Ainlly < sup [ fi(s™ ) = fillh.
seK seK

1/2

n *

Ils commutent avec la conjugaison réelle sur Hc. Sur I'ensemble dirigé produit, écrivons T; = A
L’inégalité de Powers—Stgrmer donne

1 Tillus =1, Tl —0,  sup | Timg = Tillus — 0.
eK

Diagonalisons Tj sur Hg en

Ty = Nkl €k,
k

ol Aji > 0 et (e;r)r est orthonormale. Posons

T]j = Z )\j,kej,k (024 ej,k, Zj = W(nj> = Z/\j’k (5(ej,k)2 — 1)
k k

Ici s(e) = L(e) + L(e)*, ou £(e) est Popérateur de création a gauche sur I'espace de Fock plein. La
formule de Wick donne
Zj ZOj—FC;—i‘Dj?

Cj =2 Ajwllesn)?,
k
Dj =3 Njwl(ejr)l(er)"
k
L’orthogonalité des images de création donne ||C;|| = ||Tj|lus = 1 et || D,|| = ||T;]| < 1. Les séries
convergent en norme d’opérateur, donc ||z;]| < 3. La vectorisation entrelace la conjugaison sur les

opérateurs de Hilbert—Schmidt avec m ® m. Par conséquent,

sup [lay(25) — 2jlle = sup |7, Tym, — Tillus — 0.
geEK geK

Soit (=hy ® - ®hy,,oum>1et hy,..., h, € Hg. La formule du produit de Wick libre donne
W(()zQ=C@n;+o(1),  zZW({Q=mn&(+o(1)

en norme de I'espace de Fock. En effet, contracter une patte de 7; contre un vecteur fixé h donne
Tjh, dont la norme est au plus ||Tj||||||. Contracter les deux pattes donne un scalaire borné par
T 1|2l E||. Toute contraction de bord non vide tend donc vers zéro. Pour deux tenseurs élémen-
taires fixés (, (" de méme degré positif, la contraction des concaténations donne

(C®@njn; &) — 0.
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Pour le degré un, cela découle de [|T7|| — 0, et pour les degrés supérieurs chacune des deux
contractions de bord contribue un facteur borné par ||7j||. Les mémes conclusions valent pour les
combinaisons linéaires complexes finies de tenseurs élémentaires réels. L’orthogonalité des degrés
homogenes distincts donne maintenant, pour tout polynéome de Wick a,

lim [|az; — zally = 2lla — ()13

Puisque ||z;]] < 3, Papproximation dans L?(M) étend cette identité a tout a € M. Si a € B(M, ),
le filet borné presque invariant (z;); satisfait ||az; — zjal|2 — 0. D’ott a = 7(a)1. O

La construction d’ultraproduit équicontinu dans [HI20, Théoréme 3.4] donne aussi un plongement
équivariant préservant la trace canonique

D((He)rw)" — Mg, s((&6)7) — (s(5)).

Ici (Hg)rw désigne la partie équicontinue de 'ultrapuissance de I'espace de Hilbert. L’application
préserve les moments du vide, et I’équicontinuité découle de ||s(m,&;) — s(&)||2 = ||mg& — &l|. Pour
les groupes moyennables généraux, la preuve ci-dessus construit ’élément fixe requis directement
dans l'ultrapuissance de 'algebre en utilisant les seconds mots de Wick.

3. Lien avec la propriété de Rokhlin

Nous caractérisons la trivialité du bicentralisateur et la propriété de Rokhlin au moyen de la faible
contenance des correspondances équivariantes. La conséquence principale est qu’une action d’un
groupe localement compact moyennable sur un facteur injectif de type II; possede la propriété de
Rokhlin précisément lorsqu’elle est fidele et a un bicentralisateur trivial (Théoreme 3.17). Nous
identifions également la propriété de Rokhlin avec la fidélité de ’action induite sur l'algebre des
suites centrales équicontinues.

La preuve utilise la technique de mise en ceuvre dans les ultrapuissances pour traduire la faible
contenance en représentations portées par les suites centrales. L’induction et I'absorption de Fell
permettent ensuite de comparer les deux propriétés, la moyennabilité du groupe et celle du facteur
intervenant dans des directions opposées.

3.1. Correspondances équivariantes

Nous introduisons la théorie des correspondances équivariantes. Un exposé détaillé est donné dans
[DCDR24|, mais comme il est formulé dans le langage des groupes quantiques, nous en donnons ici
un exposé autonome. Voir aussi [KLP10] et [BCM18].

Soient a : G ~ M et f: G ~ N deux actions continues d'un groupe localement compact G sur
des algebres de von Neumann M et N. Une correspondance équivariante a— est un quadruple

®: (H7)\7p7U>7

ouA: M — B(H) et p: N°° — B(H) sont des représentations normales unitaires qui commutent
et U : G — U(H) est une représentation fortement continue telle que

UA(@)U; = Mag()),
Ugp(y°P) Uy = p(By(y)™)
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pour x € M,y € N et g € G. Nous désignons par Cor(a, 3) la catégorie de toutes les correspon-
dances a—0.
Pour une action a : G ~ M, définissons la correspondance équivariante identité Z, € Cor(a, «)
par

T, = (L*(M), \as, par, U9)

ott U® est la mise en ceuvre unitaire standard de o sur L*(M). Définissons la correspondance
équivariante semicoarse C, € Cor(a, ) par

Co = (LA(M) QLA (M), My ® 1,1 ® ppr, U* @ U?).

Sim: G — U(K) est une représentation unitaire et © = (H, A, p,U) € Cor(«, ), nous définissons
le produit tensoriel 7 ®¢ © € Cor(a, [3) par

TREO=(KH13\1®p,7mxqU).

3.2. Induction et principe d’absorption de Fell

Notons Cor(M, N) la catégorie des correspondances ordinaires M—N. Oublier U définit le foncteur
de restriction
Res : Cor(a, 5) — Cor(M, N) : (H,\,p,U) — (H, A\, p).

En particulier, Res(Z,) = Zys et Res(C,) = Cp.
Pour une correspondance ordinaire M—N (H, \, p) € Cor(M, N), définissons

A M — BLX(G, H)) ta— (§— (91— Mag—1(a)é(g)))

p° s N — B(LA(G, H)) : 0P — (€ (97— p(B,1(0)™)E(9)) -
et
Ae®@1:G—ULXG, H)): gr— (§— (h— &(g7'h))).

La correspondance équivariante résultante définit le foncteur d’induction
Ind : Cor(M, N) — Cor(a, B) : (H, \, p) — (L*(G, H),\* p°, A\¢ @ 1).
Nous avons la version suivante du principe d’absorption de Fell pour les correspondances.
Proposition 3.1. Pour toute © = (H, A\, p,U) € Cor(a, 3), il existe une équivalence unitaire
Ae ®c © = Ind(Res ©).
Démonstration. Identifions L*(G) ® H a L*(G, H) et définissons
V:iLAG) @ H — LG H) : £ — (9 — Ujé(g)).
Les relations de covariance donnent
VA@ANa)V*=A%a), V(I p(bP)V* = p"(bP),

et un calcul direct donne
V(Aa(g) @ Uy V" = Aa(g) @ 1.

Ainsi V met en ceuvre I’équivalence annoncée. O
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3.3. Faible contenance

Soit W*(«, 8) l'algebre de von Neumann universelle engendrée par M @ N°P et une représentation
unitaire continue u : G — W*(q, §) telle que les applications x — z ® 1 et y — 1 ® y°P soient
normales sur M et N et

ug(x © yOp)u; = O‘g(x) © Bg(y)op

pour tous x € M, y € N et g € G. Pour toute correspondance a—3 © = (H, \, p,U), il existe une
unique représentation normale

Il : W, 8) — B(H)

telle que
He(z ©y™) = Mz)p(y™), x€ M, yeN,
et
Ho(u,) =U,, g¢ge€Q@q.
Posons

M, ={x € M | g — ay4(x) est continue en norme},

Ng={y € N | g By(y) est continue en norme}.

Alors nous avons un *-morphisme naturel d’image faible*-dense
(Ma ®max ng) NQ®GBOD G — W*(Oé, 6)

L’image de ce #-morphisme est notée C*(«, ). Par définition, C*(«a, 8) est une C*-algebre et c’est
le sous-espace linéaire fermé en norme engendré par

{(a®b®)-u(f) | a € My,be Nget feL(G)}.

Nous aurons aussi besoin du lemme de lissage suivant. Notons que tout l'intérét de ce lemme est
que nous ne supposons pas que a € M,.

Lemme 3.2. Pour tout a € M et tous f,h € L'(G), nous avons
u(f)(a® Du(h) € C*(a, B).
1l en va de méme si nous remplagons a ® 1 par 1 ® b pour b € N.
Démonstration. Fixons a € M. L’application
(f;h) = (ay(a) © Du(h)
de L'(G) x LY(G) vers C*(a, B) est bilinéaire et conjointement continue puisque
(e (a) © Du(h)]| < [lag(a)[lu(r)] < [ fll1l[7]]:-

Par conséquent, il existe une unique application linéaire continue ® du produit tensoriel projectif
L'(G)QLY(G) = LY (G x G) vers C*(a, B) telle que

(f @ h) = (as(a) © Nu(h)
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pour tous f,h € L'(G). Alors nous avons
O(F) = / (ay(a) ® 1wy Flg, k) dg dk

pour tous les tenseurs élémentaires F' € L'(G) ® L'(G), donc aussi pour tout F' € L'(G x G)
puisque les deux membres sont continus sur L'(G x G). En particulier, le membre de droite est
dans C*(a, ). En prenant F : (g,k) — f(g)h(g~'k) pour f,h € L*(G), on obtient la conclusion
souhaitée. O

Pour ©1,0, € Cor(q, [3), nous avons donc la notion naturelle suivante de faible contenance

01 <0, = llo,|c s < He,lc*(as)-

La proposition suivante fournit un critere tres commode pour la faible contenance. C’est ’analogue
classique pour les groupes de [DCDR24, Corollaire 3.8].

Proposition 3.3. Soient a : G ~ M et f : G ~ N deux actions continues et prenons ©; =
(H;, Miy pi, U;) € Cor(a, B). Prenons & € Hy et considérons les propriétés suivantes. (1)(i)

1. © < O,.
2. Il existe une application completement positive unitale ¥ : B(Hy) — B(H;) telle que

(Aa(a)) = Mla),  D(pa(b7)) = pr(b7),  I(Ua(f)) = Ur([)

pour tous a € M, b€ N et f € C*(G).
3. Il existe un état & € B(Hs)* tel que

D(Az(a)p2(b)) = (Ai(a)p1 (D)€, €)
et
O(Ux(f)) = (UL(f)E,€)
pour tous a dans M, b€ N et f € C*(G).

Alors nous avons (1) < (ii) = (iii) et si & est un vecteur cyclique pour ©, qui est fizé par Uy, alors
(iii) < (ii) < (i).

Preuve de la Proposition 3.3. (i) = (ii). Supposons que 01 < 0. L’inclusion des noyaux donne un
x-homomorphisme non dégénéré

q - Im(le, |c*(a,8)) — Im(Ile, |c*(a,8))

tel que

qollg,

c*(a,8) = ey lc*(a,8)-

Apres unitisation, le théoréme d’extension d’Arveson étend ¢ en une application ucp 0 : B(Hy) —
B(H;).
Pour tout a € M et tous f,h € L'(G), nous avons

Us(£)M(@)Ui(h) = e, (u(f)(a ® yu(h))
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Cela signifie que
q (U2(f)A2(a)Usz(h)) = Ui(f)Ai(a)Ur(h).

Puisque Us(f) et Us(h) sont dans le domaine multiplicatif de ¥, nous avons donc

Uz(f)9(A2(a))Uz(h) = I(Ua(f)I(A2(a))Ua(h))
= Ui ()M (@)U (R).

Maintenant, nous pouvons faire converger fortement U;(f) et U;(h) vers 1, et nous concluons que
Y(A2(a)) = Ai(a). Le méme argument s’applique pour montrer que ¥(p2(b°P)) = p;(b°P) pour tout
be N.

(ii) = (i). Les identités du domaine multiplicatif dans (ii) donnent

190]._.[@2

(o) = Lo, |c*(a,8)

d’abord sur les générateurs standard, puis sur tout C*(a, 3).
(ii) = (iii). Prenons ® = (J(-)¢, €).

(iii) = (ii). Réciproquement, supposons que ® soit comme dans (iii), que £ soit cyclique pour 6,

~

et fixé par U;. Alors la restriction de ® & Cy(G) est le caractere trivial. Donc cette algebre est
contenue dans le domaine multiplicatif de ®. Ainsi, pour a € M,, b € Ng et f € Co(G), nous avons

D (A2(a)p2(bP)Ua(f)) = f(1)@(Aa(a)p2(b))
= f(D)Aula)p1 (b€, €)
= (M(a)pr(bP)UL(f)E, €)-

Cela montre que ®ollg, coincide avec le coefficient (I1g, ()&, §) sur C*(a, B). Puisque & est cyclique
pour Ilg,, nous concluons que Ilg, C*(a,3), COMme voulu. O

c*(a,8) = e,

Proposition 3.4. Pouri = 1,2, prenons ©; € Cor(a, ) et m; € Rep(G). Si m < my et ©1 < Oy,
alors
T Qg O1 < M Qg Os.

Démonstration. Fixons m : G — U(K) et prenons ¢ comme dans la Proposition 3.3. Alors le
domaine multiplicatif de id ® ¥ : B(K ® Hy) — B(K ® H;) contient 1 ® Ay(M), 1 ® pa(NP) et
1 ® Uy(C*(G)) ainsi que 7(C*(G)) ® 1. 11 contient donc aussi (7 ® Uy)(C*(G) ® C*(G)) et a fortiori
(m®cqUs)(C*(G)) = (m@Us)(C*(Ag)) ou Ag < G x G est le sous-groupe diagonal. Nous concluons
par la Proposition 3.3 que 7 ®g 01 < 7™ Rqg Os.

Fixons maintenant © € Cor(a, ) et supposons que m; < 7. Prenons F' : B(Ky) — B(K;) une
application ucp telle que F(mq(f)) = m1(f) pour tout f € C*(G). Alors, de maniere similaire, nous
vérifions que F' ® id témoigne de la faible containance m ®g © < m ®g ©. O]

Proposition 3.5. Prenons Z; € Cor(M, N) pouri = 1,2 et considérons leurs inductions Ind(Z;) €
Cor(a, ). Si Z1 < Ey alors Ind(Z1) < Ind(Zs).
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Démonstration. Nous utilisons a nouveau la Proposition 3.3. Ecrivons Z; = (H;, \iy pi). Alors il
existe une application ucp 9 : B(Hy) — B(H;) telle que ¥ o Ady = Ay et J o po = p;. On vérifie
facilement que

id®d: B(L*(G) ® Hy) — B(L*(G) ® Hy)

témoigne de la faible contenance Ind(Z;) < Ind(Zs). O

3.4. La technique de mise en ceuvre dans les ultrapuissances
Nous rappelons la technique de mise en ceuvre dans les ultrapuissances de [Ma25].

Théoréme 3.6 ([Ma25, Théoreme 2.1]). Soit (M, T) une algébre de von Neumann traciale. Soit
® € B(L*(M))* un état tel que ®o Xy et ®opyy soient tous deux des états normaus sur M. Alors il
existe une algebre de von Neumann abélienne A munie d’un état tracial normal fidéle, un ultrafiltre
cofinal w sur un ensemble dirigé suffisamment grand, et un vecteur unitaire

§eL (A M)”)

tel que
O(T) = (10T)%,¢&), (T ecBL*(M))) (3..1)

L’algebre abélienne A dans le théoreme précédent est génante. Dans les applications, nous nous en
débarrassons a l'aide du lemme suivant.

Lemme 3.7. Soit T € B(L*(M)) et soit ¥ C B(L*(M)) un ensemble de cardinal inférieur a
K. Supposons qu’il existe une algebre de von Neumann abélienne traciale (A, p) et un élément
X € (A M) tel que (1@ 5)*X =0 pour tout S € 3.

Alors il existe un élément x € M* tel que S“T = 0 pour tout S € X et

el < 11X T2 ]2 = (1 © T)* X[,

Démonstration. Si X =0 ouT = 0, prenons x = 0. Sinon, par changement d’échelle, nous pouvons
supposer que || X|| = 1 et |T|| = 1. Posons = ||(1@T)“X ||5. Ecrivons A = L>®(Z, j1) et choisissons
un représentant uniformément borné X = (X;)“ avec || X;|| <1 tel que chaque X soit une fonction
en escalier sur Z a valeurs dans M. Nous avons

. T2 .2 : X.|12 —
im (1o DTE=r,  lmj1es)KE=0 (se3)

Choisissons un filet (g;);c; dans (0,1) convergeant vers zéro et un filet croissant (¥;);e; de sous-
ensembles finis de ¥ qui est cofinal parmi ses sous-ensembles finis. Pour chaque ¢ € I, choisissons
7 € 1 tel que . .

Qe DXz =n"—ea, > I1®9)X|; <&

Sex;
Posons
E={:e2| Y ISX,G)IE<e .
Sey;
L’inégalité de Chebyshev donne p(Z \ F) < ¢;. Puisque || X|| = ||T|| = 1, nous avons
ITX;(2)]l2 < 1,

31



d’ou
/E ITX;(2) 2 dp(z) > |1 @ )X — (Z\ E) = 0" — 2

Nous pouvons donc choisir un élément z € E tel que
ITX; ()13 = 7 — 2.

Posons z; = Xj(z) et soit x = (z;)* € M¥. Alors ||z|| < 1. De plus, la cofinalité de (X;);e; et le fait
que g; — 0 impliquent
Sz =0 (S ek,

tandis que
[T%Z]|2 = n.

Cela prouve le résultat. O

Nous aurons aussi besoin de l'application suivante de la technique de mise en ceuvre dans les
ultrapuissances aux bicentralisateurs.

3.5. Actions a bicentralisateur trivial

Soit o : G ~ (M, 7) une action continue préservant la trace.

Lemme 3.8. Soit A une algebre de von Neumann abélienne traciale. Alors
BA®M CA®N,id®a) =A®B(M C N,a).

Démonstration. Puisque
1® M@ - (A®M)w,1d®a7

la Proposition 2.7 donne
B(A®M C ABN,id®a) = (A M)*9*) 0 (A N)

CleM“*)YN(A®N)
=A®B(M C N,a).

Pour 'inclusion réciproque, nous devons montrer que 1 B(M C N, a) commute avec (A® M )~14®2,

Choisissons un sous-groupe dense Gy C G de cardinal inférieur & &, et choisissons f € L'(G) avec
f>0et [, f(g9)dg = 1. Prenons

N = {Uf —id} U{U® —id | g € Gy}
Fixons b € B(M C N, a) et définissons Dy, : L*(M) — L*(N) par
Dy = xb/—\bx
Soit T' = (DjDy)"/? € B(L*(M)). Si z € M satisfait 5“Z = 0 pour tout S € X, alors (U —id)“% =

0 montre que
r = (ap(z;))” € M.
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Puisque (U;‘ —id)¥z = 0 pour tout g € Gy et que l'action o est continue sur MY, il s’ensuit que

x € M““. Donc xb = bx, et par conséquent .
Tz = 0.
Soit maintenant X € (A ® M)“49 Alors
(105X =0 (SeX).
Le Lemme 3.7 donne z € M tel que S“Z = 0 pour tout S € ¥ et
I(1® T)*X|ls < IT¥Z] = 0.

Par la définition de T, cela signifie
(X, 1®0b] =0.
Ainsi 1 ® B(M C N, «) commute avec (A ® M)=id®e, O

Lemme 3.9. Soit ® € B(L*(M))* un état dont les restrictions a Ay (M) et ppr(M) sont normales.
Supposons que

oU(f) = [ f9)dg  (f€LNG)), (3.2)
Alors, pour tous x € B(M,«a) ety € M,
S(Am(@)par(y)) = @(pu(wy)).- (3.3)

En particulier, ®(Ap(x)) = ®(par(x)) pour tout x € B(M, «v).

Démonstration. Par le théoreme de mise en ceuvre dans les ultrapuissances traciales, il existe une
algebre de von Neumann abélienne A munie d’'un état tracial normal fidele, un ultrafiltre cofinal w
sur un ensemble dirigé suffisamment grand, et un vecteur unitaire

£ e L ((AB M)”)
tel que
(T) = (1® 7)), (TeBIL*(M)) (3..4)

L’hypothese s’étend par continuité au caractere trivial 1 de C*(G). L’argument du domaine mul-
tiplicatif donne donc

(1o U(f)¢=1a(N)E  (f €C(G)).
Choisissons h € L'(G) avec [, h(g)dg = 1. En partant d’un représentant ¢ = (£;)“, la Proposition
2.3, appliquée a id ® «, montre que

£=(1®U(h)&)" € LX((A® M)iga)-

Ici, I'égalité découle de la relation du domaine multiplicatif précédente. La Proposition 2.3 identifie
aussi la représentation intégrée coordonnée par coordonnée sur cet espace de Hilbert avec la mise
en ceuvre standard de (id ® a)®. Sa représentation intégrée agit sur £ par le caractere trivial, donc
¢ est fixé par cette action. Par conséquent

5 c L2((A®M)w’id®a).
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Les Propositions 3.8 et 2.7 donnent
(1®z)=E¢1®x) (x € B(M, a)).
En utilisant (3..4), nous obtenons

DA (2)pum(y)) = (1@ 2)E(1®Y),E)
= (((1®wy), &) = ®(pm(zy)),

comme annoncé. Comparer aussi [Ma26, Lemme 1.1].

Théoréme 3.10. Les assertions suivantes sont équivalentes. (i)(i)
1. B(M,«a) =CL.

2. Tl existe une application ucp
9 : B(L*(M)) — B(L*(M))
telle que, pour tous a,b € M et f € L'(Q),
VAu(a)) =7(a)l,  Hpm(0) = pu(b),  HU(F)) = U(f).
3. 11 existe un état ® € B(L*(M))* tel que
O(Ay(a)pu (b)) = T(a)r(b)  (a,b e M)

et

U = [ f9)dg.  (fELNG)).
4. Cy < 1,.

Démonstration. (i) = (ii). Choisissons un filet (g;); de nombres positifs décroissant vers zéro et
un filet croissant cofinal (K;); de sous-ensembles compacts de G. Gréace a la Proposition 2.6, nous

pouvons choisir, pour chaque 7, des unitaires u; 1, ..., u;,, € M et des nombres positifs ¢; 1, . ..

de somme un tels que
sup [ag(uin) —wipllz <& (1 <k <ny)

geK;
et
n;
Z ti,kui,kau;k — 7(a)l (a € M)
k=1
dans || - ||2. Définissons

V(T = i tixdar (i) T (ui)* (T € B(LA(M))).

k=1

Chaque ¥; est ucp. Puisque les représentations gauche et droite commutent,

Vi(pa (b)) = par(b) (b€ M),
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tandis que

Vi(Am(a)) = Ap <Z ttkui,kau;‘,k) — 7(a)l

k=1

faiblement*. De plus, la covariance donne
)\M(ul,k)U;‘)\M(ul,k)* = )\M(ui’kczg(uf’k))[];.

L’invariance approchée ci-dessus implique, uniformément pour g € Kj;, que le membre de droite
converge fortement vers Ug'. Puisque les ensembles K; sont cofinaux, l'intégration donne

G(U(f) — U(f)  (f€LNG))

fortement. Tout point d’accumulation faible* 9 de (¥;); est donc une application ucp satisfaisant
toutes les identités de (ii).

Nous prouvons ensuite (ii) = (iii). Supposons que (ii) soit vraie et définissons
®(T) = (ML) (T eBL*(M))).

Puisque 9 se restreint a l'identité sur pys (M), cette algebre est contenue dans le domaine multipli-
catif de ¥. Donc, pour tous a,b € M,

®(Aar(a)par (b)) = (I(Nar(a))par(b)1, 1) = 7(a)7(b).

De plus,

donc (iii) est vraie.

Nous prouvons maintenant (iii) = (i). Soit € B(M, «). Les deux marginales de ¢ sont 7, donc le
Lemme 3.9 donne, pour tout y € M,

T(y) = ®(pum(ay)) = S(An(2)pa(y)) = 7(2)7(y).
En prenant y = (z — 7(x)1)*, on obtient ||z — 7(z)1||s = 0. Donc B(M, ) = C1.

~

Enfin, (iii) <= (iv) découle de la Proposition 3.3, puisque le vecteur & = 1 ® 1 est cyclique pour
C, et fixé par U* @ U?, et son état vectoriel a précisément les valeurs (3..5)—(3..6). O

Nous utilisons le résultat suivant de [BLS92, Corollaire 1.8].

Théoreme 3.11. Soit m une représentation unitaire fidele d’un groupe localement compact G telle
que ™ <metlg <metnmRXgm < mw. Alors \g < 7.

Corollaire 3.12. Supposons que B(M,«) = C. Alors
U ®@cU* < U”.
Ainsi, si « est fidéle, nous avons A\g < U®.
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Démonstration. Restreignons la faible contenance C, < Z, aux représentations unitaires de G. De
plus, U® est égal a son contragrédient et contient la représentation triviale 14. O

Remarque 3.13. Soit
Lo = (L*(M), A\, U%) € Rep(a)

la représentation covariante standard de . Le point (iv) du Théoréme 3.10 implique, en particulier,
que
U ®q Ly < L.

En effet, £, et U* ®¢ L, sont obtenus a partir de Z,, et C, respectivement, en oubliant ['action a
droite de M. Ainsi, si C, < Z, alors U* ®¢ L, < L, par restriction. En tensorisant a droite par
L2P, nous obtenons aussi

U*®qCy < C,.

Ainsi, si « est fidele, alors
A ®a Co < C,.

3.6. La propriété de Rokhlin

Soit G un groupe localement compact arbitraire et soit a : G ~ (M, 7) une action continue
préservant la trace sur une algebre de von Neumann traciale (M, 7).

Définition 3.14. Nous disons que l'action « possede la propriété de Rokhlin si
)\G Ra Ia =< Ia.

Nous utilisons la notation M, , = M’ N M pour un ultrafiltre cofinal w suffisamment grand et
notons a,, la restriction de a* a M, 4.

Théoreme 3.15. Supposons que M soit un facteur de type 11y, et soit p = U™ la représentation
standard de o, : G ™~ M, . Pour toute représentation unitaire m € Rep(G), nous avons

TRqLy <L, <+ w=<p.

Démonstration. Nous expliquons d’abord pourquoi une amplification abélienne n’agrandit pas la
représentation des suites centrales a faible contenance pres. Soit (A, p) une algébre de von Neumann
abélienne traciale, posons a = id4 ® «, et soit p4 la représentation standard sur

L*(Ca), Ca=(10M)NABM)
Nous affirmons que ps < p.

Fixons f € L'(G) et posons ¢ = ||p(f)|. Si [|pa(f)|| > ¢, les vecteurs bornés sont denses, donc il
existe Y € Cy et h € C.(G), avec h > 0 et [oh =1, tels que X = a5 (Y') satisfasse

lpa(H) XI5 = 1X]I3 > 0

pour un certain 6 > 0. Ici, h est choisi & partir d'une identité approchée. Choisissons un représen-
tant uniformément borné (Y;); dont les termes sont des fonctions en escalier finies en la variable
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abélienne. Cela est possible en appliquant des espérances conditionnelles sur des sous-algebres de
dimension finie de A et en approximant dans || - ||o. Ecrivons

Y}' = Zej,r ® Yjr, Xj = Zej,r X Tjr, Tjr = ah(yj,r)a
r r

ou les e, forment une partition de 1 et ||y;,|| < C pour un C fixé. Les représentants (X;); sont
uniformément équicontinus, puisque

lag () = wjnll < CllR(g™ ) = Al

Posons
d(x) = |U*(f)z]3 — [|]l3-

Pour w-presque tout 7, nous avons
> ulejr)d(w),) > 6,
T

tandis que, pour tout a € M,
J—w

lim Z ,u(ej,r) || [CL, wjﬂ’] ||% = 0.

Les nombres |d(x;,)| ont une borne commune. Etant donné un sous-ensemble fini F' C M et ¢ > 0,
I'inégalité de Chebyshev nous permet donc de choisir j, r tels que

mealgc I[a, ;]2 < e, d(z;,) > d/2.

En effet, rendons le poids total des composantes échouant a la premiere inégalité suffisamment
petit pour que leur contribution a la somme pondérée précédente ait une valeur absolue inférieure a
d/2. En utilisant I'hypothése permanente sur I’ensemble d’indices, faisons ces choix le long de sous-
ensembles finis croissants d’une sous-algebre fortement dense de M et de tolérances décroissantes.
Les éléments sélectionnés sont uniformément bornés et équicontinus. Ils définissent z € M, , avec

lp(H)ZIIz — ¢ll=]lz = /2,

une contradiction. Cela prouve I'affirmation.

Supposons maintenant que ™ ®qg Z, < Z,, et fixons un vecteur unitaire &, dans ’espace de m. La
Proposition 3.3, appliquée a & ® 1, donne un état & € B(L*(M))* tel que

(A (a)pu (b)) = 7(ab),  @U(f)) = (7(f)&o, o)

pour a,b € M et f € L*(G). Par la mise en ceuvre dans les ultrapuissances [Ma25, Théoréme 2.1],
cet état est mis en ceuvre par un vecteur unitaire n € L*((A ® M)“) pour une algébre abélienne
traciale A. La premiere identité implique (1®a)n = n(1®a) pour tout a € M. La seconde identité,
une identité approchée dans L'(G), et la Proposition 2.3 montrent que 7 appartient & la partie
équicontinue. Ses troncatures bornées commutent encore avec 1 ® M, donc n € L*(Cy) et

(pa(f)n,m) = (m(f)o;&o)-
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L’égalité de ces coefficients identifie les représentations cycliques engendrées par 7 et &,. L’affirma-
tion donne que cette sous-représentation cyclique de 7 est faiblement contenue dans p. Puisque &
était arbitraire, 7 < p.

Pour la réciproque, la factorialité implique

E“(z"y) = 7 (z"y)1 (x,y € Mya).

Par conséquent, la multiplication définit une application isométrique équivariante de bimodules
M-M
L (M) @ L2 (M) — L2(M?),  Z®a+— 7a.

La correspondance sur le but est faiblement contenue dans Z,. Pour le voir, relevons un vecteur
borné équicontinu en ses représentants uniformément bornés et utilisons la Proposition 2.3 pour
calculer ses coefficients pour les opérateurs de groupe intégrés. Les coefficients résultants sont
des ultralimites de coefficients de Z,. La densité des vecteurs bornés donne la faible contenance
annonceée. Il s’ensuit que pRgZ, < Z,. Ainsi m < p et la Proposition 3.4 donnent 1®gZ, < Z,. [

Le corollaire suivant montre que notre définition de la propriété de Rokhlin coincide avec celle
donnée dans [MT16] pour les flots, dans [Sh14] pour les groupes abéliens et dans [Ni26] pour les
groupes admettant un sous-groupe ouvert compact.

Corollaire 3.16. Supposons que M soit un facteur de type 11y. Alors a posséde la propriété de
Rokhlin si et seulement si o, est fidele.

Démonstration. Posons p = U%. Puisque p < p, le Théoreme 3.15 donne
pRcLy <1,
En tensorisant cette faible contenance par p et en utilisant la Proposition 3.4, nous obtenons
PRGPRcLy < pRaLy <1,.
Une autre application du Théoreme 3.15 donne
pRap = p.

Puisque p est une représentation de Koopman, elle contient les constantes et est équivalente a sa
représentation contragrédiente. Si «, est fidele alors le Théoreme 3.11 donne

Ag = p.
En appliquant encore une fois le Théoreme 3.15, nous obtenons
Aa ®a L, <1,
Réciproquement, si a est de Rokhlin, le Théoreme 3.15 donne Ag < p. Ainsi p est fidele. n

Théoréme 3.17. Soit M un facteur de type 11,. Considérons les propriétés suivantes. (i)(i)
1. « possede la propriété de Rokhlin.
2. « est fidele et B(M, ) = C1.
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Si G est moyennable alors (i) = (ii). Si M est moyennable alors (ii) = (i).

Démonstration. (i) = (ii) lorsque G est moyennable. Puisque les moyennes convexes des états
vectoriels associés a u, u € U(M), convergent sur M @ M°P vers la trace produit, le vecteur
cyclique de Cy;, nous avons

La Proposition 3.5 et I’absorption de Fell donnent alors
Ag Ra Cy = Ind(CM) < Ind(IM) = \g ®a L.

La propriété de Rokhlin pour « dit
Ao ®c¢ Lo <Ly (3..8)

et puisque G est moyennable, nous avons 1 < Ag donc
Co < Mg ®¢g C,. (39)

Nous concluons que
Ca =< 1,

et le Théoreme 3.10 acheve la preuve.
(i) = (i) lorsque M est moyennable. La moyennabilité de M signifie que
Ty < Cay.
La Proposition 3.5 et ’absorption de Fell donnent
Ao ®c Ly = Ind(Zy) < Ind(Chrr) = Mg R¢ Ca.

Grace a la Remarque 3.13 nous avons

Mg ®a Co < Cy
et par le Théoreme 3.10, nous avons
Co <Z,.
Nous concluons que
Ag ®aq Ly < I,.

4. Perturbations par cocycle

Nous étudions 'effet des perturbations par cocycle sur le bicentralisateur. Un cobord approché
induit un isomorphisme canonique entre les bicentralisateurs des actions originale et perturbée. Ces
isomorphismes fourniront I’action bicentralisatrice duale pour les groupes abéliens. Nous donnons
également un critere pour l'existence de perturbations ergodiques par cobords approchés en termes
de la partie fixe du bicentralisateur, et nous prouvons ’annulation approchée des 1-cocycles pour
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les actions de Rokhlin de groupes moyennables.

L’observation de base est que les cobords approchés deviennent des cobords exacts dans une ul-
trapuissance équicontinue. Sur le bicentralisateur, la conjugaison par les unitaires implémentants
converge ponctuellement vers une application indépendante de leur choix, donnant 1’'isomorphisme
canonique. Un argument de catégorie de Baire produit des perturbations ergodiques. Pour I’annu-
lation approchée des cocycles, une amplification matricielle réduit le probleme a 'équivalence de
projections de méme trace dans une ultrapuissance de points fixes.

4.1. Cocycles et cobords approchés

Dans toute cette section, G est un groupe localement compact, (M, ) est une algebre de von
Neumann traciale, et « : G ~ (M, T) est une action continue préservant la trace. Nous utilisons
les conventions standard pour les cocycles. Comparer [MT16, Sections 2-3].

Un 1-cocycle pour « est une application || - ||o-continue u : G — U (M) satisfaisant
Ugh = Ug0rg(Up) pour tous g,h € G.

Nous désignons par Z!(a) 'ensemble de tous les 1-cocycles pour a. Notons que tout u € Z(«)
satisfait u, = 1.

Tout cocycle u € Z'(a) donne une nouvelle action continue préservant la trace a* : G ~ (M, 1),
appelée perturbation par cocycle de o par u, définie par

ay = Ad(uy) o ay, ay () = ugay(z)uy

(ge G, xe M).
En effet, la relation de cocycle donne
oy oy = Ad(ugag(uh)) o agy = Ad(ugn) 0 agn = ag,.

La continuité découle de la continuité de u et «, et a* préserve 7 parce que « préserve la trace et
que les automorphismes intérieurs préservent .
Pour tout v € U(M), l'application

0a(v)g = vag(v") (9 €G)
appartient & Z'(a). Un tel cocycle est appelé un cobord, et nous écrivons
B'(a) ={0a(v) [ v € UM)}.
Si u = J,(v) est un cobord, alors sa perturbation par cocycle est conjuguée a I’action originale :

o = Ad(v) ooy 0 Ad(v*) (g € G).

g

La topologie naturelle sur Z'(a) est la topologie de la || - |[o-convergence uniforme sur les sous-
ensembles compacts de G. Une base de voisinages en u € Z'(«a) est donnée par

wwm@:{wezm)

supHug—ng2<€}, KeG, >0
geK
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Cette description par ensembles compacts, plutoét que par une suite d’ensembles compacts, n’exige
pas que G soit a base dénombrable ou o-compact.

Un cocycle u € Z'(a) est appelé un cobord approché s’il appartient a I'adhérence de B'(a) dans
cette topologie. De maniere équivalente, u est un cobord approché si, pour tout K € G et tout
e >0, il existe v € U(M) tel que

sup ||uy — vagy(v*)]2 < e.
geK

Nous désignons par B'(a) ’ensemble des cobords approchés.

Proposition 4.1. Soit w un ultrafiltre cofinal sur un ensemble dirigé I suffisamment grand. Soit
u € Z'(a). Nous avons

1—Ww

(VeUM®) | u=0u(V)} = {(vi)‘” € UM®) | 1im du(vi) = u} .

En particulier, u € BY(«a) si et seulement si u € B'(a®).

Démonstration. Soit V = (v;)* appartenant a I’ensemble de droite, et supposons que g — v;o,(v;)*
converge vers u uniformément sur les sous-ensembles compacts le long de w. La convergence ponc-
tuelle donne u = J,« (V). De plus, pour h € G,

lan(vi) — willa = [Jvicn(vi)* — 1]|2.

La convergence compacte-uniforme, jointe a la continuité de u et & u, = 1, montre donc que (v;);es
est (o, w)-équicontinu. D’ou V' € U(MY).

Réciproquement, soit V' € U(MY) satisfaisant u = 0w (V), et choisissons un représentant unitaire
(v, w)-équicontinu V' = (v;)*. Le filet (f;);e; d’applications continues

fi:G— M, fi(g) = viag(vi)" — ug,

est w-équicontinu. Puisque u = 04w (V'), nous avons (fi(g))* = 0 pour tout g € G. La Proposition
2.1 donne donc, pour tout K € G,

lim sup [[victy (01)° — 1 2 = 0.

1—w gEK
Cela prouve I'égalité des deux ensembles. O]
Proposition 4.2. L’espace Z'(a) est complet pour l'uniformité de la || - ||2-convergence compacte-

uniforme. Si G est a base dénombrable et M a un prédual séparable, alors Z'(a) est un espace
polonais.

Le groupe U(M) agit continiment sur Z'(a) par
(v-w)y = vwyo, (V") (veUM), we Z'a), g€ q).
Pour tout u € Z'(a), la multiplication a droite par u définit un homéomorphisme U(M)-équivariant

ZHa") — ZY () 1 w = wu.

41



4.2. Isomorphismes de bicentralisateurs pour les cobords approchés

Dans toute cette sous-section, G est un groupe localement compact, (M,7) C (N,7) est une
inclusion d’algebres de von Neumann traciales, et « : G ~ (M, 7) est une action continue préservant
la trace.

Proposition 4.3. Soit u € B'(«). Si (v;); est un filet dans U(M) tel que
Ou(v) — u
uniformément sur les sous-ensembles compacts de G, alors, pour tout x € B(M C N,«a), la limite
Bu(z) = lilm v;xV]

existe dans || - ||2 et est indépendante du choiz de (v;)icr. Cette formule définit un isomorphisme
préservant la trace
Bu:B(M C N,a) — B(M C N,a").

De plus, les assertions suivantes sont vraies. (i)(i)

1. Siv e Bl(a%), alors vu € B'(«) et
Bvu = /BU © Bu

2. Supposons que « s’étende en une action continue préservant la trace sur (N, 7), encore notée
a. Alors I'isomorphisme (3, est équivariant : pour tout g € G,

Buoay=ayofB, sur B(M CN,a).
3. Pour tout x € B(M C N, «), 'application

Bl'(a) — N, w —> By(x),

est continue pour la || - [[;-convergence compacte-uniforme sur les cocycles et la || - ||2-topologie
sur N.

Démonstration. Choisissons un filet (u;);e; dans U(M) tel que 0,(u;) converge vers wu. Alors
Ja(uwju;) — 1 quand i, j tendent vers l'infini.

Par conséquent,
|wizw; — ujzuilly = ||(wjuw)r — z(uwjug)ll2 — 0

parce que x € B(M C N, a). Cela signifie que (u;zu}); est de Cauchy dans L*(N, 7). Ses termes sont
uniformément bornés, donc sa limite appartient a /N. La méme comparaison, appliquée a deux filets
implémentants différents, prouve que la limite est indépendante du choix de (u;);c;. Notons-la S, (z).

Si (v3)ies satisfait Oyu(v;) — v € Bl (a), alors 9, (viu;) — vu, d’olt
Bou(z) = 11?1 VU TU V) = lign v; Bu(x)v}.
Cela montre d’abord, lorsque v = 1, que §,(x) € B(M C N, a") et ensuite, pour v arbitraire, que
Buou(@) = Bo(Bu()).
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L’application (3, est unitale, préserve la trace, préserve l'involution, et est multiplicative, par la
limite définissante et la continuité de la multiplication sur les ensembles bornés pour || - ||2. De plus,
B+ est un inverse de (3, par la relation précédente. Donc (3, est un isomorphisme préservant la trace.

Nous prouvons le point (ii). La définition du bicentralisateur relatif montre que B(M C N, «) est
a-invariant. Soit (v;); implémentant u et posons d; , = v;ay(v}). Pour z € B(M C N, a) et g € G,
nous avons

g (vizvy) = viag ()07 |2 < 2[[2]|oollug = digll2-

En passant a la limite, on obtient
g (Bu()) = Bulay(r)).

Enfin, fixons u, x et € > 0. La comparaison utilisée ci-dessus pour prouver que la limite définissante
est indépendante du filet implémentant donne K € G et § > 0 tels que

up |0, (8)y — gl <8 = [lsus” = Buw)a < ¢
g€

pour tout s € U(M). Si w € B'(«a) satisfait

sup ||wg - ug||2 <4/2,
geK

choisissons un unitaire implémentant s € U(M) tel que

up [0a(s)y — wlle < /2. Jlsws” = Bu(@)]a < =
ge

L’implication ci-dessus donne
1Bu(@) = Bu()[2 < 2¢,

ce qui prouve le point (iii). ]

Proposition 4.4. Pouri € {1,2}, soit M; C N; des inclusions d’algébres de von Neumann traciales
et soit a; : G ~ (M;, ;) des actions préservant la trace. Posons

M=M®&M, N=N®N;, a=a ®as.

Alors
B(M C N,«a) C B(M; C Ny, a1) ® B(My C Ny, as).

De plus, si u; € BY(«;) pouri € {1,2}, alors u = u; @ ug € Bl («) et

Bu(@) = (Bur @ Bus) ()

pour tout x € B(M C N, ).

Démonstration. Pour une ultrapuissance suffissamment grande,

ME G M2 ¢ M@=,
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La Proposition 2.7 donne

B(M C N,a) C (My™ & My™) NN
= B(Ml C Nl,Oél) @B(MQ C NQ,O[Z).

Pour i € {1,2}, choisissons un filet (v; ;,);,es, dans U(M;) tel que
aai (Ui,ji) — U
uniformément sur les sous-ensembles compacts de GG. Sur ’ensemble dirigé produit J; x J,, posons

W(jy,j2) = V1,51 @ V2 j,-

Alors
804<7“U(j1,j2))g = aal (Ul»jl )g ® aOt2 <U2,j2)97

donc 0,(wj, j,)) — v uniformément sur les sous-ensembles compacts. En particulier, v € Bl(«).
Par la Proposition 4.3, le membre de gauche de la formule annoncée est la limite dans || - ||z de

(Ul,jl ® UQ,jz)x(Uijl ® U;,jz)'

Pour les tenseurs élémentaires dans B(M; C Ny, 1) ® B(My C Na, ag), cette limite est 8, ® Bu,-
La méme conclusion vaut sur le produit tensoriel de von Neumann par densité et continuité dans
|| - ||2, et donc pour tout z € B(M C N, «). O

4.3. Perturbations ergodiques par cocycle

Définition 4.5. L’action a: G ~ (M, 7) est dite pleine si 'application cobord
O UM) — Z!(a), 0a(V)g = vay(v"),

est ouverte sur son image. De maniére équivalente, a est pleine si, pour tout € > 0, il existe K € G
et 0 > 0 tels que, pour tout v € U(M),

sup [lag(v) —v|la <6 = dista(v,U(M?)) < e. (4..1)
geK

Proposition 4.6. Soit w un ultrafiltre cofinal sur un ensemble dirigé suffisamment grand. Alors a

est pleine si et seulement si
(Ma)w — M@

Si « est pleine alors B'(«) est fermé dans Z'(a). Si G est a base dénombrable et M a un prédual
séparable, alors la réciproque est également vraie : B'(a) est fermé si et seulement si « est pleine.

Enfin, si uw € BY(«) alors « est pleine si et seulement si o est pleine.

Démonstration. Supposons d’abord que « soit pleine. Soit V' = (v;)* € U(M**), ot les v; sont des
unitaires et sont asymptotiquement a-invariants uniformément sur les sous-ensembles compacts de
G. La plénitude implique

hm diStQ (/Ui, Z/{(Ma)) = 0.

1—Ww
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En choisissant w; € U(M®) réalisant asymptotiquement cette distance, on obtient V' = (w;)* €
(M*)“. Puisqu'une algebre de von Neumann est engendrée linéairement par ses unitaires, cela
prouve M“* C (M®*)¥. L’inclusion réciproque est automatique.
Réciproquement, supposons que « ne soit pas pleine. Il existe €9 > 0 et un filet (v;); dans U(M)
tels que

3a(vi) — 1

uniformément sur les sous-ensembles compacts de GG, tandis que
diStQ(Ui,u(Ma)) 2 o (Z)

Ce filet définit un unitaire V' = (v;)* € M“*. Si (M*)* = M“*, alors V € (M®)“. Le relevement
unitaire dans (M*)¥ donnerait des unitaires w; € M® tels que ||v; — w;]l2 — 0 le long de w, une
contradiction. Cela prouve ’équivalence.

Nous montrons ensuite que la plénitude implique la fermeture de B'(«a). Posons H = U(M®). Le
quotient U(M)/H est complet pour la métrique

dvH,wH) = ing{ lv — wal|s,

parce que la métrique induite par || - |2 sur U (M) est complete et bi-invariante et que H est fermé.
Soit (9, (v;)); un filet dans B'(«) convergeant vers u € Z'(«). Pour 7,5 et g € G, nous avons

10a(vi)g = Oa(v)gll2 = [10a(vjvi)g — 12

La plénitude implique donc que (v;H); est un filet de Cauchy dans U(M)/H. Soit vH sa limite.
Par continuité de ’application cobord,

u=1im 9, (v;) = 0,(v),
donc u € B(a). D’ont B'(a) est fermé.

Supposons enfin que G soit a base dénombrable et que M, soit séparable. La Proposition 4.2
montre que Z'(a) est polonais et que le groupe polonais U(M) agit continfiment sur lui. L’orbite
du cocycle trivial est précisément B!(a), et son application orbitale est d,. Si B'(a) est fermé,
cette orbite est un sous-espace fermé, donc polonais, de Z!(a). Le théoréeme de l'application ou-
verte d'Effros pour les actions de groupes polonais [Ef65, Théoreme 2.1] implique que I'application
orbitale 9, : U(M) — B'(«a) est ouverte. Ainsi « est pleine.

Il reste a prouver l'assertion finale. Soit u € B'(a). Supposons d’abord que « soit pleine. Par
I'implication précédente, B'(«) est fermé, et donc u € B'(a). Ainsi a* est conjuguée a a, donc elle
est pleine. Maintenant, observons que u* € B(a*) et a = (a*)*". Donc, par le méme argument, si
a" est pleine alors « est aussi pleine. O

Théoréme 4.7. Soit G un groupe localement compact a base dénombrable et soit (M, T) une algébre
de von Neumann traciale d prédual séparable. Soit o : G ~ (M, T) une action continue fidele
préservant la trace. Supposons que a ne soit pas pleine, c¢’est-a-dire que B*(a) ne soit pas fermé
dans Z'(). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes. (i)(i)
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1. 1l existe v € B(«) tel que o soit ergodique.

2. L’ensemble

{v € B(a) | a’ est ergodique}

est un sous-ensemble G5 dense de Bl(«).
3. B(M,a) N M® = Cl.

Démonstration. La Proposition 4.3, point (ii), donne
By(B(M,a) " M*) = B(M, ") N M*". (4..2)

Si aV est ergodique, I'algebre a droite de (4..2) est scalaire. Cela prouve (i) = (iii). Puisque (ii) = (i)
est immédiat, il reste seulement a montrer que (iii) = (ii). Soit

£ ={ue Bl(a)| M =C1}.

Nous montrons d’abord que £ est un sous-ensemble G5 de 'espace polonais Bl(«). Pour u € B'(«)
et x € M, posons

Fo(u) = [[Eppar (2)]]2

L’enveloppe convexe fermée de 'orbite a* de x a Ejau () comme unique élément de norme mini-
male.

Par conséquent,

7"21, thO,thzl, ngG}.

J

F,(u) = inf {

> tiag ()
j=1

2

Chaque expression a l'intérieur de I'infimum est continue en uw. Donc F) est semi-continue supé-
rieurement.

Choisissons une suite (), || - [|o-dense dans la partie centrée de la boule unité de M. Alors nous
avons
E= () {ueBYa)|F,(u) <m™'}
n,m>1

et la semi-continuité supérieure des fonctions F,,, montre que c’est un sous-ensemble G5 de B («).

Maintenant, supposons que la propriété (iii) soit satisfaite. Nous prouvons que & est dense. Soit

C= () {ve B'(a)| F, est continue en v}.
zeM

[’estimation
[ Epzer (0)]l2 = [Earer () [l2] < llzn — yll2 (4..3)

montre que

C = ({v € BY(a) | F,, est continue en v}.

n>1

46



Puisqu’une fonction réelle semi-continue supérieurement sur un espace polonais a un ensemble G

dense de points de continuité, nous avons que C est un sous-ensemble G5 dense de B'(«). Nous
allons montrer que C C £.

Prenons v € C et posons 8 = . Nous voulons montrer que [ est ergodique. Puisque a n’est pas
pleine, B n’est pas pleine, donc

(MPY C M@P. (4..4)
L’équation (4..2) et la propriété (iii) donnent
B(M,3)n MP = C1. (4..5)

L’algébre B(M,[3) est B-invariante. Par conséquent, les espérances conditionnelles sur M” et
B(M, ) commutent. Il découle de (4..5) que

(M%* N B(M, p)* = C1. (4..6)

La Proposition 2.7 donne
(M“PY'n M C B(M, 3)~.

En combinant cette inclusion avec (4..6), nous obtenons

Z(M*“Pyn (MP)* = C1. (4..7)
Supposons que nous ayons un certain y € M? & C. Nous affirmons qu'il existe U € U(M*#) tel que
UyU* ¢ (MP)~. (4..8)

Sinon, l'algebre de von Neumann
D = {UyU* | U € U(M*“")}"

serait contenue dans (M”)* et invariante sous tout automorphisme intérieur de M*“**. La description
standard des sous-algebres de von Neumann invariantes sous tout automorphisme intérieur donne
une projection e € Z(M*“#) N D telle que

De = M“Pe,  Det C Z(M“P)et.

L’équation (4..7) force e = 1, donc M“# = D. En particulier, M“* C (M?)*  en contradiction
avec (4..4). L’affirmation s’ensuit.

Choisissons U comme dans (4..8), écrivons U = (u;)“, et posons
d = disty(UyU*, (MP)*) > 0.
Définissons
cg) = By(u;), qéi) = cg)vg.
Alors ¢ € B(a) et ¢) — v compact-uniformément le long de w parce que U € M. De plus,
v = w; MPu;
et donc

lim [1E, o 0)3 = [ B (Vg0 = llgll3 - & (4.9)

Le membre de gauche est donc strictement plus petit & la limite que sa valeur ||y en v. Cela
contredit la continuité de F, en v. Donc M? = C1. Nous avons montré que C est contenu dans &.
L’ensemble £ est par conséquent dense, ce qui prouve (iii) = (ii). O
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4.4. Un théoreme d’annulation approchée des 1-cocycles

Théoreme 4.8. Soit a : G ~ M une action continue sur un facteur de type 11y, noté M. Supposons
que G soit moyennable et que o posséde la propriété de Rokhlin. Alors

Z'(a) = Bl(a).
Démonstration. Soit u € Z'(a). Sur N = My (M) considérons la perturbation par cocycle

1 0 .
6, = Ad (0 ug> o (idm, ® ay).

(e )= (i i)

Nw,@ - 1M2 X Mw,aa

Ainsi

Sous l'identification canonique

I’action 6, correspond a o, : le cocycle commute avec tout élément de M, ,. Ainsi les représenta-
tions de Koopman de 0, et «,, coincident. Le Corollaire 3.16 montre que # est de Rokhlin.

Puisque G est moyennable, le Théoréme 3.17 donne
B(N,0) = C1.

En particulier, N“ est un facteur. Les projections ei1, €20 € N ont la méme trace, donc elles
sont équivalentes dans ce facteur. Par conséquent, il existe W € N“? tel que

W*W = €11, WW* = €99.
Par suite, W = e,V pour un certain unitaire V'€ My. L'égalité 0¢'(W) = W donne
uga{;(v) = V7

et donc
ug = Vag (V") (9 € G).

Ainsi u € B'(a®). La Proposition 4.1 implique que v € B!(«a). L’inclusion réciproque est automa-
tique. ]

5. L’action bicentralisatrice duale pour les groupes abé-
liens

Dans cette section, le groupe localement compact G est supposé abélien, (M, ) est une algebre de
von Neumann traciale, et o : G ~ (M, 7) est une action continue préservant la trace.

Pour les actions préservant la trace de groupes abéliens localement compacts a spectre de Connes
plein, nous prouvons que tout 1-cocycle unitaire est un cobord approché. La preuve compare les
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parties fixes des bicentralisateurs analytique et algébrique. Cela donne un analogue de la transitivité
de Connes—Stgrmer [CS78] et définit une action canonique du groupe dual sur le bicentralisateur.

Nous déterminons ensuite les points fixes et les opérateurs propres de cette action bicentralisa-
trice duale. Les états propres approchés réduisent ces questions a des relations de commutation
et d’entrelacement dans l'algebre originale. En particulier, I'action bicentralisatrice duale est
ergodique sur le bicentralisateur d'un facteur, et 'extériorité propre de ’action originale est équi-
valente au mélange faible de 'action bicentralisatrice duale. Nous relions aussi la formulation par
correspondances de la propriété de Rokhlin aux unitaires propres dans 1’algebre des suites centrales.

Enfin, nous terminons la section par une application de ’action bicentralisatrice duale a la propriété
de sous-facteur intermédiaire.

5.1. Annulation approchée des 1-cocycles pour les groupes abéliens

Lemme 5.1. Soit 7 la trace canonique sur M x,G. Pour a,b € M, l’égalité Eyara)(a) = Epar,a) (D)
est vraie si et seulement st

T(ahz) = 7(bhz)

pour tout z € M' N (M %, G) et h € Lo(G) avec 7(|h|) < co. Si a,b € M, il suffit d’exiger ces
égalités pour z € Z(M 1, G).

Démonstration. Par la Proposition 2.18, nous avons
T(ahz) = T(Epm,a)wac(a)hz).
De plus, puisque a € M, nous avons

B (a,0)16(0) = Ebara)(a).
Par conséquent
T(ahz) = 7(bhz)
si et seulement si
%(Eb(M,a)xaG(a)hz) = %(Eb(Mya)Na(;(a,)hZ)
pour tout z € M' N (M %, G) et h € L,(G) avec 7(|h|) < oc.

La conclusion découle du fait que les fonctionnelles linéaires normales 7(hz-) pour h € L,(G) et
z € M'N (M %, G) séparent les points de b(M, a) %, G.

Si a € M®, alors Epayx.c(a) € b(M,a) N M®. Par conséquent, nous pouvons appliquer la
Proposition 2.19 et conclure par le méme argument. O

Lemme 5.2. Prenons a € M, N M® avec 7(a) = 1. Pour tout voisinage Q C G de 1, il existe
® € B(L*(M)) tel que



Démonstration. Choisissons un voisinage compact symétrique de I'identité K & G tel que K-K C ()
et définissons une projection p = u*(1x) € M x, G.

Soit b = Ep(am,a)(a). Les éléments positifs ap = pa et bp = pb dans M x, G satisfont la relation
T(apz) = 7T(bpz) pour tout z € Z(M X, G). Ainsi ap et bp ont la méme trace a valeurs dans le
centre dans le coin fini p(M x, G)p. Donc, par un argument classique de maximalité, nous pouvons
trouver des isométries partielles v; dans ce coin et des nombres u; > 0 tels que

Zﬁ%vai = ap, ZM%‘U; = bp.
i i

Les sommes convergent fortement, et 3, ;7 (viv;) = p(K). Identifions L*(M x,G) a L*(M)®L*(G)
et soit
® € B(LA(M)). : T = p(K) ™'Y (T © 1)3;, 5;).

el

Prenons x € M. En utilisant la relation pyrw,c(x) = pu(z) ® 1, nous voyons que ¢ satisfait

®(py(x)) = p(K) "' 3 pi7 (viviw) = p(K) ™7 (paz) = 7(az).

il

De méme, en utilisant la relation Ay, q(x) = Ay() ® 1, qui est vraie parce que x € M®, nous
voyons que
(Anr(2) = p(E) ™'Y pit (wvivf) = p(K) ™' F(abp) = 7(bx).
i€l
Il reste a vérifier que

O(U°(1g)) = 1.

Puisque v; = pv;p pour tout ¢ € I, le vecteur v; appartient a 'image des deux projections suivantes

Arxac(P) = (1@ Ac)(1k),  prxac(p) = (U* ® Ag)(1k),
d’on
SPigag (i) € K, SPpagea, (0i) C K.
Alors la regle du produit implique que
SpUa®1({}\7j) C K2 C Q.
En particulier, nous avons ®(U%(1g)) = 1. O
Théoréme 5.3. Nous avons B(M,a) N M® = b(M,«) N M®.

Démonstration. Par homogénéité, prenons a € M, NM® avec 7(a) = 1. Pour tout Q < G, prenons

un état ®o comme dans le Lemme 5.2. Soit ® un point d’accumulation faible” du filet (®q), g ot

nous dirigeons les voisinages de 'identité Q2 < G par inclusion inverse. Alors nous avons
(py () = (ax), (v e M),
(@) = r(EBruray(a)a),  (x € M),
U =1(1)  (f€Col@)).
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Maintenant, prenons une application ucp ¢ € UCP(B(L?(M))) dans l'enveloppe convexe faible*-
fermée de {Ad(US) | g € G} telle que

DA () = A (Bare (7)),

Vpa () = prr(Epsa ().

Alors, apres avoir remplacé ® par ® o1, et en utilisant le fait que a et Eypyq)(a) sont dans M,
nous obtenons

(pu () = 7(ax), (v € M),
(A (z)) = 7(Evaray(a)r),  (z € M),
QU(f) = f(1)  (f € CalG))
Le Lemme 3.9 donne donc, pour tout x € B(M, «),

T(ax) = ®(pm(x)) = P(Am(2)) = T(Ev,e)(a)z).

Cela signifie que Eg(ar,a)(@) = Ep(a,a)(@). Si, de plus, a € B(M, «r), le membre de gauche vaut a. En
décomposant des éléments fixes arbitraires de B(M, a) en combinaisons linéaires d’éléments positifs,
on obtient B(M, a)NM* C b(M, a)NM®. L’inclusion réciproque découle de b(M, o) C B(M, ). [

Corollaire 5.4. Soit o : G ~ M une action préservant la trace d’un groupe abélien localement
compact, et soit w un ultrafiltre cofinal suffisamment grand. Deux projections p,q € M* sont équi-
valentes dans M®“* si et seulement si

Ebn,0)(P) = Enra) ()

~

SiD(a) = G, elles sont équivalentes dans M“* si et seulement si elles sont équivalentes dans M.

Démonstration. La preuve du Théoréme 5.3 montre que les espérances sur les bicentralisateurs
analytique et algébrique coincident sur M“. La premiere assertion découle donc de la Proposition
2.10.

Pour la seconde assertion, par la Proposition 2.19 nous avons

Evra)(a) = Ezan(a) (a € M?).

L’application Ez(y; est la trace normalisée a valeurs dans le centre de l'algebre finie M. Par
conséquent, la premiere assertion et le critere de trace a valeurs centrales pour 1’équivalence dans
M donnent le résultat. O]

Corollaire 5.5. Supposons que (M) N M C M®. Alors B(M,a) = b(M, ) et si nous supposons
que I'(a) = G alors B(M, ) = C1.

Démonstration. Nous avons
B(M,a) C (M*)'NM C M.

La Proposition 2.13 donne de méme b(M, a) C M. Le Théoréme 5.3 donne maintenant B(M, a) =
b(M,«a). SiI'(a) = G, alors la Proposition 2.23 donne b(M, «) = C. O
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Le théoreme suivant est ’analogue du théoreme de transitivité de Connes-Stgrmer pour les fac-
teurs de type I1I; [CS78]. En fait, on peut adapter notre preuve pour obtenir une nouvelle preuve
du théoreme de Connes-Stgrmer. Le Corollaire 5.5 fournit un analogue du résultat principal de
Haagerup-Stgrmer [HS90]. La encore, notre preuve peut étre adaptée pour fournir une preuve uni-
fiée de leur résultat sans désintégration ni distinction de type.

Théoréme 5.6. Soit o : G ~ M une action préservant la trace d’un groupe abélien localement
compact. Si T'(a) = G, alors Z'(a) = BY(«).

Démonstration. Prenons v € Z'(a) et munissons N = My(C) ® M de sa trace produit tensoriel
normalisée. Définissons

1 0

vy = Ad <0 > o (id ® o).

Ug
L’isomorphisme standard
N %, G — M(C)® (M %, G)

fixe N et envoie son unitaire de groupe canonique en g vers diag(u,,vyu,). Il entrelace les ac-
tions duales. Puisque le centre d’'une amplification matricielle est le centre amplifié, nous avons

T'(y) =T(a) =G.

Les projections e, e59 appartiennent a N” et sont équivalentes dans N. Le Corollaire 5.4 donne
une isométrie partielle W € N“7 satisfaisant

W*W = €11, WW* = €99.
Ecrivons W = e,V avec V € U(M*). Son invariance donne

v, (V) =V, vg = Vag (V7) (g € G).

g

Le cocycle g — diag(1,v,) est continu, donc la perturbation par cocycle préserve 1'ultrapuissance
équicontinue. Par conséquent V' € MY. La Proposition 4.1 donne maintenant v € B!(«). O

Nous pouvons maintenant définir ’action bicentralisatrice duale.

Corollaire 5.7. Supposons que I'(a) = G. Alors nous avons une action continue préservant la
trace bien définie R
f:GAB(MCN,a):p— 0,

pour toute inclusion traciale M C N. De plus, pour u € BY(«) et p € G, nous avons
ﬁpoﬁuzﬁuoﬁp-

Démonstration. Nous utilisons la Proposition 4.3. Les cocycles scalaires ne changent pas l’action sur
M, donc chaque 3, est un automorphisme. Les assertions de composition et de continuité découlent
de la Proposition 4.3. Enfin, les cocycles scalaires commutent avec u, et donc

ﬁpoﬂu:ﬁpuzﬂupzﬁuoﬁp-
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5.2. Etats propres approchés pour les groupes abéliens localement
compacts

Dans toute cette sous-section, soit G un groupe abélien localement compact et soit U : G — U(H)
une représentation unitaire fortement continue. Aucune hypothese de dénombrabilité n’est imposée
sur G.

Nous écrivons

~

U: Co(G) — B(H)

pour la représentation spectrale correspondante. Nous utilisons la convention de Fourier
U= [p@)aEw), U= [ foU,dg (f€L(G)).
Définition 5.8. Pour p € G et f € Co(G), définissons le translaté a gauche L,fe Co(G) par

(Lpf)(q) = f(pa) (¢ € Q).

Lemme 5.9. Pour tout voisinage V de 1 dans @, il existe une densité de probabilité non négative
h € LY(G) telle que ~
inf |1 — h(q)| > 0. (5..1)
qgv

Démonstration. Choisissons un ensemble compact K C GG et § > 0 tels que

{qe@

geK

supla(g) — 1] <6} cv.

Soit H < (G le sous-groupe ouvert og-compact engendré par un voisinage de l'identité relativement
compact. L’'image de K dans le groupe discret G/H est finie. En adjoignant un nombre fini de
représentants, on obtient un sous-groupe ouvert g-compact G qui contient K. Prenons une densité
de probabilité qui est positive presque partout sur Gy et nulle hors de Gy. Sa transformée de Fourier
est égale & un précisément sur Gy . Puisque Gy C V et que la transformée de Fourier s’annule &
'infini, la compacité donne (5..1). O

Définition 5.10. Pour une mesure de probabilité de Radon u sur G, notons

ou(T) = [ U,TU; dplg)

I'application normale intégrée sur B(H). Un état ® sur B(H) est dit fortement Ad(U)-invariant
lorsque ® o 0, = ® pour toute mesure de probabilité de Radon p sur G.

Définition 5.11. Un état @ sur B(H) est un état propre U-approché s’il existe des vecteurs unitaires
& € H et des caracteéres p; € G tels que

1

et
limsup U8 — pil9)&il =0 (K € G). (5..2)
g
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Lemme 5.12. Soit ® représenté par des vecteurs unitaires & € H et des caractéres p; € G comme
dans la Définition 5.11, et soit E la mesure spectrale de U. Alors ® est un état propre U-approché
s et seulement si

lim [E(p7 V)6 — & =0

pour tout voisinage V de 1 € G. En particulier,
lim |U(Ly, /)& = fDEN =0 (f € Co(G)). (5.-3)

Démonstration. La localisation spectrale implique (5..2) en choisissant un voisinage de 'identité
sur lequel les caracteres sont uniformément proches de un sur un sous-ensemble compact prescrit
de G. Réciproquement, fixons V' et choisissons A comme dans le Lemme 5.9. Posons

A= [ ha)pl9)U, dg.

L’approximation compacte-uniforme et la tension de h(g)dg donnent ||(A4; — 1)&]|| — 0. Le multi-
plicateur spectral de A; — 1 en q € G est ?L(piq) — 1. Sur le complémentaire de p; 'V, son module
est minoré par la constante de (5..1). D’ot [|(1 — E(p; 'V))&|| — 0. Cela prouve I'équivalence, et le
calcul fonctionnel continu donne (5..3). O

Proposition 5.13. Un état sur B(H) est fortement Ad(U)-invariant si et seulement s’il appartient
a l’enveloppe convexe faible*-fermée des états propres U-approchés.

Démonstration. C’est la version localement compacte abélienne du théoreme des états propres ap-
prochés de [Ma20, Théoréme 3.2]. Nous donnons 'argument parce que la caractérisation spectrale
du Lemme 5.12 remplace les translations d’un générateur auto-adjoint.

Un état propre approché est fortement invariant. En effet, la Définition 5.11 montre que les états
vectoriels correspondants sont asymptotiquement invariants en norme, uniformément sur les sous-
ensembles compacts de G. Toute mesure de probabilité de Radon sur G est tendue, donc il en va
de méme apres intégration contre toute mesure de probabilité de Radon. L’invariance forte est
préservée par les combinaisons convexes et les limites faible*.

Réciproquement, soit ® fortement invariant. Choisissons un filet de Reiter de densités de probabilité
h; € L'(G). Les états normaux sont faible* denses dans I'espace des états de B(H). Pour chaque 1,
approchons ® par des états normaux et composons-les avec o,,. Un filet diagonal des états normaux
résultants ®; converge faible* vers ® parce que ® o gj,, = ®. La propriété de Reiter donne

sup ||®; — ®; 0 Ad(U,)| — 0 (K € G).

geK
Soit d; la densité de ®; et regardons (; = dg /2 comme un vecteur unitaire dans
HS(H)=H ® H.

L’inégalité de Powers—Stgrmer montre que ((;); est presque invariant, uniformément sur les en-
sembles compacts, pour
W, =U, @ U,.
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Pour h € L'(G), nous utilisons la notation intégrée W (h) = [ h(g)W, dg.

Supposons qu'un opérateur auto-adjoint 7' € B(H) satisfasse W(7) < 0 pour tout état propre
U-approché V. Fixons € > 0. Il existe un voisinage symétrique V de 1 € G tel que

E(pV)TE(pV) < cE(pV) (pe ). (5..4)

Sinon, en dirigeant les voisinages de I'identité par inclusion inverse, nous pourrions trouver py € G
et un vecteur unitaire &y € E(pyV)H avec (T€y,&y) > €. Tout point d’accumulation faible* des
états vectoriels correspondants serait un état propre U-approché de caracteres propres approchés
p‘_/—l, ce qui est une contradiction.

Posons ¢ = ||T'|| 4+ ||T||?/e. L’estimation usuelle par blocs 2 x 2 appliquée a (5..4) donne
T<214+c¢1-E@pV)) (ed).
En appliquant le théoréme spectral au second facteur tensoriel, on obtient
T®1< 2l 4 cQy, (5..5)

ou @y est la projection spectrale de W associée a G \ V. L’invariance approchée de (; implique
|Qv (|| — 0. Pour le voir directement, choisissons une densité de probabilité non négative h comme
dans le Lemme 5.9. Puisque ||W (h)(;—¢|| — 0, le théoreme spectral donne la convergence annoncée.

11 découle de (5..5) que

En faisant tendre € vers zéro et en appliquant la séparation de Hahn—Banach, on prouve que &
appartient a I’enveloppe convexe faible*-fermée des états propres U-approchés. O

Lemme 5.14. Soit S C B(H) un sous-espace. Supposons que, pour tout p € é, il existe une
application complétement positive unitale 9, : B(H) — B(H) telle que

Gls =ids,  9,(U(f) =U(Lpf) (f € Co(G)).
Si ® est un état fortement Ad(U)-invariant sur B(H), alors il existe un état ® sur B(H) tel que
Ols=Bls,  U(F) = (1) (f€Co()).

Démonstration. Supposons d’abord que @ soit un état propre U-approché et choisissons &; et p;
comme dans la Définition 5.11. Tout point d’accumulation faible* des états

T (05,(T)&:, &)

coincide avec ® sur S. Le Lemme 5.12, précisément (5..3), montre que sa restriction a U(Co(G))
est I’évaluation au caractere trivial.

L’ensemble des états pour lesquels un tel état centré existe est faible* fermé et convexe. La Propo-
sition 5.13 donne donc la conclusion pour tout état fortement invariant. O
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5.3. Points fixes de ’action bicentralisatrice duale

Dans toute cette sous-section, soit G un groupe abélien localement compact, soit (M, 7) C (N, 1)
une inclusion d’algebres de von Neumann traciales, et soit « : G ~ (M, T) une action continue
préservant la trace. Nous supposons que I'(a) = G. Par le Corollaire 5.7, nous avons une action
bicentralisatrice duale continue préservant la trace

B:G A B(MCN,a).

Notre objectif est de prouver que son algebre des points fixes est M’ N N. Aucune extension de «
a N ne sera utilisée.

Soit Epr @ N — M lespérance conditionnelle préservant la trace, soient Ay, pas et Ay, py les
représentations standard gauche et droite de M et N, respectivement, et soit

V:L*(M) — L*N), V=27 (ze M),
I’isométrie canonique. Pour tout x € M, nous avons
VAu(z) = An(@)V,  Vpu(z) = py(2)V,
tandis que, pour tout x € N,
VAIAN(@)V = Au(En(x),  Vipn(2)V = par(En ().

Pour a,b € N, posons
Aa,b) = V*An(a)pn(b)V € B(L2(M)).

Ainsi
Az, 1) = Ay (Ep (), AL, z) = pp(Ep(2)) (r € N).

Nous désignons par U® la mise en ceuvre standard de o sur L*(M) et par U%(f) sa représentation

~

spectrale intégrée pour f € Cy(G).

Nous enregistrons d’abord la version comprimée de I'argument d’implémentation binormale.

Lemme 5.15. Soit ® un état sur B(L*(M)) tel que
body =T, bopy =T,

et
QU(f) =f1)  (f €Co(@)). (5..6)
Alors
D(A(z,y)) = T(zy) (5..7)

pour tout x € B(M C N,«) ety € N.
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Démonstration. La preuve est similaire a celle du Lemme 3.9. Le théoreme d’implémentation dans
les ultrapuissances traciales [Ma25, Théoreme 2.1] donne une algebre de von Neumann abélienne

traciale A, un ultrafiltre cofinal w, et un vecteur unitaire
EeL*((AB M)¥)

tel que
O(T)=(1e7)°¢& (T eB(L*(M))).

Exactement comme dans la preuve du Lemme 3.9, nous obtenons

1oz =£(1®) (x € B(M C N,a)).
Maintenant, pour x € B(M C N, «) et y € N, les formules (5..8) et (5..9) donnent

(1@ An(z)pn(y))7E,€)
= {((1@z)(l®y),f)
(€

= o(V*pn(ay)V) = @(par(Bar(zy))) = ().

Lemme 5.16. Pour tout p € G, il existe une application complétement positive unitale

0, : B(L*(M)) — B(L*(M))

~

telle que, pour a,b € N et f € Cy(G),
6p(A(,0)) = A(By(Enarcn.ay (@), b)),
0p(U*(f)) = U (Lp-1f).
1l existe aussi une application complétement positive unitale
IT: B(L*(M)) — B(L*(M))
telle que

[I(A(a,2)) = A(EB(MCN,a)ﬁ(a>a z),
[I(A(z,0)) = A(z, EB(MCN,a)B(b»a
IU=(f)) =U(f)-

pour tous a,b € N et z € B(M C N,a)”.

(5..8)

(5..9)

(5..12)

(5..13)

Démonstration. Nous construisons d’abord une application complétement positive unitale ¢ :

B(L*(M)) — B(L*(M)) satisfaisant

C(Ala,b)) = A(Eprenay(a),b),  CU(f) = U*(f).
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Fixons un ultrafiltre cofinal w sur un ensemble dirigé suffisamment grand et posons
P = M““, Q=P NN~

Soit Eg : N¥ — @ I'espérance conditionnelle préservant la trace et soit E* : N“ — N I'espérance
canonique. La Proposition 2.7 donne  C B(M C N,«)“. Puisque tout élément constant de
B(M C N, «) appartient & (), nous avons

E¥ o EQ’N = EB(MCN,a)' (515)

Le théoreme de Dixmier relatif place Eg dans la fermeture ponctuelle-|| - ||o des combinaisons
convexes finies de Ad(v) avec v € U(P). En relevant les unitaires en nombre fini et en sélectionnant
des coordonnées, on obtient des moyennes convexes finies

E(CL) = Ztid’vmavzj, Vy,j € U(M),
j=1

qui convergent ponctuellement-faible* vers Eg(arcn,q) et satisfont

max sup HO‘g<Ui,j) — 'UiJ'”Q — 0 (K < G) (516)

Considérons .
G(T) =D tighw(vig)TAu(vi;) (T € B(L*(M))).
j=1
Les relations d’entrelacement pour V' donnent
G(A(a, b)) = A(Fi(a),b).

De plus,
A (Vi) UG A (0] ;) = A (vi g (07 ) Uy

L’équation (5..16), suivie de l'intégration contre L'(G), montre que tout point d’accumulation
ponctuel-faible* de ((;); satisfait (5..14).

Fixons p € G. Par le Corollaire 5.7, le cocycle scalaire p est un cobord approché. Choisissons un
filet (w;); dans U(M) tel que

sup [wiag(w;) —p(g)l]: — 0 (K € G). (5..17)
g

Un point d’accumulation ponctuel-faible* des applications
T — A (wi)C(T) Anr (w5)

est une application 6, satisfaisant (5..10). La formule unitaire approchée de la Proposition 4.3
identifie la premiere entrée avec f3,. L'équation (5..17) donne

A (W) US A (wi) — plg) UL
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fortement, uniformément pour g dans les ensembles compacts. Sous la convention de Fourier choisie,
la multiplication par p(g) remplace la variable spectrale ¢ par p~!q. L’intégration donne donc (5..11).

Soient Jys et Jy les conjugaisons canoniques sur L*(M) et L*(N), respectivement, et définissons
0L(T) = JnsOp( s TIg) T
En utilisant JyV = V' Jy;, on obtient
0,(A(a,b)) = A(a, B(Epucnay (), 0,(U(f) = U(Lyf).

Par conséquent, ©, = 0, o 0, satisfait

0,(M(a,5) = A By(Encrena) (@) B Enrrcra (),
0,(U" (1)) = U*(f).

Choisissons une moyenne invariante a gauche m sur £*°(G) et définissons II par

(I(T)E,n) = m(p — (©,(T)E, ).

La moyenne invariante appliquée aux coefficients matriciels de S donne ’espérance préservant la
trace sur son algebre des points fixes. Si une entrée de A(a,b) appartient & B(M C N,a)”, la
formule ci-dessus pour ©, est linéaire en la seule orbite non constante. La moyenne donne donc
(5..12). La formule pour U%(f) donne (5..13). O

Lemme 5.17. I existe un état fortement Ad(U®)-invariant ®q sur B(L*(M)) tel que
Po(A(a,b)) = T7(Eprnn(a)bd) (a,b € N), (5..18)

ot Eppan : N — M' NN est ’espérance conditionnelle préservant la trace.

Démonstration. Prenons K € G et € > (. Puisque G est moyennable, nous pouvons prendre p une
mesure de probabilité sur G absolument continue par rapport a la mesure de Haar et telle que

sup [|p(k™) — plli < e
keK

Considérons le plongement
M —=L¥G,pu)@N

qui envoie z € M sur g — ay(x). Observons que
*(MY 1 (L™(G, 1) 8 N) = L=(G, p) & (M (1 N)

De plus, I'espérance conditionnelle préservant p @ 7 sur ce commutant relatif est id ® Eppqy. En
appliquant 'argument de convexité hilbertienne usuel a cette inclusion, pour tout ensemble fini
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F C N, nous obtenons des unitaires uy, ..., u, € U(M) et des nombres ty,...,t, > 0avec > ;t; =1
tels que

2
Z 1®EM’ON thuz 1® )( )* <€
acF i=1 HRT
ou de maniere équivalente
2
/ HEM/QN Zt ag(us)aag(w;)*|| du(g) <e. (5..19)
acl 2
Pour ces données, définissons un état normal sur B(L?*(M)) par
P r(T) = /Gztz <Tag<ui>*uag(ui)*> du(g). (5..20)
i=1
Alors nous avons
Q,pe(V* An(a)p / Zt T (o (u;)aoy (u;)* b) du(g). (5..21)

I1 découle de (5..19) et (5..21) que tout point d’accumulation faible* @, du filet @k g sur I'ensemble
dirigé de tous les triplets (K, F) ) satisfait (5..18).

De plus, pour k € K, composer ’état dans (5..20) avec Ad(U) ne fait que translater la mesure p.
Par conséquent,
[P e 0 A(UR) = @il < (k™) — pli < e (5..22)

L’estimation est uniforme pour k£ dans les sous-ensembles compacts. La tension des mesures de
probabilité de Radon donne alors la méme convergence apres intégration contre toute mesure de
probabilité de Radon sur G. Le point d’accumulation ®q est donc fortement Ad(U®)-invariant et
possede toutes les propriétés requises. O

Théoreme 5.18. L’algébre des points fizes de 'action bicentralisatrice duale relative est le com-
mutant relatif :
B(M C N,a)? = M'NN.

Démonstration. Tout élément de M’ N N appartient & B(M C N,a). Si p € G et (w;); satisfait
(5..17), la formule unitaire approchée donne

Bp(d) = limw;dwf =d  (d€ M'NN).

Ainsi
M'NN CcB(M C N,a)’.

Soit @y ’état du Lemme 5.17, et soit S le sous-espace linéaire
{A(z,a) ‘ z€B(M C N,a)?, ac N}.

Les équations (5..10) et (5..11) montrent que chaque 6,-1 fixe S point par point et envoie U(f) sur
U®(L,f). Le Lemme 5.14 donne un état ®; sur B(L*(M)) qui coincide avec ®, sur S et satisfait

O(U(f) = (1) (f€Co(@)).
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En particulier,
Q1 (A(z,a)) = T(Eprnn(z)a) (5..23)

pour z € B(M C N,a)? et a € N.

Soit IT l'application du Lemme 5.16 et posons ®; = ®; o II. Pour a € M, les équations (5..12) et
(5..23) donnent

D2(Au(a)) = P1(A(Ep(arcn,ap(a), 1))
= T(EM’NN(EB(MCN,a)B (a)))
= 7(a),
Dy(par(a)) = @1 (A(1, EB(McN,a)ﬁ(a))) = T(EB(McN,a)ﬁ(@)) = 7(a).

L’équation (5..13) donne aussi
©(U(f)) = f(1)  (f € Co(@)).
Le Lemme 5.15 donne maintenant
Oy(A(z,0a)) = 7(xa) (x € B(IM C N,a), a € N). (5..24)
Fixons z € B(M C N, a)?. Puisque Egmen,ae(2) = 2, la formule (5..12) donne, pour tout a € N,

7(za) = ®2(A(z,a))
= &, (A(2, Ep(renays (@)

= T(EM’QN(Z)EB(MC]\LQ)ﬁ <a>) = T(EM’HN(Z)G)'

La derniére égalité utilise Eypnn(2) € M'NN C B(M C N,a)?. En prenant a = (2 — Eypan(2))%,
on obtient z = Eppan(2) € M’ N N. Cela prouve I'inclusion réciproque. O

Théoreme 5.19. Prenons g € G et x € N. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. x € B(M C N,a) et B,(z) = p(g)z pour tout p € G.
2. xy = ay(y)x pour tout y € M.

En conséquence, la partie presque périodique de
3:GAB(MCN,a)
est contenue dans b(M C N, a).

Démonstration. Supposons d’abord que (ii) soit vraie. Pour tout filet (v;); asymptotiquement c-
invariant dans U(M), on a

[viz = zvill2 = [[(v: = ag(vi)) (]2 — 0.
Ainsi # € B(M C N, a). Si (w;); implémente approximativement un caractére p € G, alors

w;rw; = wiag(wy)r — p(g),
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ce qui donne S,(x) = p(g)x et prouve (i).
Réciproquement, supposons (i). Définissons un plongement préservant la trace

6: M — My(N),  6(a) = (g %(()a)> .

Puisque G est abélien, la formule
m(0(a)) = b(an(a))  (heG, ac M)

définit une action continue préservant la trace sur 6(M). Les systemes (M, ) et (6(M),) sont
isomorphes de maniére équivariante, donc I'(y) = I'(a) = G. Posons

C =B(O(M) C My(N),7)

et notons 3 son action bicentralisatrice duale relative.
Considérons la matrice du coin inférieur gauche

X = <2 8) € My(N).

Nous affirmons que X € C. En effet, pour v € U(M),

(), X] = ( 0 0> .

ag(u)r —zu 0

Si O(u) est suffisamment y-invariant sur un ensemble compact contenant g, alors u est suffisamment
a-invariant sur le méme ensemble compact. Donc a,(u) —w est petit en || - |2, tandis que la définition
de B(M C N, «) rend uz — xu petit. Puisque

ag(u)r —zu = (ay(u) —u)r + (ux — zu),

Paffirmation s’ensuit.

Fixons p € G et choisissons un filet (w;); dans U(M) tel que
wiap(w;) — p(h)1

en || - ||2, uniformément pour h dans les sous-ensembles compacts de G. Les unitaires 6(w;) im-
plémentent p approximativement pour 7. La formule unitaire approchée et I'hypothese de vecteur
propre donnent

N (p(g) 2(9)93 8) -

Ici nous avons utilisé a,(w;)w! — p(g)l et wyzw; — By(x) = p(g)z en || - [|2. Ainsi X € CP. Le
Théoreme 5.18 donne
X € 0(M) N My(N).

En comparant les coins inférieurs gauches dans X6(y) = 6(y)X, on obtient

vy =ag(y)e  (y € M),

comime requis. ]
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Corollaire 5.20. Supposons que N = M et que M soit un facteur. Alors « est extérieur si et
seulement si l’action bicentralisatrice duale

B:GnB(M,a)
est faiblement mélangeante.

Démonstration. Le Théoréme 5.18 donne B(M, a)? = C1. Pour une action ergodique préservant la
trace, les valeurs absolues d'un vecteur propre L? sont scalaires, donc tout vecteur propre non nul est
un multiple scalaire d’'un unitaire dans I'algebre. Puisque G est abélien, le mélange faible est donc
équivalent a ’absence d’opérateurs propres non scalaires. Par le Théoreme 5.19, un opérateur propre
en g # e existe exactement lorsque o, est intérieur. Sur un facteur, c’est précisément ’obstruction
a l'extériorité propre. O

Corollaire 5.21. Supposons que My et My soient des facteurs traciauz et que
(M, 7) = (M1 @ My, 71 ®T2), a= a1 ®gay

pour des actions continues préservant la trace o; : G~ (M;,7;) satisfaisant I'(a) = I'(aq) =
['(ag) = G. Alors « est extérieur si et seulement si

B(M,a) = Cl1.

Démonstration. Soit 3 : G~ B(M, ) le flot bicentralisateur de o.. Pour i € {1,2}, notons 3@ :
G ~ B(M;, a;) le flot bicentralisateur dual de «;. La Proposition 4.4 donne

B(]\J7 Oé) C B(Ml, Oél> =] B(MQ, Oég)

et
Bp(x) = (B @id)(x) = ([d & 8P)(x), (p€ ).
En particulier, o
1 2
B @B (@) =2 (x€B(M,a)).
Cela montre que B(M, «) est contenu dans le produit tensoriel des parties presque périodiques de

B et f?). En particulier, 5 est presque périodique. Par le Corollaire 5.20, si v est proprement
extérieur, # doit étre faiblement mélangeant. Nous concluons que B(M, «) doit étre trivial.

Réciproquement, si B(M, a) = C1, alors 3 est faiblement mélangeant. Le méme corollaire implique
donc que « est proprement extérieur. O

5.4. Propriété de sous-facteur intermédiaire

Soit G un groupe abélien localement compact et soit « : G ~ (M, 7) une action continue préservant
la trace sur un facteur de type II;. Nous désignons par (ug)sec la représentation implémentante
canonique dans

P=Mx,G

et posons
Lo(G) ={u, | g€ G} C P.
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L’espérance conditionnelle normale fidele canonique Ep, () : P — Lo(G) est caractérisée, sur les
intégrales de Fourier a support compact, par

Er.() (/G:E(g)ugdg> = /GT(m(g))ugdg. (5..25)

Théoréme 5.22. Supposons que « soit strictement extérieur et que B(M,a) = C1. Si N est un
facteur intermédiaire
McNCM x,G,

alors il existe un sous-groupe fermé H < G tel que

N =M x,, H.

aly

Démonstration. Ecrivons F = EL,(q) et soit Trp la trace semifinie canonique sur P. Nous prouvons
d’abord que E(N) C N. La preuve du Théoreme 3.10 fournit des moyennes convexes finies

E = Z ti,j Ad(Uiyj), UZ'J' € Z/{(M),

=1
telles que
maxsup [[ag(vi;) = viglls — 0 (K €G)
J  geK
et Fi(a) — 7(a)l en || - ||z pour tout @ € M. Tant F; que E préservent Trp et induisent des

contractions sur LQ(P, Trp). Pour a € M, uniformément pour g dans les sous-ensembles compacts
de G, nous avons

|Fi(aug)ug —7(a)l]l2 =

g — 0.

Z ti,jvi,jaag(vij) —7(a)l

J

2

La formule de Plancherel donne donc Fi(y) — E(y) dans L*(P, Trp) pour les intégrales de Fourier
a support compact. De telles intégrales sont denses dans cet espace de Hilbert, donc la méme
convergence vaut pour tout y € L*(P, Trp).

Soit e € Lo(G) une projection avec Trp(e) < oo, et soit f, € L*(G) sa transformée de Fourier
inverse. Pour v € U (M), Plancherel donne

I, lll3 e, = /G [fe(9)*llv — ag(v)I3 dg.

Cela découle d’abord pour les transformées de Fourier de fonctions a support compact, puis par
approximation L. L’invariance approchée compacte-uniforme et la borne |[v — a,(v)[2s < 2 im-
pliquent

max [[vi, e]ll2e, — 0.

Pour tout = € P, il s’ensuit que

leFi(z)e — Fi(ewe)lamp < 2|l max|l[viy, e]lla e, — 0.
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Puisque exe € L?(P, Trp) et E(exe) = eF(x)e, nous obtenons eFj(z)e — eE(x)e dans L*(P, Trp).
Les projections de trace finie dans L, (G) croissent fortement vers 1. La borne uniforme || F;(z)|| <
||z|| donne maintenant F;(z) — E(z) faiblement* pour tout z € P. En particulier,

E(x)e () convw*{vxv* veUM),
S0 (5..26)

sup ||y (v) — vz < (5} (x € P).
geEK

Puisque M C N, tout conjugué vaxv* apparaissant dans (5..26) appartient & N lorsque x € N. D’ou
ELQ(G)(N) C N.
Par conséquent
EA:ELQ(G)|NIN—>A, AZNQLQ(G),

est une espérance conditionnelle normale fidéle.

Nous prouvons ensuite que A est invariante sous I'action duale. L’extériorité stricte implique que P
est un facteur, et donc que I'(a) = G. Le théoréme d’annulation approchée des cocycles, Théoréme
5.6, appliqué au cocycle scalaire p € G, fournit un filet (w;); dans U(M) tel que

sup Jwiag(w;) —p(g)ll: — 0 (K € G). (5..27)
g

Posons 6 = @,-1. Notre convention d’action duale donne 6(u,) = p(g)u,. Plancherel et (5..27)
impliquent
Ad(w;)(y) — 8(y) dans L*(P, Trp) (y € L*(Lo(G), Trp)).

En effet, 'erreur quadratique pour une intégrale de Fourier de coefficient f € L*(G) est
L1 Plwiay () = plo) 13 dg.

qui tend vers zéro par convergence compacte-uniforme et une estimation de queue L% Pour une
projection de trace finie e € L, (G) et x € L,(G), nous avons

16(e) Ad(wi)(x)d(e) — Ad(wi)(exe)||a, v
< 2||z[|[] Ad(wi)(e) = d(e)[l2,rp — 0.

En appliquant la convergence L? précédente & exe puis en faisant croitre e vers 1, on prouve la
convergence ponctuelle-faible* Ad(w;) — § sur toute l'algebre de groupe. Si x € A, chaque w;zw}
appartient a N, donc &,-1(x) € N. Puisque l'action duale préserve L, (G) et que p était arbitraire,
nous concluons que ~

a,(A)=A (p €G).

Sous l'identification de Fourier Lo(G) = L™(G), action duale est Paction par translation de G. Les

sous-algebres de von Neumann invariantes par translation de L>(G) sont précisément les algebres
associées aux groupes quotients. Par conséquent, il existe un sous-groupe fermé H < G tel que

A = Lo(H). (5..28)
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Nous terminons avec la caractérisation standard par support de Fourier

M x

olm

H= {x ePrP ‘ Er, () (axb) € Lo(H) pour tous a,b € M} (5..29)

L’inclusion de gauche a droite découle d’abord sur les éléments au, avec h € H, puis par normalité
de E. Pour la réciproque, soit H+ < G lannihilateur de H. La condition de droite implique, pour
tout p € H' et a,b € M, que

Er, (@) (ady(z)b) = ay(EL,()(azrb)) = Er, @) (axb).

Les applications y — E(ayb), avec a,b € M, séparent les points de P. En effet, si elles s’annulent
toutes en y, alors

Trp (A(f) aybA(h)) = Trp(A(f)" Elayb)A(h)) = 0

pour f,h € C.(G), ou A(f) = [ f(g)u, dg. Les vecteurs aA(f) engendrent un sous-espace dense de
L*(P, Trp), donc ces identités forcent y = 0. D’olt @,(z) = 2 pour tout p € H*, et la dualité donne

e Plut = M w,, H.

alg

Cela prouve (5..29).
Clairement M x
donc

H C N par (5..28). Réciproquement, si x € N et a,b € M, alors axb € N et

olg

Er, (¢ (axb) € A= L.(H).

La formule (5..29) donne z € M x,,, H, et la preuve est complete. O

alg

6. Le théoreme du commutant relatif et la propriété de
résonance

Nous étudions les commutants relatifs dans les produits croisés au moyen de distributions de co-
efficients de Fourier. Le lissage des deux c6tés donne une représentation distributionnelle injective
dont le support enregistre le spectre joint de l'action étendue et de 'action duale. Dans le cas
préservant la trace, les relations de commutation confinent ce spectre a l’ensemble de résonance.
Nous étendons également le cadre distributionnel aux actions préservant un poids normal fidele
semifini.

Pour les flots, la géométrie de I’ensemble de résonance donne la dichotomie du commutant relatif
et montre que 'extériorité jointe au spectre de Connes plein implique 'extériorité stricte. Le méme
cadre retrouve le théoreme du commutant relatif de Connes—Takesaki. Nous déterminons aussi
exactement quels groupes abéliens localement compacts a base dénombrable satisfont cette impli-
cation d’extériorité stricte. Pour chaque groupe restant, nous construisons une action extérieure sur
le facteur hyperfini de type II; a produit croisé factorial et commutant relatif diffus.

6.1. Préliminaires pour les actions de groupes abéliens localement com-
pacts

Dans les Sous-sections 6.1.—6.3., soit G un groupe abélien localement compact, noté additivement, et
soit G son dual de Pontryagin, noté multiplicativement. Nous fixons les mesures de Haar en dualité
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de Plancherel. La Sous-section 6.1. fixe les notations et résultats utilisés dans les Sous-sections 6.2.
et 6.3.. Dans les Sous-sections 6.1.—6.2., M est une algebre de von Neumann arbitraireet o : G ~ M
est une action continue arbitraire. Les hypotheses de semifinitude et de trace n’interviennent que
dans les arguments de commutation de la Sous-section 6.2. et sont rappelées chaque fois qu’elles
sont utilisées.

6.1..1 Calcul de Schwartz—Bruhat

Soit H un groupe abélien localement compact. Un stade de Bruhat est donné par un sous-
groupe ouvert compactement engendré Hy C H et un sous-groupe compact K C Hj tels que
Hy/K = R*x 7> x T¢ x F, ot F est fini. L’espace de stade correspondant consiste en les fonctions
sur H qui sont supportées dans Hy, sont K-invariantes, et dont la descente a Hy/K est lisse
avec toutes les dérivées de Lie rapidement décroissantes dans les variables R* x Zb. L’espace de
Schwartz—Bruhat S(H) est la limite inductive de ces espaces de stade. Ainsi S(R®) est 'espace
de Schwartz usuel, S(Z?) consiste en les suites rapidement décroissantes, S(T¢) = C*(T¢), et
S(Qyp) consiste en les fonctions localement constantes a support compact. Tout élément de S(H)
appartient a un stade de Bruhat [Br61, Section 9 and Proposition 11(a)].

Posons D(H) = S(H) N C.(H), muni de sa topologie LF de Bruhat (et non de la topologie induite
par S(H)), et notons S’(H) le dual continu de S(H). Plus généralement, si X est un espace de
Banach, une distribution de Schwartz—Bruhat tempérée a valeurs dans X sur H est une application
linéaire continue 7" : S(H) — X. Nous notons S&’'(H, X) 'espace de ces applications. Nous écrivons
de méme D'(H, X) pour les applications linéaires continues de D(H) vers X. Une distribution
s’annule sur un ouvert U lorsque T'(¢) = 0 pour tout ¢ € D(H) supporté dans U, et son support
est le complémentaire du plus grand tel ensemble [Sc57, Chapter I, Section 2, p. 61]. Ainsi le
support d’'un élément de S'(H) est testé avec des fonctions de D(H).

Les mesures de Haar sur H et H sont toujours prises en dualité de Plancherel. Pour o € LY(H) et
Y € L*(H), notre convention de Fourier est

_ v

P00 = [ exmian,  bh) = [ dx

La transformation de Fourier est un isomorphisme topologique de S(H) sur S(H). Nous la notons
Fu et écrivons Fy () = @. Son inverse est ¢ — zE Sur les distributions, nous utilisons la convention
de transposition (T, v¢) = (T,) pour T € S'(H) et ¢ € S(H). L'espace S(H) est nucléaire et
s'injecte continfiment et densément dans L'(H) N L*(H), tandis que D(H) est dense dans S(H).
Le théoreme du noyau et la construction par stades donnent

S(H,) ®, S(Hy) = S(H, x H,),

ot ®, est le produit tensoriel inductif complété. Le résultat correspondant pour D est [Br6l,
Théoreme 3|. La méme preuve par stades s’applique & S en utilisant [Br61, Section 9, Proposition
11(a)]. Ainsi les produits tensoriels algébriques sont denses dans les deux espaces produits. Le
tiré en arriere par un isomorphisme de groupes topologiques et la multiplication ponctuelle sont
continus. En particulier, D(H)S(H) C D(H). Enfin, si C C H est compact et U est un voisinage
de C, un certain ¢ € D(H) vaut 1 pres de C' et est supporté dans U.
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Nous utiliserons aussi le fait élémentaire de division suivant. Soit L un groupe abélien localement
compact a base dénombrable, soit & € D(L), et soit m : L — C une fonction qui, sur un stade de
Bruhat contenant @, est lisse dans les variables de Lie et localement constante dans les variables
totalement disconnexes pres de supp(®). Sim n’a pas de zéro sur supp(®), choisissons p € D(L) qui
vaut 1 pres de supp(®) et est supporté la o m ne s’annule pas. Apres étre passé a un raffinement
commun des stades contenant ® et p, la multiplication lisse usuelle a support compact donne

U =pm '® € D(L), mV¥ = o.
Si X est un espace de Banach et K € D'(L, X) satisfait mk = 0, alors
(K, @) = (mK,¥) = 0.
Par conséquent supp(K) C m~1({0}).

Définissons la fonction d’évaluation
wy + Hx H—T: (x,h) — x(h).

La multiplication par wy préserve les deux espaces de fonctions test parce que la transformation de
Fourier inverse partielle dans la coordonnée H la conjugue sur S au tiré en arriere par sg(x,n) =
(x,mx). Elle préserve alors D parce qu’elle n’agrandit pas les supports. Aprés raffinement d’un
stade de Bruhat, wy est lisse dans les variables de Lie et localement constante dans les variables
totalement disconnexes. Le fait de division s’applique donc aux multiplicateurs construits a partir
de wy.

6.1..2 Spectres d’Arveson

Fixons un groupe abélien localement compact H. Soit 6 : H ~ M une action continue sur une
algebre de von Neumann. Nous utilisons les spectres d’Arveson individuel et global de [Ta03,
Definition XI.1.2]. Pour ¢ € L'(H), définissons 0,(z) = [5; (k)0 (z) dh pour z € M, ol D'intégrale
est prise au sens faible*. L’idéal annulateur et les spectres individuel et global sont

Zy(x) = {p € L'(H) | 0,(x) = 0},
Spe(z) = {x € H | $(x) = 0 pour tout ¢ € Zy(z)},
Sp(0) = U Spe().

zeM

Nous écrivons M?(E) = {x € M | Spy(x) C E} pour E C H.

Nous rappelons cinq conséquences standard. Premieérement, la formule de troncature est [Ta03,
Lemme XI.1.3(ii)] :

Spy(0y()) C Spy(z) Nsupp(P). (6..1)

Deuxiémement, si x € Sp(6) et U C H est un voisinage de y, alors [Ta03, Lemme XI.1.3(v)] fournit
un élément non nul x € MY(U). En utilisant le calcul de Schwartz—Bruhat de §6.1..1, on peut

—

prendre z = 0,(y) avec y € M, ¢ € S(H), ¢ € D(H) supporté dans U, et 0,(y) # 0.
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Troisiémement, supposons que H = H; x H,. Soit #UY) la restriction au j-ieme facteur et soit
pr; : Hi x Hy — Hj : (x1,x2) = X; la projection coordonnée. Une identité approchée dans
I’autre facteur donne

Spow () C prj(Spy(x))  (z € M). (6..2)

Cela découle de [Ta03, Lemme XI.1.3(i)—(ii)] en appliquant une identité approchée dans I'autre
facteur. Quatriémement, pour y € H, [Ta03, Lemme XI.1.11] identifie le sous-espace spectral
ponctuel :

M?({x}) = {x € M | 6,(z) = x(h)x pour tout h € H}. (6..3)
Enfin, si 0 est ergodique, alors son spectre d’Arveson coincide avec son spectre de Connes et
Sp(#) = T'(0) = (ker )*. (6..4)
Cela découle de [Ta03, Lemme XI1.2.2(iii) and Théoreme XI.2.7(i)]. Ici
(ker6)* = {x € H | x(h) = 1 pour tout h € ker6}.

Proposition 6.1. Soit N une algébre de von Neumann et soit J : M —> S’(ﬁ, N) une application
linéaire injective. Supposons que x — (J(x),v) soit bornée et normale pour tout ¢ € S(H) et que

T (On(@)) = [x — x(W)] T ()

pour tout x € M et h € H. Les assertions suivantes sont vraies. (1)(i)
1. On a
supp(J () = Spe(x)  (x € M).

2. Siz € M et supp(J(x)) est discret, alors

936( U Me({x}))-

x€supp(J (x))

En particulier, si Sp(#) est discret, alors

MZ( U M(’({X})) :

X€Sp(6)
De plus, M?({x}) # {0} pour tout x € Sp(6).

Démonstration. Pour ¢ € S(H), la normalité des évaluations de J et I'hypotheése de covariance
donnent

T (0p(x)) = @ T (x). (6..5)
Nous prouvons d’abord 'assertion (i). Nous commengons par montrer que supp(J(z)) C Spy(z).
Soit 1 € D(ﬁ) de support disjoint de Spy(x). Choisissons ¢ € D(ﬁ) qui vaut 1 pres de supp(¢)
et dont le support reste disjoint de Spy(z), et soit ¢ sa transformée de Fourier inverse. La formule
(6..1) donne

Spy (0, () C Spy(x) Nsupp(@) = 2.
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Un élément a spectre individuel vide est nul, donc ,(z) = 0. L’équation (6..5) donne donc

(T (), ¥) = (@J (x),¥) = 0.

Cela prouve la premiere inclusion.

Réciproquement, soit xo ¢ supp(J(x)). Choisissons @ € D(ﬁ ) supporté dans le complémentaire de
supp(J (7)) avec §(xo) # 0, et soit ¢ sa transformée de Fourier inverse. Alors ¢J () = 0. En effet,
pour tout ¢ € S(H), la fonction @i appartient & D(H) et est supportée dans un ouvert sur lequel
J(x) s’annule. Donc (6..5) et I'injectivité donnent 0,(z) = 0. Puisque @(xo) # 0, la définition du

spectre d’Arveson individuel donne xo ¢ Spy(x). Cela prouve 'inclusion réciproque et I’assertion (i).

Nous prouvons maintenant ’assertion (ii). Supposons que supp(J (z)) soit discret. Pour ¢ € S(H)

o~

avec @ € D(H), une partition finie de 1'unité pres de supp(@) N supp(J(z)) décompose $J (x)
en distributions supportées en des points uniques. La formule (6..5), l'injectivité et I’assertion
(i) montrent que ,(z) est une somme finie des opérateurs propres correspondants. Une identité
approchée L'(H) dans S(H) & transformées de Fourier & support compact prouve la premiere
assertion.

Si Sp(f) est discret, les assertions (i) et (ii) s’appliquent & tout x € M. Enfin, la localisation
spectrale dans un voisinage qui ne rencontre Sp(#) qu’en x donne un élément non nul de M?({x})
pour tout y € Sp(6). O]

6.2. Distributions de coefficients de Fourier et rigidité spectrale

Ecrivons u : G — U (M x, G) pour la représentation unitaire canonique, caractérisée par u;ru; =
ai(z) pour x € M et t € G. Nous normalisons I'action duale par

a,(z) =z, ay (ug) = v(t)uy

pourx € M, t e Getrv e G. Nous écrivons @; = Ad(u;) pour l'extension de oy & M x, G. Les
actions a et @ commutent et préservent le commutant relatif

M' N (M %, G).

—

Nous identifions G x G & G x G par

((r, ), (p, 1)) — p(r)v(t).

Vu (6..3), un opérateur non nul x € M est un opérateur propre joint en (p,t) précisément lorsque

a,(z) = p(r)z, ay(x) = v(t)z

pour tout r € G et v € G. De maniére équivalente,

ara,(z) = p(rjv(t)z.
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6.2..1 Poids a valeurs opérateurs

Soit M C N une inclusion d’algebres de von Neumann et soit Ty, : Ny — ]\//\[Jr un poids normal a
valeurs opérateurs [Ha79]. L’indice indique son algebre cible. Nous utilisons les domaines standard

nry,, = {a’ eN | TM(CL*(I) S M+}> mr,, = Span(n*TMnTM)’

sur le second desquels Ty, est une application linéaire a valeurs dans M. L’espace mry,, est un
M-bimodule, et Ty, y est M-bimodulaire :

TM(ayb) = aTM(y)b (a> be Ma y e mTM)‘

Lemme 6.2. Sia,b € ny,,, alors

Ty (a*a) T(a™d
<TM((b*a)> TM((b*b))> 2 0. (6..6)

Par conséquent,
ITa (@) |* < [ Tar(aa)]| | Tar (b"0)]. (6..7)

a*a a*b a*
= b
<b*a b*b) (b) (a 9)
est positive et a ses entrées dans mry,,. La positivité de I'amplification entrée par entrée 2 x 2 de T,

est prouvée dans [Ha79, Lemme 4.5(2), pp. 200-201]. Cela donne (6..6), et I'estimation standard
pour une matrice d’opérateurs 2 x 2 positive donne (6..7). O

Démonstration. La matrice

Lemme 6.3. La formule
gy (@) = [la] + [ Ta(a*a)]|V*  (a €nry,)

définit une norme d’espace de Banach sur nry,,.

Il existe, a équivalence prés, une unique norme d’espace de Banach || - ||t,, sur mr,, telle que

Iyl <lyllvars  ITa@ < llylley, (v € may,)

et
||a*b||T1\/I < qr <a>QTIVI (b) (CL, be nTM)'

1/2

Démonstration. Posons pr,,(a) = ||Ta(a*a)||'/? pour a € ny,,. L'inégalité (6..7) donne

Pry (CL + b)2 < Py (a)2 + 2pTM (CL)pTM(b) + Pry (b)2

Ainsi pr,, est sous-additive, et ¢r,, est une norme.

Nous prouvons qu’elle est complete. Soit (a,), une suite de Cauchy pour gr,,. Elle converge en
norme vers un certain a € N. Fixons € > 0 et prenons ng tel que gr,, (a, — a,,) < € pour n,m > ny.
Pour m > ng et w € M, la semi-continuité inférieure du poids normal w o Tj; donne

(woTwy)((a—an) (a—ay)) < limninf(w o Tar)((an — am)* (an — an))

< &*flw].
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Il s’ensuit que a — a,, € nr,, et pr,,(a — a,) < e. Nous avons aussi ||a — a,|| < e. Dot a € ny,, et

qr,, (@ — a,,) < 2e, ce qui prouve la complétude.

Pour y € mrp,,, définissons

HyHTM inf {Z qTy, ag)QTM
j=1

Cette quantité est finie par la définition de mr,,. De plus, (6..7) donne

Iyl < llylleas  ITar()I < Nyl

donc || - ||T,, est une norme. Sa définition donne aussi ||a*b|t,, < gr,,(@)gr,, (D).

Il reste a prouver la complétude. Pour y € mr,,, posons

[Yll7sr,4 = inf {Z [z (llesl + I Tar(e)ll) |y = Zzycg, ¢j € my,,

j=1

y—Za bj, aj,b; EnTM}.

} |

Ici #,...,2, € C. La polarisation donne myp,, = span(m}“M), donc cette quantité est finie. C’est
une norme qui domine a la fois ||y|| et || Ta(y)||. Elle est aussi complete. En effet, choisissons des
décompositions positives presque optimales pour une série absolument sommable dans cette norme
et séparons leurs coefficients en parties réelles positives et négatives et imaginaires. Il suffit alors

de considérer ¢, € mJT’M tels que

S (lleall + I Tas(en)ll) < +oo.

n

La série Y, ¢, converge en norme vers un élément positif c. La normalité de T, donne

Ta(c) = sup > Tulen) =Y Tul(e,) € M.

n=1

Ainsi ¢ € ijLM. La méme estimation appliquée aux queues donne

N
> > e+ D Tulen)| — 0.
n=1 Tar,+ n>N n>N

Donc || - ||1,,.+ est complete.

Pour d € nr,,, on a
ld*dllry, + < ld]* + I Tar(dd)]| < g, (d)*.

Pour a,b € ny,, et r > 0, la polarisation donne

a'b= i i(—i)k(ra + ikr_1b>*(ra + ikr_lb).

k=0
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Il s’ensuit que
2
lablleys < (rgryla) + 7 2gr,, ()"

En optimisant en r, on obtient

||a*b||TM7+ < 4qTM (a)qTM (b)7

et donc
“yHTM,-!- < 4||y||T1\/I (y € mTM)‘

1/2

Réciproquement, si ¢ € m¥M, alors ¢/ € np,, et

lella < ary (%) < 2(llell + I Ta ().

Par conséquent,
HyHTM < 2HyHTA17+ (y S mTM)'

Les deux normes sont équivalentes, donc || - ||,, est compléte.

Enfin, soit || - ||;,, une autre norme d’espace de Banach ayant les propriétés énoncées. Pour toute
Z : _xn *

representation y = ijl ajbj, on a

ylir,, < 3 ara (a)gry, (B))-
j=1

Ainsi ||y[I7,, < [|yllT,,- Le théoréme de I'application ouverte appliqué a I'application identité entre
ces deux espaces de Banach donne I'inégalité réciproque a une constante pres. Cela prouve 'unicité
a équivalence pres. O

Nous spécialisons maintenant la discussion précédente au produit croisé. Soit
TM . (M Ao G)+ — M+

le poids canonique de Haar a valeurs opérateurs. Nous utilisons la construction de Haagerup de
T et la formule de [Ha78b, Théoreme 1.1(a)—(b)], ainsi que I’énoncé de densité faible* de [Ha78a,
Lemme 2.3(e)—(f)].

Pour ¢ € S(G), posons A(¢) = [ ¢(g)u,dg. Cela désigne la forme intégrée de la représentation
unitaire fortement continue et satisfait || A(¢)|| < |l¢]l1-

6.2..2 Coefficients en deux points

Nous utilisons le lissage de Schwartz—Bruhat bilatéral pour définir une distribution a valeurs opé-
rateurs. Ecrivons L,(M %, G, M) pour 'espace de Banach des applications linéaires normales
bornées de M x, G vers M, muni de la norme d’opérateur.

Lorsque G est discret, Ty, est 'espérance conditionnelle canonique et les coefficients de Fourier

ordinaires Ty (zu;) sont définis pour tout + € M x, G. Dans le cadre non discret, I'expression
formelle T/ (zuy) n’est pas nécessairement définie parce que T est un poids a valeurs opérateurs
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non borné et que ru; n’appartient pas nécessairement a mr,,. Le lissage d'un seul c¢6té ne supprime
pas cette obstruction de domaine. Bien que zA(¢)) € nr,,, il n'y a aucune raison qu’il appartienne
a mrp,,, le domaine sur lequel T, est a valeurs dans M et linéaire. Le lissage bilatéral donne

Mp)zA(@) = (\(p)") zA(W) € ny, 01, C mr,,.

Le théoreme suivant montre que le lissage bilatéral atterrit dans my,,. Apres application de T, ces
opérateurs donnent des évaluations normales bornées qui s’assemblent en une distribution définie
pour tout z € M x, G, alors que Ty (zu}) n’est pas nécessairement définie.

Théoréme 6.4. Les assertions suivantes sont vraies. (i)(i)
1. Pour tout z € M x, G et & € S(G x G), l'intégrale faible*

/ O (s, t)usruy dsdt
GxG

appartient a mr,,.

2. Il existe une unique application linéaire injective
A:Mx,G— S'(GxG,M)

dont la valeur (A(x), ®) est obtenue en appliquant Tj; a l'intégrale de (i). Pour tout ® €
S(G x G), I'évaluation = — (A(z), ®) appartient & L,(M x, G, M), et ces évaluations dé-
pendent contintiment de ® dans cet espace.

3. SipeC.(G, M) et
xr = /an(t)ut dt,

alors A(z) est représentée par la fonction bornée a valeurs dans M
A(@)(g,h) = ag(p(—g = h)). (6.8)

Démonstration. Pendant toute la preuve, notons Qg () I'intégrale de I’assertion (i). Nous prouvons
d’abord l'assertion (i), ainsi que ’énoncé de bornitude et de normalité de l'assertion (ii). Par
[Ha78b, Théoreme 1.1(b)], le poids a valeurs opérateurs T, satisfait la formule qui y est donnée.
En appliquant [Ha78a, Lemme 2.3(b)] dans cette formule, on obtient

Tur (M) M) = Tu(A()Me)) = [lol31 (6..9)

pour tout ¢ € S(G). En particulier, A(¢) et A(¢)* appartiennent tous deux & nr,,. Soient ¢, 1) €
S(G) et x € M x, G. Alors zA(y)) € nr,, parce que nr,, est un idéal a gauche, tandis que
M) € nr,,. Done A(@)zA() = (A(0)*)*zA(¢)) appartient a nf. nr,,. De plus,

Tar(A@) w2 (1)) < ] [[¢]31.

L’inégalité (6..7), appliquée avec a = A(¢)* et b = zA(¢)), donne

ITa A@)zADDI < llepllal[e0 2]
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Ainsi
Cop: M X G— M, Cyy(x) = Tu(Me)zA(Y)),

est bornée. Pour ¢ € ny,,, 'application x +— Ty (c*zc) est positive et normale. La polarisation avec
c = Ne)* +i*A(¢), ou 0 < k < 3, exprime C,,  sur (M x, G); comme une combinaison linéaire
d’applications normales. Elle prouve donc la normalité de Ci, .

Le théoréme du noyau de Schwartz—Bruhat rappelé dans §6.1..1 sera appliqué avec une topologie
de Banach sur mr,,. Fixons la norme de Banach || - ||,, fournie par le Lemme 6.3. La formule (6..9)
et 'estimation définissante de cette norme donnent

||>‘<90)x)‘(w>”TM < QTAI(A(@)*)QTAI(xA<w))
<Nzl (el + lilla) (Il + 19 ls)

Par conséquent,

(¢, 1) — (2= Ap)zA(®))

est une application bilinéaire continue de S(G) x S(G) vers 'espace de Banach des applications
linéaires bornées de M %, G vers (mr,,, | - ||r,,). Le théoréme du noyau de Schwartz—Bruhat étend
cette application a S(G x G). Aprés composition avec 'inclusion continue mr,, C M x, G, cette
extension coincide avec 'intégrale faible* définissant (Q¢. En effet, les deux applications coincident
sur les tenseurs élémentaires, ces tenseurs sont denses, et

1Qa ()| < |2]1[|]-

D’ou Q¢(z) € mrp,,, et la continuité de Ty pour || - ||1,, prouve & la fois la bornitude et la dé-
pendance continue en norme d’opérateur de T); o Qg par rapport a ¢. Pour prouver la normalité,
approximons ® par des sommes finies de tenseurs élémentaires. Les applications correspondantes
apres application de Ty, sont des sommes finies des applications C,, 4 et sont donc normales. Elles
convergent en norme d’opérateur, et les applications normales bornées forment un espace fermé en
norme d’opérateur. Ainsi T); o Q¢ est normale.

Nous complétons maintenant I’assertion (ii). Pour chaque x fixé, la prescription de I’assertion (ii)
définit une distribution de Schwartz—Bruhat tempérée a valeurs dans M. Cela donne I'application
linéaire A annoncée, et la méme formule prouve 'unicité ainsi que tous les énoncés de continuité
et de normalité.

Nous enregistrons ensuite une observation de domaine qui sera également utilisée ci-dessous. Soit
¢ un poids normal fidele semifini sur M et posons ¢ = ¢ o Tys. Si a,b € n, et y € my,,, alors

byacmg,  d(bya) = ¢(bTu(y)a). (6..10)

En effet, supposons d’abord que y = ¢*d avec ¢,d € nr,,. Alors cb et da appartiennent a ns. Par
exemple,

6((da)*da) = ¢(a*Tar(d*d)a) < | Tar(d"d)||é(a"a).

L’assertion découle par linéarité de b*c*da = (cb)*(da).
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Il reste a prouver U'injectivité dans l'assertion (ii). Les vecteurs

A(AW)y), Y eS(G), yeny,

engendrent un sous-espace dense de l'espace GNS du poids dual. Il en va de méme avec A(¢))
remplacé par A(y)* [Ha78a, Lemme 2.5(iv), Lemme 2.12, and Théoreme 3.2(i)]. Supposons que
A(z) = 0. Pour ¢,¢ € S(G) et v,w € ny, posons

A= \p)v, C = \y)w.

La formule (6..9) et la M-bimodularité donnent A, C' € nz. En appliquant (6..10) a y = Ap)zA(¥),
a = w et b = v, on obtient

(m5(2)A5(C), Az(A)) = $(A"zC)
= ¢ (" Ta(Ap)zA(¢))w) = 0.

Ces coefficients matriciels s’annulent pour des vecteurs dans deux sous-espaces denses. Donc

m5(z) = 0, et la fidélité de 7> donne z = 0.

Nous prouvons enfin I'assertion (iii). Supposons que
xr = / o(r)u, dr avec ¢ € C.(G, M).
a

Prenons d’abord ® = f ® h avec f,h € D(G) et posons

Alors b € C.(G, M) et le théoreme de Fubini donne

zA(h) :/Gb(q)uqdq.

Tant A(f)* que zA(h) sont des éléments de coeur intégrés a support compact. Ainsi la formule du
carré de convolution de [Ha78b, Théoreme 1.1(b)], suivie de polarisation, s’applique & Qq(z) =
(A(f)*)*xA(h) et donne

(A@),®) = [ F(s)a(b(~s))ds
= F()h(t)as(o(—s — 1)) ds dt.

GxG
La méme identité vaut pour les sommes finies de tels tenseurs. Le membre de gauche est continu
dans la topologie de Schwartz-Bruhat par I’estimation en norme mry,, prouvée ci-dessus. Le membre
de droite est borné en norme par ||¢||||®||1 et est donc continu dans la méme topologie. Puisque
D(G)®@D(G) est dense dans S(G x G), 'identité s’étend & toute fonction test de Schwartz—Bruhat.
Cela prouve l'assertion (iii). O

Nous utilisons le changement de coordonnées suivant.
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6.2..3 Coordonnées adaptées et spectre joint

Définissons
O:GxG— GxG, O(g,h) = (9,—g9 — h),

qui est un automorphisme de groupe topologique involutif puisque ©? = id. Définissons V(z) €
S'(G x G, M) par
(V(z),®) = (A(x), P o O). (6..11)

Pour ® € §(G x G), le changement de variables (g, h) = (s,—s — t) dans (6..11) donne

(V(z), ®) = Tas ( /G (s, ), (x)u’ ds dt> . (6..12)

xXG

En effet, Popérateur a l'intérieur de Ty, est 'intégrale de 'assertion (i) du Théoréme 6.4, avec ®
remplacé par ® o ©, et appartient donc a mr,,.

L’application = — V(x) est injective, toute évaluation est bornée et normale, et les évaluations
dépendent continiment de ® en norme d’opérateur. Si ¢ € C.(G,M) et v = [;p(t)usdt, la
formule (6..8) donne

V(z)(s,t) = as(e(t)).

PowrreG,veCG, etdeS (G x G), les deux actions qui commutent satisfont

(V(an(2)),®) = (V(x), |(s,t) — (s =1, 1)] ), (6..13)

(V (G, (2)), @) = (V(x), [(5,1) — V(D)0 (s,1)] ). (6.-14)
Les deux identités découlent directement de (6..12). Les translations et la multiplication par des
caracteres préservent S(G x (), donc tout opérateur lissé apparaissant ci-dessous appartient a mr,,.
L’identité

as(ar(r))uy = Qspr(T)uy

et la translation dans la variable s donnent (6..13). Pour la seconde identité, la commutation des
actions et a, (u;) = v(t)u; donnent

0 (6 () u; = v(t) a (as(w)u;).
La formule (6..12) et I'invariance duale de T); donnent maintenant (6..14).

Pour ® € S(G x @), posons
(Fi0)(s.8) = [ p(s)0(p,t)dp

et définissons ~ 5
J: Mx,G— S(GxG M), (J(x),®) = (V(x), F1 D).

Ainsi J est la transformée de Fourier partielle dans la variable s.

Proposition 6.5. Pour tout ® € S(G x G), lapplication = — (J(z),®) est bornée et normale.
L’application J est injective et satisfait

J (6,6,(x)) = [(p,1) — pr)v(D)] T (x) (6..15)
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pourx € M xo G, r € G, et veG. De plus, on a
supp(J () = Spza(z) CG X G (€ M %, G).

St N C M x, G est une sous-algebre de von Neumann invariante et si le spectre de la restriction
de @ x a a N est discret, alors

"
N=| U ~N"({®1)})
(p,t)EGXG
Tout point de ce spectre indexe un sous-espace propre joint non nul dans N.

Démonstration. La bornitude, la normalité et I'injectivité découlent du Théoreme 6.4, parce que
le changement de coordonnées et la transformation de Fourier partielle sont des isomorphismes
topologiques des espaces de fonctions test. Les formules (6..13) et (6..14) donnent (6..15). L’assertion
(i) de la Proposition 6.1, appliquée a 'action & x & de G x G, donne maintenant I'égalité de support
annoncée. Les deux dernieéres assertions découlent de 'assertion (ii) de la Proposition 6.1, appliquée
a la restriction de J a N. O

6.2..4 Un raffinement orbital

Soit H un groupe abélien localement compact a base dénombrable et soit 6 : H ~ M une action
ponctuellement faible* continue commutant avec «. Notons 0 son extension a M x, G qui fixe
chaque u,. Il existe une unique distribution

Vo(z) € S'(G x G x H, M)

telle que B
(V(2),® @ ) = (V(3y(2)), ®) (6..16)
pour ® € S(G x G) et v € S(H). Ici

Sulw) = [ w(m)3u(x) dh.

Le théoréme du noyau et I'estimation [|0,]| < ||||; montrent que toute évaluation de V? est bornée
et normale, avec une norme d’opérateur dépendant continiiment de la fonction test.

Pour ® € S(G x G x H), posons

(Fra®)(s.t.h) = [ p(s)a(h)(p.t,q)dpdg

et définissons 5
(T°(z),®) = (V(2), Fi3P).

Proposition 6.6. L application J° est injective, et toutes ses évaluations sont bornées et normales.
On a B
T (@:8,8(2) = [(p.1,0) — p0)w ()] T (2) (617

pour x € M x, G, r € G, VE@, et h € H. De plus,
supp(J°(z)) = Sp, ~ 5(z) C GxGxH (zeMx,q).
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Démonstration. Les énoncés de continuité et de normalité découlent de la construction. Si
J(z) = 0, alors V(§,(z)) = 0 pour tout ¢» € S(H). Linjectivité de V donne d,(z) = 0. En
appliquant une identité approchée choisie dans S(H) et en utilisant la convergence faible*, on
obtient x = 0.

Les formules de covariance ci-dessus et un changement de variables dans I'orbite H donnent (6..17).
L’assertion (i) de la Proposition 6.1, appliquée a I'action & x @ x § de G x G x H, donne maintenant
I’égalité de support annoncée. O

6.2..5 Actions a mise a 1’échelle de trace

Supposons que T soit une trace normale fidele semifinie sur M satisfaisant 7o as = e/®)7 pour tout
s € G,oul: G — R est un homomorphisme continu. Considérons d’abord

x:/ch(t)utdteM'ﬂ(M Xo G)

avec ¢ € C.(G, M). La commutation avec M donne ¢(t)a;(a) = ap(t) pour tout a € M et t € G.
Pour a € M NL*(M, 1), la cyclicité et la relation de mise & I’échelle donnent

T(p(t)a(a)) = T(ap(t)) = 7(p(t)a)

Dot ay(p(t)) = e“®p(t). En appliquant a,, on obtient la relation de translation
'OV (z)(s,t) = V(z)(s + t,1).

Lorsque ¢ = 0, c¢’est I'invariance par translation qui produit la relation de résonance. Le théoreme
suivant étend le calcul & un élément arbitraire du commutant relatif.

Théoréeme 6.7. Soit o : G ~ M une action continue d’un groupe abélien localement compact.
Supposons qu’il existe un homomorphisme continu £ : G — R et une trace normale fidele semifinie
T sur M satisfaisant T o as = /)1 pour tout s € G. Posons Gy = ker £. Alors

MN(Mx,G)Cc M Xalg, Go-
De plus,
sp<(a><a o G)c{ ) e G xGo | plt) =1}
Démonstration. Prenons x € M' N (M x, G). Pour ¢ € S(G) et ¢ € D(G), posons
X:/ as(x s,
G
Y :/ uf(t)
e
Z:/ Uy relty)

@
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Soit 7 = 7 o Ty. La formule modulaire du poids dual [Ha78a, Théoréeme 3.2(ii)] montre que Y est
entiere pour o7 et que of (Y) = Z. Un calcul direct identifie XY et ZX aux intégrales bilatérales
associées aux noyaux

®1(r, q) = @(r)ip(=r —q),

Oy (r,q) = " TIP(—r — g)p(—q).
Puisque v est & support compact, ey € D(G). Chaque noyau est obtenu & partir d’'un produit
tensoriel de fonctions de S(G) par tiré en arriére sous un automorphisme de groupe topologique
de G x G. Ainsi les deux noyaux appartiennent a S(G x G), et XY, ZX € mr,, par le Théoréme
6.4. Puisque mp,, est un M-bimodule, la formule (6..10) montre que les troncatures bilatérales par
des éléments de M N L*(M,7) appartiennent au domaine de 7. De plus, X € M’ N (M x, G),

I’algebre M est contenue dans le centralisateur de 7, et Ui;(Y) = Z. Appliquons l'identité KMS a
X et a'/?Ya'/?. Pour tout a € M, NLY(M, ),

(T (XY)a) = 7(a/2XYa'/?)
=7 (Uf(al/QYal/Q))Q
=7 (al/ga?(Y)a1/2X>
=7(a'?ZXa'?) = 7(Tu(ZX)a).

Toutes les expressions impliquant 7 sont dans mx par (6..10), donc ce calcul n’utilise pas de valeur
unilatérale non définie du poids. La seconde égalité est obtenue en commutant X avec la copie
gauche de a'/? et en appliquant KMS a X et a'/2Ya!/?. Ce dernier élément est entier et la troisiéme
égalité utilise que M est contenu dans le centralisateur de 7. Enfin, o7 (Y') = Z, et en commutant
X avec la copie droite de a'/? on obtient la quatrieme égalité. Ces fonctionnelles séparent M, donc
Ty(XY)=Ty(ZX).

La définition de la distribution adaptée donne
Tu(XY) = (V(z), ¢ @ ¢).

D’autre part,

ZX = . Guf&s(x)eg(t)w(t)go(s) dsdt
= e as_t(2)ur e DY (t)p(s) ds dt
= | ag(x)ul et Dy (t) (s +t) ds dt.
Par conséquent,
(V(@), 0@ ¥) = (V(x), |(5,) — e W(s + 1)(t)]) (6..18)

Nous passons maintenant i la transformée de Fourier partielle. Soient a € D(G) et b € D(G), et
posons ¢ = a € S(G) et ¢ = b. L'identité

Fi([(p.t) — Op(n)a(pb(n)]) (s.£) = e Op(s + 1)i()

montre que (6..18) donne
(T (2),a@b) = (T (x), [(p.1) — " Dp(t)a(p)b(t)] ).
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Ecrivons R
m(p,t) =1 —e@p(t) ((p,t) € G x Q).

L’identité sur les tenseurs élémentaires ci-dessus dit que (J (z), m(a®b)) = 0. La multiplication par
m est continue sur D(C:Y X ). En effet, la multiplication par p(t) a été traitée dans §6.1..1, tandis
que €@ est lisse dans les variables de Lie et localement constante dans les variables totalement
disconnexes sur chaque stade de Bruhat. La densité des sommes finies de tenseurs élémentaires

donne donc
(J(x),m®) =0  (®eDGxQq)). (6..19)

Sid e D(CA? X (7) est supporté la ou m ne s’annule pas, le fait de division ci-dessus donne ¥ € D(CAJ X
G) avec m¥ = ®. L’équation (6..19) donne alors (7 (x), ®) = 0. D’ot supp(J (z)) C m~1({0}). La
Proposition 6.5 donne

SPaxa(®) C {(p,t) € G x G | Vp(t) = 1}.

Puisque [p(t)| = 1, 'égalité dans le dernier ensemble force £(t) = 0 et p(t) = 1.

Puisque G est fermé, la formule de restriction coordonnée (6..2) donne Sps(x) C Gy. Sit € Spz(x)
et v € G, alors t € Gy et donc v(t) = 1. Ainsi I'action restreinte n’a que la fréquence triviale sur
z, et (6..3) donne a,(x) = x pour tout v € Gy . Le théoréme du point fixe dual [Ta03, Théoréme
X.2.3] donne donc z € (M x4 G)0 = M x4, Go.

C¥|GO
Enfin, x était arbitraire dans M’ N (M x, G), et 'ensemble

{(p.t) € Gx Gy | p(t) =1}

est fermé. En prenant la fermeture de I'union des spectres individuels, on prouve l'inclusion de
spectre annoncée pour ’action restreinte. O

Corollaire 6.8. Supposons que « préserve une trace normale fidéle semifinie sur M. Alors

Sp ((& x a)\M,m(MmG)) c{pt) € G x G| pt) =1},

Démonstration. Appliquons le Théoreme 6.7 avec ¢ = 0. O

6.2..6 Poids invariants

Supposons d’abord que « préserve un poids normal fidele semifini ¢ et considérons
r = / o(t)ugdt € M'N (M %, G)
a

avec p € C.(G, M). La commutation avec M donne p(t)ay(a) = ap(t) pour tout a € M et t € G.
Fixons t € G et posons ¢ = ©(t). Supposons formellement que ¢ soit entier pour ¢ et prenons
a € M de sorte que les valeurs de poids ci-dessous soient définies. L’identité KMS, la relation de
commutation appliquée a a_(a), et I'invariance de ¢ donnent

6(ac?i(c)) = dlca) = d(a_y(a)e) = Blacy(c)).

Ainsi, formellement,
() = o%i(p(t)).
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Puisque o commute avec 0 et V(x)(s,t) = as(p(t)), cela devient
V(z)(s+t,t) =0 (V(z)(s 1))
Nous utilisons les faits de lissage modulaire et KMS suivants pour justifier ce calcul.

Lemme 6.9. Soit N une algébre de von Neumann, soit ¢ un poids normal fidéle semifini sur N,
et posons o = o®. Les assertions suivantes sont vraies. (i)(i)

1. Soit y € N et soit p € S(R) a transformée de Fourier a support compact. Posons

7.() = [ ¢()o(y) dv.

Alors 0,(y) est entier pour o. L'inversion de Fourier étend ¢ en une fonction entiere. Pour
z € C, posons

p-(v) =p(v—=2)  (veR)

Alors z — ¢, est entiére a valeurs dans S(R) et

0:(0p(y)) = 0p.(y) = | olv—2)ou(y)dv (2 €C). (6..20)

De plus, .

p=(q) = e 2(q). (6..21)
Si P C N est une sous-algebre de von Neumann globalement o-invariante et y € P’ N N,
alors 0, (0,(y)) € PN N pour tout z € C.

2. Si A € N est entier pour o et C' € my, alors
AC, Coi(A) emy,  $(AC) = ¢(Co_i(4)).
3. L’algebre de Tomita 7 consiste en les éléments entiers a € N tels que
o.(a) € ngNny (z € C).
Pour a,b € Ty, la fonctionnelle
d— ¢(b*da) = (my(d)Ay(a), As(b))  (d€N)
est normale. Ces fonctionnelles séparent les points de N.

Démonstration. Nous prouvons d’abord l'assertion (i). Soit K le support de ¢. Pour z € C, la
fonction
q— e "9(q)

est supportée dans K, et sa dépendance en z est entiere dans I’espace de Fréchet des fonctions lisses
supportées dans K. L’inversion de Fourier et (6..21) montrent que z — ¢, est entiére a valeurs
dans S(R). L’estimation

| [ oy dv] < iyl (h e L)
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montre que z — o, (y) est entiere en norme. Pour » € R, un changement de variables donne

0:(0,(y)) = 04,(y),

ce qui prouve (6..20). Si P est globalement invariante et y € P’ N N, alors o,(y) € P’ N N pour
tout v € R. La formule (6..20) prouve I'assertion sur le commutant.

Nous prouvons maintenant 'assertion (ii). Ecrivons C' comme une somme finie d’éléments r*s avec
r,s € ng. 1l suffit de considérer C' = r*s. Posons B = 0_;(A). Pour un élément entier a, la formule
standard de multiplication a droite

Ag(ra) = Jgmg(oipa(a)) Jehg(r) — (r € ny)

montre que ra € ng. Notons R, 'opérateur borné correspondant. Appliquée a A* et B, la formule
donne
rA*, sB € Ny, Rp :RZ*

D’ou
AC = (rA*)*s, CB =r*(sB)

appartiennent a my. De plus,

P(AC) = (Ay(s), RaxAy(r))
= (RpAy(s), Ap(r)) = ¢(CB).

Cela prouve l'assertion (ii). Nous prouvons enfin l'assertion (iii). Si a,b € Ty et d € N, alors
da € ny et b*da € m,. La formule affichée dans 'assertion (iii) est la formule GNS, et elle définit
une fonctionnelle normale parce que 74 est normale. Le sous-espace Ay(75) est dense dans I'espace
de Hilbert GNS et 74 est fidele. Les coefficients matriciels correspondants séparent donc N. O

Le théoréme suivant étend le calcul a un élément arbitraire du commutant relatif.

Théoréeme 6.10. Soit a : G ~ M une action continue d’un groupe abélien localement compact qui
préserve un poids normal fidéle semifini ¢. Alors

M'N (M x,G) C My, G.
De plus, on a

Sp ((a x a)\Mm(Mma)) c{pt) € G x G| pt) =1},

Démonstration. Prenons x € M' N (M x, G). Posons = ¢oTy et 0 = L'invariance de ¢
implique que o commute avec o?, et la formule modulaire du poids dual [Ha78a, Théoréme 3.2(ii)]
montre que o étend o® et fixe les unitaires canoniques. Ainsi M est globalement invariante sous o,
et @ commute avec 0. Pour ¢ € S(R), posons

05(@) = [ p(v)o.(a)dv.
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L’estimation |o,(x)|| < |l¢|i]lz] et la continuité en norme d’opérateur des évaluations de V
montrent que I'application (F, ¢) — (V(o,(x)), F) est conjointement continue sur S(G' x G) x S(R).
Le théoreme du noyau donne donc une unique distribution

Vi(z) e S'(GxGxR,M)

satisfaisant
(Vo(2), F @ ¢) = (V(o,(2)), F) (6..22)

pour F' € S(G x G) et ¢ € S(R). Cest (6..16) pour & = o?.

Prenons £, € D(G) et p € S(R) dont la transformée de Fourier est a support compact. Posons
re = [ £()a(x)ds,
X = oy(x¢),
Y = /Gu:n(t) dt.

Le commutant relatif est globalement invariant sous a et o, donc z¢ lui appartient. Le Lemme 6.9
montre que X est entier pour o. Posons

Yb=pi=e(-+i),  Z=04(X)=oy(ze).
Le Lemme 6.9 donne aussi ¢ € S(R),
U(g) = e 19(q), (6..23)
et X,Z € M'N(M x,G).
Choisissons p € S(G) avec [ p(s)ds =1 et posons
®,(s,t) = p(s)n(=s = 1).

Alors @, € S(G x G), et un changement de variables identifie Y a I'intégrale de 'assertion (i) du
Théoreme 6.4 pour x = 1 et noyau ®,. Donc Y € mr,,.

Puisque a commute avec o, un calcul direct donne

XY = | Gs(0p(@)up&(s)n(t) ds dt,

YZ = e as(oy(x))ué(s +t)n(t) ds de.

Les deux noyaux appartiennent a D(G x G), donc le Théoreme 6.4 donne XY, Y Z € mr,,.

Fixons a,b € T4 et posons C = b*Ya. La formule (6..10), appliquée a Y, XY, et YZ, donne

C, b"XYa, b'Y Za € my.
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Puisque X et Z commutent avec M, ona XC = 0*XYa et CZ = b*"Y Za. L’assertion (ii) du Lemme
6.9, appliquée & X et C, donne I’égalité du milieu ci-dessous. La formule (6..10) identifie les valeurs
aux extrémités :

(" Ty (XY)a) = ¢(b*XYa) = $(XC)
= o(CZ) = d(b*Y Za) = (b Tp (Y Z)a).

L’assertion (iii) du Lemme 6.9 montre que les fonctionnelles d — ¢(b*da) séparent M. Donc
Ty(XY)=Tnu(YZ).

Par (6..22) et la formule directe pour V,

Ty (XY) = (V7 (2),{ @7 ® ¢).

De plus,
YZ = s ufas(oy(z))n(t)é(s)e(v +1i) dt ds dv
= s as(oy(x))uyn(t)é(s + t)p(v +1) dt ds dw.
Par conséquent,
(V7 (2),£ @0 @) = (V7(2), [(5,t,0) — (s + On(t)e(v +1)] ). (6..24)

Identifions R & R par les caractéres v — ¢4°. Pour ® € S (CATY x G x R), posons

(F13®)(s,t,v) = /axRp(S)eiq”‘P(p,t,q) dp dgq
et définissons 5
(T (x),®) = (V(x), F13P).

Pour 7 et ¢ fixés, les deux membres de (6..24) dépendent contintiment de § € S(G). La densité
de D(G) dans S(G) étend donc cette identité a tout & € S(G). Soient a € D(G), b € D(G), et
c € D(R), et prenons & = G, n = b, et p = ¢. La formule (6..23) donne

Fis([(p.t,q) — p(t)e a(p)b(t)c(q)]) (s, 1, v)
= a(s + t)b(t)c(v +1).

L’équation (6..24) donne donc

(77 (@), [(p.t.0) —> (1= p(t)e Da(p)b(t)e(q)] ) = 0.

Posons R
m(p,t,q) =1-p(t)e™®  ((p.,t,q) € G xGxR).

La multiplication par m est continue sur D(CA? X G xR). Sur chaque stade de Bruhat, la multiplication
par p(t) a la régularité établie dans §6.1..1, tandis que e~? est lisse. La densité des sommes finies
de tenseurs élémentaires donne

mJ(z) =0  dans D'(G x G x R, M).
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Sid e D(@x G xR) est supporté 1a ot m ne s’annule pas, le fait de division donne ¥ € D(@x GxR)
avec m¥U = ®. D'ou (J°(z),®) = 0, et supp(J?(x)) € m~'({0}). La Proposition 6.6 donne
maintenant

SPaxaxe(®) C {(p.t,q) | p(t)e™® = 1}.

La derniére égalité force ¢ = 0 et p(t) = 1. La projection sur la coordonnée ¢, la formule (6..2)
et (6..3) montrent que x € (M xq G);. La description des points fixes des produits croisés [Ta03,

Corollaire X.1.22] donne
(M % G)g =My 2, G.

Cela prouve la premiéere assertion. La projection sur les coordonnées (p,t) donne

SPaxa(r) C{(p,t) € G x G | p(t) = 1}.
Puisque x € M' N (M x, G) était arbitraire, en prenant la fermeture de I'union de ces spectres
individuels on obtient le spectre annoncé de ’action restreinte. O
6.2..7 Le commutant relatif pour les flots

Le Théoreme 6.10 donne la dichotomie du commutant relatif pour les flots sur les facteurs. Pour
un groupe abélien localement compact GG, définissons I’ensemble de résonance

Re={(p,t) € G x G| p(t) = 1}.

Proposition 6.11. Identifions R ¢ R en associant s € R au caractére r — . Soit ¥ < R x R
un sous-groupe fermé tel que

¥ CRr={(s,t) € R*| st € 27Z}.
Alors soit ¥ C R x {0}, soit ¥ C {0} x R, soit ¥ est discret.

Démonstration. Supposons que Y ne soit pas discret. Choisissons une suite ((pn,,))neny dans
¥\ {(0,0)} convergeant vers (0,0). Puisque p,t, € 27Z, on a p,t, = 0 éventuellement. Apres
passage a une sous-suite, soit t,, = 0 pour tout n € N, soit p,, = 0 pour tout n € N.

Dans le premier cas, fixons (p,t) € X. Puisque (p,,0) € X et que X est un sous-groupe, on a
(p + pn,t) € ¥ pour tout n € N. En appliquant la relation de résonance a (p,t) et (p + pn,t), on
obtient p,t € 2nZ. En faisant tendre n vers l'infini, on obtient t = 0, et donc ¥ C R x {0}.

Dans le second cas, le méme argument donne ¥ C {0} x R. O

Preuve du Théoréme I. Posons B = M' N (M %, R). Identifions R & R en associant s € R au
caractére r — ™. Puisque M est un facteur, la formule du point fixe dual et les générateurs du
produit croisé donnent

B*=Cl, B®*=Z(M x,R).

Donc a x & est ergodique sur B. Posons

= (axa)|g, K = ker(3) < R%
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Son spectre d’Arveson global, son spectre de Connes et I'annulateur de son noyau coincident par
(6..4). Ainsi
¥ =5p(8) =T(8) = K+ CR?

est un sous-groupe fermé. Le Théoreme 6.10 donne
¥ C Rr = {(p,t) € R? | pt € 27Z}.

Par la Proposition 6.11, nous avons trois cas a considérer. Supposons d’abord que ¥ C R x {0}. La
formule de restriction coordonnée (6..2) et (6..3) donnent B = B* = C1, donc B = Z(M x4, R). Si
¥ C {0} x Ralors B = B* = Z(M x, R). Cela prouve 'assertion (i) chaque fois que ¥ n’est pas
discret.

Nous prouvons ensuite l'assertion (ii) lorsque X est discret. La Proposition 6.5, appliquée avec
N = B, montre que les sous-espaces propres joints engendrent 5.

Si 0 # ¢ € B est un opérateur propre joint en (p,t), alors ¢*c et cc* appartiennent a Bexe = (L.
Apreés normalisation, ¢ est unitaire. Puisque a(c) = e ¢, Pélément z = cu} est fixé par 'action
duale et appartient donc a M. Il est unitaire, et la relation ¢ € M’ donne yr = za;(y) pour tout
y € M. Ainsi oy = Ad(x*), et

c = vy
pour l'unitaire v = z* € M. Puisque les sous-espaces propres joints engendrent B, ces unitaires

engendrent B. Cela prouve 'assertion (ii).

Enfin, supposons que M x, R soit un facteur et que « soit extérieur. Dans le premier cas, B =
Z(M %, R) = C1. Dans le second cas, I'extériorité exclut tout temps intérieur ¢ # 0, tandis que
le sous-espace propre en t = 0 est scalaire. Donc a nouveau B = C1, ce qui signifie que « est
strictement extérieur. O

Nous terminons la Sous-section 6.2. en précisant la relation avec le théoreme du commutant relatif
de Connes—Takesaki annoncé dans la Section 1..

Proposition 6.12. Soit P une algébre de von Neumann et soit ¢ un poids normal fidéle semifini
sur P. Alors
P'N(P %y R)=Z(P X, R).

Démonstration. Soit (u;)ier les unitaires canoniques dans P X,s R. Puisque 'action modulaire
préserve ¢ et est triviale sur P, le Théoreme 6.10 donne

Plﬁ(PNU¢R)CP¢NidRCPNU¢R.

L’algebre du milieu commute avec ug pour tout s € R. Tout élément du membre de gauche commute
aussi avec P. Puisque le produit croisé est engendré par P et les unitaires (us)scr, cela donne

P'N (P X, R)C Z(P %0 R).

L’inclusion réciproque est immeédiate. O
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6.3. Rigidité d’extériorité stricte pour les groupes abéliens localement
compacts

6.3..1 Produits croisés et coefficients atomiques

Soit M une algebre de von Neumann et soit o : G ™~ M une action ponctuellement faible* continue.
Posons B = M’' N (M %, G) et écrivons u : G — U(M x, G) pour la représentation unitaire
canonique, caractérisée par wru; = au(x) pour x € M et t € G. Rappelons que &, = Ad(u,) et
que 'action duale est normalisée par

a,(z) =z, a,(ug) = v(t)u
pour x € M, r,t € G et v € G. Ces actions commutent et préservent B. La formule du point fixe
dual [Ta03, Théoreme X.2.3] donne
B*=Z(M), B*=Z(M x,Q). (6..25)
En effet, un élément de B® commute avec M et avec u, pour tout r € G, et est donc central dans
le produit croisé. La réciproque est immédiate.
Nous identifions G x G & G x G par

((r,v), (p,8)) == p(r)v(1).

Ainsi la premiere coordonnée spectrale jointe est duale a &, tandis que la seconde est duale a a.

La proposition suivante identifie les sous-espaces propres de a.

Proposition 6.13. Pourt € G, posons
B, = {be B|a,(b) = v(t)b pour tout v € G}

Alors
By ={zu; | x € M, yz = zoy(y) pour tout y € M}.

Si M est un facteur, alors By # 0 si et seulement si ay € Inn(M). Si oy = Ad(v) pour un certain
v eEU(M), alors B, = Cv*uy.

Démonstration. Si b € M x, G satisfait &,(b) = v(t)b pour tout v € G, alors bu} est fixé par
l'action duale. Puisque (M %, G)* = M, on a b = zu; pour un certain x € M. La relation b € M’
est équivalente a

yr = xay(y) (y € M). (6..26)

Cela prouve la formule générale.

Supposons maintenant que M soit un facteur et x # 0. En appliquant (6..26) a y* puis en prenant
les adjoints, on obtient z*y = a;(y)x* pour tout y € M. Donc z*z et za* sont centraux. Ainsi
x*r = cl et zax* = dl pour certains ¢,d > 0, et (zz*)x = x(z*z) donne ¢ = d. Par conséquent,
¢ /2 est un unitaire qui implémente a; ', donc ay est intérieur.

Réciproquement, si oy = Ad(v), alors v uy = v*ay(y)u, = yv*u, pour tout y € M. Ainsi v*u; € B

et c’est un opérateur propre en t pour &. Si zu; est un autre tel opérateur propre, alors (6..26)
implique que zv € Z(M). Par conséquent x € Cv*. H
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6.3..2 La propriété de projection de résonance

Pour un groupe abélien localement compact a base dénombrable général G, nous utilisons la pro-
priété suivante. Rappelons que

R ={(p.t) € Gx G| p(t) =1}.

Nous disons qu’un groupe abélien localement compact a base dénombrable G a la propriété de
projection de résonance lorsque, pour tout sous-groupe fermé ¥ < G x G contenu dans R, soit X
est discret, soit au moins une de ses projections coordonnées est discrete.

Exiger que tout sous-groupe résonant non discret soit contenu dans un axe de coordonnées serait
trop fort : cette propriété échoue déja pour de nombreux groupes compacts et discrets. Nous exigeons
plutét qu’une projection coordonnée soit discrete.

Proposition 6.14. Pour un groupe abélien localement compact a base dénombrable G, les assertions
suivantes sont équivalentes. (i)(i)

1. Le groupe G a la propriété de projection de résonance.
2. Tout sous-groupe fermé de G est discret ou cocompact.
3. Le groupe G est compact, discret, ou isomorphe a R x F' pour un groupe abélien fini F'.

Démonstration. Nous prouvons d’abord (i) = (ii). Supposons que G ait la propriété de projection
de résonance. Pour tout sous-groupe fermé K < G, le produit K+ x K est un sous-groupe fermé de
Re. Si K est non discret et non cocompact, alors les deux projections coordonnées de ce produit

sont non discrétes. En effet, K+ = G/K, et le dual d'un groupe abélien localement compact est
discret exactement lorsque le groupe est compact. Le produit est aussi non discret, contredisant la
propriété de projection de résonance.

Nous prouvons ensuite (ii) = (iii). Par le théoréme de structure principal pour les groupes abéliens
localement compacts [HR79, Théoréme 24.30], écrivons G = R" x H, ou H a un sous-groupe ouvert
compact C'. Supposons que tout sous-groupe fermé de G soit discret ou cocompact. Si n > 2, une
copie coordonnée de R n’est ni discrete ni cocompacte. Donc n < 1. Sin =1 et C est infini, alors
{0} x C < G n’est ni discret ni cocompact, parce que son quotient a encore une coordonnée R.
Donc C' est fini et H est discret. Le sous-groupe R x {0} doit alors étre cocompact, donc H est
fini. Sin =0, un C fini rend H discret. Un C' infini est non discret et donc cocompact. Puisque C
est ouvert, le quotient compact H/C' est aussi discret, donc fini. Ainsi H est compact.

Enfin, nous prouvons (iii) = (i). Supposons (iii). La propriété de projection de résonance est
immédiate pour GG compact, puisque G est discret, et pour G discret. Soit G = R x F avec F fini, et
identifions G = Rx F. Soit ¥ < G x G un sous- groupe fermé non discret contenu dans R¢. Le groupe
ambiant est métrisable, donc il existe une suite (2;);eny dans X\ {(1,0)} convergeant vers I'identité.
Les coordonnées finies s’annulent éventuellement, donc nous pouvons écrire z; = ((p;, 1), (¢;,0)),
ou pj,t; — 0. La relation de résonance donne p;t; € 27Z, et donc p;t; = 0 éventuellement. Apres
passage a une sous-suite, soit t; = 0 # p; pour tout j € N, soit p; = 0 # t; pour tout j € N.
Dans le premier cas, en appliquant la résonance a z + z; pour z = ((p,n), (¢, f)) € 3, on obtient
pjt € 27Z. 1l s’ensuit que ¢ = 0, donc prg(X) C {0} x F, qui est discret. Le second cas donne de
memepr()C{O}XF O

Nous appliquons maintenant cette propriété au commutant relatif.
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6.3..3 Rigidité pour les groupes ayant la propriété de projection de résonance

Proposition 6.15. Soit G ayant la propriété de projection de résonance. Soit M un facteur semifini
diffus et soit o : G ~ M wune action extérieure préservant la trace. Si M x, G est un facteur, alors
a est strictement extérieur.

Démonstration. Conservons les notations de §6.3..1. Puisque M et M x,G sont des facteurs, (6..25)
donne B* = B* = C1. Ainsi a x a est ergodique sur B, et si

B=(axa)s K=ke(f)<Gxaq,

alors (6..4) donne R
Y=SpB)=T(p)=K-<GxG

comme sous-groupe fermé. Le Corollaire 6.8 donne K+ =3 C Rg.

Si ¥ est discret, la Proposition 6.5 montre que les sous-espaces propres joints engendrent B et que
tout point de ¥ est la valeur propre d'un opérateur propre joint non nul. Si (x,¢) € ¥\ {(1,0)},
choisissons un tel opérateur propre c. Si t # 0, la Proposition 6.13 rend «; intérieur, contrairement
a lextériorité. Si ¢ = 0, alors ¢ € B = Cl et x = 1, ce qui est_encore une contradiction. Donc
Y ={(1,0)}. L’assertion de génération de la Proposition 6.5 et B*** = C1 donnent B = C1.

Supposons ensuite que P = prz(X) soit discret. Un sous-groupe discret d'un groupe localement
compact est fermé. Pour tout b € B, la formule (6..2) donne Sp;(b) C prg(Spg.4(b)) C P.

En prenant I'union fermée sur b € B, on obtient Sp(&|g) C P. Fixons x € Sp(@|p) et choisissons
un voisinage ouvert U de x tel que UN P = {x}. Par [Ta03, Lemme XI.1.3(v)], il existe 0 # c € B
avec Spz(c) C U. Puisque Spz(c) C Sp(alg) C P, on a Spz(c) C {x}. La formule (6..3) donne
donc @,(c) = x(r)e pour tout r € G. Puisque B® = C1, ¢*¢ et cc* sont scalaires, donc aprés
normalisation ¢ est unitaire. De plus, le sous-espace propre en x est de dimension un : si d est
un autre élément de ce sous-espace propre, alors dc* € B* = C1. Puisque a et & commutent, il
existe un caractére continu A : G — T tel que @, (c) = A(v)e. Pour voir la continuité, choisissons
w € B, avec w(c) # 0. Alors A(v) = w(@,(c))/w(c), qui est continue en v. La dualité de Pontryagin

donne t € G avec A(v) = v(t). Ainsi ¢ est un opérateur propre joint en (x,t). L'extériorité et

la Proposition 6.13 forcent ¢ = 0. Il s’ensuit que ¢ € BY = Cl1, et donc y = 1. Par conséquent
Sp(a@|p) = {1}, donc B = B* = Cl.

Supposons enfin que @) = pr(2) soit discret. La formule de restriction coordonnée donne Sp(a|g) C
Q. Fixons t € Sp(a|p) et choisissons un voisinage ouvert U de t tel que U N Q = {t}. Par [Ta03,
Lemme XI.1.3(v)], il existe 0 # ¢ € B avec Sps(c) C U. Puisque Sp;(c) C @, son spectre est
contenu dans {t}. La formule (6..3) donne @&, (c) = v(t)c pour tout v € G. Puisque B* = C1, ¢*c et
cc* sont scalaires, donc ¢ est unitaire apres normalisation. Si d est un autre élément du sous-espace
propre en t, alors dc* € B® = C1. Ainsi ce sous-espace propre est de dimension un. Il est invariant
sous @, donc il existe un caractére continu x € G tel que a,(c¢) = x(r)c pour tout r € G. Pour
vérifier la continuité, choisissons w € B, avec w(c) # 0. Alors

(re @),



qui est continue en 7. Ainsi ¢ est un opérateur propre joint en (x,t). La Proposition 6.13 et I'exté-
riorité forcent t = 0. Alors ¢ € B® = C1, ce qui force aussi x = 1. Par conséquent Sp(a|g) = {0}
et B= B*=Cl. ]

6.3..4 Contre-exemples sur le facteur hyperfini II;

Nous montrons maintenant que tout groupe exclu par la Proposition 6.14 a un contre-exemple sur
le facteur hyperfini de type II;. La méme construction s’applique a tout sous-groupe fermé non
discret et non cocompact.

Nous utilisons le fait que tout groupe localement compact a base dénombrable admet une action
gaussienne pmp mélangeante essentiellement libre [KPV15, Remark 1.1]. On peut prendre un
produit infini de I'action gaussienne associée a la représentation réguliere gauche réelle.

Nous enregistrons aussi le critere de factorialité utilisé a la fin de la construction.

Lemme 6.16. Soit H un groupe localement compact a base dénombrable et soit (k,w) une action
par cocycle borélien de H sur une algébre de von Neumann P a prédual séparable. Supposons que
Uaction induite sur Z(P) = L™(Y') soit ergodique et essentiellement libre, au sens ou presque tout
point de Y a un stabilisateur trivial. Alors P X, H est un facteur.

Démonstration. Posons Q = P ® B(L*(H)), a, = s, @ id, et u(h,k) = w(h,k) @ 1. Soit A,
la représentation réguliere gauche sur L*(H). Si Mp désigne la multiplication par une fonction
borélienne bornée F' a valeurs dans P sur H, définissons

U = Moswmnp-15)+ (1 @A) € U(Q).
Pour [ = (hk)™!s, le coefficient de multiplication de vpas(vi)u(h, k) en s est
w(h, k) kp(w(k, 1) )w(h, k) = w(hk, ).
Ici nous avons utilisé I'identité de cocycle w(h, k)w(hk,l) = kp(w(k,l))w(h, kl). Par conséquent,
vpan(vg)u(h, k) = vpg, Brn = Ad(vp) o ay,

définit une action borélienne genuine sur (). Puisque ) a un prédual séparable, son groupe
d’automorphismes est polonais et cet homomorphisme borélien est continu. L’action de ([ sur
Z(Q) = Z(P) ® 1 est l'action donnée sur le centre.

Dans le produit croisé tordu par (a,u), en multipliant son unitaire implémentant en h par vy, on
obtient une représentation implémentante genuine pour 3. Ces générateurs donnent

QxpgH=Q xg, H(Px,, H ®B(L*H)).

Désintégrons () sur son centre. La liberté essentielle rend le groupoide de transformation H x Y
principal apres avoir écarté un ensemble nul invariant. La formule du centre non tordu [Ya92,
Théoreme 3.2(iii)] donne donc

2(Q xy H) = 2(Q)° = L¥(Y)" = C1.

En retirant le facteur tensoriel de type I, on prouve 'assertion. O
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Théoreme 6.17. Soit G un groupe abélien localement compact a base dénombrable et soit K < G
un sous-groupe fermé. Supposons que K soit non discret et que G/K soit non compact. Alors il
exriste une action extérieure préservant la trace o : G ~ R sur le facteur hyperfini de type 11; telle
que R X, G soit un facteur et R' N (R x4 G) soit diffus.

Démonstration. Posons L =K et H =G /K. L’application de restriction dans la suite exacte
0—K*~H—G-L—0

est surjective. Les groupes L et H sont non compacts. Choisissons un sous-groupe dénombrable
A < G tel que r(A) soit dense dans L et Ag = AN K soit infini. C’est possible en prenant des
relevements d’un sous-ensemble dénombrable dense de L et en adjoignant un sous-groupe dénom-
brable infini de K+ = H. Nous regardons A comme un groupe discret.

Choisissons une action pmp mélangeante essentiellement libre p: L x H ~ (Y, ) sur un espace de
probabilité standard non atomique et une action de Bernoulli non triviale n : A ~ (Z,v). Puisque L
et H sont non compacts, les restrictions p|; et p|y sont mélangeantes et donc ergodiques. Puisque
Ao est infini, la restriction 7]y, est mélangeante et donc ergodique. L’action de Bernoulli n est
essentiellement libre. Posons A = L*(Y x Z). Pour £ € A et h € H, définissons ¢ = p(r(¢),0) ®7¢ et
On = po,n) ®id. L’action o est libre parce que 7 est libre. Elle est ergodique parce que la restriction
au sous-groupe infini Ay supprime d’abord la coordonnée Z et la densité de r(A) réduit ensuite la
coordonnée Y aux fonctions L-fixes. Ainsi M = A x, A est un facteur de type II;. Le groupe A est
dénombrable et moyennable, donc sa relation d’orbite est hyperfinie par [CFW81, Main Théoréme].
Par conséquent le facteur de ’espace mesuré de groupe est hyperfini et M = R.

Pour g € G, posons agy(a) = 0,,k(a) pour a € A et a,(ue) = £(g)ue pour € € A. Les relations
de covariance montrent que c’est une action. Elle préserve la trace canonique. Les formules sont
continues en g sur l'algebre du produit croisé algébrique. Puisque les automorphismes sont des L*-
isométries et que le produit croisé algébrique est L?-dense, I'action est ponctuellement L2-continue
et donc ponctuellement faible* continue sur M.

Nous prouvons d’abord l'extériorité. Si oy, = Ad(v), alors v normalise ’algebre de Cartan A. Posons
h =g+ K. Si h # 0, la restriction de Ad(v) a A placerait la transformation 6;, dans le groupe
complet de la relation d’orbite de ¢ par [FM77, Proposition 2.9]. Pour tout £ € A, I'ensemble
d’égalité de 0}, et o¢ est nul par liberté de p et 7. La dénombrabilité de A donne une contradiction.

Il reste a considérer g € K. Dans ce cas o, fixe A point par point, donc v € A. En comparant
sur les unitaires ug, on obtient o¢(v) = £(g)v pour tout £ € A. Pour £ € Ay, le scalaire de droite
vaut un. L’ergodicité de 7|y, rend donc v indépendant de la coordonnée Z. L’équation restante en
fait une fonction propre pour la sous-action dense r(A) de 'action mélangeante p|r. La continuité
étend le sous-espace invariant de dimension finie correspondant de r(A) a L. Le mélange de p|p,
implique alors que v est scalaire. Il s’ensuit que £(g) = 1 pour tout £ € A. La densité de r(A) dans
K donne g = 0.

Nous calculons ensuite le centre apres croisement par K. Posons P = M x,, K. Nous regardons
P comme la sous-algebre de von Neumann de M x, G engendrée par M et les unitaires (V)rek-
Cette représentation de M x|, K est fidele méme lorsque K n’est pas ouvert. En effet, choisissons
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une section borélienne s : H — G. La désintégration de Weil exprime la représentation réguliere
restreinte comme une intégrale directe sur H de représentations régulieres K-covariantes dont les
représentations de M sont précomposées par a_gy. Chaque représentation de fibre est fidele, donc
leur intégrale directe I'est aussi.

Puisque «y fixe A point par point pour tout k& € K, la représentation fidele ci-dessus identifie
A Xy K = A® L(K) a la sous-algebre de P engendrée par A et L(K). Les générateurs satisfont

ugau; = o¢(a), ViuVii = U
ca ¢(a) wue Ve = §(k)ue (e A kek £ch)
ugViug = (&) (k)Vi
Identifions L(K) a L>°(L) en envoyant V} sur la fonction ¢ — ¢(k). Pour | € L, soit 7(¢)(q) =
©(q — ). Les relations des générateurs donnent un homomorphisme surjectif

: (ABL®(L)) x5 A — P,

ol 0¢ = 0¢ @ Tp¢). Cet homomorphisme est fidele. En effet, 'action duale de A sur M commute
avec ok, donc elle s’étend a P en fixant les unitaires Vj. Elle fixe A et multiplie chaque u¢ par le
conjugué de la valeur du caractere correspondant. L’enveloppe des (A ® L™ (L))ue sur £ € A est
faible* dense dans P. Donc l'algebre des points fixes de I'action duale est A ® L>°(L), et la moyen-
nisation donne une espérance conditionnelle fidele Ep sur cette algebre. Soit E 'espérance fidele
canonique sur le produit croisé. L’application II entrelace E et Ep et est l'identité sur A ® L>(L).
Sixz > 0etI(x) =0, alors II(E(z)) = Ep(Il(x)) = 0, et donc E(z) = 0. La fidélité de E donne
x = 0, donc II est injective.

Ainsi
P (ABL*(L)) %z A. (6..27)

Nous utilisons la convention (¢ f)(z) = f({' - ) pour I'action correspondante sur les points. Le
changement de variables yo = p(_q,0)(y) donne

£ (y,2,9) = (P(r(g),o)(?/)aﬁg(z),q + T(f)),

6..28
& (0, 2,9) = (v, me(2), ¢ + 7(8)). (6..28)

L’action sur Z x L est libre. En effet, un point fixe pour & force r(£) = 0, et la liberté essentielle de
n force alors £ = 0. Pour prouver 'ergodicité, soit F' € L>°(Z x L) invariant. L’invariance sous Ag et
I'ergodicité de n|,, donnent F'(z,q) = g(q) pour un certain g € L°°(L). L’invariance sous A donne
g(g+ 7)) = g(q) pour tout £ € A. La densité de r(A) dans L et la continuité des translations
dans L{ (L) impliquent que g est constante. Ainsi C' = L™(Z x L) x A est un facteur. Dans les
coordonnées de (6..28), la décomposition (6..27) donne

PEL®Y)®C,  Z(P)=L>Y). (6..29)

Ainsi M' N (M %, G) contient la sous-algebre unifere diffuse Z(P) = L*=(Y).

93



Enfin, choisissons une section borélienne s : H — G avec s(0) = 0 et posons c(h,l) = s(h) + s(I) —
s(h+1) € K. Définissons

kn = Ad(Vywy)|p, w(h, 1) = Ve,
RpR] = Ad(w(h, l))lih_H.

I'égalité
c(h,l) +c(h+1,m) =c(l,m)+ c(h,l +m)

donne

w(h,Dw(h +1,m) = kp(w(l,m))w(h,l +m).

Ainsi (k,w) est une action par cocycle borélien. Les représentations régulieres définissantes donnent
M %o G = P x,, H. En effet, la formule d’intégration de Weil et les coordonnées boréliennes
g = s(g + K) + k identifient les deux espaces de représentation réguliére unitairement. Dans ces
coordonnées, les générateurs réguliers sont entrelacés, ce qui prouve la fidélité ainsi que la surjecti-
vité. L’isomorphisme est I'identité sur P et envoie I'unitaire implémentant tordu associé a h sur V.

Des choix différents d’un relevement induisent le méme automorphisme de Z(P). Sous (6..29),
l'action résultante de H est exactement p|g. En effet, dans les coordonnées (yo, 2, ¢), la conjugaison
par Vi) envoie yo sur pop(yo). Sous P = L™ (Y)®C, le centre est L™(Y") ® C1, donc la restriction
de rp, au centre est p ). Cette action est essentiellement libre et ergodique. Le Lemme 6.16 donne
donc Z(M %, G) = Cl. Ainsi M %, G est un facteur.

Il reste a prouver que tout le commutant relatif B = M’ N (M x, G) est diffus. L’action duale sur
B est ergodique parce que R
B*=BnNM=Z(M)=ClI.

Par la Proposition 6.13 et I'extériorité de «, tout opérateur propre pour cette action est scalaire.
Supposons que B ait une projection minimale. La somme atomique de B est alors non nulle et
invariante sous tout automorphisme, donc 'ergodicité rend B atomique. Puisque B a un prédual
séparable, son centre a un nombre dénombrable d’atomes. L’action duale est transitive sur ces
atomes, puisque la somme sur toute orbite est une projection centrale invariante. Le stabilisateur
J < G d’un atome central z est ouvert. En effet, un état normal supporté sur z ne prend que les
valeurs 0 et 1 sur ses translatés, et la continuité fait que sa valeur vaut 1 pres de I'identité. S’il
y a plus d'un atome central, un caractere non trivial du quotient abélien discret G /J donne un
opérateur propre non scalaire dans Z(B), une contradiction.

Ainsi B est un facteur de type I. Pour chaque v € G, choisissons un unitaire v € B implémentant
a,|p. La commutativité de l'action duale implique que &, (v)v* est scalaire pour tout 7 € G.
Ces scalaires forment un caractére continu, donc v est un opérateur propre et doit étre scalaire.
L’action est donc triviale, et I'ergodicité donne B = CI1. Cela contredit la sous-algebre unifere
diffuse Z(P) C B. Donc B n’a pas de projection minimale et est diffus. ]

Théoreme 6.18. Soit G un groupe abélien localement compact a base dénombrable. Les assertions
suivantes sont équivalentes. (i)(i)

1. Pour tout facteur semifini diffus M et toute action préservant la trace o : G ~ M, I'action «
est strictement extérieure si et seulement si ['(a) = G et « est extérieure.
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2. Tout sous-groupe fermé de G est soit discret, soit cocompact.
3. Le groupe G est compact, discret, ou isomorphe a R x F' pour un groupe abélien fini F.

4. 1l n’existe pas d’action extérieure préservant la trace a : G ~ R telle que R %, G soit un
facteur et R' N (R x4 G) soit diffus.

Démonstration. Nous prouvons d’abord (ii) <= (iii). La Proposition 6.14 prouve cette équivalence.

Nous prouvons ensuite (ii) = (i). Supposons (ii). Alors G a la propriété de projection de résonance.
Soient M et o comme dans (i). Si T(a) = G et o est extérieure, alors [Ta03, Théoréme XI.2.7(iv)]
montre que M X, G est un facteur. La Proposition 6.15 implique que « est strictement extérieure.
Réciproquement, si « est strictement extérieure, alors M x, G est un facteur parce que son centre
est contenu dans M’ N (M X, G). Par [Ta03, Théoréme XI.2.7(iv)], on a I'(a) = G, tandis que la
Proposition 6.13 montre que « est extérieure. Cela prouve I'implication.

Nous prouvons ensuite (i) = (iv). Supposons (i) et supposons qu’il existe une action extérieure
préservant la trace o : G ~ R telle que R %, G soit un facteur et R' N (R %, G) soit diffus. La
factorialité de R x, G donne I'(o) = G. L’assertion (i) rendrait alors « strictement extérieure,
contredisant la diffusion de R’ N (R %, G). Cela prouve I'implication.

Enfin, nous prouvons (iv) = (ii) par contraposition. Supposons que (ii) échoue. Il existe un sous-
groupe fermé K < G qui n’est ni discret ni cocompact. Le Théoréme 6.17 donne une action
extérieure préservant la trace a : G ~ R telle que R X, G soit un facteur et R' N (R X, G) soit
diffus. Ainsi (iv) échoue. Cela prouve la contraposée et achéve la preuve. ]

7. Résonance pour ’action bicentralisatrice jointe

Pour les actions de groupes abéliens localement compacts sur les facteurs de type II; a spectre
de Connes plein, nous prouvons un théoréme de résonance pour ’action jointe du groupe original
et de l'action bicentralisatrice duale. Si ¥ désigne son spectre, la relation p(t')p'(t) = 1 est vraie
pour tous (p,t), (p',t') € X. Pour les flots a spectre de Connes plein, la géométrie de cette relation
donne un spectre discret ou un spectre contenu dans un axe de coordonnées. Les résultats sur les
opérateurs propres et les points fixes identifient alors les bicentralisateurs analytique et algébrique
dans les trois cas. En particulier, de tels flots extérieurs ont un bicentralisateur trivial, ce qui
prouve le Théoreme F et acheve la preuve du Théoreme A.

Une idée clé est I'interprétation de la conjecture du bicentralisateur comme une propriété de point
fixe pour 'action bicentralisatrice duale a I'intérieur du produit croisé, similaire au Théoreme 5.18.
Cette idée apparait déja dans [Ma25]. Un argument technique remarquable, trouvé par GPT-6,
consiste a appliquer le Théoreme 5.18 a l'intérieur d’une représentation GNS construite a partir d’un
état singulier sur le produit croisé. Cela fournit une algebre traciale finie dans laquelle les relations
de commutation requises sont vraies. La fonction de Plancherel exprime ces relations sur un espace
de Hilbert, ou la comparaison de la multiplication a gauche et a droite donne I'identité de résonance.
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7.1. Pourquoi la propriété de résonance devrait-elle étre vraie ?

Soit o : G ~ (M, 7) une action préservant la trace d'un groupe abélien localement compact avec
I'(a) = G. Si la conjecture du bicentralisateur est vraie alors

B(M,a) = b(M,q).

La proposition suivante montre que le spectre de I'action bicentralisatrice jointe est le méme que le
spectre de l'action jointe sur le commutant relatif étudié dans la section précédente et pour lequel
nous avons établi la propriété de résonance.

Proposition 7.1. Soit
i a|b(M,a) X Bb(M,oz)

Uaction bicentralisatrice jointe restreinte a b(M, ). Alors nous avons
Sp(y) = Sp((a x a)|M’ﬂ(anG’)-
En particulier Sp(y) C Re.

Démonstration. Nous savons que N = b(M, «) X, G est aussi le produit croisé de M' N (M %, G)
par la méme copie de G. L’action duale par rapport a cette décomposition en produit croisé est
donnée par p — a_po.

Sur N, nous avons trois actions qui commutent @, a et 5 Cela fournit une action jointe de

a:&x&xg:@xGx@mN.

Nous avons R
G x Sp(v) = Sp(o).

Puisque M’ N (M x,) est 'algebre des points fixes sous 'action p — a_ 3, nous savons aussi que
prp

(t,p,t) € Sp(o)
si et seulement si
(t.p) € Sp((@ x &@)|mrn(rxac)-
Cela montre que
Sp(vy) = Sp((a x 54)|M/m(anG).
O

7.2. Une interprétation en termes de points fixes de la conjecture du
bicentralisateur

Soit a : G ~ (M, 7) une action préservant la trace d’un groupe abélien localement compact avec

I'a) =G.

Nous désignons par

w® G — UM %, G)
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la mise en ceuvre unitaire naturelle de o dans le produit croisé.

Nous désignons par & : G ~ M X, G laction duale de «. Nous désignons par & = Ad(u®)
I’extension naturelle de o en une action intérieure sur M %, G.

Fixons un ultrafiltre cofinal w suffisamment grand. Nous regardons M x, G dans ’algébre ambiante
commune M X, G. Puisque M““ est fixé point par point par o, nous avons

(M=) OV (M 300 G) = (M=) 0 M) 300 G
En prenant l'intersection avec M x, GG, nous obtenons
(MY N (M Xoo G) = (M"Y N M) Xow G =B(M,a) x, G

Par conséquent, nous pouvons considérer B(M, ) X, G comme un bicentralisateur relatif dans le
produit croisé semifini :

B(M C M x,G,a) =B(M,«a) x, G.
Il est aussi possible de définir une action bicentralisatrice duale
G~B(MCMx,G,a)
mais elle n’est pas donnée par I’extension naturelle
B:G A B(M,a)x, G

qui fixe u®. En effet, si nous prenons p € G et v € Y (M&) tels que

ag(v) = (p,g)v,  (9€G),
alors nous avons Ad(v) = Ep o &,-1. Ainsi, I'action bicentralisatrice duale
§:GAB(MCMx,G,a)

est donnée par B R
0p = Bp 0 Qp-1, (p € @G).

La proposition suivante met en évidence I'importance de cette construction. C’est I'analogue de
[Ma25, Proposition 8.6] (dans le cas M = N)).

Proposition 7.2. Nous avons B(M,a) = b(M, «) si et seulement si
B(M C M x,G,a)’ =M N (Mx,G).

Démonstration. Posons P = M x, G, R =M NP, et C =B(M C P,a) = B(M,a) x, G. La
construction précédente donne

Op(ug) = p(g)ug, op(2) = 2 (pe@G, ge@G, ze M N(Mx,G).
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La seconde égalité découle aussi directement de la mise en ceuvre dans les ultrapuissances, puisque
tout unitaire représentant appartient a M et commute donc avec R. La caractérisation de Takesaki
[Ma25, Théoreme 1.5] donne

"

B(M C M x4 G) = (B(M C M x,G)Ufu,|geG})

D’autre part, la Proposition 2.18 donne

"

b(M C M x4 G) = ((M' 1 (M x4 G)) U{u, | g € G})

Ainsi (b(M C M %, G),M'N (M x4 G),u) est une G-extension scindée et d|pmcarvaa) fixe M'N
(M %, G) tout en multipliant u, par p(g). La méme caractérisation donne donc b(M, a) x, G° =
M' N (M %, G). Si B(M,a) = b(M, ), alors et donc B(IM C M x, G)° = M' N (M x4 G).
Réciproquement, B(M C M x, G)° = M' N (M x, G) rend identiques les formules de génération
affichées pour B(M C M %, G) et b(M C M x, G). En intersectant avec M, ou en prenant les
points fixes de I'action duale originale @, on obtient B(M, o) = b(M, «). O

Ainsi la conjecture du bicentralisateur pour « serait résolue si nous pouvions appliquer le Théoreme
5.18 avec N = M x, G. Malheureusement, nous ne pouvons pas appliquer le Théoreme 5.18
directement parce que M x, G ne porte pas d’état tracial normal. Nous surmonterons partiellement
cette difficulté en utilisant un état tracial sur le produit croisé qui n’est pas normal.

7.3. Un état tracial singulier sur le produit croisé

Soit a : G ~ (M, 7) une action continue préservant la trace d’'un groupe abélien localement compact

A

avec I'(a) = G. Nous conservons cette hypothese dans tout le reste de cette section. Nous utilisons
la notation

MNe) = [ebudt (¢ eL(@)
et I'isomorphisme naturel R ~
A L™(G) — L(G)
caractérisé par R
A@)=Ay) (v eL(@)).

En particulier, X(w) est le multiplicateur spectral de u correspondant a la convention wu,(p) = p(t).

Posons 7 = 7 0 Ty, la trace normale fidele semifinie sur M x, G. Soit Ey) : M X, G — L(G)
I'espérance conditionnelle normale fidéle canonique de (5..25), déterminée par

EvLe (auw) = 7(a)uy (ae M, teq).
Nous identifions L(G) & L™(G) par A et écrivons 7¢ pour lintégration de Haar. Alors 7 = 1¢oEL@).

Puisque G est moyennable, choisissons des ensembles compacts symétriques (F;);er avec 0 <
wu(F;) < oo tels que

FK)\ F; 5

HERNE) 0 (ked 1ekK) (7..1)

1(F;)
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Fixons un ultrafiltre cofinal V sur Z et posons

1
milf) = [, S0 dn ()

La condition de Fglner rend 1’état m invariant par translation. La symétrie des F; le rend invariant
sous l'inversion.

~

limm,(f)  (f €L¥(G)). (7.2)

o i—V

Soit e; = 5\(1 F,). Définissons des états normaux p; et un état p sur M x, G par
T(e;xe;)

w(Fy) - (EL(G) (I))’ p(z) = m(EL(G) (95)) - }5% pi(x).
La seconde expression pour p; découle de la bimodularité de Ep ). Nous utilisons la seminorme
|z|la, = plz*z)'/2.

Proposition 7.3. L’état p a les propriétés suivantes. (i)(i)

pi(r) =

1. La partie a-continue en norme (M X, G). est contenue dans le centralisateur de p.
2. La restriction de p a M est 7, et M est contenue dans le centralisateur de p.

Démonstration. Nous estimons d’abord les commutateurs des projections spectrales e;. Supposons
que a € M %, G ait un a-spectre compact, contenu dans un ensemble compact symétrique K C G
avec 1 € K. Le transfert spectral donne
(1 — 61‘)6L6i = X(].(F%K)\F%)CLGz
Par conséquent,
11 = eaeill5+ < lal*u((FiK) \ F).
La méme borne s’applique a a*. Les deux coins hors diagonale de [e;, a] sont orthogonaux dans
L2(M x4 G,7), donc
les alll3 5 < 2llal*p((FE) \ F).

Il s’ensuit que
Iles; alll, 7

1(F3)
Les éléments de a-spectre compact sont denses en norme dans (M X, G).. Puisque

feis @ = clllaz < 2y/ p(F) [la = <),

(7..3) vaut pour tout a dans cette partie continue. En séparant [e;, a] en ses coins hors diagonale et
en appliquant Cauchy—Schwarz, on obtient

o 2l
i) = ptza)| < == P

2T (2 € M %, G).

En prenant l'ultralimite, on prouve (i).

La formule pour I'espérance donne p;|p;y = 7, donc ply = 7. Pour a,c € M, la tracialité de 7 et
cette formule de restriction donnent

(@ = cJeillaz = llei(a = )lloz = /u(E) [la = clla,

Tout a € M peut étre approché en || - |2 par des éléments de a-spectre compact. Ainsi (7..3) vaut
pour tout a € M, et l'estimation précédente prouve (ii). O
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7.4. La fonction de Plancherel

Nous introduisons la fonction de Plancherel sur le produit croisé, adaptée a la norme || - ||2 ,. Nous
prenons le produit scalaire sur L?(M) linéaire en la premiére variable. Nous identifions L(G) &
L*°(G) par A. Nous désignons par L (G, L?(M)) lespace de Banach des champs mesurables bornés
de G dans L*(M). Cest le dual de L'(G,L*(M)) via Pappariement tracial bilinéaire. Les champs
a valeurs hilbertiennes sont entendus comme localement fortement mesurables. Deux champs sont
identifiés lorsqu’ils coincident presque partout sur tout ensemble mesurable de mesure de Haar finie.

Proposition 7.4. [l existe une unique application linéaire faible*-faible* continue
0 M %y G — L=(G,L3(M))

telle que R ~
HaA(y)) =va,  (a €M, ¢ € L7(G)).

L’application 9 est injective et satisfait
[9@) e < llall, — ll2li3, = m(p — W@ @)3).

Siz e (MxoG)NLEM x,G,7), alors 9(z) € LG, L3(M)) et elle est donnée par Uidentification
de Plancherel usuelle.

L’application 9 satisfait les identités suivantes
Y ax) = ad(x) (ae M, ze M x,G),
Ia(¥)
(9(x),9(y))

Ici le produit scalaire de deux champs est pris ponctuellement. Elle satisfait aussi la formule de
covariance

~

P (x) (v € L2(G), v € M x,G),
Eve(y'e) (z,y € M x, Q).

I(@y(2))(p) = 9(@)(pg) (g€ C, v €M x,Q).

Si un automorphisme préservant la trace 6 € Aut(M) commute avec v et si 0 est son extension d
M %, G qui fize u®, alors

V(0(z)) = U%(z)  (z€Mx,qG),

—

ou U% = 0(a) pour a € M. Si B C M est une sous-algébre globalement a-invariante et x €

B x4, G, alors la fonction de Plancherel de x prend ses valeurs dans L*(B).

Démonstration. Pour ¢ € LY(G) et a € M, définissons w(1),a) € (M x4 G), par

w(,0)(@) = [Lv(0)Eue () (p) dp.
L'inégalité de Cauchy-Schwarz conditionnelle et Ery(aa*) = 7(aa*)1 donnent

e (a) oo < |[Erie)(aa) |32 Eei) (v 2)[13* < llallz ]|l
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D’ou
w(@, a)(@)] < [[9[llallzll]-
Ainsi w s’étend en une application bilinéaire contractante sur L' (G) xL2(M), puis en une contraction

w: LYG)SLA(M) = LY(G, LA (M)) — (M %, G),.

Définissons 9 = w* en utilisant ’appariement bilinéaire fixé ci-dessus. Elle est faible*-faible* conti-
nue et contractante, et elle satisfait

Lm0 @).a) dp = [ w0)Eie(an)() dp.
Puisque Ep (ab/\( )) = 7(ab)p, cela donne
IOA(p) =¢b  (be M, p € LX(G)).

L’enveloppe linéaire de ces produits est faible* dense dans M x, GG, puisqu’elle contient chaque bu.
Cela prouve aussi I'unicité.

Pour z = aA(¢)) et y = bA(), la bimodularité de Er () donne

(0(x), )(y)) = vop7(b"a) = Er)(y ).

Apres intégration contre une fonction de Ll(@), les deux membres sont séparément faible* continus
en = et y. Pour le membre de gauche, cela découle du fait que le produit d’une fonction scalaire
L' et d’un champ borné & valeurs dans L2(M) appartient a L'(G, L2(M)). La densité faible* étend
donc cette identité a tous =,y € M x, G. En prenant y = x, on obtient

|9(z)(p)||3 = Ev(q)(z*x)(p) presque partout.

La fidélité de Erg) prouve l'injectivité de o, et en appliquant m on prouve la formule annoncée
pour ||z2,. L’ 1ntegrat10n contre la mesure de Haar donne aussi

L I9@)@)[3 dp = 7(a").

Ainsi ¥ est une isométrie sur (M x, G) NL*(M x4 G,7). Pour a € M et f € L*(G) N L*(G), nous
avons Y(aA(f)) = fa. L'enveloppe linéaire de ces éléments est dense dans L2(M %, G,7), donc
cette isométrie coincide avec 'identification de Plancherel usuelle.

Les deux identités de module découlent de leur vérification sur les produits bj\(go) et de la continuité
faible*. Les formules de covariance et d’équivariance découlent de la méme maniere de

~ ~ ~ o~

ag(bA(9)) = bA(p = ¢(pg)),  O(bA(p)) = O(B)A(p)-

Enfin, ’enveloppe des bj\(go) avec b € B est faible” dense dans B x|, G. Son image est contenue
dans le sous-espace faible* fermé L>°(G, L*(B)), ce qui prouve la derniére assertion. O

Pour tout a € M et + € M %, G, nous avons la propriété de module a gauche ¥(ax) = ad(x).
Cependant, la propriété de module a droite J(za) = ¥(z)a échoue. Mais il est crucial pour nous de
pouvoir calculer ¥(za). Cela est réalisé par la proposition suivante.
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Proposition 7.5. Prenons © € M X, G et a € M tels que Spz(z) et Sp,(a) soient compacts.

~

Choisissons h € D(G) et k € D(G) égauz a 1 sur des voisinages de ces spectres respectifs, et posons
O(t, 1) = h(t)k(r)r(t).
Alors ® € D(G x G) et

Y (za) = [p b /axG ®(q, s)9(z)(pg a_s(a) dgds| .

L’intégrale est une intégrale de Bochner dans L*(M) pour chaque p.

Démonstration. Les deux membres de l'identité annoncée sont normaux en x apres appariement
avec tout Z € L'(G,L?(M)). Pour le membre de droite, cela découle de la normalité de o et du
théoréme de Fubini. Plus explicitement, apres le changement de variable » = pg~!, son intégrande
prédual teste ¥(z)(r) contre

r— Z(rq)a_s(a”).

Cette fonction dépend contintiment de (¢, s) dans L'(G, L?(M)), et sa norme est au plus || Z|1]|al|.

En multipliant ce champ test par CTD(q, s) et en intégrant en (g,s), on obtient un élément de
L'(G,L*(M)). En l'appariant avec 9(x), on définit la fonctionnelle normale requise, puisque le
produit scalaire est linéaire en sa premiere variable.

En raison de la normalité des deux membres, il suffit de vérifier I'identité annoncée pour = = cuy
ouce MetteGavec h(t)=1.

Le calcul de Schwartz Bruhat donne ® € D(G x G) et € LY(G x G). Puisque k = 1 prés de
Sp,(a), nous avons aj(a) = a. L’inversion de Fourier donne donc
/A (g, s)q(t)a_s(a) dgds = h() / F(—t — s)a_,(a)ds
G

GxG
= h(t)a,(a(a))
= h(t)ay(a).

Pour z = cu;, le membre de droite proposé est donc

pe [ ®(g.s)a(tla—(a) dgds = h(t)p(E)car(a)

Cela vaut ¥(cusa)(p) chaque fois que h(t) = 1. O

7.5. Le bicentralisateur dans la représentation GNS
Posons B = B(M, ) et notons 3 : G ~ B son action bicentralisatrice duale. Posons
B=Bx,GCMx,G

et écrivons T'p pour la restriction de T); a B. Puisque a|p et f commutent, 5 s’étend en une action
[ sur B fixant chaque wu;. Définissons

8y = By o dp1, Bt = B, of = Ad(uy)|pr.
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Proposition 7.6. [l existe une décomposition en produit croisé
B=B'x,G
et un état tracial normal fidéle of -invariant 77 sur BT tels que
Flz=7lpoTp=1"0Tp,
ot
Ty = /afsp dp, EBye(z)=11(2)l (ze BY.
L’action duale est aﬁp = 0p-1.
Démonstration. Notre convention pour I'action duale donne
Ip(ue) = p(t)ue.

Ainsi u; normalise Bf. La caractérisation des produits croisés de von Neumann [Na77, Théoréme
8.1], appliquée a B, alaction p — d,-1, et a la représentation u, donne la décomposition annoncée.
L’isomorphisme résultant est l’/i\dentité sur BT et envoie les unitaires implémentants canoniques sur
us. Son action duale est donc af, = J,-1.

Puisque /3 préserve 7, nous avons

EL(G) o gp = EL(G) sur E
Donc Epq) entrelace 8, avec la translation f(r) — f(rp~!) sur L®(G). Sa restriction & B est

scalaire et définit un état normal fidele 7. L’identité Er(g) o a; = Ey,) donne l'invariance sous al.

Pour z € §+, posons f = Erq) (). L'équivariance, la normalité et I'invariance de Haar donnent
(o ()1 = [ Eue(6()) dp

= (/af(p)dp) L.

Ce sont des égalités d’éléments positifs étendus. Ainsi
moTg =71go0 Epe) = 7l3

Le groupe modulaire de ce poids dual se restreint au groupe modulaire de 7 sur BT [Ha78a,
Théoréme 3.2(ii)]. Puisque le poids dual est une trace, 7' est tracial. O

La fonction de Plancherel a une forme particuliérement simple sur BT.

Proposition 7.7. Pour tout x € BY, il existe un unique &, € L?(B) tel que
I(z) = [p— UPE,).

De plus,
T'(z"z) = [|& |5

L’application T — &, s’étend en une isométrie
V. L*BY ") — L*B,1), Vi=1.

Elle entrelace U avec Ulr2(p)-
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Démonstration. Pour z € B, les formules de covariance donnent
I(2)(p) = 9(6(x))(p) = UJI(=)(pa™") (g€ ).

Ainsi le champ F(p) = Upﬁ_lﬁ(x)(p) est invariant sous toute translation, donc il est constant.

Ecrivons &, pour sa valeur constante. Cela prouve aussi 'unicité. La formule du produit scalaire et
Epq (2*z) = 71(z*2z)1 donnent ||, |3 = 7(z*x), donc V s’étend en une isométrie.

Pour prouver qu’elle est surjective, utilisons les deux décompositions en produit croisé de B. Les
vecteurs zA(¢), avec z € Bl et ¢ € L(G) N L®(G), engendrent un sous-espace dense de L*(B, 7).
Sous l'identification de Plancherel associée a B %, G, ils deviennent

p— $(p)UJE,.

Supposons que 7 € L?(B) soit orthogonal & 'image de V, et choisissons un f € L*(G) N L=(G)
non nul. Le champ p — f (p)Ufn est orthogonal a tout champ du sous-espace dense précédent. Il
est donc nul, d’ou n = 0. L’image de V est fermée et dense, ce qui prouve la surjectivité. Enfin,
¥(1) = 1 donne V1 = 1. La covariance sous & et la commutation de o|p avec 3 donnent l'assertion
d’entrelacement. O

Nous déterminons maintenant comment I’état p se comporte sur BT.
Proposition 7.8. Nous avons p|gt = 71, et BT est contenue dans le centralisateur de p.

Démonstration. La formule d’espérance scalaire donne p;| gt = p|gt = 71. Pour z,y € BT, il s’ensuit

que
Iz = yleillaz = llei(x = y)lloz = VilF) [l = yllarr

Approchons  en || - |5+ par des éléments de af-spectre compact et appliquons la preuve de la
Proposition 7.3. Cela donne (7..3) pour z et place x dans le centralisateur de p. ]

Nous allons passer a une algebre de von Neumann traciale finie en utilisant la représentation GNS
de p sur la C*-algebre engendrée par M et BT. Pour y identifier Bt aux points fixes de 1’action
bicentralisatrice duale relative, nous avons d’abord besoin d'un contréle uniforme sur les unitaires
implémentants approchés.

Le Corollaire 5.7 fournit, pour chaque ¢ € G, un filet (v;); dans U(M) tel que
sup lac(ty) ~ aesls —0 (K €G) (7.4)
€

La Proposition 4.3 donne alors v;bv; — 5,(b) en || - || pour tout b € B.

Lemme 7.9. Soient b € B et e > 0. Il existe K € G et g9 > 0, dépendant uniquement de b et ¢,
tels que pour tout g € G et v € U(M),

sup [lay(v) = g(t)vlz <& = sup v ()" = Byy()]2 <=
teK <0

En particulier, tout filet satisfaisant (7..4) satisfait

sup [[0; 8, (0)0} — Byg(B)]2 — 0. (7.5)

XEG
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Démonstration. Par (2..1), choisissons K € G et n > 0 tels que

swplla() —uly < = wblla<=/2 (wed(M).

Fixons un tel unitaire u. Pour x € G, choisissons des unitaires (w;); satisfaisant (7..4) avec ¢ = x.
Les phases scalaires s’annulent sous conjugaison, donc

lim sup sup [|a; (wiuw;) — wiuwslla < sup [[ay(u) — ulls < 7.
J teK teK

Le choix de 7 et la convergence w;bw; — B, (b) donnent

sup |[u, By (b)][l2 < &/2.
x€G

Prenons ey = 1/2 et soit v satisfaisant I'hypothese en g. Choisissons (w;); satisfaisant (7..4) pour
ce q. Alors

sup [|a (wjv) — wjvllz < sup flae(v) — q(t)v]]
teK teK

+ sup [Jay(w;) — q(t)w;llz <7
teK

éventuellement. En appliquant I'estimation uniforme de commutateur précédente a wjv, on obtient

[0 (B)v" — w;By(B)wille <e/2 (x € G).

Pour chaque x fixé, la Proposition 4.3 donne w;3,(b)w; — By4(b). En passant a la limite, on

obtient la borne /2 pour tout y, avec la méme constante. Cela prouve la premiére assertion, et
(7..5) découle de son application & tous les indices suffisamment grands du filet donné. O

Proposition 7.10. Pour tout q € G, tout z € BY, et tout filet satisfaisant (7..4), nous avons
[ p—

Démonstration. Nous utilisons la fonction de Plancherel et la formule de produit prouvées dans les
Propositions 7.4, 7.7, et 7.5. Ecrivons

F(p) = 9(z)(p) = U)&,.

Supposons d’abord que x ait un @-spectre compact. Choisissons h € D(G) égal a 1 sur un voisinage
de ce spectre. Choisissons f € S(G) a transformée de Fourier a support compact et f(g™') =1, et
posons

aj = agp(v;).
Alors sup; ||a;]| < [[f||1, tous les a; ont leur a-spectre dans I'ensemble compact supp . et

||CLj — U;||2 — 0.

En effet, a;(v}) —q(t)v; — 0en [|-[[2 uniformément sur les ensembles compacts, et [ f(t)q(t) dt = 1.
L’approximation compacte de l'intégrale L' justifie cette limite pour les filets. Les mémes estima-
tions montrent que

suplla-.(a) —gB)al: — 0 (Ce ). (7.6)
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Choisissons k € D(@) égal a 1 pres de suppf, donc en particulier k(¢~') = 1. Posons ®(t,7) =
h(t)k(r)r(t). La formule de produit pour la fonction de Plancherel donne

Wza;)(p) = /@xG ®(r, s)F(pr~")a_g(a;) drds.

Nous affirmons que remplacer a_4(a;) dans cette intégrale par ¢(s)a; change le champ résultant
d’une quantité tendant vers zéro en norme essentielle supérieure de sa norme LQ(M ). Pour le voir,

fixons b € B et posons d;; = a_s(a;) — q(s)a;. Uniformément en p,r, s,

IEpr=)dsllz < 201 fl 1€ = Bllo + 6] lids]le-

Puisque ® € Ll(@ x @), 'équation (7..6) et 'approximation compacte de cette intégrale font tendre
le second terme vers zéro apres intégration. Approchons alors &, par b pour prouver 'affirmation.
L’inversion de Fourier dans la seconde variable donne

/G ®(r,s)q(s)ds = h(rq ).
La propriété de troncature spectrale de A donne

/@B(T)F(pr_l) dr = F(p).
Ainsi laffirmation précédente donne

esssup [|J(za;)(p) — F(pg"ajlls — 0.
peEG

La méme approximation de &, par des vecteurs b, en utilisant [|a; — v} || — 0 et une borne uniforme
de norme d’opérateur, donne

ess sup |1 F(pg ") (a; — v7)[l2 — 0.
peG

D’autre part,
lz(a; = v})ll2,p < ]| la; — vl — 0.

En combinant ces estimations avec l'identité de norme pour la fonction de Plancherel, on obtient

Hﬁ(mv}‘) —[p— F(pq_l)v;f]

— 0.

Ici || -||, désigne la racine carrée de la moyenne des normes L? au carré, comme dans la sous-section
suivante. Le Lemme 7.9 et 'approximation de &, par b donnent aussi

sup ijF(pq_l)v; — F(p)|ls — 0.
peG

La linéarité a gauche par rapport a M de v prouve maintenant ’assertion pour x de spectre dual
compact.

L’action duale préserve BT et sa trace normale 7. Donc tout x € BY est une limite en || + ||
d’éléments y € BT & spectre dual compact. Puisque v; € M appartient au centralisateur de p,

[vjzv] = @2, < 2|2 = Yllart + lvjyv] — yll2p-

Cela prouve le résultat pour z arbitraire. O
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Théoréme 7.11. Pour tout a € M et x € BY, nous avons
|ax — zall2, = 0.

Démonstration. Soit A la C*-algébre engendrée par M et Bf. Les deux algébres génératrices sont
contenues dans le centralisateur de p, qui est une sous-algebre * fermée en norme. Ainsi p|4 est
traciale. Sa représentation GNS 7 engendre une algebre de von Neumann finie N = 7(.A)” munie
d’un état tracial normal fidele 7y satisfaisant 7y (7(2)) = p(2z) pour z € A. Les restrictions de 7 a
M et BT sont fideles et préservent la trace. Elles sont aussi normales. En effet, si 0 < b; T b dans
M et z € A, la tracialité donne

(b = bi) )1l < [|2]l 1o = bill2 — 0.

Les vecteurs W(Z)I sont denses, ce qui prouve la normalité sur M. Le méme argument s’applique a
BT avec 71. Identifions M & sa copie normale dans N.

La Proposition 7.10, avec ¢ = 1, s’applique a tout filet d’unitaires asymptotiquement a-invariants
dans M. La caractérisation locale (2..1) donne donc

(BT C B(M C N, a).

Pour ¢q € G arbitraire, la méme proposition et la formule unitaire approchée de la Proposition 4.3
montrent que I'action bicentralisatrice duale relative fixe 7(BT) point par point. Le Théoréme 5.18
donne

m(BYYc M'NN.
Par conséquent,

laz - zall2, = (@) (x) - 7(2)7(a) oy = 0. =

7.6. Résonance pour ’action bicentralisatrice jointe

Dans cette sous-section, nous supposons que M est un facteur. Alors I'action [ : G ~ B est
ergodique. Soit H,, I'espace de Hilbert obtenu par séparation et complétion de L°(G, L*(B)) pour
la seminorme

IFIZ, = m(p > 1FO)IE).
Lemme 7.12. Les formules
Lb®z)=0(z), RO®Z)=0x)b (beB, zec B
s’étendent en isométries linéaires de L*(B) @ L*(BY) dans H,,. La formule
I(F)(p) = U (F(p™))
définit une involution unitaire linéaire sur H,,. St S désigne l'application de bascule sur LQ(B) ®

L*(B), alors
Ll®V")S=IR(1®V").
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Démonstration. Définissons d’abord des applications sur B ® B par

Lo(b @) (p) = bBy(c),  Ro(b®2)(p) = B,(c)b.
Pour z € B, le théoreme ergodique moyenné et 1’ergodicité donnent
1 / 9
——— | By(z)dp — 7(2)1 dans L*(B).
7 A — () ()
Par conséquent, pour b, c,d, e € B, la tracialité donne
(Lo(b® ), Lo(d ® €))m = m(p = 7(d"bBy(ce”)))
= 7(d"b)T(e"c),
(Ro(b @), Ro(d ® €))y = m(p = 7(bd"By(e"c)))
= 7(d"b)T(e"C).

Ainsi Ly et Ry s’étendent en isométries sur L*(B) ® L?(B). Pour ¢ € L*(B), 'approximation par
des vecteurs de B et la borne
SngbUf(ﬁﬂb < [1bllli€]l2

montrent que

Li(b®&) =[pr bUL(€)],  Ro(b®€)=[p— UL (&)

Puisque VZ = &, et que V est unitaire, ce sont précisément Ly = L(1 ® V*) et Ry = R(1 ® V™).
L’invariance de m sous l'inversion et I'unitarité de Upﬁ montrent que I préserve la seminorme. De
plus /2 = 1, donc I s’étend en une involution unitaire. Enfin,

IRo(b® &)(p) = ¢f,(b) = LoS(b® &)(p).
La densité prouve l'identité annoncée. O]

La proposition suivante utilise le Théoreme 7.11 qui donne
0 = ||bx — xb||2, = ||P(bx) — I (zb)||m (be B, z € BY).
Soient E, et Ej les mesures spectrales sur L?(B) avec les conventions
vs = [pe)dBap), U = [ a@dEs ()
Lemme 7.13. Soit Q l'unitaire sur L*(B) @ L*(B) défini par

0= apr(t) d(Ea ® E/j)(p, t)?

ot E, agit sur le premier facteur tensoriel et Eg sur le second. Alors

LA ® V") = R(1® V).
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Démonstration. Utilisons Ly = L(1 ®@ V*) et Ry = R(1 ® V*). Prenons b € B a a-spectre compact
et € BT & a-spectre compact. La covariance de la fonction de Plancherel donne

. _ 778
aq(z) = Ug o

donc le S-spectre de &, est contenu dans Sp- (). Choisissons h € D(G) et k € D(G) égaux & 1 prés
de Sp;(x) et Sp,(b), respectivement, et posons

O(t, p) = h(t)k(p)p(t).

L’inversion de Fourier et le calcul spectral donnent 'intégrale de Bochner
Vhoe) = [ bgs)UnheU)&dgds,
GxG
En appliquant Ry et en utilisant la formule de multiplication a droite pour ¢/, on obtient

R (b, = {p - /@XQ B(g, )U? &, a_y(b) dgds
= J(xb).
Ces intégrales convergent uniformément en norme L?*(B), puisque la norme de l'intégrande est
bornée par |®(q, s)|[|b]|[|€.]lo. D’autre part, Lo(b ® &) = 9(bz). Le Théoréme 7.11 donne donc
I'égalité de ces vecteurs dans H,,. L’action & préserve BT, et le lissage par des fonctions dont les
transformées de Fourier sont a support compact rend de tels x denses dans L2(BT). Le lissage

analogue rend les b permis denses dans L?(B). Puisque V est surjective, les tenseurs considérés
engendrent un sous-espace dense. L’identité découle par continuité. O

Lemme 7.14. Soit o : G ~ M une action continue d’un groupe abélien localement compact G sur
un facteur de type 11y, noté M. Supposons que I'(a) = G. Soit

¥ = Sp(als x B) =T(alp x §).

Pour tous (p,t), (p',t') € X, nous avons

P (1) = 1. (7..7)

En particulier, p(t)*> = 1 pour tout (p,t) € ¥ et 3o = {(p,t) € X | p(t) = 1} est un sous-groupe de
> d’indice au plus 2.

Démonstration. Posons Ly = L(1®@ V*) et Ry = R(1® V*). Les Propositions 7.12 et 7.13 donnent
LoS = IRy et Ly = RyQ*. Puisque I? = 1, la premiére identité donne aussi Ly = RyS. Par
conséquent,

LoSQ* = TRyY = [ Ly = RyS = LoQ2S.

L’injectivité de Ly donne SQ* = QS d’ou
Q(SQS) = 1.

Soit ' la mesure spectrale jointe de U* x U? sur L*(B) et posons ¥ = Sp(a|p x 3). La fidélité de
7 identifie 3 au support de E. L’opérateur Q(S€L.S) est I'image de la fonction continue

((p, 1), (P, 1)) — p(t')P'(t)
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sous le calcul spectral pour E® E. Le support de E® E est X x Y. Son multiplicateur ne peut donc
étre égal a 1 que si p(t')p/(t) = 1 en tout point de X x ¥. En prenant (p/,t") = (p,t), on obtient la
derniére assertion.

Par ergodicité de o x 3 et (6..4), & est un sous-groupe fermé de G x G. L’équation (7..7) donne

(pp")(t +1t') = p(t)p'(t),

donc d(p,t) = p(t) est un caractére continu d : ¥ — {1,—1}. Son noyau ¥ est contenu dans R¢
et est d’indice au plus deux. O

Théoreme 7.15. Soit @ : R ~ M un flot continu sur un facteur de type Iy, noté M, avec
['(a) = R. Alors nous avons

B(M, o) =b(M, ).
et a x (3 est presque périodique sur B(M, ). En particulier, si v est extérieur, alors B(M, o) = C1.

Démonstration. Posons B = B(M, a) et ¥ = Sp(a|p x 3) C R% Le Lemme 7.14 montre que ¥ est
un sous-groupe fermé et que 22 C Rg. La multiplication par deux est un homéomorphisme de R?,
donc 2¥ est fermé. La Proposition 6.11 implique donc que ¥ est discret ou est contenu dans 'un
des deux axes de coordonnées. Nous traitons les trois possibilités.

Si ¥ C R x {0}, alors § est trivial sur B. Le Théoreme 5.18 et la factorialité de M donnent
B =B’ =C1.Si X C {0} x R, alors « est trivial sur B, et le Théoréme 5.3 et la Proposition 2.19

donnent
B=BNM*=b(M,a)NnM*=C.

Dans le cas restant, le spectre joint est discret, donc a|p X [3 est presque périodique. Le Théoréeme
5.19 donne alors B C b(M, «) et si « est extérieur, nous devons avoir B = C. O

8. Le probleme du bicentralisateur de Connes

Nous prouvons la conjecture du bicentralisateur de Connes pour les facteurs de type I1I; a prédual
séparable en adaptant l'argument de résonance précédent a la théorie modulaire. La preuve se
réduit a exclure un facteur de type III; égal a son propre bicentralisateur. Dans ce cas, le flot
modulaire et le flot bicentralisateur commutent et sont faiblement mélangeants. Une restriction de
résonance sur leur spectre joint contredira ces propriétés.

Nous remplagons ’état tracial singulier par un état KMS singulier sur le coeur continu. La fonction
de Plancherel identifie a nouveau une seconde base de produit croisé, et le théoreme du point
fixe relatif donne la commutation dans la représentation GNS. L’identité KMS controle les termes
modulaires qui remplacent les identités traciales. La comparaison de la multiplication a gauche
et a droite donne alors la méme restriction spectrale que dans le cas tracial, et la géométrie de
I’ensemble de résonance achéve la preuve.

Soit My un facteur de type IIl; a prédual séparable et soit ¢y un état normal fidele. Posons
B = B(Mjy, o) et ¥ = ¢o|p. Par [AHHM20, discussion preceding Théoreme B, si B # C1, alors B
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est un facteur de type 111y et B(B, ) = B. Il suffit donc d’exclure ce cas. Nous renommons (B, 1))
en (M, ¢) et supposons tout au long de 'argument que

B(M, p) = M. (8..1)

Nous conservons ¥ pour le flot modulaire et écrivons ¥ : R ~ M pour le flot bicentralisateur
en notation additive. Notre parametre est le logarithme du parametre positif usuel utilisé dans
[AHHM?20, Ma20, Ma25, Ma26]. Nous utilisons cette convention tout au long de la section, égale-
ment pour les flots bicentralisateurs relatifs et leurs mises en ceuvre unitaires.

La réduction fait agir le flot bicentralisateur sur toute ’algebre de travail. En particulier, la preuve
du Lemme 8.6 applique 3%, aux éléments approximants a, € M pour obtenir une estimation
uniforme en p.
Nous utilisons

172
lally = llag' 2, llallZ = (io(a"a) + p(aa®)) "
Pour une inclusion avec espérance M C N, ou N est o-fini, le flot bicentralisateur relatif est
caractérisé par

lanp — e'pa,|| — 0 = a,z — 87N (x)a, — 0 fortement® (8..2)

pour les suites bornées (a,,), dans M et x € B(M C N, ¢) [AHHM20, Théoreme A(ii)]. Ici (ap)(b) =
©(ba) et (pa)(b) = p(ab). Le théoreme du point fixe relatif [Ma26] donne

B(M C N,o)"" = M'nN (8..3)

[Ma26, Théoréme C]. En particulier, nous avons M”” = C1. Nous avons aussi M¥ = C. De plus,
les deux actions sont faiblement mélangeantes. Voir [AHHM20, Théoreme A(iv)] et [Ma20].

8.1. Un état KMS singulier sur le coceur continu

Soit (uy)ier les unitaires canoniques dans M X ,» R. Comme dans la Sous-section 7.4., écrivons

~

AP = [ fOudt, X L®) —LE®), A=A

Notre convention de Fourier est f(p) = fp f(t)e"? dt, avec mesure inverse dp/(2r). En particulier,
us(p) = e Pt et

72y (A(k)) = A(p = k(p+ ).

Nous écrivons aussi of pour son extension canonique Ad(u;) au produit croisé. L’automorphisme
B¢ s'étend en fixant chaque u;, et nous notons cette extension 7. Ces extensions commutent avec
I’action duale.

En croisant I'espérance o¥-équivariante ¢ : M — C avec R, on obtient I'espérance conditionnelle

normale fidele
ELw) : M %0 R — L(R), Evw)(au) = p(a)u,.
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Nous identifions son image a L>(R) par \. Le poids dual et la trace canonique sont normalisés par

#(x) = [ Fuw(@)(p) 5L,

Te(e) = [ B (0)(p) 5

Ainsi @ = ¢ o Ty et son groupe modulaire est l'extension 0% = Ad(u).

(x € (M 0 R),). (8.4)

Fixons un ultrafiltre libre ¥V sur N. Pour les entiers 7" > 1, posons

mr(f) = 21T/_7; f(p) dp, m(f) = lim mr(f). (8..5)

T—V

La moyenne m est invariante sous les translations et la réflexion. Définissons des états normaux pr
et un état p par

pr = mr o Epm), p =mo Eymg). (8..6)
Leurs restrictions & M sont ¢. Nous écrivons ||z||2, = p(z*z)"/2.
Soit D le générateur auto-adjoint déterminé par u, = e'*P
de Fourier est p = —D, donc (8..4) donne

, et posons ep = 1;_77)(D). La coordonnée

T
pr(z) = TTr (eTeD/erD/QeT) )

Ainsi la densité e? annule le poids spectral dans la trace. Ecrivons (M X,» R), pour les éléments
a orbite o#-norme-continue.

Proposition 8.1. La restriction de p 4 (M Xqe R). est un état KMS pour o®. Plus précisément,
st x a un og¥-spectre compact et y € M X, R, alors

play) = p(yo?i(@)). (8.7)

Démonstration. Les densités ere” commutent avec les unitaires u;, donc pr et p sont o¥-invariants.
Supposons que Sp,.(x) C [-L, L] et T > L. Le transfert spectral donne

D

erz(l —er)z*er < ||z||*1-r—rinur—r.7(D),

et la méme estimation vaut avec x remplacé par z*. L’état pr attribue la masse L/T & la projection
frontiere affichée. Puisqu’il est supporté sur ey, Cauchy-Schwarz donne

lpr(wy) = prierweryer)| < |allllylly/T/T. (8..8)

Sur le coin er(M X5 R)er, 'état normal fidele pr a pour densité (7/7)ere”. Son groupe modulaire
est donc la restriction de o¥. L’élément erxer est entier analytique, et 'identité KMS sur ce coin
donne

pr(erxeryer) = pr (eTyeTafi(x)eT).
La seconde estimation frontieére, appliquée & o%,;(x), borne la différence entre cette derniére expres-
sion et pr(yo?;(x)) par ||y|| Hafi(x)H\/L/iT. En prenant I'ultralimite, on prouve (8..7). Les éléments

a spectre compact forment une sous-algebre * analytique invariante dense en norme de (M X+ R),
ce qui prouve l'assertion KMS. O
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8.2. La fonction de Plancherel

Nous utilisons les actions standard a gauche et a droite de M sur LQ(M , ), avec produit scalaire
linéaire en la premiere variable. Pour un élément entier analytique a € M, ’action a droite satisfait

1/2 ¢

¥ 01/2(@ = ap'’?.

Cette identité rend compte du translaté modulaire dans la formule de produit ci-dessous.

Proposition 8.2. [ existe une unique application linéaire faible*-faible* continue
¥ M xpe R — L®(R,L*(M, )

telle que R
I(ar(k))(p) = k(p)ap'?  (a € M, k € L*(R)).

Nous appelons ¥(x) la fonction de Plancherel de x. Pour x,y € M X4 R, elle satisfait
(0(z),9(y)) = Evw(y'z),  [9(@)]lee < lz]-
En particulier, ¥ est injective et
123, = m(p = [9()®)]3)-
Elle coincide avec l'identification de Plancherel
L*(M x50 R, §) — L*(R, L*(M, ), dp/(27))

sur les éléments bornés de carré intégrable. Elle satisfait aussi

Y(az) = ad(x),

O(zA(k) = ki(2),
I(0%4(2))(p) = V(2)(p +q).
I(of (x))(p) = ALY(2)(p),
9(32 () (p) = UL 9(z) (p)

Iei UP" (ap'/?) = B (a) /2.

Démonstration. Pour f € L'(R) et a € M, Cauchy-Schwarz conditionnelle donne

[ 0B @) ) dp| < 1l o]

(8..9)

(8..10)

(8..11)

La description par produit tensoriel projectif de L*(R, L*(M, ¢)) et la dualité hilbertienne donnent

donc une unique application contractante satisfaisant

L F 0@ )0 dp = [ 0L (@) (p) dp.

Toutes les fonctionnelles du membre de droite sont normales. Leur extension continue a l’espace

des champs tests intégrables prouve la continuité faible* de o). L’égalité EL(R)(a*bX(k)) =
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donne la formule requise sur les produits. Ces produits engendrent un sous-espace faible* dense, ce
qui prouve l'unicité.

Pour x = aj\( flety= bX(g), le produit scalaire ponctuel est

fge(b*a) = Eymw)(y ).

Apres intégration contre une fonction L', les deux membres sont séparément faible* continus en z
et y. L’identité vaut donc pour tous x,y bornés. La fidélité de ’espérance donne l'injectivité, et en
appliquant m on obtient (8..10). L’intégration contre dp/(27) donne la norme L* du poids dual.
Sur I'ensemble dense des vecteurs a\(f) avec f € L'(R) N L*(R), I'image est fap'/?, ce qui prouve
I’assertion de Plancherel. Enfin, les formules de module et de covariance valent sur les produits et
s’étendent par continuité faible*. O

Proposition 8.3. Soit x € M X,e R a spectre dual compact, et soit a € M a spectre modulaire
compact. Choisissons h,k € D(R) égauz a 1 prés de Sp(x) et Sp,.(a), respectivement, et posons

O(t,r) = h(t)k(r)e .

En utilisant la transformée de Fourier ordinaire sur R? avec la mesure de Lebesque, nous avons
1 ~
d(za)(p) = e /R2 ®(q,8)9(x)(p — q)o’ i /5(a) dgds. (8..12)

L’intégrale converge dans L*(M, @) et définit un champ mesurable borné.

Démonstration. Le spectre modulaire compact rend a entier analytique. L’intégrande est borné en
norme par |®(g, s)|||z[|[|o}5(a)||, donc l'intégrale converge. Apreés test contre un champ intégrable a

valeurs dans LQ(M ,©), le membre de droite est normal en z. En effet, la translation du champ test
et la multiplication & droite par 0%, ; »(a)* préservent sa norme L' & un facteur uniforme o5 (a)l
pres. Le théoréeme de Fubini donne un unique champ test intégrable.

Pour = = cuy, I'inversion de Fourier et la propriété de troncature de £ donnent

1 ES i
@ oo B €M% ale) dads = (D), (a)

Par (8..9), le membre de droite proposé est donc h(t)¥(cua)(p). Soit zj la troncature spectrale
duale de x de multiplicateur h. Ainsi 'application normale définie par le membre de droite coincide
avec r — J(xpa) sur tout cuy, et donc sur tout le produit croisé. Puisque h = 1 pres du spectre
dual du x donné, nous avons x; = z, ce qui prouve la formule. O

8.3. Le bicentralisateur dans la représentation GNS

Soit M I'algebre des points fixes dans M x,+ R de l’action
5> Bf 00¥_,.

Les actions modulaire et duale préservent MT. Comme dans la Sous-section 7.5., cette algebre de
points fixes donne une seconde décomposition en produit croisé.
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Proposition 8.4. Il existe un état normal fidéle @t sur M tel que
Bum () = ¢'(2)1,  pr(z) = plz) = ¢'(x)  (z€M).

Son groupe modulaire est crfT = Ad(w)|ast, et

M x50 R=M"x_ R.
Pour tout x € M7, il existe un unique &, € LQ(M, ©) tel que

I(x) = [p — Upﬁwfx]
L application x(p")'/? — &, s’étend en une isométrie

VLMY oh) — LM, p), V()2 =l
FElle entrelace les groupes unitaires modulaires. L’action duale préserve M' et ©f, et
fﬁq(m) - Uf%x'

Démonstration. L’espérance entrelace Bg’ o g%_, avec la translation par —s sur L™(R). Ainsi sa
restriction & M7 est scalaire. La fidélité et la normalité de 'espérance donnent I'état o', et les
définitions de pr et p donnent les formules de restriction. La bimodularité de I'espérance donne
aussi o o Ad(uz) = o'

L’action définissante de MT envoie u; sur e*'u;. La caractérisation des produits croisés [Na77,

Théoréme 8.1] donne donc une décomposition d’algebre coefficient MT et de groupe implémentant
ug. Son poids a valeurs opérateurs de Haar est

1~
Tyt = 7/ 3?0 5%_,ds.
21 JR

Pour z positif dans le coeur continu, la normalité et I’équivariance de I’espérance donnent

e (Trri(2)) = 217T /]R Erm) (2)(p) dp = ©(Twn(2)).

Ce sont des égalités de valeurs positives étendues. Le groupe modulaire de ce dernier poids dual est
Ad(u;). La restriction & MT identifie son groupe modulaire et prouve la décomposition en produit
croisé annoncée.

Pour z € MT, la Proposition 8.2 donne
I(z)(p) = UL 9(@)(p — 5).

Par conséquent le champ mesurable p — U’ ~9(x)(p) est invariant par translation et est donc
constant presque partout. Appelons sa valeur £,. L’identité de produit scalaire donne

€113 = o' (272),
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done V s’étend en une isométrie.

Les deux décompositions en produit croisé ont le méme poids dual, comme prouvé ci-dessus. Dans
son espace GNS, les vecteurs représentés par zA(f), on x € MT et f € L*(R) N L*°(R), engendrent
un sous-espace dense. Leurs fonctions de Plancherel sont

p— f(P)U) &

Supposons que 1 € L*(M, ¢) soit orthogonal & I'image de V/, et choisissons un g € L*(R) N L*®(R)
non nul. Le champ p — g(p)Upﬁvn est orthogonal a tout champ du sous-espace dense précédent.
Il est donc nul, d’ou n = 0. L’isométrie V' a une image fermée, donc elle est surjective. L’identité
?(1) = /2 donne sa valeur au vecteur d’état. La covariance sous Ad(u;) donne I'entrelacement

modulaire. La covariance duale donne la derniere identité et montre que l'action duale préserve
f m
o'

Nous passons maintenant a la représentation GNS de I’état KMS singulier. Soit 7 la représentation
GNS de p|(rrx,,®)., s0it &, son vecteur cyclique, et posons

"

N =7((M %0 R))

Proposition 8.5. L’état vectoriel de &, est fidele et normal sur N. Nous le notons encore p. Les
représentations des parties continues modulaires de M et MT s’étendent en plongements normaux
fidéles de ces algébres dans N. Leurs restrictions d’état sont ¢ et ¢, respectivement, et les deux
plongements entrelacent les groupes modulaires. En particulier, l'inclusion M C N est avec espé-
rance. Pour z € (M X, R). d spectre modulaire contenu dans [ro, 1], on a

e "p(2"2) < p(z2%) < e p(27z). (8..13)
Démonstration. La construction de multiplication a droite pour un état KMS donne

I (®)m(@)éoll < llogjy (@) [[[m(D)S, (8..14)

pour a entier analytique et b arbitraire dans la partie continue modulaire du cceur. Ces opérateurs
de multiplication a droite commutent avec la représentation a gauche et ont une orbite dense sur §,.
Ainsi &, est séparateur pour IV, et son état vectoriel est fidele et normal. L’identité KMS identifie
son groupe modulaire avec I’extension de o¥.

Prenons un filet borné (b;); dans la partie continue modulaire de M qui converge fortement* vers
zéro dans M. Pour chaque a & spectre compact dans le cceur, (8..14) donne

I (i) (@)E,ll < lloja (@)l 1bill, — 0.

Il en va de méme pour bf. La densité et la bornitude uniforme donnent w(b;) — 0 fortement*.
Les convolutions modulaires bornées sont fortement* denses dans M sur les ensembles bornés,
donc 7 s’étend normalement & M. L’argument pour MT est identique, en utilisant p|y;+ = ¢'. Les
deux extensions sont fideles parce que leurs restrictions d’état sont fideles, et les deux entrelacent
les groupes modulaires. Le théoreme de 'espérance conditionnelle de Takesaki [Ta03, Théoréme
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IX.4.2] donne I'espérance sur M.

Le vecteur 7m(2)&, a un support spectral dans [—r1, —ro] pour log A,. L’identité

p(z2") = 1A ()6 |
prouve (8..13). O
Nous identifions M a son image normale dans N, et conservons 7(z) pour I'image de x € M.

Lemme 8.6. Fizons q € R et une suite bornée (a,), dans M satisfaisant
|any — elpay,| — 0.

Alors

sup [|of (a,) — e 7" ay||F — 0 (K €R).

tek
La suite peut étre remplacée, a une erreur tendant vers zéro fortement™ pres, par une suite bornée a
spectre modulaire contenu dans [q—1,q+1] et ayant la méme convergence préduale mise a l’échelle.
Pour tout b € M, on a aussi

sup ”anB;f(b) - Bﬁrq(b)annf — 0.
peER

Démonstration. Sur My(M), prenons 'état (e @ ¢)/(1 + €9) et les éléments €13 ® a,. Leurs
commutateurs préduaux tendent vers zéro. L’estimation de racine carrée [Ha87, Lemme 2.8(b)],
appliquée aussi aux adjoints, donne la commutation asymptotique avec la racine carrée de cet état.
Le calcul spectral et

sup [ — 1| < Ck|v/? — 1] (v>0)

teK

donnent I'invariance modulaire compacte-uniforme dans I’algebre matricielle. Son groupe modulaire

agit sur le coin hors diagonale par €%’of, ce qui prouve la premiére assertion.

Choisissons une fonction de Schwartz non négative f d’intégrale un avec supp f C [-1,1], et rem-
placons a,, par

/]R F(6)ea? (an) dt.

La formule de troncature spectrale donne le spectre requis et une borne uniforme de norme. La pre-
micre assertion et une estimation de queue L' donnent la convergence de la différence fortement*.
La préservation de I’état montre que le défaut prédual mis a ’échelle n’augmente pas.

Pour la derniere assertion, appliquons 37, a I'erreur affichée. Les éléments résultants 5%,(a,) ont
la méme borne de norme et le méme défaut prédual mis a 1’échelle, indépendamment de p. L’échec
de la convergence uniforme donnerait une suite p, contredisant la caractérisation définissante de
B¢, puisque B(M, ¢) = M. O

Théoréme 8.7. Les images normales de M et M dans l'algébre de von Neumann GNS de p
commutent.
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Démonstration. Prenons d’abord z € M & spectre compact pour o% et Ad(u;). Fixons ¢ € R et une
suite bornée (a,), satisfaisant ||a,p — efpa,|| — 0. Nous prouvons que [a,, 7(z)] — 0 fortement*
dans N. Par le Lemme 8.6 et la normalité du plongement de M, nous pouvons supposer

Spaw(an) - [q - ]-7 q + 1]
Ces éléments sont entiers analytiques et

sup ||, (an) || < co.

Par exemple, choisissons une troncature spectrale de Schwartz fixe égale a un sur cet intervalle et
appliquons sa formule de convolution en i/2.

Ecrivons F(p) = 9(z)(p) = UP7¢,. Choisissons h,k € D(R) égaux a un prés de Sp—(z) et [q —
1,q + 1], respectivement, et posons

O(t,r) = h(t)k(r)e .
La Proposition 8.3 donne

9wa,)(p) = s [, B )P0 =107 ., 0,) drds.

La multiplication & droite ici est l'action & droite bornée canonique sur L*(M, ¢). Le décalage
modulaire est nécessaire parce que ¢'/20{),(a) = ap'/?.

Posons
dn,s = O-fs_i_i/g(an) - equUiiQ(an).

Ces éléments sont uniformément bornés en norme d’opérateur. Pour b € M, nous avons

1E(p = 7)dnsll2 < Cllée — b2l
+ ol lloZs(an) — € anll,.

En effet, I'action a droite est bornée par ||d,, ||, et
<p1/2dn7s = (afs(an) — eiqsan) '/2,

L estimation est uniforme en p,r. Intégrons contre |®(r,s)|drds/(27)2, utilisons la convergence
modulaire compacte-uniforme et une estimation de queue L', puis approchons &, par bp'/2. 11
s'ensuit que remplacer o” /2( ») dans la formule de prodult par e%g 32( n) change le champ
d’une quantité tendant vers zéro en norme essentielle supérieure.

L’inversion de Fourier donne

/ ®(r,s)e' ds = 2rh(r + q).

R

Puisque h vaut un pres du spectre dual de x, sa troncature spectrale agit comme l'identité sur F'.
D’ou

ess sﬂyp [9(zan)(p) — F(p+ q)oiy(an)|l2 — 0.
pe
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La derniere partie du Lemme 8.6 donne aussi
sup lan ' (p) — F(p + q)o]s(an)][2 — 0.
pe
Pour le justifier pour &,, approchons-le par bp'/2. Les erreurs d’approximation sont uniformes en p
parce que (an), et (07,(a,)), sont uniformément bornés. Sur le vecteur approximant, I'expression
est

(anﬁg(b) - 6§+q(b)an) 901/2'

L’identité de norme de Plancherel et la linéarité a gauche par rapport a M donnent
p([an, x]*[an, x]) — 0.

Tous les commutateurs ont leurs Ad(u,)-spectres dans un intervalle compact fixe. Les estimations
spectrales KMS donnent aussi p([an, x][an, 2]*) — 0. La bornitude uniforme et la fidélité de 1’état
normal sur N impliquent la convergence forte* souhaitée. La méme conclusion vaut pour la suite
originale avant lissage, par normalité de M C N.

En prenant ¢ = 0, on montre que 7w(x) € B(M C N, ). Pour tout ¢, la méme convergence et
I'unicité ponctuelle dans la caractérisation du flot bicentralisateur relatif [AHHM20, Lemme 3.4
and proof of Théoréme A(ii)] montrent que

By (m(x)) = m(x).

Le théoreme du point fixe relatif [Ma26, Théoreme C] donne 7(z) € M'N N.

Les deux actions qui commutent préservent M et ¢f. Les convolutions bornées dans les deux
variables approchent tout élément de M fortement* par des éléments & spectres compacts pour les
deux actions. Le plongement normal de M7 et la fermeture forte de M’ N N achévent la preuve. [J

8.4. Résonance pour ’action bicentralisatrice jointe

Soit H,, 'espace de Hilbert obtenu par séparation et complétion de L>°(R, L*(M, ¢)) pour la semi-
norme

I1E)2, = m(p— |F®)]3).
Pour a,c € M, considérons les champs
L(ap'? @ cp'?)(p) = aBf (c)p'?,
R(ap'? @ cp'?)(p) = B (c)ap' /.

Proposition 8.8. Les applications L et R s’étendent en isométries de L*(M, ) @ L*(M, @) dans
H,n. La formule
I(F)(p) = U F(~p)

définit une involution unitaire linéaire sur H,,. Si S est la bascule tensorielle, alors IR = LS et
IL = RS. Pour tout £ € L*(M, ) et tout a € M entier analytique,

L{ap'? @ €) = [p — aU,;"¢],
R(ap? ©€) = [p = (U €)af,(a)].

La multiplication a droite dans la derniére ligne est l'action a droite standard de M sur L*(M, ).
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Démonstration. Les moyennes de Cesaro bornées de 3¢ (z) convergent faiblement* vers ¢(z)1, par
ergodicité et théoreme ergodique moyenné. Par conséquent, pour a,b,c,d € M,

(R(ap'? @ cp'?), R(bp'* @ dip'?))
=m(p = o(b"B7(d"c)a)) = p(b"a)p(d"c).

. . . , . . . 7 . . A 4
Ainsi R est isométrique. L’invariance de m sous la réflexion et I'unitarité de Upﬁ montrent que

I est isométrique, et I? = 1. Un calcul direct donne IR = LS, donc L est aussi isométrique et
IL =RS.

Pour a analytique, I'identité modulaire
(cp'?)ofy(a) = cap'/?
donne la derniére formule sur les vecteurs &€ = c'/2. Les bornes uniformes

Sgpllan%Hz < llallli€lla— sup 1T )zl < llofa(a)lllI€]

permettent I'approximation par de tels vecteurs et prouvent les deux formules. O

Soient E,. et Ege les mesures spectrales sur L*(M, o) avec

AT = /R e dE,.(p), U = /]R 15t Ao ().

Définissons 'unitaire

0= [ e A(Eye © Bye)(p. 1),
ou les deux mesures spectrales agissent sur le premier et le second facteur tensoriel, respectivement.
Proposition 8.9. Nous avons L = RQ)*.

Démonstration. Prenons a € M a o¥-spectre compact et € MT dans la partie continue modulaire
a a¥-spectre compact. Ecrivons &, = V (z(¢')1/?). La covariance de 9 donne

%)
fﬁq(fc) - Uf 5:57

donc le B%-spectre de &, est contenu dans Sp—;(z). Choisissons h,k € D(R) égaux a 1 pres de
Sp=s(x) et Sp,e(a), respectivement, et posons

O(t,r) = h(t)k(r)e .

Avec la transformée de Fourier ordinaire sur R?, le calcul spectral donne

1 = 0
V(" ©8&) = G [, ®a.9)0% ()¢ @ U6, dgds.

La Proposition 8.8 et la formule de multiplication a droite dans la Proposition 8.3 donnent
* 1 S
RO (ap? @ &,) = [p — e /]1&2 (g, s)(Uffq&)oi‘j%s(a) dgds
= J(xa).
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Ces intégrales convergent uniformément en norme L2(M, ), puisque leurs intégrandes ont une
norme au plus [®(g, s)|[|€: [|2/[o775(a)||. La linéarité & gauche par rapport a M donne L(ap'?®¢,) =
Y(az). Le Théoreme 8.7 donne

[0(az) = V(za)llm = [laz — zallz, = 0.

Le lissage par rapport aux deux flots qui commutent rend les x permis denses dans L2(M toof).
Le lissage modulaire rend les a permis denses dans L*(M, ¢). La surjectivité de V et la continuité
prouvent l'identité d’opérateurs. O

Proposition 8.10. Le spectre joint X = Sp(o¥ x (%) satisfait

pt' +p't € 277 ((p,t), (P, 1) € ). (8..15)
En particulier, pt € ©Z pour tout (p,t) € 3.
Démonstration. Les Propositions 8.8 et 8.9 donnent TR = LS, IL = RS, et L = RQ*. D’ou

LSQ* =1TRO)" =1L = RS = LQS.

L’injectivité de L donne SQ* = QS, ou de maniere équivalente Q(SQS) = 1.
Soit E la mesure spectrale jointe sur L?(M, ). La fidélité de ¢ identifie son support & ¥. L opérateur
Q(SQS) est I'image de la fonction continue

((p’ t), (p/, t/)) — ei(pturp/t)

sous le calcul spectral pour E ® E. Le support de ce produit de mesures spectrales est > x X, donc
la fonction vaut 1 sur tout cet ensemble. En prenant deux fois le méme point, on prouve la derniéere
assertion. O

Théoreme 8.11. Soit M un facteur de type I11y. Alors
B(M,¢) =C1
pour tout état normal fidéle ¢ sur M.

Démonstration. Par (8..1), il suffit d’exclure un facteur de type III; M avec B(M,p) = M. Pour
un tel facteur, les flots modulaire et bicentralisateur commutent et sont faiblement mélangeants.
Leur action jointe est ergodique, donc (6..4) fait de 3 = Sp(c¥ x %) un sous-groupe fermé de R.
La Proposition 8.10 donne pt € 7Z pour (p,t) € X. Donc 2% est un sous-groupe fermé contenu
dans Rg. La Proposition 6.11 montre que 2X, et donc X, est discret ou contenu dans un axe de
coordonnées.

Si ¥ est discret, sa mesure spectrale jointe est supportée sur un ensemble dénombrable. La re-
présentation unitaire jointe est donc une somme directe de caracteres, donc le flot modulaire est
presque périodique. Le mélange faible force L*(M, p) = Cp'/2. Si ¥ est contenu dans un axe de
coordonnées, I'un des deux flots est trivial. L’ergodicité de ce flot donne encore M = C1. Les deux
alternatives contredisent 1’hypothese de type III;. O]

121



Références

[AH14]
[AHHM?20]
[BCM18]
[BLS92]
[Br61]

[Co73]
[CoT5]

[Co76]
[Co85]
[CFW81]
[CST78]
[CT77)
[DCDR24]

[Ef65]
[FM77]

[Ha78a]
[Ha78b]
[Ha79]
[Ha87]

[HR79)

[Ho09)
[HI17]
[HI20]

[HM26]

H. ANDO, U. HAAGERUP, Ultraproducts of von Neumann algebras. J. Funct. Anal. 266 (2014), no. 12,
6842-6913.

H. Anpo, U. HaaceRUP, C. HOUDAYER, A. MARRAKCHI, Structure of bicentralizer algebras and
inclusions of type 111 factors. Math. Ann. 376 (2020), 1145-1194. note : Uffe Haagerup (1949 - 2015).

J.P. BANNON, J. CAMERON, K. MUKHERJEE, On noncommutative joinings. Int. Math. Res. Not.
IMRN (2018), no. 15, 4734-4779.

M. E. B. BeEkkA, A. T. Lau, G. SCHLICHTING, On invariant subalgebras of the Fourier—Stieltjes
algebra of a locally compact group. Math. Ann. 294 (1992), no. 3, 513-522.

F. BRUHAT, Distributions sur un groupe localement compact et applications a l’étude des représentations
des groupes p-adiques. Bull. Soc. Math. France 89 (1961), 43-75.

A. CONNES, Une classification des facteurs de type ITI. Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 6 (1973), 133-252.

A. CONNES, Outer conjugacy classes of automorphisms of factors. Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 8
(1975), no. 3, 383-419.

A. CoNNES, Classification of injective factors. Cases 11y, 11, IIIx, A # 1. Ann. of Math. (2) 104
(1976), no. 1, 73-115.

A. CONNES, Factors of type 111y, property L'\, and closure of inner automorphisms. J. Operator Theory
14 (1985), no. 1, 189-211.

A. ConNNEs, J. FELDMAN, B. WEISss, An amenable equivalence relation is generated by a single trans-
formation. Ergodic Theory Dynam. Systems 1 (1981), no. 4, 431-450.

A. ConNEs, E. ST@RMER, Homogeneity of the state space of factors of type I1I;. J. Funct. Anal. 28
(1978), no. 2, 187-196.

A. CoNNESs, M. TAKESAKI, The flow of weights on factors of type I11I. Tohoku Math. J. (2) 29 (1977),
no. 4, 473-575. Erratum, ibid. 30 (1978), no. 4, 653-655.

K. DE COMMER, J. DE RO, Approzimation properties for dynamical W -correspondences. Adv. Math.
458 (2024), 109958.

E. G. EFFRrOs, Transformation groups and C*-algebras. Ann. of Math. (2) 81 (1965), 38-55.

J. FELDMAN, C. C. MOORE, Ergodic equivalence relations, cohomology, and von Neumann algebras. 11.
Trans. Amer. Math. Soc. 234 (1977), no. 2, 325-359.

U. HAAGERUP, On the dual weights for crossed products of von Neumann algebras. 1. Removing sepa-
rability conditions. Math. Scand. 43 (1978), no. 1, 99-118.

U. HAAGERUP, On the dual weights for crossed products of von Neumann algebras. 11. Application of
operator valued weights. Math. Scand. 43 (1978), no. 1, 119-140.

U. HAAGERUP, Operator valued weights in von Neumann algebras. 1. J. Funct. Anal. 32 (1979), no. 2,
175-206.

U. HaAcGeERUP, Connes’ bicentralizer problem and uniqueness of the injective factor of type III;. Acta
Math. 158 (1987), no. 1-2, 95-148.

E. HEwitT, K. A. ROSS, Abstract harmonic analysis. Vol. 1. Structure of topological groups, integration
theory, group representations. Second edition, Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, vol.
115, Springer-Verlag, Berlin—-New York, 1979.

C. HOUDAYER, Free Araki-Woods factors and Connes’ bicentralizer problem. Proc. Amer. Math. Soc.
137 (2009), no. 11, 3749-3755.

C. HOUDAYER, Y. IsoNO, Unique prime factorization and bicentralizer problem for a class of type 111
factors. Adv. Math. 305 (2017), 402-455.

C. HOUDAYER, Y. Isono, Connes’ bicentralizer problem for q-deformed Araki—Woods algebras. Bull.
Lond. Math. Soc. 52 (2020), no. 6, 1010-1023.

C. HOUDAYER, A. MARRAKCHI, Uniqueness of almost periodic outer flows on the hyperfinite type 111
factor. Preprint (2026), arXiv:2605.02781.

122


https://arxiv.org/abs/2605.02781

[HS90]
[1s24]
[1s25]
[IM22]
[Kag9)]
[Ka91]
[KLP10]
[KP25]
[KPV15]
[Ma20]
[Ma25]
[Ma26]
[MV23]
[MT16]
[Mo25]
[Na77)
[Ni26]
[Oc85)
[OP78]
[Po95]
[Pol4]
[PSV20]
[Se57]

[Sh14]

U. HAAGERUP, E. STORMER, Equivalence of normal states on von Neumann algebras and the flow of
weights. Adv. Math. 83 (1990), no. 2, 180-262.

Y. IsoNo, Haagerup and Stgrmer’s conjecture on pointwise inner automorphisms. Compos. Math. 160
(2024), no. 10, 2480-2495.

Y. IsoNO, Weak relative Dizmier property and Popa’s intertwining technique for type II1 subfactors.
Preprint (2025), arXiv:2508.17592.

Y. IsoNO, A. MARRAKCHI, Tensor product decompositions and rigidity of full factors. Ann. Sci. Ec.
Norm. Supér. 55 (2022), no. 1, 109-139.

Y. KAWAHIGASHI, Centrally ergodic one-parameter automorphism groups on semifinite injective von
Neumann algebras. Math. Scand. 64 (1989), 285-299.

Y. KAWAHIGASHI, One-parameter automorphism groups of the hyperfinite type I1; factor. J. Operator
Theory 25 (1991), no. 1, 37-59.

D. KERR, H. L1, M. PicHOT, Turbulence, representations, and trace-preserving actions. Proc. Lond.
Math. Soc. (3) 100 (2010), no. 2, 459-484.

Y. KAWAHIGASHI, with comments by S. Pora, Q7.2 : Classification of one parameter groups of auto-
morphisms on the hyperfinite 11y factor. W*-News, October 14, 2025, blog post.

D. KyEp, H. D. PETERSEN, S. VAES, L2-Betti numbers of locally compact groups and their cross
section equivalence relations. Trans. Amer. Math. Soc. 367 (2015), no. 7, 4917-4956.

A. MARRAKCHI, Full factors, bicentralizer flow and approximately inner automorphisms. Invent. Math.
222 (2020), no. 1, 375-398.

A. MARRAKCHI, Kadison’s problem for type 111 subfactors and the bicentralizer conjecture. Invent. Math.
239 (2025), 79-163.

A. MARRAKCHI, Kadison’s problem and ergodicity of the bicentralizer flow. Preprint (2026),
arXiv:2606.23636.

A. MARRAKCHI, S. VAES, Spectral gap and strict outerness for actions of locally compact groups on full
factors. Enseign. Math. 69 (2023), no. 3/4, 353-379.

T. MasuDA, R. ToMATSU, Rohlin flows on von Neumann algebras. Mem. Amer. Math. Soc. 244 (2016),
no. 1153, ix+111 pp.

B. MORANDO, Strictly outer actions of locally compact groups : beyond the full factor case. J. Funct.
Anal. 289 (2025), no. 2, 110897.

Y. NAKAGAMI, Dual action on a von Neumann algebra and Takesaki’s duality for a locally compact
group. Publ. Res. Inst. Math. Sci. 12 (1977), no. 3, 727-775.

T. NISHIHARA, Group actions on von Neumann algebras with compact open subgroups. Preprint (2026),
arXiv:2608.27827.

A. OCNEANU, Actions of discrete amenable groups on von Neumann algebras. Lecture Notes in Mathe-
matics, vol. 1138, Springer-Verlag, Berlin, 1985.

D. OLESEN, G. K. PEDERSEN, Applications of the Connes spectrum to C*-dynamical systems. J. Funct.
Anal. 30 (1978), 179-197.

S. PoprA, Free independent sequences in type 111 factors and related problems. Recent advances in ope-
rator algebras (Orléans, 1992), Astérisque No. 232 (1995), 187-202.

S. Pora, Independence properties in subalgebras of ultraproduct 11y factors. J. Funct. Anal. 266 (2014),
5818-5846.

S. PoprA, D. SHLYAKHTENKO, S. VAES, Classification of reqular subalgebras of the hyperfinite 11y factor.
J. Math. Pures Appl. (9) 140 (2020), 280-308.

L. SCHWARTZ, Théorie des distributions d valeurs vectorielles. I. Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 7 (1957),
1-141.

K. SHIMADA, Locally compact separable abelian group actions on factors with the Rokhlin property. Publ.
Res. Inst. Math. Sci. 50 (2014), no. 3, 363-381.

123


https://arxiv.org/abs/2508.17592
https://sorintpopa.wordpress.com/2025/10/14/q7-classification-of-one-parameter-groups-of-automorphisms-on-the-hyperfinite-iilatex-_1-factor/
https://arxiv.org/abs/2606.23636
https://arxiv.org/abs/2608.27827

[Ta02]
[Ta03]
[Va01]

[Ya92]

M. TAKESAKI, Theory of operator algebras. 1. Encyclopaedia of Mathematical Sciences, 124. Operator
Algebras and Non-commutative Geometry, 5. Springer-Verlag, Berlin, 2002. xix+415 pp.

M. TAKESAKI, Theory of operator algebras. 11. Encyclopaedia of Mathematical Sciences, 125. Operator
Algebras and Non-commutative Geometry, 6. Springer-Verlag, Berlin, 2003. xxii+518 pp.

S. VAEs, The unitary implementation of a locally compact quantum group action. J. Funct. Anal. 180
(2001), no. 2, 426-480.

T. YAMANOUCHI, Crossed products by groupoid actions and their smooth flows of weights. Publ. Res.
Inst. Math. Sci. 28 (1992), no. 4, 535-578.

124



	Introduction et énoncé des résultats principaux
	Une théorie du bicentralisateur pour les actions préservant la trace
	Le théorème du commutant relatif et la propriété de résonance

	Une théorie du bicentralisateur pour les actions préservant la trace
	Ultrapuissances traciales et parties équicontinues
	Le bicentralisateur analytique d'une action préservant la trace
	L'interprétation en ultrapuissance du bicentralisateur
	Le bicentralisateur algébrique
	La conjecture du bicentralisateur

	Lien avec la propriété de Rokhlin
	Correspondances équivariantes
	Induction et principe d'absorption de Fell
	Faible contenance
	La technique de mise en œuvre dans les ultrapuissances
	Actions à bicentralisateur trivial
	La propriété de Rokhlin

	Perturbations par cocycle
	Cocycles et cobords approchés
	Isomorphismes de bicentralisateurs pour les cobords approchés
	Perturbations ergodiques par cocycle
	Un théorème d'annulation approchée des 1-cocycles

	L'action bicentralisatrice duale pour les groupes abéliens
	Annulation approchée des 1-cocycles pour les groupes abéliens
	États propres approchés pour les groupes abéliens localement compacts
	Points fixes de l'action bicentralisatrice duale
	Propriété de sous-facteur intermédiaire

	Le théorème du commutant relatif et la propriété de résonance
	Préliminaires pour les actions de groupes abéliens localement compacts
	Distributions de coefficients de Fourier et rigidité spectrale
	Rigidité d'extériorité stricte pour les groupes abéliens localement compacts

	Résonance pour l'action bicentralisatrice jointe
	Pourquoi la propriété de résonance devrait-elle être vraie ?
	Une interprétation en termes de points fixes de la conjecture du bicentralisateur
	Un état tracial singulier sur le produit croisé
	La fonction de Plancherel
	Le bicentralisateur dans la représentation GNS
	Résonance pour l'action bicentralisatrice jointe

	Le problème du bicentralisateur de Connes
	Un état KMS singulier sur le cœur continu
	La fonction de Plancherel
	Le bicentralisateur dans la représentation GNS
	Résonance pour l'action bicentralisatrice jointe


