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Résumé

Nous résolvons deux problèmes ouverts de longue date en algèbres de von Neumann. Pre-
mièrement, nous montrons que tout flot extérieur à spectre de Connes plein sur le facteur
hyperfini de type II1 possède la propriété de Rokhlin. D’après les travaux de Masuda et To-
matsu, un tel flot est donc unique à conjugaison par cocycle près. Cela résout le problème de
classification de Takesaki pour les flots sur le facteur hyperfini de type II1. En nous appuyant
sur la théorie de type III, nous développons une machinerie de bicentralisateur pour les ac-
tions préservant la trace de groupes localement compacts. Dans le cas moyennable, nous relions
la conjecture du bicentralisateur à la propriété de Rokhlin. Pour les groupes abéliens, nous
prouvons un analogue du théorème de transitivité de Connes-Størmer et nous généralisons le
théorème du commutant relatif de Connes-Takesaki. Un nouveau phénomène de résonance est
révélé, qui nous permet de résoudre la conjecture du bicentralisateur pour les actions de R.
Nous revenons ensuite au monde de type III et utilisons ce nouveau phénomène de résonance
pour résoudre la conjecture du bicentralisateur de Connes pour tous les facteurs de type III1.

à la mémoire de Uffe Haagerup

1. Introduction et énoncé des résultats principaux
La classification des facteurs injectifs à prédual séparable est l’un des accomplissements fondamen-
taux de la théorie des algèbres de von Neumann. Connes a prouvé que l’injectivité est équivalente
à l’hyperfinitude et a classifié les facteurs injectifs de types II1, II∞ et IIIλ pour λ ∈ [0, 1) [Co76].
En particulier, il existe un unique facteur injectif de type II1, noté R, son amplification infinie est
l’unique facteur injectif de type II∞, et il existe un unique facteur injectif de type IIIλ pour chaque
0 < λ < 1. S’appuyant sur les travaux de Connes [Co85], Haagerup a achevé le cas le plus difficile
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de la classification en établissant l’unicité du facteur injectif de type III1 [Ha87].

Une fois les facteurs sous-jacents compris, un problème naturel consiste à classifier leurs auto-
morphismes. Pour le facteur hyperfini de type II1, noté R, Connes a classifié les automorphismes
arbitraires à conjugaison extérieure près [Co75]. Ici, la conjugaison extérieure signifie la conjugaison
après une perturbation intérieure.

L’étape naturelle suivante consiste à remplacer le temps discret par le temps continu et à classifier
les flots, c’est-à-dire les groupes à un paramètre continus α : R ↷ R. L’analogue approprié de la
conjugaison extérieure est la conjugaison par cocycle : deux flots α et β sont conjugués par cocycle
s’il existe θ ∈ Aut(R) et une famille fortement continue d’unitaires (ut)t∈R tels que

us+t = usαs(ut), βt = θ ◦ Ad(ut) ◦ αt ◦ θ−1 (s, t ∈ R).

Le problème de classification des flots sur le facteur hyperfini de type II1, noté R, à conjugaison
par cocycle près a été promu par Takesaki depuis la fin des années 1970 [KP25]. Un invariant
important pour un flot α est son spectre de Connes Γ(α), qui est un sous-groupe fermé de R. Cet
invariant a été introduit à l’origine par Connes pour classifier les facteurs de type III en sous-types
IIIλ, λ ∈ [0, 1]. Kawahigashi a classifié les flots dont le spectre de Connes est un sous-groupe propre
de R à conjugaison stable près [Ka89]. Son travail est l’analogue pour les flots de la classification
des facteurs injectifs de type IIIλ, λ ∈ [0, 1). Pour les flots extérieurs à spectre de Connes plein,
qui correspondent au cas de type III1 dans cette analogie, une conjecture a émergé, demandant si
tous ces flots sont conjugués par cocycle. Kawahigashi a prouvé cette conjecture sous l’hypothèse
supplémentaire que le flot fixe point par point une sous-algèbre de Cartan [Ka91].

Une étape importante pour résoudre cette conjecture sur les flots a été franchie par Masuda–
Tomatsu [MT16]. Ils ont introduit une propriété abstraite pour les flots appelée la propriété de
Rokhlin [MT16, Definition 4.1], inspirée par la propriété de Rokhlin pour les automorphismes
individuels étudiée par Connes. Ils ont ensuite réussi à prouver qu’il existe un unique flot de Rokhlin
sur le facteur hyperfini de type II1 à conjugaison par cocycle près [MT16, Corollaries 7.9, 5.16 and
4.13]. Un modèle de cet unique flot de Rokhlin sur le facteur hyperfini de type II1 est donné par le
produit tensoriel infini

σ∞
t =

⊗
n∈N

σt (t ∈ R)

où σ : R ↷ Md(C) est un flot fidèle arbitraire avec d ≥ 3.
Grâce aux travaux de Masuda–Tomatsu, la conjecture sur les flots peut être reformulée comme
suit : tout flot extérieur à spectre de Connes plein possède-t-il la propriété de Rokhlin ?

Notre résultat principal résout cette conjecture par l’affirmative.

Théorème A. Soit α : R ↷ R un flot sur le facteur hyperfini de type II1, noté R. Les assertions
suivantes sont équivalentes. (i)(i)

1. α possède la propriété de Rokhlin.
2. α est strictement extérieur, c’est-à-dire R′ ∩ (R⋊α R) = C1.
3. Γ(α) = R et α est extérieur.
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Récemment, nous avons prouvé le Théorème A pour les flots presque périodiques dans [HM26,
Théorème A], mais c’était un cas très particulier et la preuve ne pouvait pas être adaptée à des flots
arbitraires. Notre approche dans cet article est directement inspirée par la théorie des facteurs de
type III et leur classification. L’analogie guidant notre travail présent est résumée dans le Tableau 1.
En particulier, nous obtenons des analogues pour les flots de plusieurs théorèmes de structure pour
les facteurs de type III, tels que le théorème du commutant relatif de Connes–Takesaki [CT77]
et le théorème de transitivité de Connes–Størmer [CS78]. Un ingrédient crucial dans la preuve
de Connes–Haagerup de l’unicité du facteur injectif de type III1 est le soi-disant problème du
bicentralisateur formulé par Connes pour les facteurs arbitraires de type III1 [Co85] et résolu par
Haagerup dans le cas injectif [Ha87]. Par analogie avec leurs travaux, nous développons une théorie
du bicentralisateur pour les actions de groupes localement compacts arbitraires sur les facteurs de
type II1, que nous allons maintenant expliquer.

1.1. Une théorie du bicentralisateur pour les actions préservant la trace
Soit α : G↷ (M, τ) une action continue préservant la trace d’un groupe localement compact G sur
une algèbre de von Neumann traciale (M, τ). Nous définissons le bicentralisateur de l’action, noté
B(M,α), comme l’algèbre de tous les a ∈ M tels que

∥xia− axi∥2 −→ 0

pour tout filet borné (xi)i dans M satisfaisant

sup
g∈K

∥αg(xi) − xi∥2 −→ 0 pour tout compact K ⊂ G.

Ainsi, le bicentralisateur enregistre ce qui commute asymptotiquement avec tous les éléments
presque invariants. Si nous remplaçons τ par un état normal fidèle φ et prenons α comme le flot
modulaire σφ, nous retrouvons le bicentralisateur B(M,φ) défini par Connes [Co85].

Nous formulons deux conjectures mettant en évidence l’importance du bicentralisateur pour la
classification des actions de groupes moyennables sur les facteurs injectifs.

Conjecture B. Soit α : G↷M une action continue d’un groupe localement compact sur un facteur
de type II1. Supposons que G soit moyennable. Alors les assertions suivantes sont équivalentes. (i)(i)

1. α est fidèle et a un bicentralisateur trivial, c’est-à-dire B(M,α) = C1.
2. α est strictement extérieur, c’est-à-dire M ′ ∩ (M ⋊α G) = C1.

Conjecture C. Soit α : G ↷ M une action continue d’un groupe localement compact sur un
facteur de type II1, noté M . Supposons que G soit moyennable et que M soit injectif. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes. (i)(i)

1. α possède la propriété de Rokhlin.
2. α est fidèle et a un bicentralisateur trivial, c’est-à-dire B(M,α) = C1.
3. α est strictement extérieur, c’est-à-dire M ′ ∩ (M ⋊α G) = C1.
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De plus, lorsque G est à base dénombrable et M est séparable, il existe une unique action satisfai-
sant ces propriétés équivalentes à conjugaison par cocycle près.

Nous observons qu’un cas particulier de la Conjecture B lorsque G est discret a été résolu par
Popa–Shlyakhtenko–Vaes [PSV20, Lemmes 4.2 and 4.3] en utilisant le théorème d’indépendance
libre approchée de Popa. Nous étendons leur argument au cas où G admet un sous-groupe ouvert
compact (voir Théorème 2.23). La Conjecture C est également connue pour être vraie lorsque G
est discret, grâce au travail célèbre d’Ocneanu [Oc85]. Très récemment, Nishihara a aussi prouvé la
Conjecture C lorsque G a un sous-groupe ouvert compact [Ni26]. Bien sûr, pour les deux conjec-
tures, le cas le plus difficile est celui où G est connexe et non compact, une situation où l’on ne peut
pas séparer le comportement à petite échelle du comportement à grande échelle. Nous mentionnons
également le travail de Shimada qui a généralisé le travail de Masuda–Tomatsu sur les flots de
Rokhlin pour classifier les actions de groupes abéliens localement compacts arbitraires ayant la
propriété de Rokhlin [Sh14].

Notre résultat principal suivant est le théorème établissant l’équivalence des assertions (i) et (ii)
dans la Conjecture C. Ce théorème est obtenu via la théorie des correspondances équivariantes et
la technique de mise en œuvre des états binormaux dans les ultrapuissances [Ma25, Théorème 2.1],
ce qui nous permet de caractériser la propriété de Rokhlin et la trivialité du bicentralisateur en
termes de faible contenance des correspondances équivariantes.

Théorème D. Soit α : G ↷ M une action continue d’un groupe localement compact moyennable
sur un facteur injectif de type II1, noté M . Alors α possède la propriété de Rokhlin si et seulement
si α est fidèle et B(M,α) = C1.

Voir aussi le Théorème 3.17. En combinant ce théorème avec le travail de Shimada [Sh14], nous
obtenons le corollaire suivant.

Corollaire E. Un groupe abélien localement compact à base dénombrable admet une unique action
minimale sur le facteur hyperfini de type II1, à conjugaison par cocycle près.

Dans le cas G = R, nous sommes en mesure de résoudre la conjecture du bicentralisateur en toute
généralité, prouvant ainsi le Théorème A.

Théorème F. Soit α : R ↷M un flot continu sur un facteur de type II1, noté M . Supposons que
Γ(α) = R et que α soit extérieur. Alors

B(M,α) = C1.

Enfin, revenant au monde de type III1 avec la nouvelle compréhension issue du monde de type II1,
nous sommes en mesure de résoudre la conjecture du bicentralisateur de Connes pour les facteurs
arbitraires de type III1. La preuve est essentiellement la même que celle du Théorème F.

Théorème G. Soit M un facteur de type III1 muni d’un état normal fidèle φ. Alors

B(M,φ) = C1.
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Le Théorème F est très spécifique au cas G = R et ne se généralise pas aux groupes abéliens
localement compacts arbitraires, pas même à R2. En fait, l’implication

α est extérieur et Γ(α) = Ĝ =⇒ M ′ ∩ (M ⋊α G) = C1

est fausse pour les groupes abéliens localement compacts arbitraires. Le fait qu’elle soit vraie lorsque
G = R est un petit miracle. Comme nous allons maintenant l’expliquer, c’est en étudiant cette
question que nous avons finalement abouti au Théorème F et au Théorème G.

1.2. Le théorème du commutant relatif et la propriété de résonance
Pour un groupe discret agissant sur un facteur, les coefficients de Fourier rendent le passage de
l’extériorité à l’extériorité stricte direct. Pour les actions de groupes continus, ces coefficients ne
doivent pas nécessairement exister ponctuellement. L’extériorité exclut les contributions atomiques
non triviales au commutant relatif, mais ne donne aucun contrôle direct sur son spectre continu
sans hypothèses supplémentaires (voir par exemple [MV23, Théorème A] ou [Mo25, Corollaire B]).

Pour être plus précis, soit α : G↷M une action continue d’un groupe abélien localement compact
sur un facteur M . Alors il est facile de voir que α est extérieur si et seulement si la restriction de
l’action duale

α̂ : Ĝ↷M ⋊α G

à M ′ ∩ (M ⋊α G) est faiblement mélangeante. En général, le spectre atomique de

α̂|M ′∩(M⋊αG)

détecte les éléments de G qui agissent par automorphismes intérieurs.

En général, il n’y a aucune raison de croire que l’extériorité force α à être strictement extérieur,
c’est-à-dire M ′ ∩ (M ⋊α G) = C1, même si nous supposons que Γ(α) = Ĝ. Mais malgré nos
efforts, avec l’assistance du GPT-5.6 d’OpenAI, nous n’avons pas pu trouver de contre-exemple
pour G = R. Nous avons donc tenté d’obtenir un résultat positif en adaptant la preuve du théorème
du commutant relatif de Connes–Takesaki, [CT77, Chapter II, Théorème 5.1], un résultat célèbre de
la théorie modulaire. Avec l’aide du GPT-5.6 d’OpenAI, nous sommes arrivés au théorème suivant.
Théorème H. Soit α : G ↷ M une action continue d’un groupe abélien localement compact qui
préserve une trace semifinie normale fidèle τ . Considérons l’action jointe

γ : G× Ĝ↷M ′ ∩ (M ⋊α G)

donnée par
γt,p(x) = α̂p(utxu∗

t ), (t, p) ∈ G× Ĝ,

où α̂ est l’action duale et (ut)t∈G sont les unitaires implémentant l’action α dans le produit croisé.
Alors nous avons

ker(γ)⊥ ⊂ RG = {(p, t) ∈ Ĝ×G | p(t) = 1}.
Nous appelons RG l’ensemble de résonance. Ce théorème n’a aucune conséquence frappante lorsque
G est un groupe abélien localement compact arbitraire. Mais lorsque G = R, il s’avère que tout
sous-groupe de R̂ × R = R2 contenu dans

RR = {(p, t) ∈ R2 | pt ∈ 2πZ}
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Figure 1 – En noir, l’ensemble de résonance

RR = {(p, t) ∈ R2 | pt ∈ 2πZ}.

Tout sous-groupe de R2 contenu dans RR doit être discret (tel que le sous-groupe représenté par
des points rouges) ou confiné à l’un des axes de coordonnées.

est soit contenu dans l’un des axes de coordonnées, soit discret. Dans ce dernier cas, cela force γ
à avoir un spectre atomique. Voir la Figure 1. Lorsque G = R, nous obtenons donc la dichotomie
suivante.

Corollaire I. Soit α : R ↷ M un flot sur un facteur M qui préserve une trace semifinie normale
fidèle τ . Alors au moins l’une des assertions suivantes est vraie. (i)(i)

1. On a
M ′ ∩ (M ⋊α R) = Z(M ⋊α R).

2. L’algèbre M ′ ∩(M⋊αR) est engendrée par des unitaires de la forme v∗ut, où t ∈ R, v ∈ U(M)
et αt = Ad(v).

En particulier, si Γ(α) = R et α est extérieur, alors α est strictement extérieur.

Pour les groupes abéliens localement compacts autres que R, la dichotomie échoue, permettant des
contre-exemples même sur le facteur hyperfini (voir la Sous-section 6.3.). L’implication d’extériorité
stricte est donc un petit miracle de la géométrie unidimensionnelle.

Expliquons maintenant comment nous obtenons le Théorème F et le Théorème G. Pour une action
d’un groupe abélien localement compact G à spectre de Connes plein, nous construisons une action
bicentralisatrice duale canonique

β : Ĝ↷ B(M,α).
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Dans le cas des facteurs de type III1, cette action bicentralisatrice duale a été découverte dans
[AHHM20] et a conduit à plusieurs développements, voir [Ma20, Théorème D] et [Ma25, Théorème
E(3)]. Dans le cas des actions sur les facteurs de type II1 à spectre de Connes plein, nous construi-
sons l’action bicentralisatrice duale en prouvant d’abord un analogue du théorème de transitivité
de Connes–Størmer, sous la forme d’un théorème d’annulation approchée de 1-cocycle.

De manière similaire aux résultats récents dans le cas de type III1 [Ma26], nous montrons que
l’action bicentralisatrice duale

β : Ĝ↷ B(M,α)
est ergodique, et nous déterminons complètement son spectre ponctuel.

Maintenant, puisque l’action bicentralisatrice duale β commute avec α|B(M,α), nous pouvons consi-
dérer l’action bicentralisatrice jointe

γ = (α|B(M,α) × β) : G× Ĝ↷ B(M,α).

Inspirés par le Théorème H et avec l’aide technique cruciale de GPT-6, nous montrons que γ satisfait
la propriété de résonance

ker(γ)⊥ ⊂ RG.

Lorsque G = R, cela implique que γ a un spectre purement ponctuel. Le Théorème F en découle,
et il en va de même pour le Théorème G.

Combiné avec le théorème d’Isono [Is24, Corollaire B], le Théorème G règle également la conjec-
ture de Haagerup–Størmer : tout automorphisme ponctuellement intérieur d’un facteur de type
III1 à prédual séparable est la composition d’un automorphisme intérieur et d’un automorphisme
modulaire.

La Section 2. introduit le bicentralisateur d’une action préservant la trace et sa mise en œuvre
dans les ultrapuissances. La Section 3. établit le lien avec la propriété de Rokhlin, et la Section
4. étudie les perturbations par cocycle et l’annulation approchée de cocycle. Dans la Section 5.,
nous construisons l’action bicentralisatrice duale pour les groupes abéliens. La Section 6. développe
le cadre distributionnel et ses applications aux commutants relatifs et à l’extériorité stricte. La
Section 7. utilise le phénomène de résonance révélé par la Section 6. pour achever la preuve de la
conjecture sur les flots. La Section 8. adapte la preuve au problème du bicentralisateur de Connes.

Divulgation des outils et des ressources computationnelles
À un stade exploratoire de ce projet, nous avons utilisé le modèle GPT-5.6 Sol d’OpenAI pour
étudier si tout flot extérieur préservant la trace à spectre de Connes plein devait être stricte-
ment extérieur. Nous avons d’abord exploré avec le modèle d’éventuels contre-exemples parmi les
constructions classiques et moins familières de flots. Lorsqu’aucun n’a résisté à l’examen, nous
avons orienté la discussion vers l’adaptation du mécanisme distributionnel de Connes–Takesaki.
Après d’autres interactions, le modèle a produit une preuve que nous avons ensuite vérifiée comme
correcte. L’argument était néanmoins mystérieux et difficile à comprendre, avec peu d’indications
sur la structure qui le sous-tendait.
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Savoir que le résultat était vrai a changé la nature de notre tâche. Nous avons mis de côté l’argu-
ment original et reconstruit la preuve conceptuellement à partir de zéro. Cela a conduit à la théorie
des distributions à valeurs dans les algèbres de von Neumann développée ici. Il a été particuliè-
rement gratifiant de réaliser que le même cadre prouve à la fois le résultat préservant la trace et
retrouve le théorème du commutant relatif de Connes–Takesaki en toute généralité d’un point de
vue conceptuel nouveau.

La théorie du bicentralisateur pour les actions préservant la trace, y compris le lien avec la propriété
de Rokhlin, le théorème d’annulation approchée de cocycle, l’action bicentralisatrice duale et le
théorème du point fixe relatif, a été développée entièrement par les auteurs. L’IA n’a servi que
d’aide à la rédaction dans cette partie du travail. En utilisant cette théorie, nous avons prouvé la
conjecture sur les flots pour les flots minimaux ou les flots fixant une sous-algèbre abélienne maxi-
male et certains produits tensoriels de flots, mais le cas général est resté hors de portée pendant
un certain temps. Il était également clair pour nous dès le départ que toute solution du problème
du bicentralisateur pour les flots sur les facteurs de type II1 conduirait à une solution du problème
du bicentralisateur de Connes pour les facteurs de type III1 en adaptant l’argument.

L’idée décisive a été d’appliquer le mécanisme de résonance de la Section 6. à l’algèbre bicentralisa-
trice elle-même, équipée de son flot bicentralisateur joint. Nous avons formulé cette idée et demandé
au modèle GPT-6 Astra d’OpenAI, récemment publié, de développer l’argument. Le modèle a pro-
duit une preuve, que nous avons vérifiée. Comme auparavant, l’argument était difficile à lire et
obscurcissait la structure sous-jacente. Nous l’avons réécrit pour donner une preuve conceptuelle
du cas général. L’ingrédient technique crucial dans la preuve, trouvé par GPT-6 Astra seul, est
d’introduire un état tracial singulier sur l’algèbre du produit croisé qui lui a permis d’appliquer
notre théorème du point fixe relatif pour les actions bicentralisatrices duales dans la représentation
GNS de cet état. Nous avons vérifié tous les arguments et assumons l’entière responsabilité de
ceux-ci.
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Table 1 – Facteurs de type III et flots sur les facteurs de type II1.
Facteurs de type III M . Flots sur les facteurs de type II1 α : R ↷ N .

Type III1.
Γ(σφ) = R pour un certain état normal fidèle φ
[Co73]. Cela force σφ à être extérieur.

Spectre de Connes plein.
Γ(α) = R. Mais α n’est pas nécessairement
extérieur.

Théorème du commutant relatif de
Connes–Takesaki.
Si M est de type III1 alors M ′ ∩ (M ⋊σφ R) = C1
[CT77].

Extériorité stricte.
Si Γ(α) = R et α est extérieur alors
N ′ ∩ (N ⋊α R) = C1. (Corollaire I).

Transitivité de Connes–Størmer.
Sur un facteur de type III1, deux états normaux
fidèles quelconques sont approximativement
unitairement conjugués [CS78].

Notre théorème d’annulation approchée de
1-cocycle.
Si Γ(α) = R, alors Z1(α) = B1(α) : tout 1-cocycle
pour α est un cobord approché (Théorème 5.6).

R∞-stabilité.
M ∼= M ⊗ R∞ où R∞ est le facteur
d’Araki-Woods de type III1.

Propriété de Rokhlin.
Le flot α possède la propriété de Rokhlin [MT16].

Unicité des facteurs injectifs R∞-stables.
Un facteur injectif séparable absorbant R∞ est
isomorphe à R∞ [Co85].

Unicité des flots de Rokhlin sur les facteurs
injectifs de type II1.
Il existe un unique flot de Rokhlin sur le facteur
hyperfini de type II1 à conjugaison par cocycle
près [MT16].

Approche du bicentralisateur de Connes.
Si M est injectif de type III1 et B(M, φ) = C1,
alors M ∼= M ⊗ R∞ [Co85].

Notre approche du bicentralisateur.
Si N est injectif, Γ(α) = R et B(N, α) = C1, alors
α possède la propriété de Rokhlin (Théorème D).

Problème du bicentralisateur de Connes.
Tout facteur de type III1 M (pas nécessairement
injectif) satisfait B(M, φ) = C1 [Co85]. Le cas
injectif a été résolu par Haagerup [Ha87]. Le cas
général est résolu dans le Théorème G.

Notre théorème du bicentralisateur pour
les flots.
Tout flot extérieur α sur un facteur de type II1 N
(pas nécessairement injectif) avec Γ(α) = R
satisfait B(N, α) = C1. C’est le Théorème F.
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2. Une théorie du bicentralisateur pour les actions préser-
vant la trace

Nous introduisons les bicentralisateurs analytique et algébrique pour les actions préservant la
trace, y compris leurs versions relatives pour les inclusions. Le bicentralisateur analytique décrit la
commutation asymptotique avec les éléments presque invariants. Le bicentralisateur algébrique est
défini au moyen des commutants après amplification. Nous conjecturons qu’ils coïncident pour les
groupes moyennables et prouvons la trivialité du bicentralisateur pour les actions strictement ex-
térieures de groupes moyennables ayant un sous-groupe ouvert compact, ainsi que pour les actions
de Bogoljubov libres de groupes moyennables sur les facteurs gaussiens libres.

L’outil principal est une interprétation en ultrapuissance qui transforme les éléments presque inva-
riants en points fixes et la commutation asymptotique en commutation exacte. La moyennisation
donne alors une description de l’espérance conditionnelle sur le bicentralisateur. Nous développons
aussi une mise en œuvre équivariante dans les ultrapuissances des états binormaux, qui reliera cette
théorie aux correspondances dans la section suivante.

2.1. Ultrapuissances traciales et parties équicontinues
Nous rappelons la construction de l’ultrapuissance traciale et sa version équivariante. La construc-
tion indexée par les suites est standard. Voir, par exemple, [AH14, Section 3]. Les ultrapuissances
équicontinues pour les flots continus ont été introduites dans ce contexte dans [MT16, Section 3].

Soit I un ensemble dirigé et soit ω un ultrafiltre sur I. Nous écrivons limi→ω ai = a lorsque le filet
(ai)i∈I converge vers a le long de ω. L’ultrafiltre ω est dit cofinal si

{j ∈ I | j ≥ i} ∈ ω pour tout i ∈ I.

Soit (M, τ) une algèbre de von Neumann traciale, où τ est un état tracial normal fidèle, et posons
∥x∥2 = τ(x∗x)1/2. Définissons

ℓ∞(I,M) =
{

(xi)i∈I | sup
i∈I

∥xi∥ < ∞
}

et
Iω(M) =

{
(xi)i∈I ∈ ℓ∞(I,M)

∣∣∣∣ lim
i→ω

∥xi∥2 = 0
}
.

L’ensemble Iω(M) est un idéal bilatère fermé en norme de ℓ∞(I,M). L’ultrapuissance traciale de
M par rapport à ω est

Mω = ℓ∞(I,M)/Iω(M).
Nous désignons par (xi)ω l’image de (xi)i∈I dans Mω. La formule

τω((xi)ω) = lim
i→ω

τ(xi)

définit un état tracial normal fidèle sur Mω, et nous identifions M à la sous-algèbre de von Neumann
de Mω donnée par les suites constantes. L’espérance conditionnelle préservant la trace Eω : Mω →
M est donnée par

Eω((xi)ω) = lim
i→ω

xi
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où la limite est prise dans la topologie faible∗.

Nous utiliserons la proposition suivante tout au long de cet article.

Proposition 2.1. Soit (fi)i∈I un filet de fonctions continues d’un espace localement compact X
dans un espace de Hilbert H, avec supi ∥fi(x)∥ < ∞ pour tout x ∈ X. Si (fi)i∈I est ω-équicontinu,
c’est-à-dire que pour tout x ∈ X et tout ε > 0, il existe un voisinage U de x tel que

{i ∈ I | sup
y∈U

∥fi(x) − fi(y)∥2 ≤ ε} ∈ ω

alors
f = (fi)ω : X ∋ x 7→ (fi(x))ω ∈ Hω

est continue. De plus, pour tout sous-ensemble compact K ⊂ X, nous avons

lim
i→ω

sup
x∈K

∥fi(x)∥2 = sup
x∈K

∥f(x)∥2.

Démonstration. Nous prouvons d’abord la continuité de f . Fixons x ∈ X et ε > 0. Par ω-
équicontinuité, il existe un voisinage U de x tel que{

i ∈ I

∣∣∣∣∣ sup
y∈U

∥fi(x) − fi(y)∥2 ≤ ε

}
∈ ω.

Donc, pour tout y ∈ U ,

∥f(x) − f(y)∥2 = lim
i→ω

∥fi(x) − fi(y)∥2 ≤ ε.

Ainsi f : X → Hω est continue.
Soit maintenant K ⊂ X compact. Ponctuellement, nous avons

∥f(x)∥2 = lim
i→ω

∥fi(x)∥2 (x ∈ X),

et par conséquent
sup
x∈K

∥f(x)∥2 ≤ lim
i→ω

sup
x∈K

∥fi(x)∥2.

Pour l’inégalité réciproque, fixons ε > 0. Pour tout x ∈ K, choisissons un voisinage Ux de x tel que{
i ∈ I

∣∣∣∣∣ sup
y∈Ux

∥fi(x) − fi(y)∥2 ≤ ε

}
∈ ω.

Choisissons x1, . . . , xn ∈ K tels que

K ⊂
n⋃
k=1

Uxk
.

Après avoir intersecté un nombre fini d’éléments de ω, nous obtenons, pour ω-presque tout i,

sup
y∈Uxk

∥fi(xk) − fi(y)∥2 ≤ ε, ∥fi(xk)∥2 ≤ ∥f(xk)∥2 + ε
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pour tout 1 ≤ k ≤ n. Pour un tel i et y ∈ K, choisissons k avec y ∈ Uxk
. Alors

∥fi(y)∥2 ≤ ∥fi(xk)∥2 + ∥fi(y) − fi(xk)∥2 ≤ sup
x∈K

∥f(x)∥2 + 2ε.

Il s’ensuit que
lim
i→ω

sup
x∈K

∥fi(x)∥2 ≤ sup
x∈K

∥f(x)∥2 + 2ε.

En faisant tendre ε → 0, on prouve la seconde assertion.

Soit G un groupe localement compact et soit α : G ↷ (M, τ) une action continue préservant la
trace. Ici, continuité signifie que g 7→ αg(x) est continue en ∥ · ∥2 pour tout x ∈ M . Nous écrivons
K ⋐ G lorsque K est un sous-ensemble compact de G, et U ≪ G lorsque U est un voisinage ouvert
de l’identité.

Un filet borné (xi)i∈I dans M est appelé (α, ω)-équicontinu si le filet de fonctions continues (g 7→
αg(xi))i∈I est ω-équicontinu. Nous définissons la partie α-équicontinue de l’ultrapuissance traciale
par

Mω
α =

{
(xi)ω ∈ Mω

∣∣∣∣ (xi)i∈I est (α, ω)-équicontinu
}
.

Cette définition ne dépend pas du représentant choisi. Nous définissons aussi

Mω,α =
{

(xi)ω ∈ Mω

∣∣∣∣ lim
i→ω

sup
g∈K

∥αg(xi) − xi∥2 = 0 pour tout K ⋐ G

}
.

La proposition suivante découle facilement de la Proposition 2.1.

Proposition 2.2. La partie α-équicontinue Mω
α est une sous-algèbre de von Neumann de Mω, et

la formule
αωg ((xi)ω) = (αg(xi))ω (g ∈ G)

définit une action continue préservant la trace

αω : G↷Mω
α

telle que
Mω,α = (Mω

α )αω

.

De plus, pour tout f ∈ L1(G) et (xi)ω ∈ Mω, nous avons

(αf (xi))ω ∈ Mω
α

et si x = (xi)ω ∈ Mω
α , nous avons la formule

αωf (x) = (αf (xi))ω.

Nous identifions L2(Mω) à son sous-espace canonique de L2(M)ω.
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Proposition 2.3. L’espace de Hilbert L2(Mω
α ) est la partie Uα-équicontinue de L2(Mω), c’est-à-

dire,
L2(Mω

α ) =
{
(ξi)ω ∈ L2(Mω)

∣∣∣ (g 7→ Uα
g ξi)i∈I est ω-équicontinu

}
,

et
Uαω

g ξ = (Uα
g )ωξ (ξ ∈ L2(Mω

α ), g ∈ G).

De plus, pour tout f ∈ L1(G) et ξ ∈ L2(Mω), nous avons

(Uα
f )ωξ ∈ L2(Mω

α ),

et si ξ ∈ L2(Mω
α ), alors

Uαω

f ξ = (Uα
f )ωξ.

Démonstration. Notons Hα le membre de droite de la première formule. La Proposition 2.1, appli-
quée à Uα, montre que Hα est un sous-espace fermé de L2(Mω). Puisque Mω

α 1̂ ⊂ Hα, nous avons
L2(Mω

α ) ⊂ Hα.
Pour R > 0, soit

PR : L2(M) −→ {a ∈ M | ∥a∥ ≤ R} : ξ 7−→ argmin
a∈M

∥a∥≤R

∥ξ − a∥2

la projection métrique dans L2 tracial. L’application PR est non expansive et Uα-équivariante. Donc,
si ξ = (ξi)ω ∈ Hα, alors

xR = (PR(ξi))ω ∈ Mω
α .

Puisque ξ ∈ L2(Mω), son représentant satisfait

lim
R→∞

lim
i→ω

∥ξi − PR(ξi)∥2 = 0.

Ainsi xR → ξ en ∥ · ∥2 quand R → ∞, et Hα ⊂ L2(Mω
α ), ce qui prouve la première assertion.

Soit maintenant f ∈ L1(G) et ξ = (ξi)ω ∈ L2(Mω). Posons ξi,R = PR(ξi). Alors

∥Uα
f ξi − Uα

f ξi,R∥2 ≤ ∥f∥1∥ξi − ξi,R∥2.

La même approximation montre que (Uα
f ξi)ω appartient à L2(Mω). De plus,

∥Uα
g U

α
f ξi − Uα

f ξi∥2 ≤ ∥f(g−1 · ) − f∥1∥ξi∥2.

La continuité par translation dans L1(G) donne l’équicontinuité, et la première assertion place ce
vecteur dans L2(Mω

α ).

Enfin, la formule
Uαω

f x̂ = (Uα
f x̂i)ω (x = (xi)ω ∈ Mω

α )

découle de la Proposition 2.2. Par densité, elle s’étend à tout ξ = (ξi)ω ∈ L2(Mω
α ).
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Nous terminons cette section par une remarque technique. Si nous faisons des hypothèses de dé-
nombrabilité sur les algèbres de von Neumann et les groupes agissants, on n’a besoin de travailler
qu’avec des ultrafiltres sur I = N. Mais comme nous ne ferons pas de telles hypothèses de dénom-
brabilité, nous devons supposer que I est suffisamment grand. Nous supposerons cela implicitement
tout au long de cet article, en nous appuyant sur la proposition suivante.

Proposition 2.4. Fixons un cardinal infini κ et supposons qu’il existe un filet cofinal de sous-
ensembles finis de κ indexé par I. (i)(i)

1. Il existe un filet (εi)i∈I de nombres positifs qui converge vers 0.
2. Si la topologie d’un groupe localement compact G est κ-engendrée (admet une base de car-

dinalité inférieure à κ) alors il existe un filet croissant (Ki)i∈I ⋐ G qui est cofinal (pour tout
K ⋐ G, il existe i ∈ I tel que K ⊂ Ki) et un filet décroissant (Ui)i∈I ≪ G qui est cofinal
(pour tout U ≪ G, il existe i ∈ I tel que Ui ⊂ U).

3. Si M est κ-engendrée (engendrée par un ensemble de cardinalité inférieure à κ), alors il existe
un filet croissant de sous-ensembles finis (Fi)i∈I de M tel que ⋃i∈I Fi est une sous-algèbre
∗-fortement dense, auto-adjointe et Q + iQ-linéaire de M .

2.2. Le bicentralisateur analytique d’une action préservant la trace

Soit G un groupe localement compact, soit (M, τ) ⊂ (N, τ) une inclusion d’algèbres de von Neu-
mann traciales, et soit α : G ↷ (M, τ) une action continue préservant la trace. Aucune extension
de α à N n’est supposée.

Le bicentralisateur analytique B(M ⊂ N,α) est l’ensemble de tous les a ∈ N tels que, pour tout
ε > 0, il existe K ⋐ G et δ > 0 satisfaisant

sup
g∈K

∥αg(u) − u∥2 < δ =⇒ ∥ua− au∥2 < ε (u ∈ U(M)). (2..1)

C’est une sous-algèbre de von Neumann de N . Lorsque M = N , c’est le bicentralisateur B(M,α).

Proposition 2.5. Soit (xi)i∈I un filet borné dans M tel que

lim
i

sup
g∈K

∥αg(xi) − xi∥2 = 0

pour tout K ⋐ G. Alors
lim
i

∥xia− axi∥2 = 0

pour tout a ∈ B(M ⊂ N,α).

Démonstration. L’assertion découle de la définition pour les filets d’unitaires. Les filets bornés dans
M satisfaisant la condition d’invariance asymptotique compacte-uniforme forment une C∗-algèbre
unifère. Puisqu’une C∗-algèbre unifère est engendrée linéairement par ses unitaires, le résultat s’en-
suit.
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Proposition 2.6. Soit
EB(M⊂N,α) : N −→ B(M ⊂ N,α)

l’espérance conditionnelle préservant la trace. Pour tout x ∈ N , l’élément EB(M⊂N,α)(x) est l’unique
élément minimisant ∥ · ∥2 dans

⋂
K⋐G
δ>0

conv
{
uxu∗

∣∣∣∣∣ u ∈ U(M), sup
g∈K

∥αg(u) − u∥2 < δ

}
.

Démonstration. Pour K ⋐ G et δ > 0, notons CK,δ(x) l’enveloppe convexe faible∗-fermée dans
l’énoncé et posons

C(x) =
⋂

K⋐G, δ>0
CK,δ(x).

C’est un sous-ensemble convexe fermé non vide de L2(N, τ), et il a donc un unique élément y
minimisant ∥ · ∥2.

Soit (vi)i un filet dans U(M) qui est asymptotiquement α-invariant uniformément sur les sous-
ensembles compacts. Pour u, v ∈ U(M),

sup
g∈K

∥αg(vu) − vu∥2 ≤ sup
g∈K

∥αg(u) − u∥2 + sup
g∈K

∥αg(v) − v∥2.

Il s’ensuit que tout point d’accumulation faible L2 de (viyv∗
i )i appartient à C(x) et a la même norme

que y. Ainsi
∥viyv∗

i − y∥2 −→ 0.

La négation de (2..1) produirait un filet pour lequel cela échoue, donc y ∈ B(M ⊂ N,α).

Pour z ∈ B(M ⊂ N,α) et un unitaire presque invariant u ∈ U(M), la tracialité donne

|τ(z∗uxu∗) − τ(z∗x)| ≤ ∥uz − zu∥2 ∥x∥2.

En utilisant (2..1), la convexité et la continuité faible∗, nous obtenons

τ(z∗y) = τ(z∗x) (z ∈ B(M ⊂ N,α)).

Ainsi y est la projection orthogonale de x sur L2(B(M ⊂ N,α), τ), ce qui prouve l’assertion.

2.3. L’interprétation en ultrapuissance du bicentralisateur
Nous fixons un ultrafiltre cofinal ω sur un ensemble dirigé suffisamment grand. L’inclusion M ⊂ N
induit Mω ⊂ Nω.

Proposition 2.7. Nous avons

B(M ⊂ N,α) = (Mω,α)′ ∩N

et
(Mω,α)′ ∩Nω ⊂ B(M ⊂ N,α)ω.
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Démonstration. Posons P = Mω,α. Si a ∈ B(M ⊂ N,α) et V = (vi)ω ∈ U(P ), l’invariance
asymptotique compacte-uniforme et (2..1) donnent V a = aV . Réciproquement, si a /∈ B(M ⊂
N,α), choisissons η > 0, une exhaustion compacte (Ki)i, des nombres positifs εi → 0, et vi ∈ U(M)
tels que

sup
g∈Ki

∥αg(vi) − vi∥2 < εi, ∥via− avi∥2 ≥ η.

Alors (vi)ω ∈ P ne commute pas avec a, ce qui prouve l’égalité.

Soit X = (xi)ω ∈ P ′ ∩Nω et posons

∆i = sup
{

∥xi − vxiv
∗∥2

∣∣∣∣∣ v ∈ U(M), sup
g∈Ki

∥αg(v) − v∥2 < εi

}
.

Un argument diagonal montre que ∆i → 0 le long de ω. Sinon, des unitaires presque maximisants
définiraient un élément de P ne commutant pas avec X. La Proposition 2.6 donne

∥xi − EB(M⊂N,α)(xi)∥2 ≤ ∆i.

Par conséquent X ∈ B(M ⊂ N,α)ω.

Nous rappelons l’identité de coin standard utilisée ci-dessous.

Proposition 2.8. Soit P ⊂ Q une inclusion d’algèbres de von Neumann et soit e ∈ P une projec-
tion. Alors

(P ′ ∩Q)e = (ePe)′ ∩ eQe.

Proposition 2.9. Soit e ∈ Mα une projection non nulle et soit αe : G ↷ eMe l’action de coin.
Alors

B(M ⊂ N,α)e = B(eMe ⊂ eNe, αe).

Démonstration. La définition donne B(M ⊂ N,α) ⊂ (Mα)′ ∩N . Posons P = Mω,α. Alors

(eMe)ω,αe = ePe

et la Proposition 2.7 donne

B(eMe ⊂ eNe, αe) = (ePe)′ ∩ eNe.

Cela donne une inclusion. Réciproquement, la Proposition 2.8 donne

(ePe)′ ∩ eNωe =
(
P ′ ∩Nω

)
e ⊂ B(M ⊂ N,α)ωe.

Si x appartient au bicentralisateur relatif du coin, écrivons x = (aie)ω avec ai ∈ B(M ⊂ N,α) et
prenons la limite faible∗ ultrapuissance a de (ai)i. Alors ae = x.

Proposition 2.10. Soient e, f ∈ Mα des projections. Alors e et f sont équivalentes dans Mω,α si
et seulement si

EB(M⊂N,α)(e) = EB(M⊂N,α)(f).
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Démonstration. Posons P = Mω,α et Q = P ′ ∩ Nω, et soit T la trace à valeurs centrales de P .
La restriction à P de l’espérance préservant la trace EQ : Nω → Q est T . Par la Proposition 2.7,
Q ⊂ B(M ⊂ N,α)ω. Donc, pour x ∈ Mα,

T (x) = EQ(x) = EQ(EB(M⊂N,α)(x)) = EB(M⊂N,α)(x).

La dernière égalité vaut parce que l’élément constant de droite appartient à Q. Le résultat découle
du critère de trace à valeurs centrales pour l’équivalence des projections dans une algèbre de von
Neumann finie.

2.4. Le bicentralisateur algébrique
Nous introduisons une généralisation du bicentralisateur algébrique de [Ma25, Section 6]. Dans
toute cette sous-section, M ⊂ N est une inclusion d’algèbres de von Neumann, G est un groupe
localement compact, et α : G ↷ M est une action continue. Nous désignons aussi par α le ∗-
homomorphisme normal

α : M −→ L∞(G) ⊗M, α(x)(g) = αg−1(x).

Soient λ, ρ : G → U(L2(G)) les représentations régulières gauche et droite de G respectivement.
Avec le choix précédent pour α, nous avons

λgα(x)λ∗
g = α(αg(x)) (g ∈ G, x ∈ M).

Définition 2.11. Le bicentralisateur algébrique relatif de l’inclusion M ⊂ N est la plus petite
sous-algèbre de von Neumann B ⊂ N telle que

α(M)′ ∩
(
B(L2(G)) ⊗N

)
⊂ B(L2(G)) ⊗B.

On le note b(M ⊂ N,α). Lorsque M = N , nous écrivons simplement b(M,α).

Posons
C(M ⊂ N,α) = α(M)′ ∩

(
B(L2(G)) ⊗N

)
.

Proposition 2.12. Nous avons

B(L2(G)) ⊗ b(M ⊂ N,α) = spanw∗ {λgX | g ∈ G, X ∈ C(M ⊂ N,α)} .

Démonstration. Posons

A = spanw∗ {λgX | g ∈ G, X ∈ C(M ⊂ N,α)} .

Puisque
λgC(M ⊂ N,α)λ∗

g = C(M ⊂ N,α)
pour tout g ∈ G, l’enveloppe linéaire définissant A est une ∗-algèbre. En effet, pour X, Y ∈ C(M ⊂
N,α) et g, h ∈ G,

(λgX)(λhY ) = λgh(λ∗
hXλh)Y,

et
(λgX)∗ = λg−1(λgX∗λ∗

g).
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Ainsi A est une algèbre de von Neumann.
L’algèbre C(M ⊂ N,α) contient L∞(G) ⊗ 1, et A contient chaque λg. Puisque(

L∞(G) ∪ {λg | g ∈ G}
)′′

= B(L2(G)),

nous avons B(L2(G))⊗1 ⊂ A. Il existe donc une unique sous-algèbre de von Neumann B ⊂ N telle
que

A = B(L2(G)) ⊗B.

Puisque C(M ⊂ N,α) ⊂ A, la définition donne b(M ⊂ N,α) ⊂ B. Réciproquement,

C(M ⊂ N,α) ⊂ B(L2(G)) ⊗ b(M ⊂ N,α),

donc chaque λgX dans l’enveloppe définissante de A appartient au même produit tensoriel. Donc
B ⊂ b(M ⊂ N,α), ce qui prouve la formule.

Ce qui suit est l’analogue de [Ma25, Proposition 6.7].

Proposition 2.13. Nous avons

b(M ⊂ N,α) ⊂ (Mα)′ ∩N.

Démonstration. Soit a ∈ Mα. Alors α(a) = 1⊗a, donc tout X ∈ C(M ⊂ N,α) commute avec 1⊗a.
Il en va de même de chaque λg, et donc de l’enveloppe linéaire faible∗-fermée de la Proposition 2.12.
Par conséquent B(L2(G)) ⊗ b(M ⊂ N,α) commute avec 1 ⊗ a, ce qui prouve l’assertion.

Proposition 2.14. Soit x ∈ N . Supposons qu’il existe g ∈ G tel que

αg(y)x = xy (y ∈ M).

Alors x ∈ b(M ⊂ N,α).

Démonstration. Soit ρ : G → U(L2(G)) la représentation régulière droite, avec

(ρgξ)(s) = ∆(g)1/2ξ(sg) (ξ ∈ L2(G), s ∈ G).

Nous affirmons que
ρg ⊗ x ∈ C(M ⊂ N,α).

En effet, pour y ∈ M et s ∈ G, appliquons la relation supposée à αg−1s−1(y) pour obtenir

αs−1(y)x = xαg−1s−1(y).

Il s’ensuit que
α(y)(ρg ⊗ x) = (ρg ⊗ x)α(y),

ce qui prouve l’affirmation.
Par la Proposition 2.12,

ρg ⊗ x ∈ B(L2(G)) ⊗ b(M ⊂ N,α).

Puisque ρg est un opérateur non nul, il s’ensuit que x ∈ b(M ⊂ N,α).

18



Proposition 2.15. Soit M ⊂ N ⊂ P une inclusion intermédiaire d’algèbres de von Neumann.
Alors

b(M ⊂ N,α) ⊂ b(M ⊂ P, α) ∩N.

S’il existe une espérance conditionnelle normale E : P → N , alors l’égalité est vraie et E se restreint
en une espérance conditionnelle de b(M ⊂ P, α) sur b(M ⊂ N,α).

Démonstration. Posons H = L2(G) et, pour Q ∈ {N,P}, posons

CQ = α(M)′ ∩
(
B(H) ⊗Q

)
.

Puisque CN ⊂ CP , nous avons
b(M ⊂ N,α) ⊂ b(M ⊂ P, α).

Supposons qu’il existe une espérance conditionnelle normale E : P → N . Soit Ẽ = idB(H) ⊗ E.
Puisque E est N -bimodulaire et α(M) ⊂ L∞(G) ⊗N , nous avons

Ẽ(CP ) ⊂ CN .

De plus,
Ẽ(λgX) = λgẼ(X) (g ∈ G, X ∈ CP ).

La Proposition 2.12 implique donc

Ẽ
(
B(H) ⊗ b(M ⊂ P, α)

)
⊂ B(H) ⊗ b(M ⊂ N,α).

Si x ∈ b(M ⊂ P, α) ∩N , alors Ẽ(1 ⊗ x) = 1 ⊗ x. D’où 1 ⊗ x ∈ B(H) ⊗ b(M ⊂ N,α), ce qui prouve
l’inclusion réciproque.

Nous obtenons ensuite la formule de coin relative, correspondant à [Ma25, Proposition 6.8].

Proposition 2.16. Soit e ∈ Mα une projection non nulle, et soit

αe : G↷ eMe

l’action de coin. Alors
b(eMe ⊂ eNe, αe) = e b(M ⊂ N,α)e.

Démonstration. Posons p = 1 ⊗ e ∈ α(M). Puisque

αe(eMe) = pα(M)p,

l’identité de commutant relatif de coin donne

C(eMe ⊂ eNe, αe) = (pα(M)p)′ ∩ p
(
B(L2(G)) ⊗N

)
p

= pC(M ⊂ N,α)p.

La projection p commute avec chaque λg. Donc la Proposition 2.12 donne

B(L2(G)) ⊗ b(eMe ⊂ eNe, αe) = p
(
B(L2(G)) ⊗ b(M ⊂ N,α)

)
p

= B(L2(G)) ⊗ e b(M ⊂ N,α)e.

En annulant le premier facteur tensoriel, on prouve la formule.

19



Le bicentralisateur algébrique relatif est particulièrement explicite lorsque l’action sur M est im-
plémentée par des unitaires dans N .

Proposition 2.17. Supposons qu’il existe une représentation unitaire continue U : G → U(N)
telle que

αg(x) = UgxU
∗
g (g ∈ G, x ∈ M).

Alors
b(M ⊂ N,α) =

(
(M ′ ∩N) ∨ {Ug | g ∈ G}

)′′
.

Démonstration. Soit H = L2(G) et soit U ∈ L∞(G) ⊗N l’unitaire décomposable défini par

U(g) = Ug−1 .

Alors
α(x) = U(1 ⊗ x)U∗ (x ∈ M),

et donc
C(M ⊂ N,α) = U

(
B(H) ⊗ (M ′ ∩N)

)
U∗.

Posons
B0 =

(
(M ′ ∩N) ∨ {Ug | g ∈ G}

)′′
.

Puisque U ∈ L∞(G) ⊗B0, la formule précédente donne

C(M ⊂ N,α) ⊂ B(H) ⊗B0,

et donc b(M ⊂ N,α) ⊂ B0.
Réciproquement, nous avons clairement M ′ ∩ N ⊂ b(M ⊂ N,α) et pour tout g ∈ G, nous avons
aussi

αg(y)Ug = Ugy (y ∈ M),

donc la Proposition 2.14 donne Ug ∈ b(M ⊂ N,α). Par conséquent B0 ⊂ b(M ⊂ N,α).

Proposition 2.18. Nous avons

b(M ⊂ M ⋊α G,α) = b(M,α) ⋊α G

et cette algèbre est engendrée par M ′ ∩ (M ⋊α G) et {ug | g ∈ G}.

Démonstration. Par la proposition précédente, b(M ⊂ M⋊αG,α) est engendrée par M ′∩(M⋊αG)
et {ug | g ∈ G}. En particulier b(M ⊂ M ⋊α G) est invariante sous la coaction duale

∆ : M ⋊α G → (M ⋊α G) ⊗ L(G).

Cela signifie que b(M ⊂ M⋊αG,α) = B⋊αG pour une certaine sous-algèbre B ⊂ M . En réalisant
M⋊αG dans B(L2(G))⊗M , nous voyons que B(L2(G))⊗B est l’algèbre de von Neumann engendrée
par B ⋊α G et L∞(G). Mais B ⋊α G est l’algèbre de von Neumann engendrée par M ′ ∩ (M ⋊α G)
et L(G). Nous concluons que B(L2(G)) ⊗B est l’algèbre de von Neumann engendrée par B(L2(G))
et M ′ ∩ (M ⋊α G), qui est B(L2(G)) ⊗ b(M,α) par définition.
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Proposition 2.19. Supposons que G soit abélien. Alors l’algèbre

(b(M,α) ∩Mα) ⋊α G ∼= (b(M,α) ∩Mα) ⊗ Lα(G)

est engendrée par Z(M ⋊α G) et Lα(G). De plus, si Γ(α) = Ĝ, alors b(M,α) ∩Mα = Z(M)α.

Démonstration. L’algèbre engendrée par Z(M ⋊αG) et Lα(G) est invariante sous l’action duale de
Ĝ, donc elle est de la forme B ⋊α G pour un certain B α-invariant. Clairement B ⊂ b(M,α) par
la Proposition 2.18. Puisque B ⋊α G est abélienne, nous avons aussi B ⊂ Mα.

Enfin, nous avons la propriété de produit tensoriel correspondant à [Ma25, Proposition 6.12].

Proposition 2.20. Pour i ∈ {1, 2}, soit Mi ⊂ Ni une inclusion d’algèbres de von Neumann et soit
αi : G↷Mi une action continue. Alors

b(M1 ⊗M2 ⊂ N1 ⊗N2, α1 ⊗ α2) ⊂ b(M1 ⊂ N1, α1) ⊗ b(M2 ⊂ N2, α2).

Démonstration. Posons H = L2(G) et

Ci = C(Mi ⊂ Ni, αi), C = C(M1 ⊗M2 ⊂ N1 ⊗N2, α1 ⊗ α2).

Posons
Bi = b(Mi ⊂ Ni, αi) (i ∈ {1, 2}).

Puisque tout élément de C commute avec α1(M1) ⊗ 1, l’identité de commutant relatif et la Propo-
sition 2.12 donnent

C ⊂ C1 ⊗N2 ⊂ B(H) ⊗B1 ⊗N2.

Par symétrie,
C ⊂ B(H) ⊗N1 ⊗B2.

En prenant l’intersection, on obtient

C ⊂ B(H) ⊗B1 ⊗B2.

Puisque chaque λg agit sur le premier facteur tensoriel, la Proposition 2.12 donne maintenant

B(H) ⊗ b(M1 ⊗M2 ⊂ N1 ⊗N2, α1 ⊗ α2) ⊂ B(H) ⊗B1 ⊗B2.

En annulant B(H), on prouve le résultat.

2.5. La conjecture du bicentralisateur
Proposition 2.21. Soit (M, τ) ⊂ (N, τ) une inclusion traciale. Nous avons

b(M ⊂ N,α) ⊂ B(M ⊂ N,α). (2..2)

Démonstration. En effet, soit (vi)i un filet dans U(M) qui est asymptotiquement α-invariant, uni-
formément sur les sous-ensembles compacts de G. Sur L2(G) ⊗ L2(N), on a

α(vi) − 1 ⊗ vi −→ 0 fortement∗.
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Pour le vérifier, testons d’abord sur les tenseurs dont la première coordonnée est à support com-
pact et dont la seconde appartient à N . L’invariance compacte-uniforme donne la convergence sur
ces vecteurs, et leur densité et la borne uniforme de norme d’opérateur donnent l’assertion. Tout
X ∈ C(M ⊂ N,α) commute avec α(vi), donc [X, 1 ⊗ vi] → 0 fortement∗. En prenant des tranches
normales sur le premier facteur tensoriel, on montre que chaque tranche de X commute asymptoti-
quement avec vi en ∥ · ∥2. De telles tranches appartiennent donc à B(M ⊂ N,α). Elles engendrent
le bicentralisateur algébrique relatif, ce qui prouve (2..2).

Nous formulons la conjecture suivante qui généralise la Conjecture B.

Conjecture 2.22. Soit (M, τ) ⊂ (N, τ) une inclusion traciale d’algèbres de von Neumann. Soit α :
G↷ (M, τ) une action continue préservant la trace d’un groupe localement compact G. Supposons
que G soit moyennable. Alors

B(M ⊂ N,α) = b(M ⊂ N,α).

Le résultat suivant étend l’argument de groupe discret de [PSV20, Lemmes 4.2 and 4.3]. Le sous-
groupe ouvert compact nous permet de combiner l’argument d’indépendance libre de Popa avec
l’espace homogène discret G/K.

Théorème 2.23. Soit G un groupe localement compact moyennable admettant un sous-groupe
ouvert compact K < G. Soit M un facteur de type II1 et soit α : G ↷ M une action strictement
extérieure. Alors

B(M,α) = C1.

Démonstration. Nous construisons d’abord un décalage de Bernoulli libre à l’intérieur de Mω. Nous
affirmons qu’il existe un unitaire de Haar

u ∈ U((MK)ω)

tel que la famille
M, αωg (u) (gK ∈ G/K) (∗)

soit librement indépendante. Notons que αωg (u) ne dépend que du classe gK, puisque u est fixé par
K.

Nous expliquons l’argument matriciel prouvant l’affirmation. Soient g1K, . . . , gnK des classes dis-
tinctes et considérons

∆ : MK −→ Mn(M), ∆(x) = diag(αg1(x), . . . , αgn(x)).

L’extériorité stricte implique que α|K est minimale et que α est proprement extérieure relativement
à K par [Ni26, Lemme 1.6]. Nous avons donc

∆(MK)′ ∩ Mn(M) = Dn(C). (∗∗)

En effet, si a = (aij) appartient au commutant relatif, alors

aijαgj
(x) = αgi

(x)aij (x ∈ MK).
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Après application de α−1
gj

, une entrée hors diagonale non nulle entrelacerait la représentation iden-
tité de MK avec αg−1

j gi
|MK . L’extériorité propre relative donnerait alors g−1

j gi ∈ K, contrairement
au choix des classes. Les entrées diagonales sont scalaires parce que (MK)′ ∩M = C1.

Nous appliquons [Po14, Théorème 0.1(a)], ou sa formulation amalgamée [Po14, Corollaire 4.4(1)],
à cette inclusion. Ses hypothèses sont satisfaites parce que ∆(MK) est un facteur diffus et que son
commutant relatif Dn(C) est de dimension finie. Ainsi nous pouvons trouver un unitaire de Haar

v ∈ U((MK)ω)

tel que ∆(v) soit librement indépendant de Mn(M) relativement à Dn(C). Plus précisément, à
l’intérieur de Mn(Mω), les algèbres

W∗(Dn(C),∆(v)) et Mn(M)

sont libres avec amalgamation sur Dn(C) par rapport à l’espérance conditionnelle diagonale.

Cette liberté relative implique que

M, αωg1(v), . . . , αωgn
(v) (∗ ∗ ∗)

sont librement indépendants au sens scalaire usuel. Posons V = ∆(v) et vi = αωgi
(v). Considérons

un mot cycliquement réduit

w = a1v
k1
i1 · · · arvkr

ir , kj ∈ Z \ {0}.

Chaque aj est soit un élément centré de M , soit 1. Dans ce dernier cas, la réduction signifie que
ij−1 ̸= ij, avec i0 = ir. Posons bj = eij−1,ij ⊗ aj. Alors

EDn(C)(bj) = 0, EDn(C)(V kj ) = 0.

La première égalité découle de la trace scalaire nulle d’un coefficient diagonal ou de sa position hors
diagonale. La seconde découle du fait que v est de Haar. La multiplication matricielle donne

b1V
k1 · · · brV kr = eir,ir ⊗ w.

La liberté amalgamée donne donc τ(w) = 0. La tracialité et l’induction sur la longueur des mots
réduisent les mots réduits centrés arbitraires à ces mots cycliques et aux moments de Haar indivi-
duels. Cela prouve (∗ ∗ ∗). En diagonalisant les tests de moments finis sur les sous-ensembles finis
de G/K et les sous-ensembles finis de la boule unité de M pour ∥ · ∥2, on obtient un unitaire de
Haar u ∈ (MK)ω satisfaisant (∗).

Pour gK ∈ G/K, posons
PgK = αωg (uMu∗) = αωg (u)Mαωg (u)∗.

C’est bien défini parce que u est fixé par K. La liberté dans (∗) implique que la famille constituée
de M et des algèbres PgK est librement indépendante. Posons

P =
∨

s∈G/K
Ps ⊂ Mω.
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Alors P est librement indépendant de M . Puisque K est ouvert et que u est K-fixé, cette algèbre
est contenue dans Mω

α . L’action permute les facteurs librement indépendants dans

P ∼= ∗s∈G/K(M, τ).

Puisque (MK)′∩M = C1, l’algèbre MK est un facteur diffus. Choisissons un élément semi-circulaire
centré a = a∗ ∈ MK de variance un et posons

agK = αωg (uau∗) ∈ PgK .

Tant u que a sont K-fixés, donc cette définition est indépendante du représentant de gK et
αωh(agK) = ahgK . Soient L ⋐ G et ε > 0. La moyennabilité, sous la forme de Følner pour l’es-
pace homogène discret G/K, fournit un ensemble fini non vide S ⊂ G/K tel que

sup
g∈L

|gS △ S|
|S|

< ε2.

L’élément
bS = |S|−1/2 ∑

s∈S
as

est encore un élément semi-circulaire centré de variance un, et la liberté donne

sup
g∈L

∥αωg (bS) − bS∥2
2 = sup

g∈L

|gS △ S|
|S|

< ε2.

En appliquant la sélection diagonale usuelle aux éléments bS, en utilisant l’estimation compacte-
uniforme précédente ainsi que leurs moments joints avec des sous-ensembles finis de M , on obtient
un élément

b ∈ Mω,α

qui est un élément semi-circulaire centré de variance un et qui est librement indépendant de la
copie constante de M . Mais, par la Proposition 2.7, b doit commuter avec B(M,α). Cela force
B(M,α) = C.

Nous vérifions aussi la conjecture pour les actions de Bogoljubov libres.

Théorème 2.24. Soit G un groupe localement compact moyennable et soit π : G → O(HR) une
représentation orthogonale continue avec dimHR ≥ 2. Soit α : G ↷ M = Γ(HR)′′ l’action de
Bogoljubov libre associée. Alors

B(M,α) = C1.

Démonstration. Supposons d’abord que HR soit de dimension finie. Posons K = π(G) ⊂ O(HR).
L’action de Bogoljubov libre de K sur M est strictement extérieure par [MV23, Corollaire B(1)].
Puisque K est compact, cette action est minimale par [Va01, Proposition 6.2]. Ainsi

B(M,α) ⊂ (Mα)′ ∩M = (MK)′ ∩M = C1.

Supposons maintenant que HR soit de dimension infinie, et posons HC = HR ⊗R C. Choisissons un
filet de Reiter (fi)i de fonctions non négatives dans L1(G) d’intégrale un, de sorte que

sup
s∈K

∥fi(s−1 · ) − fi∥1 −→ 0 (K ⋐ G).
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Pour chaque n ≥ 1, choisissons une projection orthogonale réelle Pn de rang n, et définissons

Ai,n =
∫
G
fi(g)πg

Pn
n
π∗
g dg.

Ces opérateurs positifs de classe trace satisfont

Tr(Ai,n) = 1, ∥Ai,n∥ ≤ n−1,

et
sup
s∈K

∥πsAi,nπ∗
s − Ai,n∥1 ≤ sup

s∈K
∥fi(s−1 · ) − fi∥1.

Ils commutent avec la conjugaison réelle sur HC. Sur l’ensemble dirigé produit, écrivons Tj = A
1/2
i,n .

L’inégalité de Powers–Størmer donne

∥Tj∥HS = 1, ∥Tj∥ −→ 0, sup
s∈K

∥πsTjπ∗
s − Tj∥HS −→ 0.

Diagonalisons Tj sur HR en
Tj =

∑
k

λj,k⟨ · , ej,k⟩ej,k,

où λj,k ≥ 0 et (ej,k)k est orthonormale. Posons

ηj =
∑
k

λj,kej,k ⊗ ej,k, zj = W (ηj) =
∑
k

λj,k
(
s(ej,k)2 − 1

)
.

Ici s(e) = ℓ(e) + ℓ(e)∗, où ℓ(e) est l’opérateur de création à gauche sur l’espace de Fock plein. La
formule de Wick donne

zj = Cj + C∗
j +Dj,

Cj =
∑
k

λj,kℓ(ej,k)2,

Dj =
∑
k

λj,kℓ(ej,k)ℓ(ej,k)∗.

L’orthogonalité des images de création donne ∥Cj∥ = ∥Tj∥HS = 1 et ∥Dj∥ = ∥Tj∥ ≤ 1. Les séries
convergent en norme d’opérateur, donc ∥zj∥ ≤ 3. La vectorisation entrelace la conjugaison sur les
opérateurs de Hilbert–Schmidt avec π ⊗ π. Par conséquent,

sup
g∈K

∥αg(zj) − zj∥2 = sup
g∈K

∥πgTjπ∗
g − Tj∥HS −→ 0.

Soit ζ = h1 ⊗ · · · ⊗ hm, où m ≥ 1 et h1, . . . , hm ∈ HR. La formule du produit de Wick libre donne

W (ζ)zjΩ = ζ ⊗ ηj + o(1), zjW (ζ)Ω = ηj ⊗ ζ + o(1)

en norme de l’espace de Fock. En effet, contracter une patte de ηj contre un vecteur fixé h donne
Tjh, dont la norme est au plus ∥Tj∥∥h∥. Contracter les deux pattes donne un scalaire borné par
∥Tj∥∥h∥∥k∥. Toute contraction de bord non vide tend donc vers zéro. Pour deux tenseurs élémen-
taires fixés ζ, ζ ′ de même degré positif, la contraction des concaténations donne

⟨ζ ⊗ ηj, ηj ⊗ ζ ′⟩ −→ 0.
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Pour le degré un, cela découle de ∥T 2
j ∥ → 0, et pour les degrés supérieurs chacune des deux

contractions de bord contribue un facteur borné par ∥Tj∥. Les mêmes conclusions valent pour les
combinaisons linéaires complexes finies de tenseurs élémentaires réels. L’orthogonalité des degrés
homogènes distincts donne maintenant, pour tout polynôme de Wick a,

lim
j

∥azj − zja∥2
2 = 2∥a− τ(a)1∥2

2.

Puisque ∥zj∥ ≤ 3, l’approximation dans L2(M) étend cette identité à tout a ∈ M . Si a ∈ B(M,α),
le filet borné presque invariant (zj)j satisfait ∥azj − zja∥2 → 0. D’où a = τ(a)1.

La construction d’ultraproduit équicontinu dans [HI20, Théorème 3.4] donne aussi un plongement
équivariant préservant la trace canonique

Γ((HR)π,ω)′′ −→ Mω
α , s((ξi)ω) 7−→ (s(ξi))ω.

Ici (HR)π,ω désigne la partie équicontinue de l’ultrapuissance de l’espace de Hilbert. L’application
préserve les moments du vide, et l’équicontinuité découle de ∥s(πgξi) − s(ξi)∥2 = ∥πgξi − ξi∥. Pour
les groupes moyennables généraux, la preuve ci-dessus construit l’élément fixe requis directement
dans l’ultrapuissance de l’algèbre en utilisant les seconds mots de Wick.

3. Lien avec la propriété de Rokhlin
Nous caractérisons la trivialité du bicentralisateur et la propriété de Rokhlin au moyen de la faible
contenance des correspondances équivariantes. La conséquence principale est qu’une action d’un
groupe localement compact moyennable sur un facteur injectif de type II1 possède la propriété de
Rokhlin précisément lorsqu’elle est fidèle et a un bicentralisateur trivial (Théorème 3.17). Nous
identifions également la propriété de Rokhlin avec la fidélité de l’action induite sur l’algèbre des
suites centrales équicontinues.

La preuve utilise la technique de mise en œuvre dans les ultrapuissances pour traduire la faible
contenance en représentations portées par les suites centrales. L’induction et l’absorption de Fell
permettent ensuite de comparer les deux propriétés, la moyennabilité du groupe et celle du facteur
intervenant dans des directions opposées.

3.1. Correspondances équivariantes
Nous introduisons la théorie des correspondances équivariantes. Un exposé détaillé est donné dans
[DCDR24], mais comme il est formulé dans le langage des groupes quantiques, nous en donnons ici
un exposé autonome. Voir aussi [KLP10] et [BCM18].
Soient α : G ↷ M et β : G ↷ N deux actions continues d’un groupe localement compact G sur
des algèbres de von Neumann M et N . Une correspondance équivariante α–β est un quadruple

Θ = (H, λ, ρ, U),

où λ : M → B(H) et ρ : Nop → B(H) sont des représentations normales unitaires qui commutent
et U : G → U(H) est une représentation fortement continue telle que

Ugλ(x)U∗
g = λ(αg(x)),

Ugρ(yop)U∗
g = ρ(βg(y)op)
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pour x ∈ M , y ∈ N et g ∈ G. Nous désignons par Cor(α, β) la catégorie de toutes les correspon-
dances α–β.
Pour une action α : G ↷ M , définissons la correspondance équivariante identité Iα ∈ Cor(α, α)
par

Iα = (L2(M), λM , ρM , Uα)
où Uα est la mise en œuvre unitaire standard de α sur L2(M). Définissons la correspondance
équivariante semicoarse Cα ∈ Cor(α, α) par

Cα = (L2(M) ⊗ L2(M), λM ⊗ 1, 1 ⊗ ρM , U
α ⊗G U

α).

Si π : G → U(K) est une représentation unitaire et Θ = (H, λ, ρ, U) ∈ Cor(α, β), nous définissons
le produit tensoriel π ⊗G Θ ∈ Cor(α, β) par

π ⊗G Θ = (K ⊗H, 1 ⊗ λ, 1 ⊗ ρ, π ⊗G U).

3.2. Induction et principe d’absorption de Fell
Notons Cor(M,N) la catégorie des correspondances ordinaires M–N . Oublier U définit le foncteur
de restriction

Res : Cor(α, β) −→ Cor(M,N) : (H, λ, ρ, U) 7−→ (H, λ, ρ).
En particulier, Res(Iα) = IM et Res(Cα) = CM .
Pour une correspondance ordinaire M–N (H, λ, ρ) ∈ Cor(M,N), définissons

λα : M −→ B(L2(G,H)) : a 7−→
(
ξ 7−→

(
g 7−→ λ(αg−1(a))ξ(g)

))
,

ρβ : Nop −→ B(L2(G,H)) : bop 7−→
(
ξ 7−→

(
g 7−→ ρ(βg−1(b)op)ξ(g)

))
,

et
λG ⊗ 1 : G −→ U(L2(G,H)) : g 7−→

(
ξ 7−→

(
h 7−→ ξ(g−1h)

))
.

La correspondance équivariante résultante définit le foncteur d’induction

Ind : Cor(M,N) −→ Cor(α, β) : (H, λ, ρ) 7−→ (L2(G,H), λα, ρβ, λG ⊗ 1).

Nous avons la version suivante du principe d’absorption de Fell pour les correspondances.

Proposition 3.1. Pour toute Θ = (H, λ, ρ, U) ∈ Cor(α, β), il existe une équivalence unitaire

λG ⊗G Θ ∼= Ind(Res Θ).

Démonstration. Identifions L2(G) ⊗H à L2(G,H) et définissons

V : L2(G) ⊗H −→ L2(G,H) : ξ 7−→
(
g 7−→ U∗

g ξ(g)
)
.

Les relations de covariance donnent

V (1 ⊗ λ(a))V ∗ = λα(a), V (1 ⊗ ρ(bop))V ∗ = ρβ(bop),

et un calcul direct donne
V (λG(g) ⊗ Ug)V ∗ = λG(g) ⊗ 1.

Ainsi V met en œuvre l’équivalence annoncée.
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3.3. Faible contenance
Soit W∗(α, β) l’algèbre de von Neumann universelle engendrée par M ⊙Nop et une représentation
unitaire continue u : G → W∗(α, β) telle que les applications x 7→ x ⊙ 1 et y 7→ 1 ⊙ yop soient
normales sur M et N et

ug(x⊙ yop)u∗
g = αg(x) ⊙ βg(y)op

pour tous x ∈ M , y ∈ N et g ∈ G. Pour toute correspondance α–β Θ = (H, λ, ρ, U), il existe une
unique représentation normale

ΠΘ : W∗(α, β) → B(H)

telle que
ΠΘ(x⊙ yop) = λ(x)ρ(yop), x ∈ M, y ∈ N,

et
ΠΘ(ug) = Ug, g ∈ G.

Posons
Mα = {x ∈ M | g 7→ αg(x) est continue en norme},
Nβ = {y ∈ N | g 7→ βg(y) est continue en norme}.

Alors nous avons un ∗-morphisme naturel d’image faible∗-dense(
Mα ⊗max N

op
β

)
⋊α⊗Gβop G → W∗(α, β).

L’image de ce ∗-morphisme est notée C∗(α, β). Par définition, C∗(α, β) est une C∗-algèbre et c’est
le sous-espace linéaire fermé en norme engendré par

{(a⊙ bop) · u(f) | a ∈ Mα, b ∈ Nβ et f ∈ L1(G)}.

Nous aurons aussi besoin du lemme de lissage suivant. Notons que tout l’intérêt de ce lemme est
que nous ne supposons pas que a ∈ Mα.

Lemme 3.2. Pour tout a ∈ M et tous f, h ∈ L1(G), nous avons

u(f)(a⊙ 1)u(h) ∈ C∗(α, β).

Il en va de même si nous remplaçons a⊙ 1 par 1 ⊙ bop pour b ∈ N .

Démonstration. Fixons a ∈ M . L’application

(f, h) 7→ (αf (a) ⊙ 1)u(h)

de L1(G) × L1(G) vers C∗(α, β) est bilinéaire et conjointement continue puisque

∥(αf (a) ⊙ 1)u(h)∥ ≤ ∥αf (a)∥∥u(h)∥ ≤ ∥f∥1∥h∥1.

Par conséquent, il existe une unique application linéaire continue Φ du produit tensoriel projectif
L1(G)⊗̂L1(G) = L1(G×G) vers C∗(α, β) telle que

Φ(f ⊗ h) = (αf (a) ⊙ 1)u(h)
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pour tous f, h ∈ L1(G). Alors nous avons

Φ(F ) =
∫
G×G

(αg(a) ⊙ 1)uk F (g, k) dg dk

pour tous les tenseurs élémentaires F ∈ L1(G) ⊗ L1(G), donc aussi pour tout F ∈ L1(G × G)
puisque les deux membres sont continus sur L1(G × G). En particulier, le membre de droite est
dans C∗(α, β). En prenant F : (g, k) 7→ f(g)h(g−1k) pour f, h ∈ L1(G), on obtient la conclusion
souhaitée.

Pour Θ1,Θ2 ∈ Cor(α, β), nous avons donc la notion naturelle suivante de faible contenance

Θ1 ≺ Θ2 ⇐⇒ ΠΘ1|C∗(α,β) ≺ ΠΘ2 |C∗(α,β).

La proposition suivante fournit un critère très commode pour la faible contenance. C’est l’analogue
classique pour les groupes de [DCDR24, Corollaire 3.8].

Proposition 3.3. Soient α : G ↷ M et β : G ↷ N deux actions continues et prenons Θi =
(Hi, λi, ρi, Ui) ∈ Cor(α, β). Prenons ξ ∈ H1 et considérons les propriétés suivantes. (i)(i)

1. Θ1 ≺ Θ2.
2. Il existe une application complètement positive unitale ϑ : B(H2) → B(H1) telle que

ϑ(λ2(a)) = λ1(a), ϑ(ρ2(bop)) = ρ1(bop), ϑ(U2(f)) = U1(f)

pour tous a ∈ M , b ∈ N et f ∈ C∗(G).
3. Il existe un état Φ ∈ B(H2)∗ tel que

Φ(λ2(a)ρ2(bop)) = ⟨λ1(a)ρ1(bop)ξ, ξ⟩

et
Φ(U2(f)) = ⟨U1(f)ξ, ξ⟩

pour tous a dans M , b ∈ N et f ∈ C∗(G).
Alors nous avons (i) ⇔ (ii) ⇒ (iii) et si ξ est un vecteur cyclique pour Θ1 qui est fixé par U1, alors
(iii) ⇔ (ii) ⇔ (i).

Preuve de la Proposition 3.3. (i) ⇒ (ii). Supposons que Θ1 ≺ Θ2. L’inclusion des noyaux donne un
∗-homomorphisme non dégénéré

q : Im(ΠΘ2|C∗(α,β)) −→ Im(ΠΘ1|C∗(α,β))

tel que
q ◦ ΠΘ2|C∗(α,β) = ΠΘ1 |C∗(α,β).

Après unitisation, le théorème d’extension d’Arveson étend q en une application ucp ϑ : B(H2) →
B(H1).

Pour tout a ∈ M et tous f, h ∈ L1(G), nous avons

Ui(f)λi(a)Ui(h) = ΠΘi
(u(f)(a⊙ 1)u(h))
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Cela signifie que
q (U2(f)λ2(a)U2(h)) = U1(f)λ1(a)U1(h).

Puisque U2(f) et U2(h) sont dans le domaine multiplicatif de ϑ, nous avons donc

U2(f)ϑ(λ2(a))U2(h) = ϑ(U2(f)ϑ(λ2(a))U2(h))
= U1(f)λ1(a)U1(h).

Maintenant, nous pouvons faire converger fortement Ui(f) et Ui(h) vers 1, et nous concluons que
ϑ(λ2(a)) = λ1(a). Le même argument s’applique pour montrer que ϑ(ρ2(bop)) = ρ1(bop) pour tout
b ∈ N .

(ii) ⇒ (i). Les identités du domaine multiplicatif dans (ii) donnent

ϑ ◦ ΠΘ2|C∗(α,β) = ΠΘ1|C∗(α,β)

d’abord sur les générateurs standard, puis sur tout C∗(α, β).

(ii) ⇒ (iii). Prenons Φ = ⟨ϑ(·)ξ, ξ⟩.

(iii) ⇒ (ii). Réciproquement, supposons que Φ soit comme dans (iii), que ξ soit cyclique pour Θ1
et fixé par U1. Alors la restriction de Φ à C0(Ĝ) est le caractère trivial. Donc cette algèbre est
contenue dans le domaine multiplicatif de Φ. Ainsi, pour a ∈ Mα, b ∈ Nβ et f ∈ C0(G), nous avons

Φ(λ2(a)ρ2(bop)U2(f)) = f(1)Φ(λ2(a)ρ2(bop))
= f(1)⟨λ1(a)ρ1(bop)ξ, ξ⟩
= ⟨λ1(a)ρ1(bop)U1(f)ξ, ξ⟩.

Cela montre que Φ◦ΠΘ2 coïncide avec le coefficient ⟨ΠΘ1(·)ξ, ξ⟩ sur C∗(α, β). Puisque ξ est cyclique
pour ΠΘ1 , nous concluons que ΠΘ1 |C∗(α,β) ≺ ΠΘ2 |C∗(α,β), comme voulu.

Proposition 3.4. Pour i = 1, 2, prenons Θi ∈ Cor(α, β) et πi ∈ Rep(G). Si π1 ≺ π2 et Θ1 ≺ Θ2,
alors

π1 ⊗G Θ1 ≺ π2 ⊗G Θ2.

Démonstration. Fixons π : G → U(K) et prenons ϑ comme dans la Proposition 3.3. Alors le
domaine multiplicatif de id ⊗ ϑ : B(K ⊗ H2) → B(K ⊗ H1) contient 1 ⊗ λ2(M), 1 ⊗ ρ2(Nop) et
1 ⊗U2(C∗(G)) ainsi que π(C∗(G)) ⊗ 1. Il contient donc aussi (π⊗U2)(C∗(G) ⊗ C∗(G)) et a fortiori
(π⊗GU2)(C∗(G)) = (π⊗U2)(C∗(∆G)) où ∆G < G×G est le sous-groupe diagonal. Nous concluons
par la Proposition 3.3 que π ⊗G Θ1 ≺ π ⊗G Θ2.

Fixons maintenant Θ ∈ Cor(α, β) et supposons que π1 ≺ π2. Prenons F : B(K2) → B(K1) une
application ucp telle que F (π2(f)) = π1(f) pour tout f ∈ C∗(G). Alors, de manière similaire, nous
vérifions que F ⊗ id témoigne de la faible containance π1 ⊗G Θ ≺ π2 ⊗G Θ.

Proposition 3.5. Prenons Ξi ∈ Cor(M,N) pour i = 1, 2 et considérons leurs inductions Ind(Ξi) ∈
Cor(α, β). Si Ξ1 ≺ Ξ2 alors Ind(Ξ1) ≺ Ind(Ξ2).
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Démonstration. Nous utilisons à nouveau la Proposition 3.3. Écrivons Ξi = (Hi, λi, ρi). Alors il
existe une application ucp ϑ : B(H2) → B(H1) telle que ϑ ◦ λ2 = λ1 et ϑ ◦ ρ2 = ρ1. On vérifie
facilement que

id ⊗ ϑ : B(L2(G) ⊗H2) → B(L2(G) ⊗H1)
témoigne de la faible contenance Ind(Ξ1) ≺ Ind(Ξ2).

3.4. La technique de mise en œuvre dans les ultrapuissances
Nous rappelons la technique de mise en œuvre dans les ultrapuissances de [Ma25].

Théorème 3.6 ([Ma25, Théorème 2.1]). Soit (M, τ) une algèbre de von Neumann traciale. Soit
Φ ∈ B(L2(M))∗ un état tel que Φ◦λM et Φ◦ρM soient tous deux des états normaux sur M . Alors il
existe une algèbre de von Neumann abélienne A munie d’un état tracial normal fidèle, un ultrafiltre
cofinal ω sur un ensemble dirigé suffisamment grand, et un vecteur unitaire

ξ ∈ L2((A⊗M)ω)

tel que
Φ(T ) = ⟨(1 ⊗ T )ωξ, ξ⟩, (T ∈ B(L2(M))) (3..1)

L’algèbre abélienne A dans le théorème précédent est gênante. Dans les applications, nous nous en
débarrassons à l’aide du lemme suivant.

Lemme 3.7. Soit T ∈ B(L2(M)) et soit Σ ⊂ B(L2(M)) un ensemble de cardinal inférieur à
κ. Supposons qu’il existe une algèbre de von Neumann abélienne traciale (A, µ) et un élément
X ∈ (A⊗M)ω tel que (1 ⊗ S)ωX̂ = 0 pour tout S ∈ Σ.
Alors il existe un élément x ∈ Mω tel que Sωx̂ = 0 pour tout S ∈ Σ et

∥x∥ ≤ ∥X∥, ∥T ωx̂∥2 ≥ ∥(1 ⊗ T )ωX̂∥2.

Démonstration. Si X = 0 ou T = 0, prenons x = 0. Sinon, par changement d’échelle, nous pouvons
supposer que ∥X∥ = 1 et ∥T∥ = 1. Posons η = ∥(1⊗T )ωX̂∥2. Écrivons A = L∞(Z, µ) et choisissons
un représentant uniformément borné X = (Xj)ω avec ∥Xj∥ ≤ 1 tel que chaque Xj soit une fonction
en escalier sur Z à valeurs dans M . Nous avons

lim
j→ω

∥(1 ⊗ T )X̂j∥2
2 = η2, lim

j→ω
∥(1 ⊗ S)X̂j∥2

2 = 0 (S ∈ Σ).

Choisissons un filet (εi)i∈I dans (0, 1) convergeant vers zéro et un filet croissant (Σi)i∈I de sous-
ensembles finis de Σ qui est cofinal parmi ses sous-ensembles finis. Pour chaque i ∈ I, choisissons
j ∈ I tel que

∥(1 ⊗ T )X̂j∥2
2 ≥ η2 − εi,

∑
S∈Σi

∥(1 ⊗ S)X̂j∥2
2 ≤ ε2

i .

Posons

E =

z ∈ Z

∣∣∣∣∣∣
∑
S∈Σi

∥SX̂j(z)∥2
2 ≤ εi

 .
L’inégalité de Chebyshev donne µ(Z \ E) ≤ εi. Puisque ∥X∥ = ∥T∥ = 1, nous avons

∥TX̂j(z)∥2 ≤ 1,
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d’où ∫
E

∥TX̂j(z)∥2
2 dµ(z) ≥ ∥(1 ⊗ T )X̂j∥2

2 − µ(Z \ E) ≥ η2 − 2εi

Nous pouvons donc choisir un élément z ∈ E tel que

∥TX̂j(z)∥2
2 ≥ η2 − 2εi.

Posons xi = Xj(z) et soit x = (xi)ω ∈ Mω. Alors ∥x∥ ≤ 1. De plus, la cofinalité de (Σi)i∈I et le fait
que εi → 0 impliquent

Sωx̂ = 0 (S ∈ Σ),

tandis que
∥T ωx̂∥2 ≥ η.

Cela prouve le résultat.

Nous aurons aussi besoin de l’application suivante de la technique de mise en œuvre dans les
ultrapuissances aux bicentralisateurs.

3.5. Actions à bicentralisateur trivial
Soit α : G↷ (M, τ) une action continue préservant la trace.

Lemme 3.8. Soit A une algèbre de von Neumann abélienne traciale. Alors

B(A⊗M ⊂ A⊗N, id ⊗ α) = A⊗ B(M ⊂ N,α).

Démonstration. Puisque
1 ⊗Mω,α ⊂ (A⊗M)ω,id⊗α,

la Proposition 2.7 donne

B(A⊗M ⊂ A⊗N, id ⊗ α) =
(
(A⊗M)ω,id⊗α

)′
∩ (A⊗N)

⊂ (1 ⊗Mω,α)′ ∩ (A⊗N)
= A⊗ B(M ⊂ N,α).

Pour l’inclusion réciproque, nous devons montrer que 1⊗B(M ⊂ N,α) commute avec (A⊗M)ω,id⊗α.
Choisissons un sous-groupe dense G0 ⊂ G de cardinal inférieur à κ, et choisissons f ∈ L1(G) avec
f ≥ 0 et

∫
G f(g) dg = 1. Prenons

Σ = {Uα
f − id} ∪ {Uα

g − id | g ∈ G0}.

Fixons b ∈ B(M ⊂ N,α) et définissons Db : L2(M) → L2(N) par

Dbx̂ = x̂b− bx.

Soit T = (D∗
bDb)1/2 ∈ B(L2(M)). Si x ∈ Mω satisfait Sωx̂ = 0 pour tout S ∈ Σ, alors (Uα

f − id)ωx̂ =
0 montre que

x = (αf (xi))ω ∈ Mω
α .
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Puisque (Uα
g − id)ωx̂ = 0 pour tout g ∈ G0 et que l’action αω est continue sur Mω

α , il s’ensuit que
x ∈ Mω,α. Donc xb = bx, et par conséquent

T ωx̂ = 0.

Soit maintenant X ∈ (A⊗M)ω,id⊗α. Alors

(1 ⊗ S)ωX̂ = 0 (S ∈ Σ).

Le Lemme 3.7 donne x ∈ Mω tel que Sωx̂ = 0 pour tout S ∈ Σ et

∥(1 ⊗ T )ωX̂∥2 ≤ ∥T ωx̂∥2 = 0.

Par la définition de T , cela signifie
[X, 1 ⊗ b] = 0.

Ainsi 1 ⊗ B(M ⊂ N,α) commute avec (A⊗M)ω,id⊗α.

Lemme 3.9. Soit Φ ∈ B(L2(M))∗ un état dont les restrictions à λM(M) et ρM(M) sont normales.
Supposons que

Φ(Uα(f)) =
∫
G
f(g) dg (f ∈ L1(G)). (3..2)

Alors, pour tous x ∈ B(M,α) et y ∈ M ,

Φ(λM(x)ρM(y)) = Φ(ρM(xy)). (3..3)

En particulier, Φ(λM(x)) = Φ(ρM(x)) pour tout x ∈ B(M,α).

Démonstration. Par le théorème de mise en œuvre dans les ultrapuissances traciales, il existe une
algèbre de von Neumann abélienne A munie d’un état tracial normal fidèle, un ultrafiltre cofinal ω
sur un ensemble dirigé suffisamment grand, et un vecteur unitaire

ξ ∈ L2((A⊗M)ω)

tel que
Φ(T ) = ⟨(1 ⊗ T )ωξ, ξ⟩, (T ∈ B(L2(M))) (3..4)

L’hypothèse s’étend par continuité au caractère trivial 1G de C∗(G). L’argument du domaine mul-
tiplicatif donne donc

(1 ⊗ Uα(f))ωξ = 1G(f)ξ (f ∈ C∗(G)).
Choisissons h ∈ L1(G) avec

∫
G h(g) dg = 1. En partant d’un représentant ξ = (ξi)ω, la Proposition

2.3, appliquée à id ⊗ α, montre que

ξ = ((1 ⊗ Uα(h))ξi)ω ∈ L2((A⊗M)ωid⊗α).

Ici, l’égalité découle de la relation du domaine multiplicatif précédente. La Proposition 2.3 identifie
aussi la représentation intégrée coordonnée par coordonnée sur cet espace de Hilbert avec la mise
en œuvre standard de (id ⊗ α)ω. Sa représentation intégrée agit sur ξ par le caractère trivial, donc
ξ est fixé par cette action. Par conséquent

ξ ∈ L2((A⊗M)ω,id⊗α).
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Les Propositions 3.8 et 2.7 donnent

(1 ⊗ x)ξ = ξ(1 ⊗ x) (x ∈ B(M,α)).

En utilisant (3..4), nous obtenons

Φ(λM(x)ρM(y)) = ⟨(1 ⊗ x)ξ(1 ⊗ y), ξ⟩
= ⟨ξ(1 ⊗ xy), ξ⟩ = Φ(ρM(xy)),

comme annoncé. Comparer aussi [Ma26, Lemme 1.1].

Théorème 3.10. Les assertions suivantes sont équivalentes. (i)(i)
1. B(M,α) = C1.
2. Il existe une application ucp

ϑ : B(L2(M)) −→ B(L2(M))

telle que, pour tous a, b ∈ M et f ∈ L1(G),

ϑ(λM(a)) = τ(a)1, ϑ(ρM(b)) = ρM(b), ϑ(Uα(f)) = Uα(f).

3. Il existe un état Φ ∈ B(L2(M))∗ tel que

Φ(λM(a)ρM(b)) = τ(a)τ(b) (a, b ∈ M) (3..5)

et
Φ(Uα(f)) =

∫
G
f(g) dg, (f ∈ L1(G)). (3..6)

4. Cα ≺ Iα.

Démonstration. (i) ⇒ (ii). Choisissons un filet (εi)i de nombres positifs décroissant vers zéro et
un filet croissant cofinal (Ki)i de sous-ensembles compacts de G. Grâce à la Proposition 2.6, nous
pouvons choisir, pour chaque i, des unitaires ui,1, . . . , ui,ni

∈ M et des nombres positifs ti,1, . . . , ti,ni

de somme un tels que
sup
g∈Ki

∥αg(ui,k) − ui,k∥2 ≤ εi (1 ≤ k ≤ ni)

et
ni∑
k=1

ti,kui,kau
∗
i,k −→ τ(a)1 (a ∈ M)

dans ∥ · ∥2. Définissons

ϑi(T ) =
ni∑
k=1

ti,kλM(ui,k)TλM(ui,k)∗ (T ∈ B(L2(M))).

Chaque ϑi est ucp. Puisque les représentations gauche et droite commutent,

ϑi(ρM(b)) = ρM(b) (b ∈ M),
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tandis que

ϑi(λM(a)) = λM

(
ni∑
k=1

ti,kui,kau
∗
i,k

)
−→ τ(a)1

faiblement∗. De plus, la covariance donne

λM(ui,k)Uα
g λM(ui,k)∗ = λM(ui,kαg(u∗

i,k))Uα
g .

L’invariance approchée ci-dessus implique, uniformément pour g ∈ Ki, que le membre de droite
converge fortement vers Uα

g . Puisque les ensembles Ki sont cofinaux, l’intégration donne

ϑi(Uα(f)) −→ Uα(f) (f ∈ L1(G))

fortement. Tout point d’accumulation faible∗ ϑ de (ϑi)i est donc une application ucp satisfaisant
toutes les identités de (ii).

Nous prouvons ensuite (ii) =⇒ (iii). Supposons que (ii) soit vraie et définissons

Φ(T ) = ⟨ϑ(T )1̂, 1̂⟩ (T ∈ B(L2(M))).

Puisque ϑ se restreint à l’identité sur ρM(M), cette algèbre est contenue dans le domaine multipli-
catif de ϑ. Donc, pour tous a, b ∈ M ,

Φ(λM(a)ρM(b)) = ⟨ϑ(λM(a))ρM(b)1̂, 1̂⟩ = τ(a)τ(b).

De plus,
Φ(Uα(f)) = ⟨Uα(f)1̂, 1̂⟩ =

∫
G
f(g) dg (f ∈ L1(G)),

donc (iii) est vraie.

Nous prouvons maintenant (iii) ⇒ (i). Soit x ∈ B(M,α). Les deux marginales de Φ sont τ , donc le
Lemme 3.9 donne, pour tout y ∈ M ,

τ(xy) = Φ(ρM(xy)) = Φ(λM(x)ρM(y)) = τ(x)τ(y).

En prenant y = (x− τ(x)1)∗, on obtient ∥x− τ(x)1∥2 = 0. Donc B(M,α) = C1.

Enfin, (iii) ⇐⇒ (iv) découle de la Proposition 3.3, puisque le vecteur ξ0 = 1̂ ⊗ 1̂ est cyclique pour
Cα et fixé par Uα ⊗ Uα, et son état vectoriel a précisément les valeurs (3..5)–(3..6).

Nous utilisons le résultat suivant de [BLS92, Corollaire 1.8].

Théorème 3.11. Soit π une représentation unitaire fidèle d’un groupe localement compact G telle
que π∗ ≺ π et 1G ≺ π et π ⊗G π ≺ π. Alors λG ≺ π.

Corollaire 3.12. Supposons que B(M,α) = C. Alors

Uα ⊗G U
α ≺ Uα.

Ainsi, si α est fidèle, nous avons λG ≺ Uα.
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Démonstration. Restreignons la faible contenance Cα ≺ Iα aux représentations unitaires de G. De
plus, Uα est égal à son contragrédient et contient la représentation triviale 1G.

Remarque 3.13. Soit
Lα = (L2(M), λM , Uα) ∈ Rep(α)

la représentation covariante standard de α. Le point (iv) du Théorème 3.10 implique, en particulier,
que

Uα ⊗G Lα ≺ Lα.

En effet, Lα et Uα ⊗G Lα sont obtenus à partir de Iα et Cα respectivement, en oubliant l’action à
droite de M . Ainsi, si Cα ≺ Iα alors Uα ⊗G Lα ≺ Lα par restriction. En tensorisant à droite par
Lop
α , nous obtenons aussi

Uα ⊗G Cα ≺ Cα.

Ainsi, si α est fidèle, alors
λG ⊗G Cα ≺ Cα.

3.6. La propriété de Rokhlin
Soit G un groupe localement compact arbitraire et soit α : G ↷ (M, τ) une action continue
préservant la trace sur une algèbre de von Neumann traciale (M, τ).

Définition 3.14. Nous disons que l’action α possède la propriété de Rokhlin si

λG ⊗G Iα ≺ Iα.

Nous utilisons la notation Mω,α = M ′ ∩ Mω
α pour un ultrafiltre cofinal ω suffisamment grand et

notons αω la restriction de αω à Mω,α.

Théorème 3.15. Supposons que M soit un facteur de type II1, et soit ρ = Uαω la représentation
standard de αω : G↷Mω,α. Pour toute représentation unitaire π ∈ Rep(G), nous avons

π ⊗G Iα ≺ Iα ⇐⇒ π ≺ ρ.

Démonstration. Nous expliquons d’abord pourquoi une amplification abélienne n’agrandit pas la
représentation des suites centrales à faible contenance près. Soit (A, µ) une algèbre de von Neumann
abélienne traciale, posons α̃ = idA ⊗ α, et soit ρA la représentation standard sur

L2(CA), CA = (1 ⊗M)′ ∩ (A⊗M)ωα̃.

Nous affirmons que ρA ≺ ρ.

Fixons f ∈ L1(G) et posons c = ∥ρ(f)∥. Si ∥ρA(f)∥ > c, les vecteurs bornés sont denses, donc il
existe Y ∈ CA et h ∈ Cc(G), avec h ≥ 0 et

∫
G h = 1, tels que X = α̃ωh(Y ) satisfasse

∥ρA(f)X̂∥2
2 − c2∥X∥2

2 > δ

pour un certain δ > 0. Ici, h est choisi à partir d’une identité approchée. Choisissons un représen-
tant uniformément borné (Yj)j dont les termes sont des fonctions en escalier finies en la variable
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abélienne. Cela est possible en appliquant des espérances conditionnelles sur des sous-algèbres de
dimension finie de A et en approximant dans ∥ · ∥2. Écrivons

Yj =
∑
r

ej,r ⊗ yj,r, Xj =
∑
r

ej,r ⊗ xj,r, xj,r = αh(yj,r),

où les ej,r forment une partition de 1 et ∥yj,r∥ ≤ C pour un C fixé. Les représentants (Xj)j sont
uniformément équicontinus, puisque

∥αg(xj,r) − xj,r∥2 ≤ C∥h(g−1 ·) − h∥1.

Posons
d(x) = ∥Uα(f)x̂∥2

2 − c2∥x∥2
2.

Pour ω-presque tout j, nous avons ∑
r

µ(ej,r)d(xj,r) > δ,

tandis que, pour tout a ∈ M ,
lim
j→ω

∑
r

µ(ej,r)∥[a, xj,r]∥2
2 = 0.

Les nombres |d(xj,r)| ont une borne commune. Étant donné un sous-ensemble fini F ⊂ M et ε > 0,
l’inégalité de Chebyshev nous permet donc de choisir j, r tels que

max
a∈F

∥[a, xj,r]∥2 < ε, d(xj,r) > δ/2.

En effet, rendons le poids total des composantes échouant à la première inégalité suffisamment
petit pour que leur contribution à la somme pondérée précédente ait une valeur absolue inférieure à
δ/2. En utilisant l’hypothèse permanente sur l’ensemble d’indices, faisons ces choix le long de sous-
ensembles finis croissants d’une sous-algèbre fortement dense de M et de tolérances décroissantes.
Les éléments sélectionnés sont uniformément bornés et équicontinus. Ils définissent x ∈ Mω,α avec

∥ρ(f)x̂∥2
2 − c2∥x∥2

2 ≥ δ/2,

une contradiction. Cela prouve l’affirmation.

Supposons maintenant que π ⊗G Iα ≺ Iα, et fixons un vecteur unitaire ξ0 dans l’espace de π. La
Proposition 3.3, appliquée à ξ0 ⊗ 1̂, donne un état Φ ∈ B(L2(M))∗ tel que

Φ(λM(a)ρM(b)) = τ(ab), Φ(Uα(f)) = ⟨π(f)ξ0, ξ0⟩

pour a, b ∈ M et f ∈ L1(G). Par la mise en œuvre dans les ultrapuissances [Ma25, Théorème 2.1],
cet état est mis en œuvre par un vecteur unitaire η ∈ L2((A ⊗ M)ω) pour une algèbre abélienne
traciale A. La première identité implique (1⊗a)η = η(1⊗a) pour tout a ∈ M . La seconde identité,
une identité approchée dans L1(G), et la Proposition 2.3 montrent que η appartient à la partie
équicontinue. Ses troncatures bornées commutent encore avec 1 ⊗M , donc η ∈ L2(CA) et

⟨ρA(f)η, η⟩ = ⟨π(f)ξ0, ξ0⟩.
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L’égalité de ces coefficients identifie les représentations cycliques engendrées par η et ξ0. L’affirma-
tion donne que cette sous-représentation cyclique de π est faiblement contenue dans ρ. Puisque ξ0
était arbitraire, π ≺ ρ.
Pour la réciproque, la factorialité implique

Eω(x∗y) = τω(x∗y)1 (x, y ∈ Mω,α).

Par conséquent, la multiplication définit une application isométrique équivariante de bimodules
M–M

L2(Mω,α) ⊗ L2(M) −→ L2(Mω
α ), x̂⊗ â 7−→ x̂a.

La correspondance sur le but est faiblement contenue dans Iα. Pour le voir, relevons un vecteur
borné équicontinu en ses représentants uniformément bornés et utilisons la Proposition 2.3 pour
calculer ses coefficients pour les opérateurs de groupe intégrés. Les coefficients résultants sont
des ultralimites de coefficients de Iα. La densité des vecteurs bornés donne la faible contenance
annoncée. Il s’ensuit que ρ⊗GIα ≺ Iα. Ainsi π ≺ ρ et la Proposition 3.4 donnent π⊗GIα ≺ Iα.

Le corollaire suivant montre que notre définition de la propriété de Rokhlin coïncide avec celle
donnée dans [MT16] pour les flots, dans [Sh14] pour les groupes abéliens et dans [Ni26] pour les
groupes admettant un sous-groupe ouvert compact.

Corollaire 3.16. Supposons que M soit un facteur de type II1. Alors α possède la propriété de
Rokhlin si et seulement si αω est fidèle.

Démonstration. Posons ρ = Uαω . Puisque ρ ≺ ρ, le Théorème 3.15 donne

ρ⊗G Iα ≺ Iα.

En tensorisant cette faible contenance par ρ et en utilisant la Proposition 3.4, nous obtenons

ρ⊗G ρ⊗G Iα ≺ ρ⊗G Iα ≺ Iα.

Une autre application du Théorème 3.15 donne

ρ⊗G ρ ≺ ρ.

Puisque ρ est une représentation de Koopman, elle contient les constantes et est équivalente à sa
représentation contragrédiente. Si αω est fidèle alors le Théorème 3.11 donne

λG ≺ ρ.

En appliquant encore une fois le Théorème 3.15, nous obtenons

λG ⊗G Iα ≺ Iα.

Réciproquement, si α est de Rokhlin, le Théorème 3.15 donne λG ≺ ρ. Ainsi ρ est fidèle.

Théorème 3.17. Soit M un facteur de type II1. Considérons les propriétés suivantes. (i)(i)
1. α possède la propriété de Rokhlin.
2. α est fidèle et B(M,α) = C1.
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Si G est moyennable alors (i) ⇒ (ii). Si M est moyennable alors (ii) ⇒ (i).

Démonstration. (i) ⇒ (ii) lorsque G est moyennable. Puisque les moyennes convexes des états
vectoriels associés à û, u ∈ U(M), convergent sur M ⊙ Mop vers la trace produit, le vecteur
cyclique de CM , nous avons

CM ≺ IM . (3..7)

La Proposition 3.5 et l’absorption de Fell donnent alors

λG ⊗G Cα ∼= Ind(CM) ≺ Ind(IM) ∼= λG ⊗G Iα.

La propriété de Rokhlin pour α dit
λG ⊗G Iα ≺ Iα (3..8)

et puisque G est moyennable, nous avons 1G ≺ λG donc

Cα ≺ λG ⊗G Cα. (3..9)

Nous concluons que
Cα ≺ Iα,

et le Théorème 3.10 achève la preuve.

(ii) ⇒ (i) lorsque M est moyennable. La moyennabilité de M signifie que

IM ≺ CM .

La Proposition 3.5 et l’absorption de Fell donnent

λG ⊗G Iα ∼= Ind(IM) ≺ Ind(CM) ∼= λG ⊗G Cα.

Grâce à la Remarque 3.13 nous avons

λG ⊗G Cα ≺ Cα

et par le Théorème 3.10, nous avons
Cα ≺ Iα.

Nous concluons que
λG ⊗G Iα ≺ Iα.

4. Perturbations par cocycle
Nous étudions l’effet des perturbations par cocycle sur le bicentralisateur. Un cobord approché
induit un isomorphisme canonique entre les bicentralisateurs des actions originale et perturbée. Ces
isomorphismes fourniront l’action bicentralisatrice duale pour les groupes abéliens. Nous donnons
également un critère pour l’existence de perturbations ergodiques par cobords approchés en termes
de la partie fixe du bicentralisateur, et nous prouvons l’annulation approchée des 1-cocycles pour
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les actions de Rokhlin de groupes moyennables.

L’observation de base est que les cobords approchés deviennent des cobords exacts dans une ul-
trapuissance équicontinue. Sur le bicentralisateur, la conjugaison par les unitaires implémentants
converge ponctuellement vers une application indépendante de leur choix, donnant l’isomorphisme
canonique. Un argument de catégorie de Baire produit des perturbations ergodiques. Pour l’annu-
lation approchée des cocycles, une amplification matricielle réduit le problème à l’équivalence de
projections de même trace dans une ultrapuissance de points fixes.

4.1. Cocycles et cobords approchés
Dans toute cette section, G est un groupe localement compact, (M, τ) est une algèbre de von
Neumann traciale, et α : G ↷ (M, τ) est une action continue préservant la trace. Nous utilisons
les conventions standard pour les cocycles. Comparer [MT16, Sections 2–3].

Un 1-cocycle pour α est une application ∥ · ∥2-continue u : G → U(M) satisfaisant

ugh = ugαg(uh) pour tous g, h ∈ G.

Nous désignons par Z1(α) l’ensemble de tous les 1-cocycles pour α. Notons que tout u ∈ Z1(α)
satisfait ue = 1.
Tout cocycle u ∈ Z1(α) donne une nouvelle action continue préservant la trace αu : G ↷ (M, τ),
appelée perturbation par cocycle de α par u, définie par

αug = Ad(ug) ◦ αg, αug (x) = ugαg(x)u∗
g (g ∈ G, x ∈ M).

En effet, la relation de cocycle donne

αug ◦ αuh = Ad
(
ugαg(uh)

)
◦ αgh = Ad(ugh) ◦ αgh = αugh.

La continuité découle de la continuité de u et α, et αu préserve τ parce que α préserve la trace et
que les automorphismes intérieurs préservent τ .
Pour tout v ∈ U(M), l’application

∂α(v)g = vαg(v∗) (g ∈ G)

appartient à Z1(α). Un tel cocycle est appelé un cobord, et nous écrivons

B1(α) = {∂α(v) | v ∈ U(M)}.

Si u = ∂α(v) est un cobord, alors sa perturbation par cocycle est conjuguée à l’action originale :

αug = Ad(v) ◦ αg ◦ Ad(v∗) (g ∈ G).

La topologie naturelle sur Z1(α) est la topologie de la ∥ · ∥2-convergence uniforme sur les sous-
ensembles compacts de G. Une base de voisinages en u ∈ Z1(α) est donnée par

V(u,K, ε) =
{
w ∈ Z1(α)

∣∣∣∣∣ sup
g∈K

∥ug − wg∥2 < ε

}
, K ⋐ G, ε > 0.
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Cette description par ensembles compacts, plutôt que par une suite d’ensembles compacts, n’exige
pas que G soit à base dénombrable ou σ-compact.

Un cocycle u ∈ Z1(α) est appelé un cobord approché s’il appartient à l’adhérence de B1(α) dans
cette topologie. De manière équivalente, u est un cobord approché si, pour tout K ⋐ G et tout
ε > 0, il existe v ∈ U(M) tel que

sup
g∈K

∥ug − vαg(v∗)∥2 < ε.

Nous désignons par B1(α) l’ensemble des cobords approchés.

Proposition 4.1. Soit ω un ultrafiltre cofinal sur un ensemble dirigé I suffisamment grand. Soit
u ∈ Z1(α). Nous avons

{V ∈ U(Mω
α ) | u = ∂αω(V )} =

{
(vi)ω ∈ U(Mω) | lim

i→ω
∂α(vi) = u

}
.

En particulier, u ∈ B1(α) si et seulement si u ∈ B1(αω).

Démonstration. Soit V = (vi)ω appartenant à l’ensemble de droite, et supposons que g 7→ viαg(vi)∗

converge vers u uniformément sur les sous-ensembles compacts le long de ω. La convergence ponc-
tuelle donne u = ∂αω(V ). De plus, pour h ∈ G,

∥αh(vi) − vi∥2 = ∥viαh(vi)∗ − 1∥2.

La convergence compacte-uniforme, jointe à la continuité de u et à ue = 1, montre donc que (vi)i∈I
est (α, ω)-équicontinu. D’où V ∈ U(Mω

α ).

Réciproquement, soit V ∈ U(Mω
α ) satisfaisant u = ∂αω(V ), et choisissons un représentant unitaire

(α, ω)-équicontinu V = (vi)ω. Le filet (fi)i∈I d’applications continues

fi : G −→ M, fi(g) = viαg(vi)∗ − ug,

est ω-équicontinu. Puisque u = ∂αω(V ), nous avons (fi(g))ω = 0 pour tout g ∈ G. La Proposition
2.1 donne donc, pour tout K ⋐ G,

lim
i→ω

sup
g∈K

∥viαg(vi)∗ − ug∥2 = 0.

Cela prouve l’égalité des deux ensembles.

Proposition 4.2. L’espace Z1(α) est complet pour l’uniformité de la ∥ · ∥2-convergence compacte-
uniforme. Si G est à base dénombrable et M a un prédual séparable, alors Z1(α) est un espace
polonais.

Le groupe U(M) agit continûment sur Z1(α) par

(v · w)g = vwgαg(v∗) (v ∈ U(M), w ∈ Z1(α), g ∈ G).

Pour tout u ∈ Z1(α), la multiplication à droite par u définit un homéomorphisme U(M)-équivariant

Z1(αu) −→ Z1(α) : w 7→ wu.
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4.2. Isomorphismes de bicentralisateurs pour les cobords approchés
Dans toute cette sous-section, G est un groupe localement compact, (M, τ) ⊂ (N, τ) est une
inclusion d’algèbres de von Neumann traciales, et α : G↷ (M, τ) est une action continue préservant
la trace.

Proposition 4.3. Soit u ∈ B1(α). Si (vi)i est un filet dans U(M) tel que

∂α(vi) −→ u

uniformément sur les sous-ensembles compacts de G, alors, pour tout x ∈ B(M ⊂ N,α), la limite

βu(x) = lim
i
vixv

∗
i

existe dans ∥ · ∥2 et est indépendante du choix de (vi)i∈I . Cette formule définit un isomorphisme
préservant la trace

βu : B(M ⊂ N,α) −→ B(M ⊂ N,αu).
De plus, les assertions suivantes sont vraies. (i)(i)

1. Si v ∈ B1(αu), alors vu ∈ B1(α) et
βvu = βv ◦ βu.

2. Supposons que α s’étende en une action continue préservant la trace sur (N, τ), encore notée
α. Alors l’isomorphisme βu est équivariant : pour tout g ∈ G,

βu ◦ αg = αug ◦ βu sur B(M ⊂ N,α).

3. Pour tout x ∈ B(M ⊂ N,α), l’application

B1(α) −→ N, w 7−→ βw(x),

est continue pour la ∥·∥2-convergence compacte-uniforme sur les cocycles et la ∥·∥2-topologie
sur N .

Démonstration. Choisissons un filet (ui)i∈I dans U(M) tel que ∂α(ui) converge vers u. Alors
∂α(u∗

jui) → 1 quand i, j tendent vers l’infini.

Par conséquent,
∥uixu∗

i − ujxu
∗
j∥2 = ∥(u∗

jui)x− x(u∗
jui)∥2 → 0

parce que x ∈ B(M ⊂ N,α). Cela signifie que (uixu∗
i )i est de Cauchy dans L2(N, τ). Ses termes sont

uniformément bornés, donc sa limite appartient à N . La même comparaison, appliquée à deux filets
implémentants différents, prouve que la limite est indépendante du choix de (ui)i∈I . Notons-la βu(x).

Si (vi)i∈I satisfait ∂αu(vi) → v ∈ B1(αu), alors ∂α(viui) → vu, d’où

βvu(x) = lim
i
viuixu

∗
i v

∗
i = lim

i
viβu(x)v∗

i .

Cela montre d’abord, lorsque v = 1, que βu(x) ∈ B(M ⊂ N,αu) et ensuite, pour v arbitraire, que

βvu(x) = βv(βu(x)).
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L’application βu est unitale, préserve la trace, préserve l’involution, et est multiplicative, par la
limite définissante et la continuité de la multiplication sur les ensembles bornés pour ∥ · ∥2. De plus,
βu∗ est un inverse de βu par la relation précédente. Donc βu est un isomorphisme préservant la trace.

Nous prouvons le point (ii). La définition du bicentralisateur relatif montre que B(M ⊂ N,α) est
α-invariant. Soit (vi)i implémentant u et posons di,g = viαg(v∗

i ). Pour x ∈ B(M ⊂ N,α) et g ∈ G,
nous avons

∥αug (vixv∗
i ) − viαg(x)v∗

i ∥2 ≤ 2∥x∥∞∥ug − di,g∥2.

En passant à la limite, on obtient

αug (βu(x)) = βu(αg(x)).

Enfin, fixons u, x et ε > 0. La comparaison utilisée ci-dessus pour prouver que la limite définissante
est indépendante du filet implémentant donne K ⋐ G et δ > 0 tels que

sup
g∈K

∥∂α(s)g − ug∥2 < δ =⇒ ∥sxs∗ − βu(x)∥2 < ε

pour tout s ∈ U(M). Si w ∈ B1(α) satisfait

sup
g∈K

∥wg − ug∥2 < δ/2,

choisissons un unitaire implémentant s ∈ U(M) tel que

sup
g∈K

∥∂α(s)g − wg∥2 < δ/2, ∥sxs∗ − βw(x)∥2 < ε.

L’implication ci-dessus donne
∥βw(x) − βu(x)∥2 < 2ε,

ce qui prouve le point (iii).

Proposition 4.4. Pour i ∈ {1, 2}, soit Mi ⊂ Ni des inclusions d’algèbres de von Neumann traciales
et soit αi : G↷ (Mi, τi) des actions préservant la trace. Posons

M = M1 ⊗M2, N = N1 ⊗N2, α = α1 ⊗ α2.

Alors
B(M ⊂ N,α) ⊂ B(M1 ⊂ N1, α1) ⊗ B(M2 ⊂ N2, α2).

De plus, si ui ∈ B1(αi) pour i ∈ {1, 2}, alors u = u1 ⊗ u2 ∈ B1(α) et

βu(x) =
(
βu1 ⊗ βu2

)
(x)

pour tout x ∈ B(M ⊂ N,α).

Démonstration. Pour une ultrapuissance suffisamment grande,

Mω,α1
1 ⊗Mω,α2

2 ⊂ Mω,α.
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La Proposition 2.7 donne

B(M ⊂ N,α) ⊂
(
Mω,α1

1 ⊗Mω,α2
2

)′
∩N

= B(M1 ⊂ N1, α1) ⊗ B(M2 ⊂ N2, α2).

Pour i ∈ {1, 2}, choisissons un filet (vi,ji)ji∈Ji
dans U(Mi) tel que

∂αi
(vi,ji) −→ ui

uniformément sur les sous-ensembles compacts de G. Sur l’ensemble dirigé produit J1 × J2, posons

w(j1,j2) = v1,j1 ⊗ v2,j2 .

Alors
∂α(w(j1,j2))g = ∂α1(v1,j1)g ⊗ ∂α2(v2,j2)g,

donc ∂α(w(j1,j2)) → u uniformément sur les sous-ensembles compacts. En particulier, u ∈ B1(α).
Par la Proposition 4.3, le membre de gauche de la formule annoncée est la limite dans ∥ · ∥2 de

(v1,j1 ⊗ v2,j2)x(v∗
1,j1 ⊗ v∗

2,j2).

Pour les tenseurs élémentaires dans B(M1 ⊂ N1, α1) ⊙ B(M2 ⊂ N2, α2), cette limite est βu1 ⊗ βu2 .
La même conclusion vaut sur le produit tensoriel de von Neumann par densité et continuité dans
∥ · ∥2, et donc pour tout x ∈ B(M ⊂ N,α).

4.3. Perturbations ergodiques par cocycle
Définition 4.5. L’action α : G↷ (M, τ) est dite pleine si l’application cobord

∂α : U(M) −→ Z1(α), ∂α(v)g = vαg(v∗),

est ouverte sur son image. De manière équivalente, α est pleine si, pour tout ε > 0, il existe K ⋐ G
et δ > 0 tels que, pour tout v ∈ U(M),

sup
g∈K

∥αg(v) − v∥2 < δ =⇒ dist2(v,U(Mα)) < ε. (4..1)

Proposition 4.6. Soit ω un ultrafiltre cofinal sur un ensemble dirigé suffisamment grand. Alors α
est pleine si et seulement si

(Mα)ω = Mω,α.

Si α est pleine alors B1(α) est fermé dans Z1(α). Si G est à base dénombrable et M a un prédual
séparable, alors la réciproque est également vraie : B1(α) est fermé si et seulement si α est pleine.
Enfin, si u ∈ B1(α) alors α est pleine si et seulement si αu est pleine.

Démonstration. Supposons d’abord que α soit pleine. Soit V = (vi)ω ∈ U(Mω,α), où les vi sont des
unitaires et sont asymptotiquement α-invariants uniformément sur les sous-ensembles compacts de
G. La plénitude implique

lim
i→ω

dist2(vi,U(Mα)) = 0.
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En choisissant wi ∈ U(Mα) réalisant asymptotiquement cette distance, on obtient V = (wi)ω ∈
(Mα)ω. Puisqu’une algèbre de von Neumann est engendrée linéairement par ses unitaires, cela
prouve Mω,α ⊂ (Mα)ω. L’inclusion réciproque est automatique.
Réciproquement, supposons que α ne soit pas pleine. Il existe ε0 > 0 et un filet (vi)i dans U(M)
tels que

∂α(vi) −→ 1

uniformément sur les sous-ensembles compacts de G, tandis que

dist2(vi,U(Mα)) ≥ ε0 (i).

Ce filet définit un unitaire V = (vi)ω ∈ Mω,α. Si (Mα)ω = Mω,α, alors V ∈ (Mα)ω. Le relèvement
unitaire dans (Mα)ω donnerait des unitaires wi ∈ Mα tels que ∥vi − wi∥2 → 0 le long de ω, une
contradiction. Cela prouve l’équivalence.

Nous montrons ensuite que la plénitude implique la fermeture de B1(α). Posons H = U(Mα). Le
quotient U(M)/H est complet pour la métrique

d(vH,wH) = inf
a∈H

∥v − wa∥2,

parce que la métrique induite par ∥ · ∥2 sur U(M) est complète et bi-invariante et que H est fermé.
Soit (∂α(vi))i un filet dans B1(α) convergeant vers u ∈ Z1(α). Pour i, j et g ∈ G, nous avons

∥∂α(vi)g − ∂α(vj)g∥2 = ∥∂α(v∗
j vi)g − 1∥2.

La plénitude implique donc que (viH)i est un filet de Cauchy dans U(M)/H. Soit vH sa limite.
Par continuité de l’application cobord,

u = lim
i
∂α(vi) = ∂α(v),

donc u ∈ B1(α). D’où B1(α) est fermé.

Supposons enfin que G soit à base dénombrable et que M∗ soit séparable. La Proposition 4.2
montre que Z1(α) est polonais et que le groupe polonais U(M) agit continûment sur lui. L’orbite
du cocycle trivial est précisément B1(α), et son application orbitale est ∂α. Si B1(α) est fermé,
cette orbite est un sous-espace fermé, donc polonais, de Z1(α). Le théorème de l’application ou-
verte d’Effros pour les actions de groupes polonais [Ef65, Théorème 2.1] implique que l’application
orbitale ∂α : U(M) → B1(α) est ouverte. Ainsi α est pleine.

Il reste à prouver l’assertion finale. Soit u ∈ B1(α). Supposons d’abord que α soit pleine. Par
l’implication précédente, B1(α) est fermé, et donc u ∈ B1(α). Ainsi αu est conjuguée à α, donc elle
est pleine. Maintenant, observons que u∗ ∈ B1(αu) et α = (αu)u∗ . Donc, par le même argument, si
αu est pleine alors α est aussi pleine.

Théorème 4.7. Soit G un groupe localement compact à base dénombrable et soit (M, τ) une algèbre
de von Neumann traciale à prédual séparable. Soit α : G ↷ (M, τ) une action continue fidèle
préservant la trace. Supposons que α ne soit pas pleine, c’est-à-dire que B1(α) ne soit pas fermé
dans Z1(α). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes. (i)(i)
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1. Il existe v ∈ B1(α) tel que αv soit ergodique.
2. L’ensemble

{v ∈ B1(α) | αv est ergodique}

est un sous-ensemble Gδ dense de B1(α).
3. B(M,α) ∩Mα = C1.

Démonstration. La Proposition 4.3, point (ii), donne

βv
(
B(M,α) ∩Mα

)
= B(M,αv) ∩Mαv

. (4..2)

Si αv est ergodique, l’algèbre à droite de (4..2) est scalaire. Cela prouve (i) ⇒ (iii). Puisque (ii) ⇒ (i)
est immédiat, il reste seulement à montrer que (iii) ⇒ (ii). Soit

E = {u ∈ B1(α) | Mαu = C1}.

Nous montrons d’abord que E est un sous-ensemble Gδ de l’espace polonais B1(α). Pour u ∈ B1(α)
et x ∈ M , posons

Fx(u) = ∥EMαu (x)∥2.

L’enveloppe convexe fermée de l’orbite αu de x a EMαu (x) comme unique élément de norme mini-
male.

Par conséquent,

Fx(u) = inf


∥∥∥∥∥∥
r∑
j=1

tjα
u
gj

(x)

∥∥∥∥∥∥
2

∣∣∣∣∣∣ r ≥ 1, tj ≥ 0,
∑
j

tj = 1, gj ∈ G

 .
Chaque expression à l’intérieur de l’infimum est continue en u. Donc Fx est semi-continue supé-
rieurement.

Choisissons une suite (xn)n ∥ · ∥2-dense dans la partie centrée de la boule unité de M . Alors nous
avons

E =
⋂

n,m≥1
{u ∈ B1(α) | Fxn(u) < m−1}

et la semi-continuité supérieure des fonctions Fxn montre que c’est un sous-ensemble Gδ de B1(α).

Maintenant, supposons que la propriété (iii) soit satisfaite. Nous prouvons que E est dense. Soit

C =
⋂
x∈M

{v ∈ B1(α) | Fx est continue en v}.

L’estimation
|∥EMαv (xn)∥2 − ∥EMαv (y)∥2| ≤ ∥xn − y∥2 (4..3)

montre que
C =

⋂
n≥1

{v ∈ B1(α) | Fxn est continue en v}.
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Puisqu’une fonction réelle semi-continue supérieurement sur un espace polonais a un ensemble Gδ

dense de points de continuité, nous avons que C est un sous-ensemble Gδ dense de B1(α). Nous
allons montrer que C ⊂ E .

Prenons v ∈ C et posons β = αv. Nous voulons montrer que β est ergodique. Puisque α n’est pas
pleine, β n’est pas pleine, donc

(Mβ)ω ⊊Mω,β. (4..4)
L’équation (4..2) et la propriété (iii) donnent

B(M,β) ∩Mβ = C1. (4..5)
L’algèbre B(M,β) est β-invariante. Par conséquent, les espérances conditionnelles sur Mβ et
B(M,β) commutent. Il découle de (4..5) que

(Mβ)ω ∩ B(M,β)ω = C1. (4..6)
La Proposition 2.7 donne

(Mω,β)′ ∩Mω ⊂ B(M,β)ω.
En combinant cette inclusion avec (4..6), nous obtenons

Z(Mω,β) ∩ (Mβ)ω = C1. (4..7)
Supposons que nous ayons un certain y ∈ Mβ ⊖C. Nous affirmons qu’il existe U ∈ U(Mω,β) tel que

UyU∗ /∈ (Mβ)ω. (4..8)
Sinon, l’algèbre de von Neumann

D = {UyU∗ | U ∈ U(Mω,β)}′′

serait contenue dans (Mβ)ω et invariante sous tout automorphisme intérieur de Mω,β. La description
standard des sous-algèbres de von Neumann invariantes sous tout automorphisme intérieur donne
une projection e ∈ Z(Mω,β) ∩D telle que

De = Mω,βe, De⊥ ⊂ Z(Mω,β)e⊥.

L’équation (4..7) force e = 1, donc Mω,β = D. En particulier, Mω,β ⊂ (Mβ)ω, en contradiction
avec (4..4). L’affirmation s’ensuit.

Choisissons U comme dans (4..8), écrivons U = (ui)ω, et posons
d = dist2(UyU∗, (Mβ)ω) > 0.

Définissons
c(i)
g = u∗

iβg(ui), q(i)
g = c(i)

g vg.

Alors q(i) ∈ B1(α) et q(i) → v compact-uniformément le long de ω parce que U ∈ Mω,β. De plus,

Mαq(i)
= u∗

iM
βui

et donc
lim
i→ω

∥E
Mαq(i) (y)∥2

2 = ∥E(Mβ)ω(UyU∗)∥2
2 = ∥y∥2

2 − d2. (4..9)

Le membre de gauche est donc strictement plus petit à la limite que sa valeur ∥y∥2
2 en v. Cela

contredit la continuité de Fy en v. Donc Mβ = C1. Nous avons montré que C est contenu dans E .
L’ensemble E est par conséquent dense, ce qui prouve (iii) ⇒ (ii).
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4.4. Un théorème d’annulation approchée des 1-cocycles
Théorème 4.8. Soit α : G↷M une action continue sur un facteur de type II1, noté M . Supposons
que G soit moyennable et que α possède la propriété de Rokhlin. Alors

Z1(α) = B1(α).

Démonstration. Soit u ∈ Z1(α). Sur N = M2(M) considérons la perturbation par cocycle

θg = Ad
(

1 0
0 ug

)
◦ (idM2 ⊗ αg).

Ainsi
θg

(
a b
c d

)
=
(
αg(a) αg(b)u∗

g

ugαg(c) ugαg(d)u∗
g

)
.

Sous l’identification canonique
Nω,θ = 1M2 ⊗Mω,α,

l’action θω correspond à αω : le cocycle commute avec tout élément de Mω,α. Ainsi les représenta-
tions de Koopman de θω et αω coïncident. Le Corollaire 3.16 montre que θ est de Rokhlin.

Puisque G est moyennable, le Théorème 3.17 donne

B(N, θ) = C1.

En particulier, Nω,θ est un facteur. Les projections e11, e22 ∈ Nω,θ ont la même trace, donc elles
sont équivalentes dans ce facteur. Par conséquent, il existe W ∈ Nω,θ tel que

W ∗W = e11, WW ∗ = e22.

Par suite, W = e21V pour un certain unitaire V ∈ Mω
α . L’égalité θωg (W ) = W donne

ugα
ω
g (V ) = V,

et donc
ug = V αωg (V ∗) (g ∈ G).

Ainsi u ∈ B1(αω). La Proposition 4.1 implique que u ∈ B1(α). L’inclusion réciproque est automa-
tique.

5. L’action bicentralisatrice duale pour les groupes abé-
liens

Dans cette section, le groupe localement compact G est supposé abélien, (M, τ) est une algèbre de
von Neumann traciale, et α : G↷ (M, τ) est une action continue préservant la trace.

Pour les actions préservant la trace de groupes abéliens localement compacts à spectre de Connes
plein, nous prouvons que tout 1-cocycle unitaire est un cobord approché. La preuve compare les
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parties fixes des bicentralisateurs analytique et algébrique. Cela donne un analogue de la transitivité
de Connes–Størmer [CS78] et définit une action canonique du groupe dual sur le bicentralisateur.

Nous déterminons ensuite les points fixes et les opérateurs propres de cette action bicentralisa-
trice duale. Les états propres approchés réduisent ces questions à des relations de commutation
et d’entrelacement dans l’algèbre originale. En particulier, l’action bicentralisatrice duale est
ergodique sur le bicentralisateur d’un facteur, et l’extériorité propre de l’action originale est équi-
valente au mélange faible de l’action bicentralisatrice duale. Nous relions aussi la formulation par
correspondances de la propriété de Rokhlin aux unitaires propres dans l’algèbre des suites centrales.

Enfin, nous terminons la section par une application de l’action bicentralisatrice duale à la propriété
de sous-facteur intermédiaire.

5.1. Annulation approchée des 1-cocycles pour les groupes abéliens
Lemme 5.1. Soit τ̃ la trace canonique sur M⋊αG. Pour a, b ∈ M , l’égalité Eb(M,α)(a) = Eb(M,α)(b)
est vraie si et seulement si

τ̃(ahz) = τ̃(bhz)
pour tout z ∈ M ′ ∩ (M ⋊α G) et h ∈ Lα(G) avec τ̃(|h|) < ∞. Si a, b ∈ Mα, il suffit d’exiger ces
égalités pour z ∈ Z(M ⋊α G).

Démonstration. Par la Proposition 2.18, nous avons

τ̃(ahz) = τ̃(Eb(M,α)⋊αG(a)hz).

De plus, puisque a ∈ M , nous avons

Eb(M,α)⋊αG(a) = Eb(M,α)(a).

Par conséquent
τ̃(ahz) = τ̃(bhz)

si et seulement si
τ̃(Eb(M,α)⋊αG(a)hz) = τ̃(Eb(M,α)⋊αG(a)hz)

pour tout z ∈ M ′ ∩ (M ⋊α G) et h ∈ Lα(G) avec τ̃(|h|) < ∞.

La conclusion découle du fait que les fonctionnelles linéaires normales τ̃(hz·) pour h ∈ Lα(G) et
z ∈ M ′ ∩ (M ⋊α G) séparent les points de b(M,α) ⋊α G.

Si a ∈ Mα, alors Eb(M,α)⋊αG(a) ∈ b(M,α) ∩ Mα. Par conséquent, nous pouvons appliquer la
Proposition 2.19 et conclure par le même argument.

Lemme 5.2. Prenons a ∈ M+ ∩ Mα avec τ(a) = 1. Pour tout voisinage Ω ⊂ Ĝ de 1, il existe
Φ ∈ B(L2(M))+

∗ tel que
Φ(ρM(x)) = τ(ax), (x ∈ Mα),

Φ(λM(x)) = τ(Eb(M,α)(a)x), (x ∈ Mα),
Φ(Uα(1Ω)) = 1.
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Démonstration. Choisissons un voisinage compact symétrique de l’identitéK ⋐ Ĝ tel queK ·K ⊂ Ω
et définissons une projection p = uα(1K) ∈ M ⋊α G.
Soit b = Eb(M,α)(a). Les éléments positifs ap = pa et bp = pb dans M ⋊α G satisfont la relation
τ̃(apz) = τ̃(bpz) pour tout z ∈ Z(M ⋊α G). Ainsi ap et bp ont la même trace à valeurs dans le
centre dans le coin fini p(M ⋊αG)p. Donc, par un argument classique de maximalité, nous pouvons
trouver des isométries partielles vi dans ce coin et des nombres µi > 0 tels que∑

i

µiv
∗
i vi = ap,

∑
i

µiviv
∗
i = bp.

Les sommes convergent fortement, et ∑i µiτ̃(v∗
i vi) = µ(K). Identifions L2(M⋊αG) à L2(M)⊗L2(G)

et soit
Φ ∈ B(L2(M))∗ : T 7→ µ(K)−1∑

i∈I
µi⟨(T ⊗ 1)v̂i, v̂i⟩.

Prenons x ∈ Mα. En utilisant la relation ρM⋊αG(x) = ρM(x) ⊗ 1, nous voyons que Φ satisfait

Φ(ρM(x)) = µ(K)−1∑
i∈I

µiτ̃(v∗
i vix) = µ(K)−1τ̃(pax) = τ(ax).

De même, en utilisant la relation λM⋊αG(x) = λM(x) ⊗ 1, qui est vraie parce que x ∈ Mα, nous
voyons que

Φ(λM(x)) = µ(K)−1∑
i∈I

µiτ̃(xviv∗
i ) = µ(K)−1τ̃(xbp) = τ(bx).

Il reste à vérifier que
Φ(Uα(1Ω)) = 1.

Puisque vi = pvip pour tout i ∈ I, le vecteur v̂i appartient à l’image des deux projections suivantes

λM⋊αG(p) = (1 ⊗ λG)(1K), ρM⋊αG(p) = (Uα ⊗ λG)(1K),

d’où
Sp1⊗λG

(v̂i) ⊂ K, SpUα⊗GλG
(v̂i) ⊂ K.

Alors la règle du produit implique que

SpUα⊗1(v̂i) ⊂ K2 ⊂ Ω.

En particulier, nous avons Φ(Uα(1Ω)) = 1.

Théorème 5.3. Nous avons B(M,α) ∩Mα = b(M,α) ∩Mα.

Démonstration. Par homogénéité, prenons a ∈ M+ ∩Mα avec τ(a) = 1. Pour tout Ω ≪ Ĝ, prenons
un état ΦΩ comme dans le Lemme 5.2. Soit Φ un point d’accumulation faible∗ du filet (ΦΩ)Ω≪Ĝ

où
nous dirigeons les voisinages de l’identité Ω ≪ Ĝ par inclusion inverse. Alors nous avons

Φ(ρM(x)) = τ(ax), (x ∈ Mα),

Φ(λM(x)) = τ(Eb(M,α)(a)x), (x ∈ Mα),

Φ(Uα(f)) = f(1) (f ∈ C0(Ĝ)).
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Maintenant, prenons une application ucp ϑ ∈ UCP(B(L2(M))) dans l’enveloppe convexe faible∗-
fermée de {Ad(Uα

g ) | g ∈ G} telle que

ϑ(λM(x)) = λM(EMα(x)),

ϑ(ρM(x)) = ρM(EMα(x)).

Alors, après avoir remplacé Φ par Φ ◦ ϑ, et en utilisant le fait que a et Eb(M,α)(a) sont dans Mα,
nous obtenons

Φ(ρM(x)) = τ(ax), (x ∈ M),

Φ(λM(x)) = τ(Eb(M,α)(a)x), (x ∈ M),

Φ(Uα(f)) = f(1) (f ∈ C0(Ĝ)).

Le Lemme 3.9 donne donc, pour tout x ∈ B(M,α),

τ(ax) = Φ(ρM(x)) = Φ(λM(x)) = τ(Eb(M,α)(a)x).

Cela signifie que EB(M,α)(a) = Eb(M,α)(a). Si, de plus, a ∈ B(M,α), le membre de gauche vaut a. En
décomposant des éléments fixes arbitraires de B(M,α) en combinaisons linéaires d’éléments positifs,
on obtient B(M,α)∩Mα ⊂ b(M,α)∩Mα. L’inclusion réciproque découle de b(M,α) ⊂ B(M,α).

Corollaire 5.4. Soit α : G ↷ M une action préservant la trace d’un groupe abélien localement
compact, et soit ω un ultrafiltre cofinal suffisamment grand. Deux projections p, q ∈ Mα sont équi-
valentes dans Mω,α si et seulement si

Eb(M,α)(p) = Eb(M,α)(q).

Si Γ(α) = Ĝ, elles sont équivalentes dans Mω,α si et seulement si elles sont équivalentes dans M .

Démonstration. La preuve du Théorème 5.3 montre que les espérances sur les bicentralisateurs
analytique et algébrique coïncident sur Mα. La première assertion découle donc de la Proposition
2.10.
Pour la seconde assertion, par la Proposition 2.19 nous avons

Eb(M,α)(a) = EZ(M)(a) (a ∈ Mα).

L’application EZ(M) est la trace normalisée à valeurs dans le centre de l’algèbre finie M . Par
conséquent, la première assertion et le critère de trace à valeurs centrales pour l’équivalence dans
M donnent le résultat.

Corollaire 5.5. Supposons que (Mα)′ ∩M ⊂ Mα. Alors B(M,α) = b(M,α) et si nous supposons
que Γ(α) = Ĝ alors B(M,α) = C1.

Démonstration. Nous avons
B(M,α) ⊂ (Mα)′ ∩M ⊂ Mα.

La Proposition 2.13 donne de même b(M,α) ⊂ Mα. Le Théorème 5.3 donne maintenant B(M,α) =
b(M,α). Si Γ(α) = Ĝ, alors la Proposition 2.23 donne b(M,α) = C.
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Le théorème suivant est l’analogue du théorème de transitivité de Connes-Størmer pour les fac-
teurs de type III1 [CS78]. En fait, on peut adapter notre preuve pour obtenir une nouvelle preuve
du théorème de Connes-Størmer. Le Corollaire 5.5 fournit un analogue du résultat principal de
Haagerup-Størmer [HS90]. Là encore, notre preuve peut être adaptée pour fournir une preuve uni-
fiée de leur résultat sans désintégration ni distinction de type.

Théorème 5.6. Soit α : G ↷ M une action préservant la trace d’un groupe abélien localement
compact. Si Γ(α) = Ĝ, alors Z1(α) = B1(α).

Démonstration. Prenons v ∈ Z1(α) et munissons N = M2(C) ⊗ M de sa trace produit tensoriel
normalisée. Définissons

γg = Ad
(

1 0
0 vg

)
◦ (id ⊗ αg).

L’isomorphisme standard
N ⋊γ G −→ M2(C) ⊗ (M ⋊α G)

fixe N et envoie son unitaire de groupe canonique en g vers diag(ug, vgug). Il entrelace les ac-
tions duales. Puisque le centre d’une amplification matricielle est le centre amplifié, nous avons
Γ(γ) = Γ(α) = Ĝ.

Les projections e11, e22 appartiennent à Nγ et sont équivalentes dans N . Le Corollaire 5.4 donne
une isométrie partielle W ∈ Nω,γ satisfaisant

W ∗W = e11, WW ∗ = e22.

Écrivons W = e21V avec V ∈ U(Mω). Son invariance donne

vgα
ω
g (V ) = V, vg = V αωg (V ∗) (g ∈ G).

Le cocycle g 7→ diag(1, vg) est continu, donc la perturbation par cocycle préserve l’ultrapuissance
équicontinue. Par conséquent V ∈ Mω

α . La Proposition 4.1 donne maintenant v ∈ B1(α).

Nous pouvons maintenant définir l’action bicentralisatrice duale.

Corollaire 5.7. Supposons que Γ(α) = Ĝ. Alors nous avons une action continue préservant la
trace bien définie

β : Ĝ↷ B(M ⊂ N,α) : p 7−→ βp

pour toute inclusion traciale M ⊂ N . De plus, pour u ∈ B1(α) et p ∈ Ĝ, nous avons

βp ◦ βu = βu ◦ βp.

Démonstration. Nous utilisons la Proposition 4.3. Les cocycles scalaires ne changent pas l’action sur
M , donc chaque βp est un automorphisme. Les assertions de composition et de continuité découlent
de la Proposition 4.3. Enfin, les cocycles scalaires commutent avec u, et donc

βp ◦ βu = βpu = βup = βu ◦ βp.
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5.2. États propres approchés pour les groupes abéliens localement
compacts

Dans toute cette sous-section, soit G un groupe abélien localement compact et soit U : G → U(H)
une représentation unitaire fortement continue. Aucune hypothèse de dénombrabilité n’est imposée
sur G.

Nous écrivons
U : C0(Ĝ) −→ B(H)

pour la représentation spectrale correspondante. Nous utilisons la convention de Fourier

Ug =
∫
Ĝ
p(g) dE(p), U(f̂) =

∫
G
f(g)Ug dg (f ∈ L1(G)).

Définition 5.8. Pour p ∈ Ĝ et f ∈ C0(Ĝ), définissons le translaté à gauche Lpf ∈ C0(Ĝ) par

(Lpf)(q) = f(pq) (q ∈ Ĝ).

Lemme 5.9. Pour tout voisinage V de 1 dans Ĝ, il existe une densité de probabilité non négative
h ∈ L1(G) telle que

inf
q /∈V

|1 − ĥ(q)| > 0. (5..1)

Démonstration. Choisissons un ensemble compact K ⊂ G et δ > 0 tels que{
q ∈ Ĝ

∣∣∣∣∣ sup
g∈K

|q(g) − 1| < δ

}
⊂ V.

Soit H < G le sous-groupe ouvert σ-compact engendré par un voisinage de l’identité relativement
compact. L’image de K dans le groupe discret G/H est finie. En adjoignant un nombre fini de
représentants, on obtient un sous-groupe ouvert σ-compact G0 qui contient K. Prenons une densité
de probabilité qui est positive presque partout sur G0 et nulle hors de G0. Sa transformée de Fourier
est égale à un précisément sur G⊥

0 . Puisque G⊥
0 ⊂ V et que la transformée de Fourier s’annule à

l’infini, la compacité donne (5..1).

Définition 5.10. Pour une mesure de probabilité de Radon µ sur G, notons

σµ(T ) =
∫
G
UgTU

∗
g dµ(g)

l’application normale intégrée sur B(H). Un état Φ sur B(H) est dit fortement Ad(U)-invariant
lorsque Φ ◦ σµ = Φ pour toute mesure de probabilité de Radon µ sur G.

Définition 5.11. Un état Φ sur B(H) est un état propre U-approché s’il existe des vecteurs unitaires
ξi ∈ H et des caractères pi ∈ Ĝ tels que

Φ = w∗−lim
i

⟨ · ξi, ξi⟩

et
lim
i

sup
g∈K

∥Ugξi − pi(g)ξi∥ = 0 (K ⋐ G). (5..2)
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Lemme 5.12. Soit Φ représenté par des vecteurs unitaires ξi ∈ H et des caractères pi ∈ Ĝ comme
dans la Définition 5.11, et soit E la mesure spectrale de U . Alors Φ est un état propre U-approché
si et seulement si

lim
i

∥E(p−1
i V )ξi − ξi∥ = 0

pour tout voisinage V de 1 ∈ Ĝ. En particulier,

lim
i

∥U(Lpi
f)ξi − f(1)ξi∥ = 0 (f ∈ C0(Ĝ)). (5..3)

Démonstration. La localisation spectrale implique (5..2) en choisissant un voisinage de l’identité
sur lequel les caractères sont uniformément proches de un sur un sous-ensemble compact prescrit
de G. Réciproquement, fixons V et choisissons h comme dans le Lemme 5.9. Posons

Ai =
∫
G
h(g)pi(g)Ug dg.

L’approximation compacte-uniforme et la tension de h(g) dg donnent ∥(Ai − 1)ξi∥ → 0. Le multi-
plicateur spectral de Ai − 1 en q ∈ Ĝ est ĥ(piq) − 1. Sur le complémentaire de p−1

i V , son module
est minoré par la constante de (5..1). D’où ∥(1 − E(p−1

i V ))ξi∥ → 0. Cela prouve l’équivalence, et le
calcul fonctionnel continu donne (5..3).

Proposition 5.13. Un état sur B(H) est fortement Ad(U)-invariant si et seulement s’il appartient
à l’enveloppe convexe faible∗-fermée des états propres U-approchés.

Démonstration. C’est la version localement compacte abélienne du théorème des états propres ap-
prochés de [Ma20, Théorème 3.2]. Nous donnons l’argument parce que la caractérisation spectrale
du Lemme 5.12 remplace les translations d’un générateur auto-adjoint.

Un état propre approché est fortement invariant. En effet, la Définition 5.11 montre que les états
vectoriels correspondants sont asymptotiquement invariants en norme, uniformément sur les sous-
ensembles compacts de G. Toute mesure de probabilité de Radon sur G est tendue, donc il en va
de même après intégration contre toute mesure de probabilité de Radon. L’invariance forte est
préservée par les combinaisons convexes et les limites faible∗.

Réciproquement, soit Φ fortement invariant. Choisissons un filet de Reiter de densités de probabilité
hi ∈ L1(G). Les états normaux sont faible∗ denses dans l’espace des états de B(H). Pour chaque i,
approchons Φ par des états normaux et composons-les avec σhi

. Un filet diagonal des états normaux
résultants Φi converge faible∗ vers Φ parce que Φ ◦ σhi

= Φ. La propriété de Reiter donne

sup
g∈K

∥Φi − Φi ◦ Ad(Ug)∥ −→ 0 (K ⋐ G).

Soit di la densité de Φi et regardons ζi = d
1/2
i comme un vecteur unitaire dans

HS(H) = H ⊗H.

L’inégalité de Powers–Størmer montre que (ζi)i est presque invariant, uniformément sur les en-
sembles compacts, pour

Wg = Ug ⊗ Ug.
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Pour h ∈ L1(G), nous utilisons la notation intégrée W (h) =
∫
G h(g)Wg dg.

Supposons qu’un opérateur auto-adjoint T ∈ B(H) satisfasse Ψ(T ) ≤ 0 pour tout état propre
U -approché Ψ. Fixons ε > 0. Il existe un voisinage symétrique V de 1 ∈ Ĝ tel que

E(pV )TE(pV ) ≤ εE(pV ) (p ∈ Ĝ). (5..4)

Sinon, en dirigeant les voisinages de l’identité par inclusion inverse, nous pourrions trouver pV ∈ Ĝ
et un vecteur unitaire ξV ∈ E(pV V )H avec ⟨TξV , ξV ⟩ > ε. Tout point d’accumulation faible∗ des
états vectoriels correspondants serait un état propre U -approché de caractères propres approchés
p−1
V , ce qui est une contradiction.

Posons c = ∥T∥ + ∥T∥2/ε. L’estimation usuelle par blocs 2 × 2 appliquée à (5..4) donne

T ≤ 2ε1 + c(1 − E(pV )) (p ∈ Ĝ).

En appliquant le théorème spectral au second facteur tensoriel, on obtient

T ⊗ 1 ≤ 2ε1 + cQV , (5..5)

où QV est la projection spectrale de W associée à Ĝ \ V . L’invariance approchée de ζi implique
∥QV ζi∥ → 0. Pour le voir directement, choisissons une densité de probabilité non négative h comme
dans le Lemme 5.9. Puisque ∥W (h)ζi−ζi∥ → 0, le théorème spectral donne la convergence annoncée.

Il découle de (5..5) que
Φ(T ) = lim

i
⟨(T ⊗ 1)ζi, ζi⟩ ≤ 2ε.

En faisant tendre ε vers zéro et en appliquant la séparation de Hahn–Banach, on prouve que Φ
appartient à l’enveloppe convexe faible∗-fermée des états propres U -approchés.

Lemme 5.14. Soit S ⊂ B(H) un sous-espace. Supposons que, pour tout p ∈ Ĝ, il existe une
application complètement positive unitale ϑp : B(H) → B(H) telle que

ϑp|S = idS, ϑp(U(f)) = U(Lpf) (f ∈ C0(Ĝ)).

Si Φ est un état fortement Ad(U)-invariant sur B(H), alors il existe un état Φ̃ sur B(H) tel que

Φ̃|S = Φ|S, Φ̃(U(f)) = f(1) (f ∈ C0(Ĝ)).

Démonstration. Supposons d’abord que Φ soit un état propre U -approché et choisissons ξi et pi
comme dans la Définition 5.11. Tout point d’accumulation faible∗ des états

T 7−→ ⟨ϑpi
(T )ξi, ξi⟩

coïncide avec Φ sur S. Le Lemme 5.12, précisément (5..3), montre que sa restriction à U(C0(Ĝ))
est l’évaluation au caractère trivial.
L’ensemble des états pour lesquels un tel état centré existe est faible∗ fermé et convexe. La Propo-
sition 5.13 donne donc la conclusion pour tout état fortement invariant.
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5.3. Points fixes de l’action bicentralisatrice duale
Dans toute cette sous-section, soit G un groupe abélien localement compact, soit (M, τ) ⊂ (N, τ)
une inclusion d’algèbres de von Neumann traciales, et soit α : G ↷ (M, τ) une action continue
préservant la trace. Nous supposons que Γ(α) = Ĝ. Par le Corollaire 5.7, nous avons une action
bicentralisatrice duale continue préservant la trace

β : Ĝ↷ B(M ⊂ N,α).

Notre objectif est de prouver que son algèbre des points fixes est M ′ ∩ N . Aucune extension de α
à N ne sera utilisée.

Soit EM : N → M l’espérance conditionnelle préservant la trace, soient λM , ρM et λN , ρN les
représentations standard gauche et droite de M et N , respectivement, et soit

V : L2(M) −→ L2(N), V x̂ = x̂ (x ∈ M),

l’isométrie canonique. Pour tout x ∈ M , nous avons

V λM(x) = λN(x)V, V ρM(x) = ρN(x)V,

tandis que, pour tout x ∈ N ,

V ∗λN(x)V = λM(EM(x)), V ∗ρN(x)V = ρM(EM(x)).

Pour a, b ∈ N , posons
Λ(a, b) = V ∗λN(a)ρN(b)V ∈ B(L2(M)).

Ainsi
Λ(x, 1) = λM(EM(x)), Λ(1, x) = ρM(EM(x)) (x ∈ N).

Nous désignons par Uα la mise en œuvre standard de α sur L2(M) et par Uα(f) sa représentation
spectrale intégrée pour f ∈ C0(Ĝ).

Nous enregistrons d’abord la version comprimée de l’argument d’implémentation binormale.

Lemme 5.15. Soit Φ un état sur B(L2(M)) tel que

Φ ◦ λM = τ, Φ ◦ ρM = τ,

et
Φ(Uα(f)) = f(1) (f ∈ C0(Ĝ)). (5..6)

Alors
Φ(Λ(x, y)) = τ(xy) (5..7)

pour tout x ∈ B(M ⊂ N,α) et y ∈ N .
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Démonstration. La preuve est similaire à celle du Lemme 3.9. Le théorème d’implémentation dans
les ultrapuissances traciales [Ma25, Théorème 2.1] donne une algèbre de von Neumann abélienne
traciale A, un ultrafiltre cofinal ω, et un vecteur unitaire

ξ ∈ L2((A⊗M)ω)

tel que
Φ(T ) = ⟨(1 ⊗ T )ωξ, ξ⟩ (T ∈ B(L2(M))). (5..8)

Exactement comme dans la preuve du Lemme 3.9, nous obtenons

(1 ⊗ x)ξ = ξ(1 ⊗ x) (x ∈ B(M ⊂ N,α)). (5..9)

Maintenant, pour x ∈ B(M ⊂ N,α) et y ∈ N , les formules (5..8) et (5..9) donnent

Φ(Λ(x, y)) = ⟨(1 ⊗ λN(x)ρN(y))ωξ, ξ⟩
= ⟨(1 ⊗ x)ξ(1 ⊗ y), ξ⟩
= ⟨ξ(1 ⊗ xy), ξ⟩
= Φ

(
V ∗ρN(xy)V

)
= Φ

(
ρM(EM(xy))

)
= τ(xy).

Lemme 5.16. Pour tout p ∈ Ĝ, il existe une application complètement positive unitale

θp : B(L2(M)) −→ B(L2(M))

telle que, pour a, b ∈ N et f ∈ C0(Ĝ),

θp(Λ(a, b)) = Λ
(
βp(EB(M⊂N,α)(a)), b

)
, (5..10)

θp(Uα(f)) = Uα(Lp−1f). (5..11)

Il existe aussi une application complètement positive unitale

Π : B(L2(M)) −→ B(L2(M))

telle que

Π(Λ(a, z)) = Λ(EB(M⊂N,α)β (a), z), (5..12)
Π(Λ(z, b)) = Λ(z,EB(M⊂N,α)β (b)),
Π(Uα(f)) = Uα(f). (5..13)

pour tous a, b ∈ N et z ∈ B(M ⊂ N,α)β.

Démonstration. Nous construisons d’abord une application complètement positive unitale ζ :
B(L2(M)) → B(L2(M)) satisfaisant

ζ(Λ(a, b)) = Λ
(
EB(M⊂N,α)(a), b

)
, ζ(Uα(f)) = Uα(f). (5..14)
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Fixons un ultrafiltre cofinal ω sur un ensemble dirigé suffisamment grand et posons

P = Mω,α, Q = P ′ ∩Nω.

Soit EQ : Nω → Q l’espérance conditionnelle préservant la trace et soit Eω : Nω → N l’espérance
canonique. La Proposition 2.7 donne Q ⊂ B(M ⊂ N,α)ω. Puisque tout élément constant de
B(M ⊂ N,α) appartient à Q, nous avons

Eω ◦ EQ|N = EB(M⊂N,α). (5..15)

Le théorème de Dixmier relatif place EQ dans la fermeture ponctuelle-∥ · ∥2 des combinaisons
convexes finies de Ad(v) avec v ∈ U(P ). En relevant les unitaires en nombre fini et en sélectionnant
des coordonnées, on obtient des moyennes convexes finies

Fi(a) =
ni∑
j=1

ti,jvi,jav
∗
i,j, vi,j ∈ U(M),

qui convergent ponctuellement-faible∗ vers EB(M⊂N,α) et satisfont

max
1≤j≤ni

sup
g∈K

∥αg(vi,j) − vi,j∥2 −→ 0 (K ⋐ G). (5..16)

Considérons
ζi(T ) =

ni∑
j=1

ti,jλM(vi,j)TλM(v∗
i,j) (T ∈ B(L2(M))).

Les relations d’entrelacement pour V donnent

ζi(Λ(a, b)) = Λ(Fi(a), b).

De plus,
λM(vi,j)Uα

g λM(v∗
i,j) = λM(vi,jαg(v∗

i,j))Uα
g .

L’équation (5..16), suivie de l’intégration contre L1(G), montre que tout point d’accumulation
ponctuel-faible∗ de (ζi)i satisfait (5..14).

Fixons p ∈ Ĝ. Par le Corollaire 5.7, le cocycle scalaire p est un cobord approché. Choisissons un
filet (wi)i dans U(M) tel que

sup
g∈K

∥wiαg(w∗
i ) − p(g)1∥2 −→ 0 (K ⋐ G). (5..17)

Un point d’accumulation ponctuel-faible∗ des applications

T 7−→ λM(wi)ζ(T )λM(w∗
i )

est une application θp satisfaisant (5..10). La formule unitaire approchée de la Proposition 4.3
identifie la première entrée avec βp. L’équation (5..17) donne

λM(wi)Uα
g λM(w∗

i ) −→ p(g)Uα
g
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fortement, uniformément pour g dans les ensembles compacts. Sous la convention de Fourier choisie,
la multiplication par p(g) remplace la variable spectrale q par p−1q. L’intégration donne donc (5..11).

Soient JM et JN les conjugaisons canoniques sur L2(M) et L2(N), respectivement, et définissons

θ′
p(T ) = JMθp(JMTJM)JM .

En utilisant JNV = V JM , on obtient

θ′
p(Λ(a, b)) = Λ

(
a, βp(EB(M⊂N,α)(b))

)
, θ′

p(Uα(f)) = Uα(Lpf).

Par conséquent, Θp = θp ◦ θ′
p satisfait

Θp(Λ(a, b)) = Λ
(
βp(EB(M⊂N,α)(a)), βp(EB(M⊂N,α)(b))

)
,

Θp(Uα(f)) = Uα(f).

Choisissons une moyenne invariante à gauche m sur ℓ∞(Ĝ) et définissons Π par

⟨Π(T )ξ, η⟩ = m
(
p 7→ ⟨Θp(T )ξ, η⟩

)
.

La moyenne invariante appliquée aux coefficients matriciels de β donne l’espérance préservant la
trace sur son algèbre des points fixes. Si une entrée de Λ(a, b) appartient à B(M ⊂ N,α)β, la
formule ci-dessus pour Θp est linéaire en la seule orbite non constante. La moyenne donne donc
(5..12). La formule pour Uα(f) donne (5..13).

Lemme 5.17. Il existe un état fortement Ad(Uα)-invariant Φ0 sur B(L2(M)) tel que

Φ0(Λ(a, b)) = τ(EM ′∩N(a)b) (a, b ∈ N), (5..18)

où EM ′∩N : N → M ′ ∩N est l’espérance conditionnelle préservant la trace.

Démonstration. Prenons K ⋐ G et ε > 0. Puisque G est moyennable, nous pouvons prendre µ une
mesure de probabilité sur G absolument continue par rapport à la mesure de Haar et telle que

sup
k∈K

∥µ(k−1·) − µ∥1 ≤ ε.

Considérons le plongement
π : M → L∞(G, µ) ⊗N

qui envoie x ∈ M sur g 7→ αg(x). Observons que

π(M)′ ∩ (L∞(G, µ) ⊗N) = L∞(G, µ) ⊗ (M ′ ∩N)

De plus, l’espérance conditionnelle préservant µ ⊗ τ sur ce commutant relatif est id ⊗ EM ′∩N . En
appliquant l’argument de convexité hilbertienne usuel à cette inclusion, pour tout ensemble fini
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F ⊂ N , nous obtenons des unitaires u1, . . . , un ∈ U(M) et des nombres t1, . . . , tn ≥ 0 avec ∑i ti = 1
tels que ∑

a∈F

∥∥∥∥∥1 ⊗ EM ′∩N(a) −
n∑
i=1

tiπ(ui)(1 ⊗ a)π(ui)∗
∥∥∥∥∥

2

µ⊗τ
< ε

ou de manière équivalente

∑
a∈F

∫
G

∥∥∥∥∥EM ′∩N(a) −
n∑
i=1

tiαg(ui)aαg(ui)∗
∥∥∥∥∥

2

2
dµ(g) < ε. (5..19)

Pour ces données, définissons un état normal sur B(L2(M)) par

ΦK,F,ε(T ) =
∫
G

n∑
i=1

ti

〈
T α̂g(ui)∗, α̂g(ui)∗

〉
dµ(g). (5..20)

Alors nous avons

Φµ,F,ε(V ∗λN(a)ρN(b)V ) =
∫
G

n∑
i=1

tiτ
(
αg(ui)aαg(ui)∗b

)
dµ(g). (5..21)

Il découle de (5..19) et (5..21) que tout point d’accumulation faible∗ Φ0 du filet ΦK,F,ε sur l’ensemble
dirigé de tous les triplets (K,F, ε) satisfait (5..18).

De plus, pour k ∈ K, composer l’état dans (5..20) avec Ad(Uα
k ) ne fait que translater la mesure µ.

Par conséquent,
∥ΦK,F,ε ◦ Ad(Uα

k ) − ΦK,F,ε∥ ≤ ∥µ(k−1·) − µ∥1 ≤ ε. (5..22)
L’estimation est uniforme pour k dans les sous-ensembles compacts. La tension des mesures de
probabilité de Radon donne alors la même convergence après intégration contre toute mesure de
probabilité de Radon sur G. Le point d’accumulation Φ0 est donc fortement Ad(Uα)-invariant et
possède toutes les propriétés requises.

Théorème 5.18. L’algèbre des points fixes de l’action bicentralisatrice duale relative est le com-
mutant relatif :

B(M ⊂ N,α)β = M ′ ∩N.

Démonstration. Tout élément de M ′ ∩ N appartient à B(M ⊂ N,α). Si p ∈ Ĝ et (wi)i satisfait
(5..17), la formule unitaire approchée donne

βp(d) = lim
i
widw

∗
i = d (d ∈ M ′ ∩N).

Ainsi
M ′ ∩N ⊂ B(M ⊂ N,α)β.

Soit Φ0 l’état du Lemme 5.17, et soit S le sous-espace linéaire{
Λ(z, a)

∣∣∣ z ∈ B(M ⊂ N,α)β, a ∈ N
}
.

Les équations (5..10) et (5..11) montrent que chaque θp−1 fixe S point par point et envoie Uα(f) sur
Uα(Lpf). Le Lemme 5.14 donne un état Φ1 sur B(L2(M)) qui coïncide avec Φ0 sur S et satisfait

Φ1(Uα(f)) = f(1) (f ∈ C0(Ĝ)).
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En particulier,
Φ1(Λ(z, a)) = τ(EM ′∩N(z)a) (5..23)

pour z ∈ B(M ⊂ N,α)β et a ∈ N .

Soit Π l’application du Lemme 5.16 et posons Φ2 = Φ1 ◦ Π. Pour a ∈ M , les équations (5..12) et
(5..23) donnent

Φ2(λM(a)) = Φ1(Λ(EB(M⊂N,α)β (a), 1))
= τ(EM ′∩N(EB(M⊂N,α)β (a)))
= τ(a),

Φ2(ρM(a)) = Φ1(Λ(1,EB(M⊂N,α)β (a))) = τ(EB(M⊂N,α)β (a)) = τ(a).

L’équation (5..13) donne aussi

Φ2(Uα(f)) = f(1) (f ∈ C0(Ĝ)).

Le Lemme 5.15 donne maintenant

Φ2(Λ(x, a)) = τ(xa) (x ∈ B(M ⊂ N,α), a ∈ N). (5..24)

Fixons z ∈ B(M ⊂ N,α)β. Puisque EB(M⊂N,α)β (z) = z, la formule (5..12) donne, pour tout a ∈ N ,

τ(za) = Φ2(Λ(z, a))
= Φ1(Λ(z,EB(M⊂N,α)β (a)))
= τ(EM ′∩N(z)EB(M⊂N,α)β (a)) = τ(EM ′∩N(z)a).

La dernière égalité utilise EM ′∩N(z) ∈ M ′ ∩N ⊂ B(M ⊂ N,α)β. En prenant a = (z − EM ′∩N(z))∗,
on obtient z = EM ′∩N(z) ∈ M ′ ∩N . Cela prouve l’inclusion réciproque.

Théorème 5.19. Prenons g ∈ G et x ∈ N . Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. x ∈ B(M ⊂ N,α) et βp(x) = p(g)x pour tout p ∈ Ĝ.
2. xy = αg(y)x pour tout y ∈ M .

En conséquence, la partie presque périodique de

β : Ĝ↷ B(M ⊂ N,α)

est contenue dans b(M ⊂ N,α).

Démonstration. Supposons d’abord que (ii) soit vraie. Pour tout filet (vi)i asymptotiquement α-
invariant dans U(M), on a

∥vix− xvi∥2 = ∥(vi − αg(vi))x∥2 −→ 0.

Ainsi x ∈ B(M ⊂ N,α). Si (wi)i implémente approximativement un caractère p ∈ Ĝ, alors

wixw
∗
i = wiαg(w∗

i )x −→ p(g)x,
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ce qui donne βp(x) = p(g)x et prouve (i).
Réciproquement, supposons (i). Définissons un plongement préservant la trace

θ : M −→ M2(N), θ(a) =
(
a 0
0 αg(a)

)
.

Puisque G est abélien, la formule

γh(θ(a)) = θ(αh(a)) (h ∈ G, a ∈ M)

définit une action continue préservant la trace sur θ(M). Les systèmes (M,α) et (θ(M), γ) sont
isomorphes de manière équivariante, donc Γ(γ) = Γ(α) = Ĝ. Posons

C = B(θ(M) ⊂ M2(N), γ)

et notons β̃ son action bicentralisatrice duale relative.
Considérons la matrice du coin inférieur gauche

X =
(

0 0
x 0

)
∈ M2(N).

Nous affirmons que X ∈ C. En effet, pour u ∈ U(M),

[θ(u), X] =
(

0 0
αg(u)x− xu 0

)
.

Si θ(u) est suffisamment γ-invariant sur un ensemble compact contenant g, alors u est suffisamment
α-invariant sur le même ensemble compact. Donc αg(u)−u est petit en ∥·∥2, tandis que la définition
de B(M ⊂ N,α) rend ux− xu petit. Puisque

αg(u)x− xu = (αg(u) − u)x+ (ux− xu),

l’affirmation s’ensuit.

Fixons p ∈ Ĝ et choisissons un filet (wi)i dans U(M) tel que

wiαh(w∗
i ) −→ p(h)1

en ∥ · ∥2, uniformément pour h dans les sous-ensembles compacts de G. Les unitaires θ(wi) im-
plémentent p approximativement pour γ. La formule unitaire approchée et l’hypothèse de vecteur
propre donnent

β̃p(X) = lim
i

(
0 0

αg(wi)xw∗
i 0

)

=
(

0 0
p(g) p(g)x 0

)
= X.

Ici nous avons utilisé αg(wi)w∗
i → p(g)1 et wixw∗

i → βp(x) = p(g)x en ∥ · ∥2. Ainsi X ∈ C β̃. Le
Théorème 5.18 donne

X ∈ θ(M)′ ∩M2(N).
En comparant les coins inférieurs gauches dans Xθ(y) = θ(y)X, on obtient

xy = αg(y)x (y ∈ M),

comme requis.
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Corollaire 5.20. Supposons que N = M et que M soit un facteur. Alors α est extérieur si et
seulement si l’action bicentralisatrice duale

β : Ĝ↷ B(M,α)

est faiblement mélangeante.

Démonstration. Le Théorème 5.18 donne B(M,α)β = C1. Pour une action ergodique préservant la
trace, les valeurs absolues d’un vecteur propre L2 sont scalaires, donc tout vecteur propre non nul est
un multiple scalaire d’un unitaire dans l’algèbre. Puisque Ĝ est abélien, le mélange faible est donc
équivalent à l’absence d’opérateurs propres non scalaires. Par le Théorème 5.19, un opérateur propre
en g ̸= e existe exactement lorsque αg est intérieur. Sur un facteur, c’est précisément l’obstruction
à l’extériorité propre.

Corollaire 5.21. Supposons que M1 et M2 soient des facteurs traciaux et que

(M, τ) = (M1 ⊗M2, τ1 ⊗ τ2), α = α1 ⊗G α2

pour des actions continues préservant la trace αi : G ↷ (Mi, τi) satisfaisant Γ(α) = Γ(α1) =
Γ(α2) = Ĝ. Alors α est extérieur si et seulement si

B(M,α) = C1.

Démonstration. Soit β : Ĝ ↷ B(M,α) le flot bicentralisateur de α. Pour i ∈ {1, 2}, notons β(i) :
Ĝ↷ B(Mi, αi) le flot bicentralisateur dual de αi. La Proposition 4.4 donne

B(M,α) ⊂ B(M1, α1) ⊗ B(M2, α2)

et
βp(x) = (β(1)

p ⊗ id)(x) = (id ⊗ β(2)
p )(x), (p ∈ Ĝ).

En particulier,
(β(1)

p ⊗ β
(2)
p−1)(x) = x (x ∈ B(M,α)).

Cela montre que B(M,α) est contenu dans le produit tensoriel des parties presque périodiques de
β(1) et β(2). En particulier, β est presque périodique. Par le Corollaire 5.20, si α est proprement
extérieur, β doit être faiblement mélangeant. Nous concluons que B(M,α) doit être trivial.

Réciproquement, si B(M,α) = C1, alors β est faiblement mélangeant. Le même corollaire implique
donc que α est proprement extérieur.

5.4. Propriété de sous-facteur intermédiaire
Soit G un groupe abélien localement compact et soit α : G↷ (M, τ) une action continue préservant
la trace sur un facteur de type II1. Nous désignons par (ug)g∈G la représentation implémentante
canonique dans

P = M ⋊α G

et posons
Lα(G) = {ug | g ∈ G}′′ ⊂ P.
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L’espérance conditionnelle normale fidèle canonique ELα(G) : P → Lα(G) est caractérisée, sur les
intégrales de Fourier à support compact, par

ELα(G)

(∫
G
x(g)ug dg

)
=
∫
G
τ(x(g))ug dg. (5..25)

Théorème 5.22. Supposons que α soit strictement extérieur et que B(M,α) = C1. Si N est un
facteur intermédiaire

M ⊂ N ⊂ M ⋊α G,

alors il existe un sous-groupe fermé H < G tel que

N = M ⋊α|H H.

Démonstration. Écrivons E = ELα(G) et soit TrP la trace semifinie canonique sur P . Nous prouvons
d’abord que E(N) ⊂ N . La preuve du Théorème 3.10 fournit des moyennes convexes finies

Fi =
ni∑
j=1

ti,j Ad(vi,j), vi,j ∈ U(M),

telles que
max
j

sup
g∈K

∥αg(vi,j) − vi,j∥2 −→ 0 (K ⋐ G)

et Fi(a) → τ(a)1 en ∥ · ∥2 pour tout a ∈ M . Tant Fi que E préservent TrP et induisent des
contractions sur L2(P,TrP ). Pour a ∈ M , uniformément pour g dans les sous-ensembles compacts
de G, nous avons

∥Fi(aug)u∗
g − τ(a)1∥2 =

∥∥∥∥∥∥
∑
j

ti,jvi,jaαg(v∗
i,j) − τ(a)1

∥∥∥∥∥∥
2

−→ 0.

La formule de Plancherel donne donc Fi(y) → E(y) dans L2(P,TrP ) pour les intégrales de Fourier
à support compact. De telles intégrales sont denses dans cet espace de Hilbert, donc la même
convergence vaut pour tout y ∈ L2(P,TrP ).

Soit e ∈ Lα(G) une projection avec TrP (e) < ∞, et soit fe ∈ L2(G) sa transformée de Fourier
inverse. Pour v ∈ U(M), Plancherel donne

∥[v, e]∥2
2,TrP

=
∫
G

|fe(g)|2∥v − αg(v)∥2
2 dg.

Cela découle d’abord pour les transformées de Fourier de fonctions à support compact, puis par
approximation L2. L’invariance approchée compacte-uniforme et la borne ∥v − αg(v)∥2 ≤ 2 im-
pliquent

max
j

∥[vi,j, e]∥2,TrP
−→ 0.

Pour tout x ∈ P , il s’ensuit que

∥eFi(x)e− Fi(exe)∥2,TrP
≤ 2∥x∥ max

j
∥[vi,j, e]∥2,TrP

−→ 0.
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Puisque exe ∈ L2(P,TrP ) et E(exe) = eE(x)e, nous obtenons eFi(x)e → eE(x)e dans L2(P,TrP ).
Les projections de trace finie dans Lα(G) croissent fortement vers 1. La borne uniforme ∥Fi(x)∥ ≤
∥x∥ donne maintenant Fi(x) → E(x) faiblement∗ pour tout x ∈ P . En particulier,

E(x) ∈
⋂
K⋐G
δ>0

conv w∗
{
vxv∗

∣∣∣∣ v ∈ U(M),

sup
g∈K

∥αg(v) − v∥2 < δ
}

(x ∈ P ).
(5..26)

Puisque M ⊂ N , tout conjugué vxv∗ apparaissant dans (5..26) appartient à N lorsque x ∈ N . D’où

ELα(G)(N) ⊂ N.

Par conséquent
EA = ELα(G)|N : N −→ A, A = N ∩ Lα(G),

est une espérance conditionnelle normale fidèle.

Nous prouvons ensuite que A est invariante sous l’action duale. L’extériorité stricte implique que P
est un facteur, et donc que Γ(α) = Ĝ. Le théorème d’annulation approchée des cocycles, Théorème
5.6, appliqué au cocycle scalaire p ∈ Ĝ, fournit un filet (wi)i dans U(M) tel que

sup
g∈K

∥wiαg(w∗
i ) − p(g)1∥2 −→ 0 (K ⋐ G). (5..27)

Posons δ = α̂p−1 . Notre convention d’action duale donne δ(ug) = p(g)ug. Plancherel et (5..27)
impliquent

Ad(wi)(y) −→ δ(y) dans L2(P,TrP ) (y ∈ L2(Lα(G),TrP )).
En effet, l’erreur quadratique pour une intégrale de Fourier de coefficient f ∈ L2(G) est∫

G
|f(g)|2∥wiαg(w∗

i ) − p(g)1∥2
2 dg,

qui tend vers zéro par convergence compacte-uniforme et une estimation de queue L2. Pour une
projection de trace finie e ∈ Lα(G) et x ∈ Lα(G), nous avons

∥δ(e) Ad(wi)(x)δ(e) − Ad(wi)(exe)∥2,TrP

≤ 2∥x∥∥ Ad(wi)(e) − δ(e)∥2,TrP
−→ 0.

En appliquant la convergence L2 précédente à exe puis en faisant croître e vers 1, on prouve la
convergence ponctuelle-faible∗ Ad(wi) → δ sur toute l’algèbre de groupe. Si x ∈ A, chaque wixw∗

i

appartient à N , donc α̂p−1(x) ∈ N . Puisque l’action duale préserve Lα(G) et que p était arbitraire,
nous concluons que

α̂p(A) = A (p ∈ Ĝ).
Sous l’identification de Fourier Lα(G) = L∞(Ĝ), l’action duale est l’action par translation de Ĝ. Les
sous-algèbres de von Neumann invariantes par translation de L∞(Ĝ) sont précisément les algèbres
associées aux groupes quotients. Par conséquent, il existe un sous-groupe fermé H < G tel que

A = Lα(H). (5..28)
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Nous terminons avec la caractérisation standard par support de Fourier

M ⋊α|H H =
{
x ∈ P

∣∣∣ ELα(G)(axb) ∈ Lα(H) pour tous a, b ∈ M
}
. (5..29)

L’inclusion de gauche à droite découle d’abord sur les éléments auh avec h ∈ H, puis par normalité
de E. Pour la réciproque, soit H⊥ < Ĝ l’annihilateur de H. La condition de droite implique, pour
tout p ∈ H⊥ et a, b ∈ M , que

ELα(G)(aα̂p(x)b) = α̂p(ELα(G)(axb)) = ELα(G)(axb).

Les applications y 7→ E(ayb), avec a, b ∈ M , séparent les points de P . En effet, si elles s’annulent
toutes en y, alors

TrP
(
λ(f)∗aybλ(h)

)
= TrP

(
λ(f)∗E(ayb)λ(h)

)
= 0

pour f, h ∈ Cc(G), où λ(f) =
∫
G f(g)ug dg. Les vecteurs aλ(f) engendrent un sous-espace dense de

L2(P,TrP ), donc ces identités forcent y = 0. D’où α̂p(x) = x pour tout p ∈ H⊥, et la dualité donne

x ∈ P α̂|
H⊥ = M ⋊α|H H.

Cela prouve (5..29).
Clairement M ⋊α|H H ⊂ N par (5..28). Réciproquement, si x ∈ N et a, b ∈ M , alors axb ∈ N et
donc

ELα(G)(axb) ∈ A = Lα(H).
La formule (5..29) donne x ∈ M ⋊α|H H, et la preuve est complète.

6. Le théorème du commutant relatif et la propriété de
résonance

Nous étudions les commutants relatifs dans les produits croisés au moyen de distributions de co-
efficients de Fourier. Le lissage des deux côtés donne une représentation distributionnelle injective
dont le support enregistre le spectre joint de l’action étendue et de l’action duale. Dans le cas
préservant la trace, les relations de commutation confinent ce spectre à l’ensemble de résonance.
Nous étendons également le cadre distributionnel aux actions préservant un poids normal fidèle
semifini.

Pour les flots, la géométrie de l’ensemble de résonance donne la dichotomie du commutant relatif
et montre que l’extériorité jointe au spectre de Connes plein implique l’extériorité stricte. Le même
cadre retrouve le théorème du commutant relatif de Connes–Takesaki. Nous déterminons aussi
exactement quels groupes abéliens localement compacts à base dénombrable satisfont cette impli-
cation d’extériorité stricte. Pour chaque groupe restant, nous construisons une action extérieure sur
le facteur hyperfini de type II1 à produit croisé factorial et commutant relatif diffus.

6.1. Préliminaires pour les actions de groupes abéliens localement com-
pacts

Dans les Sous-sections 6.1.–6.3., soit G un groupe abélien localement compact, noté additivement, et
soit Ĝ son dual de Pontryagin, noté multiplicativement. Nous fixons les mesures de Haar en dualité
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de Plancherel. La Sous-section 6.1. fixe les notations et résultats utilisés dans les Sous-sections 6.2.
et 6.3.. Dans les Sous-sections 6.1.–6.2., M est une algèbre de von Neumann arbitraire et α : G↷M
est une action continue arbitraire. Les hypothèses de semifinitude et de trace n’interviennent que
dans les arguments de commutation de la Sous-section 6.2. et sont rappelées chaque fois qu’elles
sont utilisées.

6.1..1 Calcul de Schwartz–Bruhat

Soit H un groupe abélien localement compact. Un stade de Bruhat est donné par un sous-
groupe ouvert compactement engendré H0 ⊂ H et un sous-groupe compact K ⊂ H0 tels que
H0/K ∼= Ra ×Zb ×Tc ×F , où F est fini. L’espace de stade correspondant consiste en les fonctions
sur H qui sont supportées dans H0, sont K-invariantes, et dont la descente à H0/K est lisse
avec toutes les dérivées de Lie rapidement décroissantes dans les variables Ra × Zb. L’espace de
Schwartz–Bruhat S(H) est la limite inductive de ces espaces de stade. Ainsi S(Ra) est l’espace
de Schwartz usuel, S(Zb) consiste en les suites rapidement décroissantes, S(Tc) = C∞(Tc), et
S(Qa

p) consiste en les fonctions localement constantes à support compact. Tout élément de S(H)
appartient à un stade de Bruhat [Br61, Section 9 and Proposition 11(a)].

Posons D(H) = S(H) ∩ Cc(H), muni de sa topologie LF de Bruhat (et non de la topologie induite
par S(H)), et notons S ′(H) le dual continu de S(H). Plus généralement, si X est un espace de
Banach, une distribution de Schwartz–Bruhat tempérée à valeurs dans X sur H est une application
linéaire continue T : S(H) → X. Nous notons S ′(H,X) l’espace de ces applications. Nous écrivons
de même D′(H,X) pour les applications linéaires continues de D(H) vers X. Une distribution
s’annule sur un ouvert U lorsque T (φ) = 0 pour tout φ ∈ D(H) supporté dans U , et son support
est le complémentaire du plus grand tel ensemble [Sc57, Chapter I, Section 2, p. 61]. Ainsi le
support d’un élément de S ′(H) est testé avec des fonctions de D(H).

Les mesures de Haar sur H et Ĥ sont toujours prises en dualité de Plancherel. Pour φ ∈ L1(H) et
ψ ∈ L1(Ĥ), notre convention de Fourier est

φ̂(χ) =
∫
H
φ(h)χ(h) dh, ψ̌(h) =

∫
Ĥ
χ(h)ψ(χ) dχ.

La transformation de Fourier est un isomorphisme topologique de S(H) sur S(Ĥ). Nous la notons
FH et écrivons FH(φ) = φ̂. Son inverse est ψ 7→ ψ̌. Sur les distributions, nous utilisons la convention
de transposition ⟨T̂ , ψ⟩ = ⟨T, ψ̌⟩ pour T ∈ S ′(H) et ψ ∈ S(Ĥ). L’espace S(H) est nucléaire et
s’injecte continûment et densément dans L1(H) ∩ L2(H), tandis que D(H) est dense dans S(H).
Le théorème du noyau et la construction par stades donnent

S(H1) ⊗̂ι S(H2) ∼= S(H1 ×H2),

où ⊗̂ι est le produit tensoriel inductif complété. Le résultat correspondant pour D est [Br61,
Théorème 3]. La même preuve par stades s’applique à S en utilisant [Br61, Section 9, Proposition
11(a)]. Ainsi les produits tensoriels algébriques sont denses dans les deux espaces produits. Le
tiré en arrière par un isomorphisme de groupes topologiques et la multiplication ponctuelle sont
continus. En particulier, D(H)S(H) ⊂ D(H). Enfin, si C ⊂ H est compact et U est un voisinage
de C, un certain φ ∈ D(H) vaut 1 près de C et est supporté dans U .
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Nous utiliserons aussi le fait élémentaire de division suivant. Soit L un groupe abélien localement
compact à base dénombrable, soit Φ ∈ D(L), et soit m : L → C une fonction qui, sur un stade de
Bruhat contenant Φ, est lisse dans les variables de Lie et localement constante dans les variables
totalement disconnexes près de supp(Φ). Si m n’a pas de zéro sur supp(Φ), choisissons ρ ∈ D(L) qui
vaut 1 près de supp(Φ) et est supporté là où m ne s’annule pas. Après être passé à un raffinement
commun des stades contenant Φ et ρ, la multiplication lisse usuelle à support compact donne

Ψ = ρm−1Φ ∈ D(L), mΨ = Φ.

Si X est un espace de Banach et K ∈ D′(L,X) satisfait mK = 0, alors

⟨K,Φ⟩ = ⟨mK,Ψ⟩ = 0.

Par conséquent supp(K) ⊂ m−1({0}).

Définissons la fonction d’évaluation

wH : Ĥ ×H −→ T : (χ, h) 7−→ χ(h).

La multiplication par wH préserve les deux espaces de fonctions test parce que la transformation de
Fourier inverse partielle dans la coordonnée H la conjugue sur S au tiré en arrière par sH(χ, η) =
(χ, ηχ). Elle préserve alors D parce qu’elle n’agrandit pas les supports. Après raffinement d’un
stade de Bruhat, wH est lisse dans les variables de Lie et localement constante dans les variables
totalement disconnexes. Le fait de division s’applique donc aux multiplicateurs construits à partir
de wH .

6.1..2 Spectres d’Arveson

Fixons un groupe abélien localement compact H. Soit θ : H ↷ M une action continue sur une
algèbre de von Neumann. Nous utilisons les spectres d’Arveson individuel et global de [Ta03,
Definition XI.1.2]. Pour φ ∈ L1(H), définissons θφ(x) =

∫
H φ(h)θh(x) dh pour x ∈ M , où l’intégrale

est prise au sens faible∗. L’idéal annulateur et les spectres individuel et global sont

Iθ(x) = {φ ∈ L1(H) | θφ(x) = 0},
Spθ(x) = {χ ∈ Ĥ | φ̂(χ) = 0 pour tout φ ∈ Iθ(x)},

Sp(θ) =
⋃
x∈M

Spθ(x).

Nous écrivons M θ(E) = {x ∈ M | Spθ(x) ⊂ E} pour E ⊂ Ĥ.

Nous rappelons cinq conséquences standard. Premièrement, la formule de troncature est [Ta03,
Lemme XI.1.3(ii)] :

Spθ(θφ(x)) ⊂ Spθ(x) ∩ supp(φ̂). (6..1)

Deuxièmement, si χ ∈ Sp(θ) et U ⊂ Ĥ est un voisinage de χ, alors [Ta03, Lemme XI.1.3(v)] fournit
un élément non nul x ∈ M θ(U). En utilisant le calcul de Schwartz–Bruhat de § 6.1..1, on peut
prendre x = θφ(y) avec y ∈ M , φ ∈ S(H), φ̂ ∈ D(Ĥ) supporté dans U , et θφ(y) ̸= 0.
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Troisièmement, supposons que H = H1 × H2. Soit θ(j) la restriction au j-ième facteur et soit
prj : Ĥ1 × Ĥ2 −→ Ĥj : (χ1, χ2) 7−→ χj la projection coordonnée. Une identité approchée dans
l’autre facteur donne

Spθ(j)(x) ⊂ prj(Spθ(x)) (x ∈ M). (6..2)

Cela découle de [Ta03, Lemme XI.1.3(i)–(ii)] en appliquant une identité approchée dans l’autre
facteur. Quatrièmement, pour χ ∈ Ĥ, [Ta03, Lemme XI.1.11] identifie le sous-espace spectral
ponctuel :

M θ({χ}) = {x ∈ M | θh(x) = χ(h)x pour tout h ∈ H}. (6..3)

Enfin, si θ est ergodique, alors son spectre d’Arveson coïncide avec son spectre de Connes et

Sp(θ) = Γ(θ) = (ker θ)⊥. (6..4)

Cela découle de [Ta03, Lemme XI.2.2(iii) and Théorème XI.2.7(i)]. Ici

(ker θ)⊥ = {χ ∈ Ĥ | χ(h) = 1 pour tout h ∈ ker θ}.

Proposition 6.1. Soit N une algèbre de von Neumann et soit J : M −→ S ′(Ĥ,N) une application
linéaire injective. Supposons que x 7→ ⟨J (x), ψ⟩ soit bornée et normale pour tout ψ ∈ S(Ĥ) et que

J (θh(x)) =
[
χ 7−→ χ(h)

]
J (x)

pour tout x ∈ M et h ∈ H. Les assertions suivantes sont vraies. (i)(i)
1. On a

supp(J (x)) = Spθ(x) (x ∈ M).

2. Si x ∈ M et supp(J (x)) est discret, alors

x ∈

 ⋃
χ∈supp(J (x))

M θ({χ})
′′

.

En particulier, si Sp(θ) est discret, alors

M =
 ⋃
χ∈Sp(θ)

M θ({χ})
′′

.

De plus, M θ({χ}) ̸= {0} pour tout χ ∈ Sp(θ).

Démonstration. Pour φ ∈ S(H), la normalité des évaluations de J et l’hypothèse de covariance
donnent

J (θφ(x)) = φ̂J (x). (6..5)

Nous prouvons d’abord l’assertion (i). Nous commençons par montrer que supp(J (x)) ⊂ Spθ(x).
Soit ψ ∈ D(Ĥ) de support disjoint de Spθ(x). Choisissons φ̂ ∈ D(Ĥ) qui vaut 1 près de supp(ψ)
et dont le support reste disjoint de Spθ(x), et soit φ sa transformée de Fourier inverse. La formule
(6..1) donne

Spθ(θφ(x)) ⊂ Spθ(x) ∩ supp(φ̂) = ∅.
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Un élément à spectre individuel vide est nul, donc θφ(x) = 0. L’équation (6..5) donne donc

⟨J (x), ψ⟩ = ⟨φ̂J (x), ψ⟩ = 0.

Cela prouve la première inclusion.

Réciproquement, soit χ0 /∈ supp(J (x)). Choisissons φ̂ ∈ D(Ĥ) supporté dans le complémentaire de
supp(J (x)) avec φ̂(χ0) ̸= 0, et soit φ sa transformée de Fourier inverse. Alors φ̂J (x) = 0. En effet,
pour tout ψ ∈ S(Ĥ), la fonction φ̂ψ appartient à D(Ĥ) et est supportée dans un ouvert sur lequel
J (x) s’annule. Donc (6..5) et l’injectivité donnent θφ(x) = 0. Puisque φ̂(χ0) ̸= 0, la définition du
spectre d’Arveson individuel donne χ0 /∈ Spθ(x). Cela prouve l’inclusion réciproque et l’assertion (i).

Nous prouvons maintenant l’assertion (ii). Supposons que supp(J (x)) soit discret. Pour φ ∈ S(H)
avec φ̂ ∈ D(Ĥ), une partition finie de l’unité près de supp(φ̂) ∩ supp(J (x)) décompose φ̂J (x)
en distributions supportées en des points uniques. La formule (6..5), l’injectivité et l’assertion
(i) montrent que θφ(x) est une somme finie des opérateurs propres correspondants. Une identité
approchée L1(H) dans S(H) à transformées de Fourier à support compact prouve la première
assertion.

Si Sp(θ) est discret, les assertions (i) et (ii) s’appliquent à tout x ∈ M . Enfin, la localisation
spectrale dans un voisinage qui ne rencontre Sp(θ) qu’en χ donne un élément non nul de M θ({χ})
pour tout χ ∈ Sp(θ).

6.2. Distributions de coefficients de Fourier et rigidité spectrale
Écrivons u : G → U(M ⋊α G) pour la représentation unitaire canonique, caractérisée par utxu∗

t =
αt(x) pour x ∈ M et t ∈ G. Nous normalisons l’action duale par

α̂ν(x) = x, α̂ν(ut) = ν(t)ut

pour x ∈ M , t ∈ G et ν ∈ Ĝ. Nous écrivons α̃t = Ad(ut) pour l’extension de αt à M ⋊α G. Les
actions α̃ et α̂ commutent et préservent le commutant relatif

M ′ ∩ (M ⋊α G).

Nous identifions Ĝ× Ĝ à Ĝ×G par

((r, ν), (p, t)) 7−→ p(r)ν(t).

Vu (6..3), un opérateur non nul x ∈ M est un opérateur propre joint en (p, t) précisément lorsque

α̃r(x) = p(r)x, α̂ν(x) = ν(t)x

pour tout r ∈ G et ν ∈ Ĝ. De manière équivalente,

α̃rα̂ν(x) = p(r)ν(t)x.
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6.2..1 Poids à valeurs opérateurs

Soit M ⊂ N une inclusion d’algèbres de von Neumann et soit TM : N+ −→ M̂+ un poids normal à
valeurs opérateurs [Ha79]. L’indice indique son algèbre cible. Nous utilisons les domaines standard

nTM
= {a ∈ N | TM(a∗a) ∈ M+}, mTM

= span(n∗
TM

nTM
),

sur le second desquels TM est une application linéaire à valeurs dans M . L’espace mTM
est un

M -bimodule, et TM y est M -bimodulaire :

TM(ayb) = aTM(y)b (a, b ∈ M, y ∈ mTM
).

Lemme 6.2. Si a, b ∈ nTM
, alors (

TM(a∗a) TM(a∗b)
TM(b∗a) TM(b∗b)

)
≥ 0. (6..6)

Par conséquent,
∥TM(a∗b)∥2 ≤ ∥TM(a∗a)∥ ∥TM(b∗b)∥. (6..7)

Démonstration. La matrice (
a∗a a∗b
b∗a b∗b

)
=
(
a∗

b∗

)(
a b

)
est positive et a ses entrées dans mTM

. La positivité de l’amplification entrée par entrée 2×2 de TM

est prouvée dans [Ha79, Lemme 4.5(2), pp. 200–201]. Cela donne (6..6), et l’estimation standard
pour une matrice d’opérateurs 2 × 2 positive donne (6..7).

Lemme 6.3. La formule

qTM
(a) = ∥a∥ + ∥TM(a∗a)∥1/2 (a ∈ nTM

)

définit une norme d’espace de Banach sur nTM
.

Il existe, à équivalence près, une unique norme d’espace de Banach ∥ · ∥TM
sur mTM

telle que

∥y∥ ≤ ∥y∥TM
, ∥TM(y)∥ ≤ ∥y∥TM

(y ∈ mTM
)

et
∥a∗b∥TM

≤ qTM
(a)qTM

(b) (a, b ∈ nTM
).

Démonstration. Posons pTM
(a) = ∥TM(a∗a)∥1/2 pour a ∈ nTM

. L’inégalité (6..7) donne

pTM
(a+ b)2 ≤ pTM

(a)2 + 2pTM
(a)pTM

(b) + pTM
(b)2.

Ainsi pTM
est sous-additive, et qTM

est une norme.

Nous prouvons qu’elle est complète. Soit (an)n une suite de Cauchy pour qTM
. Elle converge en

norme vers un certain a ∈ N . Fixons ε > 0 et prenons n0 tel que qTM
(an−am) ≤ ε pour n,m ≥ n0.

Pour m ≥ n0 et ω ∈ M+
∗ , la semi-continuité inférieure du poids normal ω ◦ TM donne

(ω ◦ TM)((a− am)∗(a− am)) ≤ lim inf
n

(ω ◦ TM)((an − am)∗(an − am))

≤ ε2∥ω∥.
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Il s’ensuit que a− am ∈ nTM
et pTM

(a− am) ≤ ε. Nous avons aussi ∥a− am∥ ≤ ε. D’où a ∈ nTM
et

qTM
(a− am) ≤ 2ε, ce qui prouve la complétude.

Pour y ∈ mTM
, définissons

∥y∥TM
= inf


n∑
j=1

qTM
(aj)qTM

(bj)

∣∣∣∣∣∣ y =
n∑
j=1

a∗
jbj, aj, bj ∈ nTM

 .
Cette quantité est finie par la définition de mTM

. De plus, (6..7) donne

∥y∥ ≤ ∥y∥TM
, ∥TM(y)∥ ≤ ∥y∥TM

,

donc ∥ · ∥TM
est une norme. Sa définition donne aussi ∥a∗b∥TM

≤ qTM
(a)qTM

(b).

Il reste à prouver la complétude. Pour y ∈ mTM
, posons

∥y∥TM ,+ = inf


n∑
j=1

|zj|
(
∥cj∥ + ∥TM(cj)∥

) ∣∣∣∣∣∣ y =
n∑
j=1

zjcj, cj ∈ m+
TM

 .
Ici z1, . . . , zn ∈ C. La polarisation donne mTM

= span(m+
TM

), donc cette quantité est finie. C’est
une norme qui domine à la fois ∥y∥ et ∥TM(y)∥. Elle est aussi complète. En effet, choisissons des
décompositions positives presque optimales pour une série absolument sommable dans cette norme
et séparons leurs coefficients en parties réelles positives et négatives et imaginaires. Il suffit alors
de considérer cn ∈ m+

TM
tels que

∑
n

(
∥cn∥ + ∥TM(cn)∥

)
< +∞.

La série ∑n cn converge en norme vers un élément positif c. La normalité de TM donne

TM(c) = sup
N

N∑
n=1

TM(cn) =
∑
n

TM(cn) ∈ M+.

Ainsi c ∈ m+
TM

. La même estimation appliquée aux queues donne
∥∥∥∥∥c−

N∑
n=1

cn

∥∥∥∥∥
TM ,+

≤
∥∥∥∥∥∑
n>N

cn

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥∑
n>N

TM(cn)
∥∥∥∥∥ −→ 0.

Donc ∥ · ∥TM ,+ est complète.

Pour d ∈ nTM
, on a

∥d∗d∥TM ,+ ≤ ∥d∥2 + ∥TM(d∗d)∥ ≤ qTM
(d)2.

Pour a, b ∈ nTM
et r > 0, la polarisation donne

a∗b = 1
4

3∑
k=0

(−i)k
(
ra+ ikr−1b

)∗(
ra+ ikr−1b

)
.
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Il s’ensuit que
∥a∗b∥TM ,+ ≤

(
rqTM

(a) + r−1qTM
(b)
)2
.

En optimisant en r, on obtient

∥a∗b∥TM ,+ ≤ 4qTM
(a)qTM

(b),

et donc
∥y∥TM ,+ ≤ 4∥y∥TM

(y ∈ mTM
).

Réciproquement, si c ∈ m+
TM

, alors c1/2 ∈ nTM
et

∥c∥TM
≤ qTM

(c1/2)2 ≤ 2
(
∥c∥ + ∥TM(c)∥

)
.

Par conséquent,
∥y∥TM

≤ 2∥y∥TM ,+ (y ∈ mTM
).

Les deux normes sont équivalentes, donc ∥ · ∥TM
est complète.

Enfin, soit ∥ · ∥′
TM

une autre norme d’espace de Banach ayant les propriétés énoncées. Pour toute
représentation y = ∑n

j=1 a
∗
jbj, on a

∥y∥′
TM

≤
n∑
j=1

qTM
(aj)qTM

(bj).

Ainsi ∥y∥′
TM

≤ ∥y∥TM
. Le théorème de l’application ouverte appliqué à l’application identité entre

ces deux espaces de Banach donne l’inégalité réciproque à une constante près. Cela prouve l’unicité
à équivalence près.

Nous spécialisons maintenant la discussion précédente au produit croisé. Soit

TM : (M ⋊α G)+ −→ M̂+

le poids canonique de Haar à valeurs opérateurs. Nous utilisons la construction de Haagerup de
TM et la formule de [Ha78b, Théorème 1.1(a)–(b)], ainsi que l’énoncé de densité faible∗ de [Ha78a,
Lemme 2.3(e)–(f)].

Pour φ ∈ S(G), posons λ(φ) =
∫
G φ(g)ug dg. Cela désigne la forme intégrée de la représentation

unitaire fortement continue et satisfait ∥λ(φ)∥ ≤ ∥φ∥1.

6.2..2 Coefficients en deux points

Nous utilisons le lissage de Schwartz–Bruhat bilatéral pour définir une distribution à valeurs opé-
rateurs. Écrivons Lσ(M ⋊α G,M) pour l’espace de Banach des applications linéaires normales
bornées de M ⋊α G vers M , muni de la norme d’opérateur.

Lorsque G est discret, TM est l’espérance conditionnelle canonique et les coefficients de Fourier
ordinaires TM(xu∗

t ) sont définis pour tout x ∈ M ⋊α G. Dans le cadre non discret, l’expression
formelle TM(xu∗

t ) n’est pas nécessairement définie parce que TM est un poids à valeurs opérateurs
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non borné et que xu∗
t n’appartient pas nécessairement à mTM

. Le lissage d’un seul côté ne supprime
pas cette obstruction de domaine. Bien que xλ(ψ) ∈ nTM

, il n’y a aucune raison qu’il appartienne
à mTM

, le domaine sur lequel TM est à valeurs dans M et linéaire. Le lissage bilatéral donne

λ(φ)xλ(ψ) =
(
λ(φ)∗

)∗
xλ(ψ) ∈ n∗

TM
nTM

⊂ mTM
.

Le théorème suivant montre que le lissage bilatéral atterrit dans mTM
. Après application de TM , ces

opérateurs donnent des évaluations normales bornées qui s’assemblent en une distribution définie
pour tout x ∈ M ⋊α G, alors que TM(xu∗

t ) n’est pas nécessairement définie.

Théorème 6.4. Les assertions suivantes sont vraies. (i)(i)
1. Pour tout x ∈ M ⋊α G et Φ ∈ S(G×G), l’intégrale faible∗

∫
G×G

Φ(s, t)usxut ds dt

appartient à mTM
.

2. Il existe une unique application linéaire injective

∆ : M ⋊α G −→ S ′(G×G,M)

dont la valeur ⟨∆(x),Φ⟩ est obtenue en appliquant TM à l’intégrale de (i). Pour tout Φ ∈
S(G × G), l’évaluation x 7→ ⟨∆(x),Φ⟩ appartient à Lσ(M ⋊α G,M), et ces évaluations dé-
pendent continûment de Φ dans cet espace.

3. Si φ ∈ Cc(G,M) et
x =

∫
G
φ(t)ut dt,

alors ∆(x) est représentée par la fonction bornée à valeurs dans M

∆(x)(g, h) = αg
(
φ(−g − h)

)
. (6..8)

Démonstration. Pendant toute la preuve, notons QΦ(x) l’intégrale de l’assertion (i). Nous prouvons
d’abord l’assertion (i), ainsi que l’énoncé de bornitude et de normalité de l’assertion (ii). Par
[Ha78b, Théorème 1.1(b)], le poids à valeurs opérateurs TM satisfait la formule qui y est donnée.
En appliquant [Ha78a, Lemme 2.3(b)] dans cette formule, on obtient

TM(λ(φ)∗λ(φ)) = TM(λ(φ)λ(φ)∗) = ∥φ∥2
21 (6..9)

pour tout φ ∈ S(G). En particulier, λ(φ) et λ(φ)∗ appartiennent tous deux à nTM
. Soient φ, ψ ∈

S(G) et x ∈ M ⋊α G. Alors xλ(ψ) ∈ nTM
parce que nTM

est un idéal à gauche, tandis que
λ(φ)∗ ∈ nTM

. Donc λ(φ)xλ(ψ) = (λ(φ)∗)∗xλ(ψ) appartient à n∗
TM

nTM
. De plus,

TM(λ(ψ)∗x∗xλ(ψ)) ≤ ∥x∥2∥ψ∥2
21.

L’inégalité (6..7), appliquée avec a = λ(φ)∗ et b = xλ(ψ), donne

∥TM(λ(φ)xλ(ψ))∥ ≤ ∥φ∥2∥ψ∥2∥x∥.
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Ainsi
Cφ,ψ : M ⋊α G −→ M, Cφ,ψ(x) = TM(λ(φ)xλ(ψ)),

est bornée. Pour c ∈ nTM
, l’application x 7→ TM(c∗xc) est positive et normale. La polarisation avec

c = λ(φ)∗ + ikλ(ψ), où 0 ≤ k ≤ 3, exprime Cφ,ψ sur (M ⋊α G)+ comme une combinaison linéaire
d’applications normales. Elle prouve donc la normalité de Cφ,ψ.

Le théorème du noyau de Schwartz–Bruhat rappelé dans § 6.1..1 sera appliqué avec une topologie
de Banach sur mTM

. Fixons la norme de Banach ∥ ·∥TM
fournie par le Lemme 6.3. La formule (6..9)

et l’estimation définissante de cette norme donnent

∥λ(φ)xλ(ψ)∥TM
≤ qTM

(λ(φ)∗)qTM
(xλ(ψ))

≤ ∥x∥
(
∥φ∥1 + ∥φ∥2

)(
∥ψ∥1 + ∥ψ∥2

)
.

Par conséquent,
(φ, ψ) 7−→

(
x 7→ λ(φ)xλ(ψ)

)
est une application bilinéaire continue de S(G) × S(G) vers l’espace de Banach des applications
linéaires bornées de M ⋊αG vers (mTM

, ∥ · ∥TM
). Le théorème du noyau de Schwartz–Bruhat étend

cette application à S(G × G). Après composition avec l’inclusion continue mTM
⊂ M ⋊α G, cette

extension coïncide avec l’intégrale faible∗ définissant QΦ. En effet, les deux applications coïncident
sur les tenseurs élémentaires, ces tenseurs sont denses, et

∥QΦ(x)∥ ≤ ∥Φ∥1∥x∥.

D’où QΦ(x) ∈ mTM
, et la continuité de TM pour ∥ · ∥TM

prouve à la fois la bornitude et la dé-
pendance continue en norme d’opérateur de TM ◦QΦ par rapport à Φ. Pour prouver la normalité,
approximons Φ par des sommes finies de tenseurs élémentaires. Les applications correspondantes
après application de TM sont des sommes finies des applications Cφ,ψ et sont donc normales. Elles
convergent en norme d’opérateur, et les applications normales bornées forment un espace fermé en
norme d’opérateur. Ainsi TM ◦QΦ est normale.

Nous complétons maintenant l’assertion (ii). Pour chaque x fixé, la prescription de l’assertion (ii)
définit une distribution de Schwartz–Bruhat tempérée à valeurs dans M . Cela donne l’application
linéaire ∆ annoncée, et la même formule prouve l’unicité ainsi que tous les énoncés de continuité
et de normalité.

Nous enregistrons ensuite une observation de domaine qui sera également utilisée ci-dessous. Soit
ϕ un poids normal fidèle semifini sur M et posons ϕ̃ = ϕ ◦ TM . Si a, b ∈ nϕ et y ∈ mTM

, alors

b∗ya ∈ m
ϕ̃
, ϕ̃(b∗ya) = ϕ

(
b∗TM(y)a

)
. (6..10)

En effet, supposons d’abord que y = c∗d avec c, d ∈ nTM
. Alors cb et da appartiennent à n

ϕ̃
. Par

exemple,
ϕ̃((da)∗da) = ϕ

(
a∗TM(d∗d)a

)
≤ ∥TM(d∗d)∥ϕ(a∗a).

L’assertion découle par linéarité de b∗c∗da = (cb)∗(da).
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Il reste à prouver l’injectivité dans l’assertion (ii). Les vecteurs

Λ
ϕ̃
(λ(ψ)y), ψ ∈ S(G), y ∈ nϕ,

engendrent un sous-espace dense de l’espace GNS du poids dual. Il en va de même avec λ(ψ)
remplacé par λ(ψ)∗ [Ha78a, Lemme 2.5(iv), Lemme 2.12, and Théorème 3.2(i)]. Supposons que
∆(x) = 0. Pour φ, ψ ∈ S(G) et v, w ∈ nϕ, posons

A = λ(φ)∗v, C = λ(ψ)w.

La formule (6..9) et la M -bimodularité donnent A,C ∈ n
ϕ̃
. En appliquant (6..10) à y = λ(φ)xλ(ψ),

a = w et b = v, on obtient〈
π
ϕ̃
(x)Λ

ϕ̃
(C),Λ

ϕ̃
(A)

〉
= ϕ̃(A∗xC)
= ϕ (v∗TM(λ(φ)xλ(ψ))w) = 0.

Ces coefficients matriciels s’annulent pour des vecteurs dans deux sous-espaces denses. Donc
π
ϕ̃
(x) = 0, et la fidélité de π

ϕ̃
donne x = 0.

Nous prouvons enfin l’assertion (iii). Supposons que

x =
∫
G
φ(r)ur dr avec φ ∈ Cc(G,M).

Prenons d’abord Φ = f ⊗ h avec f, h ∈ D(G) et posons

b(q) =
∫
G
φ(r)h(q − r) dr.

Alors b ∈ Cc(G,M) et le théorème de Fubini donne

xλ(h) =
∫
G
b(q)uq dq.

Tant λ(f)∗ que xλ(h) sont des éléments de cœur intégrés à support compact. Ainsi la formule du
carré de convolution de [Ha78b, Théorème 1.1(b)], suivie de polarisation, s’applique à QΦ(x) =
(λ(f)∗)∗xλ(h) et donne

⟨∆(x),Φ⟩ =
∫
G
f(s)αs(b(−s)) ds

=
∫
G×G

f(s)h(t)αs
(
φ(−s− t)

)
ds dt.

La même identité vaut pour les sommes finies de tels tenseurs. Le membre de gauche est continu
dans la topologie de Schwartz–Bruhat par l’estimation en norme mTM

prouvée ci-dessus. Le membre
de droite est borné en norme par ∥φ∥∞∥Φ∥1 et est donc continu dans la même topologie. Puisque
D(G)⊗D(G) est dense dans S(G×G), l’identité s’étend à toute fonction test de Schwartz–Bruhat.
Cela prouve l’assertion (iii).

Nous utilisons le changement de coordonnées suivant.
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6.2..3 Coordonnées adaptées et spectre joint

Définissons
Θ : G×G −→ G×G, Θ(g, h) = (g,−g − h),

qui est un automorphisme de groupe topologique involutif puisque Θ2 = id. Définissons ∇(x) ∈
S ′(G×G,M) par

⟨∇(x),Φ⟩ = ⟨∆(x),Φ ◦ Θ⟩. (6..11)
Pour Φ ∈ S(G×G), le changement de variables (g, h) = (s,−s− t) dans (6..11) donne

⟨∇(x),Φ⟩ = TM

(∫
G×G

Φ(s, t)α̃s(x)u∗
t ds dt

)
. (6..12)

En effet, l’opérateur à l’intérieur de TM est l’intégrale de l’assertion (i) du Théorème 6.4, avec Φ
remplacé par Φ ◦ Θ, et appartient donc à mTM

.

L’application x 7→ ∇(x) est injective, toute évaluation est bornée et normale, et les évaluations
dépendent continûment de Φ en norme d’opérateur. Si φ ∈ Cc(G,M) et x =

∫
G φ(t)ut dt, la

formule (6..8) donne
∇(x)(s, t) = αs(φ(t)).

Pour r ∈ G, ν ∈ Ĝ, et Φ ∈ S(G×G), les deux actions qui commutent satisfont

⟨∇(α̃r(x)),Φ⟩ =
〈
∇(x),

[
(s, t) 7−→ Φ(s− r, t)

]〉
, (6..13)

⟨∇(α̂ν(x)),Φ⟩ =
〈
∇(x),

[
(s, t) 7−→ ν(t)Φ(s, t)

]〉
. (6..14)

Les deux identités découlent directement de (6..12). Les translations et la multiplication par des
caractères préservent S(G×G), donc tout opérateur lissé apparaissant ci-dessous appartient à mTM

.
L’identité

α̃s(α̃r(x))u∗
t = α̃s+r(x)u∗

t

et la translation dans la variable s donnent (6..13). Pour la seconde identité, la commutation des
actions et α̂ν(u∗

t ) = ν(t)u∗
t donnent

α̃s(α̂ν(x))u∗
t = ν(t) α̂ν

(
α̃s(x)u∗

t

)
.

La formule (6..12) et l’invariance duale de TM donnent maintenant (6..14).

Pour Φ ∈ S(Ĝ×G), posons
(F̌1Φ)(s, t) =

∫
Ĝ
p(s)Φ(p, t) dp

et définissons
J : M ⋊α G −→ S ′(Ĝ×G,M), ⟨J (x),Φ⟩ = ⟨∇(x), F̌1Φ⟩.

Ainsi J est la transformée de Fourier partielle dans la variable s.

Proposition 6.5. Pour tout Φ ∈ S(Ĝ × G), l’application x 7→ ⟨J (x),Φ⟩ est bornée et normale.
L’application J est injective et satisfait

J (α̃rα̂ν(x)) =
[
(p, t) 7−→ p(r)ν(t)

]
J (x) (6..15)
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pour x ∈ M ⋊α G, r ∈ G, et ν ∈ Ĝ. De plus, on a

supp(J (x)) = Spα̃×α̂(x) ⊂ Ĝ×G (x ∈ M ⋊α G).

Si N ⊂ M ⋊α G est une sous-algèbre de von Neumann invariante et si le spectre de la restriction
de α̃× α̂ à N est discret, alors

N =

 ⋃
(p,t)∈Ĝ×G

N α̃×α̂({(p, t)})


′′

.

Tout point de ce spectre indexe un sous-espace propre joint non nul dans N .

Démonstration. La bornitude, la normalité et l’injectivité découlent du Théorème 6.4, parce que
le changement de coordonnées et la transformation de Fourier partielle sont des isomorphismes
topologiques des espaces de fonctions test. Les formules (6..13) et (6..14) donnent (6..15). L’assertion
(i) de la Proposition 6.1, appliquée à l’action α̃× α̂ de G×Ĝ, donne maintenant l’égalité de support
annoncée. Les deux dernières assertions découlent de l’assertion (ii) de la Proposition 6.1, appliquée
à la restriction de J à N .

6.2..4 Un raffinement orbital

Soit H un groupe abélien localement compact à base dénombrable et soit δ : H ↷ M une action
ponctuellement faible∗ continue commutant avec α. Notons δ̃ son extension à M ⋊α G qui fixe
chaque ug. Il existe une unique distribution

∇δ(x) ∈ S ′(G×G×H,M)

telle que
⟨∇δ(x),Φ ⊗ ψ⟩ =

〈
∇(δ̃ψ(x)),Φ

〉
(6..16)

pour Φ ∈ S(G×G) et ψ ∈ S(H). Ici

δ̃ψ(x) =
∫
H
ψ(h)δ̃h(x) dh.

Le théorème du noyau et l’estimation ∥δ̃ψ∥ ≤ ∥ψ∥1 montrent que toute évaluation de ∇δ est bornée
et normale, avec une norme d’opérateur dépendant continûment de la fonction test.

Pour Φ ∈ S(Ĝ×G× Ĥ), posons

(F̌1,3Φ)(s, t, h) =
∫
Ĝ×Ĥ

p(s)q(h)Φ(p, t, q) dp dq

et définissons
⟨J δ(x),Φ⟩ = ⟨∇δ(x), F̌1,3Φ⟩.

Proposition 6.6. L’application J δ est injective, et toutes ses évaluations sont bornées et normales.
On a

J δ(α̃rα̂ν δ̃h(x)) =
[
(p, t, q) 7−→ p(r)ν(t)q(h)

]
J δ(x) (6..17)

pour x ∈ M ⋊α G, r ∈ G, ν ∈ Ĝ, et h ∈ H. De plus,

supp(J δ(x)) = Sp
α̃×α̂×δ̃(x) ⊂ Ĝ×G× Ĥ (x ∈ M ⋊α G).
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Démonstration. Les énoncés de continuité et de normalité découlent de la construction. Si
J δ(x) = 0, alors ∇(δ̃ψ(x)) = 0 pour tout ψ ∈ S(H). L’injectivité de ∇ donne δ̃ψ(x) = 0. En
appliquant une identité approchée choisie dans S(H) et en utilisant la convergence faible∗, on
obtient x = 0.

Les formules de covariance ci-dessus et un changement de variables dans l’orbite H donnent (6..17).
L’assertion (i) de la Proposition 6.1, appliquée à l’action α̃× α̂× δ̃ de G×Ĝ×H, donne maintenant
l’égalité de support annoncée.

6.2..5 Actions à mise à l’échelle de trace

Supposons que τ soit une trace normale fidèle semifinie sur M satisfaisant τ ◦αs = eℓ(s)τ pour tout
s ∈ G, où ℓ : G → R est un homomorphisme continu. Considérons d’abord

x =
∫
G
φ(t)ut dt ∈ M ′ ∩ (M ⋊α G)

avec φ ∈ Cc(G,M). La commutation avec M donne φ(t)αt(a) = aφ(t) pour tout a ∈ M et t ∈ G.
Pour a ∈ M ∩ L1(M, τ), la cyclicité et la relation de mise à l’échelle donnent

τ(φ(t)αt(a)) = τ(aφ(t)) = τ(φ(t)a)
= e−ℓ(t)τ(αt(φ(t))αt(a)).

D’où αt(φ(t)) = eℓ(t)φ(t). En appliquant αs, on obtient la relation de translation

eℓ(t)∇(x)(s, t) = ∇(x)(s+ t, t).

Lorsque ℓ = 0, c’est l’invariance par translation qui produit la relation de résonance. Le théorème
suivant étend le calcul à un élément arbitraire du commutant relatif.

Théorème 6.7. Soit α : G ↷ M une action continue d’un groupe abélien localement compact.
Supposons qu’il existe un homomorphisme continu ℓ : G → R et une trace normale fidèle semifinie
τ sur M satisfaisant τ ◦ αs = eℓ(s)τ pour tout s ∈ G. Posons G0 = ker ℓ. Alors

M ′ ∩ (M ⋊α G) ⊂ M ⋊α|G0
G0.

De plus,
Sp
(

(α̃× α̂)
∣∣∣
M ′∩(M⋊αG)

)
⊂ {(p, t) ∈ Ĝ×G0 | p(t) = 1}.

Démonstration. Prenons x ∈ M ′ ∩ (M ⋊α G). Pour φ ∈ S(G) et ψ ∈ D(G), posons

X =
∫
G
α̃s(x)φ(s) ds,

Y =
∫
G
u∗
tψ(t) dt,

Z =
∫
G
u∗
t e
ℓ(t)ψ(t) dt.
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Soit τ̃ = τ ◦ TM . La formule modulaire du poids dual [Ha78a, Théorème 3.2(ii)] montre que Y est
entière pour στ̃ et que στ̃i (Y ) = Z. Un calcul direct identifie XY et ZX aux intégrales bilatérales
associées aux noyaux

Φ1(r, q) = φ(r)ψ(−r − q),
Φ2(r, q) = eℓ(−r−q)ψ(−r − q)φ(−q).

Puisque ψ est à support compact, eℓψ ∈ D(G). Chaque noyau est obtenu à partir d’un produit
tensoriel de fonctions de S(G) par tiré en arrière sous un automorphisme de groupe topologique
de G × G. Ainsi les deux noyaux appartiennent à S(G × G), et XY,ZX ∈ mTM

par le Théorème
6.4. Puisque mTM

est un M -bimodule, la formule (6..10) montre que les troncatures bilatérales par
des éléments de M ∩ L2(M, τ) appartiennent au domaine de τ̃ . De plus, X ∈ M ′ ∩ (M ⋊α G),
l’algèbre M est contenue dans le centralisateur de τ̃ , et στ̃i (Y ) = Z. Appliquons l’identité KMS à
X et a1/2Y a1/2. Pour tout a ∈ M+ ∩ L1(M, τ),

τ(TM(XY )a) = τ̃(a1/2XY a1/2)
= τ̃

(
στ̃i (a1/2Y a1/2)X

)
= τ̃

(
a1/2στ̃i (Y )a1/2X

)
= τ̃(a1/2ZXa1/2) = τ(TM(ZX)a).

Toutes les expressions impliquant τ̃ sont dans mτ̃ par (6..10), donc ce calcul n’utilise pas de valeur
unilatérale non définie du poids. La seconde égalité est obtenue en commutant X avec la copie
gauche de a1/2 et en appliquant KMS à X et a1/2Y a1/2. Ce dernier élément est entier et la troisième
égalité utilise que M est contenu dans le centralisateur de τ̃ . Enfin, στ̃i (Y ) = Z, et en commutant
X avec la copie droite de a1/2 on obtient la quatrième égalité. Ces fonctionnelles séparent M , donc
TM(XY ) = TM(ZX).

La définition de la distribution adaptée donne

TM(XY ) = ⟨∇(x), φ⊗ ψ⟩.

D’autre part,
ZX =

∫
G×G

u∗
t α̃s(x)eℓ(t)ψ(t)φ(s) ds dt

=
∫
G×G

α̃s−t(x)u∗
t e
ℓ(t)ψ(t)φ(s) ds dt

=
∫
G×G

α̃s(x)u∗
t e
ℓ(t)ψ(t)φ(s+ t) ds dt.

Par conséquent,
⟨∇(x), φ⊗ ψ⟩ =

〈
∇(x),

[
(s, t) 7−→ eℓ(t)φ(s+ t)ψ(t)

]〉
. (6..18)

Nous passons maintenant à la transformée de Fourier partielle. Soient a ∈ D(Ĝ) et b ∈ D(G), et
posons φ = ǎ ∈ S(G) et ψ = b. L’identité

F̌1
(
[(p, t) 7−→ eℓ(t)p(t)a(p)b(t)]

)
(s, t) = eℓ(t)φ(s+ t)ψ(t)

montre que (6..18) donne

⟨J (x), a⊗ b⟩ =
〈
J (x),

[
(p, t) 7−→ eℓ(t)p(t)a(p)b(t)

]〉
.
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Écrivons
m(p, t) = 1 − eℓ(t)p(t) ((p, t) ∈ Ĝ×G).

L’identité sur les tenseurs élémentaires ci-dessus dit que ⟨J (x),m(a⊗b)⟩ = 0. La multiplication par
m est continue sur D(Ĝ×G). En effet, la multiplication par p(t) a été traitée dans § 6.1..1, tandis
que eℓ(t) est lisse dans les variables de Lie et localement constante dans les variables totalement
disconnexes sur chaque stade de Bruhat. La densité des sommes finies de tenseurs élémentaires
donne donc

⟨J (x),mΦ⟩ = 0
(
Φ ∈ D(Ĝ×G)

)
. (6..19)

Si Φ ∈ D(Ĝ×G) est supporté là où m ne s’annule pas, le fait de division ci-dessus donne Ψ ∈ D(Ĝ×
G) avec mΨ = Φ. L’équation (6..19) donne alors ⟨J (x),Φ⟩ = 0. D’où supp(J (x)) ⊂ m−1({0}). La
Proposition 6.5 donne

Spα̃×α̂(x) ⊂ {(p, t) ∈ Ĝ×G | eℓ(t)p(t) = 1}.
Puisque |p(t)| = 1, l’égalité dans le dernier ensemble force ℓ(t) = 0 et p(t) = 1.
Puisque G0 est fermé, la formule de restriction coordonnée (6..2) donne Spα̂(x) ⊂ G0. Si t ∈ Spα̂(x)
et ν ∈ G⊥

0 , alors t ∈ G0 et donc ν(t) = 1. Ainsi l’action restreinte n’a que la fréquence triviale sur
x, et (6..3) donne α̂ν(x) = x pour tout ν ∈ G⊥

0 . Le théorème du point fixe dual [Ta03, Théorème
X.2.3] donne donc x ∈ (M ⋊α G)G⊥

0 = M ⋊α|G0
G0.

Enfin, x était arbitraire dans M ′ ∩ (M ⋊α G), et l’ensemble

{(p, t) ∈ Ĝ×G0 | p(t) = 1}

est fermé. En prenant la fermeture de l’union des spectres individuels, on prouve l’inclusion de
spectre annoncée pour l’action restreinte.

Corollaire 6.8. Supposons que α préserve une trace normale fidèle semifinie sur M . Alors

Sp
(

(α̃× α̂)
∣∣∣
M ′∩(M⋊αG)

)
⊂ {(p, t) ∈ Ĝ×G | p(t) = 1}.

Démonstration. Appliquons le Théorème 6.7 avec ℓ = 0.

6.2..6 Poids invariants

Supposons d’abord que α préserve un poids normal fidèle semifini ϕ et considérons

x =
∫
G
φ(t)ut dt ∈ M ′ ∩ (M ⋊α G)

avec φ ∈ Cc(G,M). La commutation avec M donne φ(t)αt(a) = aφ(t) pour tout a ∈ M et t ∈ G.
Fixons t ∈ G et posons c = φ(t). Supposons formellement que c soit entier pour σϕ et prenons
a ∈ M de sorte que les valeurs de poids ci-dessous soient définies. L’identité KMS, la relation de
commutation appliquée à α−t(a), et l’invariance de ϕ donnent

ϕ
(
aσϕ−i(c)

)
= ϕ(ca) = ϕ(α−t(a)c) = ϕ(aαt(c)).

Ainsi, formellement,
αt(φ(t)) = σϕ−i(φ(t)).
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Puisque α commute avec σϕ et ∇(x)(s, t) = αs(φ(t)), cela devient

∇(x)(s+ t, t) = σϕ−i(∇(x)(s, t)).

Nous utilisons les faits de lissage modulaire et KMS suivants pour justifier ce calcul.

Lemme 6.9. Soit N une algèbre de von Neumann, soit ϕ un poids normal fidèle semifini sur N ,
et posons σ = σϕ. Les assertions suivantes sont vraies. (i)(i)

1. Soit y ∈ N et soit φ ∈ S(R) à transformée de Fourier à support compact. Posons

σφ(y) =
∫
R
φ(v)σv(y) dv.

Alors σφ(y) est entier pour σ. L’inversion de Fourier étend φ en une fonction entière. Pour
z ∈ C, posons

φz(v) = φ(v − z) (v ∈ R).
Alors z 7→ φz est entière à valeurs dans S(R) et

σz(σφ(y)) = σφz(y) =
∫
R
φ(v − z)σv(y) dv (z ∈ C). (6..20)

De plus,
φ̂z(q) = e−iqzφ̂(q). (6..21)

Si P ⊂ N est une sous-algèbre de von Neumann globalement σ-invariante et y ∈ P ′ ∩ N ,
alors σz(σφ(y)) ∈ P ′ ∩N pour tout z ∈ C.

2. Si A ∈ N est entier pour σ et C ∈ mϕ, alors

AC, Cσ−i(A) ∈ mϕ, ϕ(AC) = ϕ
(
Cσ−i(A)

)
.

3. L’algèbre de Tomita Tϕ consiste en les éléments entiers a ∈ N tels que

σz(a) ∈ nϕ ∩ n∗
ϕ (z ∈ C).

Pour a, b ∈ Tϕ, la fonctionnelle

d 7−→ ϕ(b∗da) = ⟨πϕ(d)Λϕ(a),Λϕ(b)⟩ (d ∈ N)

est normale. Ces fonctionnelles séparent les points de N .

Démonstration. Nous prouvons d’abord l’assertion (i). Soit K le support de φ̂. Pour z ∈ C, la
fonction

q 7−→ e−iqzφ̂(q)
est supportée dans K, et sa dépendance en z est entière dans l’espace de Fréchet des fonctions lisses
supportées dans K. L’inversion de Fourier et (6..21) montrent que z 7→ φz est entière à valeurs
dans S(R). L’estimation ∥∥∥∥∫

R
h(v)σv(y) dv

∥∥∥∥ ≤ ∥h∥1∥y∥ (h ∈ L1(R))
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montre que z 7→ σφz(y) est entière en norme. Pour r ∈ R, un changement de variables donne

σr(σφ(y)) = σφr(y),

ce qui prouve (6..20). Si P est globalement invariante et y ∈ P ′ ∩ N , alors σv(y) ∈ P ′ ∩ N pour
tout v ∈ R. La formule (6..20) prouve l’assertion sur le commutant.

Nous prouvons maintenant l’assertion (ii). Écrivons C comme une somme finie d’éléments r∗s avec
r, s ∈ nϕ. Il suffit de considérer C = r∗s. Posons B = σ−i(A). Pour un élément entier a, la formule
standard de multiplication à droite

Λϕ(ra) = Jϕπϕ(σi/2(a))∗JϕΛϕ(r) (r ∈ nϕ)

montre que ra ∈ nϕ. Notons Ra l’opérateur borné correspondant. Appliquée à A∗ et B, la formule
donne

rA∗, sB ∈ nϕ, RB = R∗
A∗ .

D’où
AC = (rA∗)∗s, CB = r∗(sB)

appartiennent à mϕ. De plus,

ϕ(AC) = ⟨Λϕ(s), RA∗Λϕ(r)⟩
= ⟨RBΛϕ(s),Λϕ(r)⟩ = ϕ(CB).

Cela prouve l’assertion (ii). Nous prouvons enfin l’assertion (iii). Si a, b ∈ Tϕ et d ∈ N , alors
da ∈ nϕ et b∗da ∈ mϕ. La formule affichée dans l’assertion (iii) est la formule GNS, et elle définit
une fonctionnelle normale parce que πϕ est normale. Le sous-espace Λϕ(Tϕ) est dense dans l’espace
de Hilbert GNS et πϕ est fidèle. Les coefficients matriciels correspondants séparent donc N .

Le théorème suivant étend le calcul à un élément arbitraire du commutant relatif.

Théorème 6.10. Soit α : G↷M une action continue d’un groupe abélien localement compact qui
préserve un poids normal fidèle semifini ϕ. Alors

M ′ ∩ (M ⋊α G) ⊂ Mϕ ⋊α G.

De plus, on a
Sp
(

(α̃× α̂)
∣∣∣
M ′∩(M⋊αG)

)
⊂ {(p, t) ∈ Ĝ×G | p(t) = 1}.

Démonstration. Prenons x ∈ M ′ ∩ (M ⋊α G). Posons ϕ̃ = ϕ ◦ TM et σ = σϕ̃. L’invariance de ϕ
implique que α commute avec σϕ, et la formule modulaire du poids dual [Ha78a, Théorème 3.2(ii)]
montre que σ étend σϕ et fixe les unitaires canoniques. Ainsi M est globalement invariante sous σ,
et α̃ commute avec σ. Pour φ ∈ S(R), posons

σφ(x) =
∫
R
φ(v)σv(x) dv.
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L’estimation ∥σφ(x)∥ ≤ ∥φ∥1∥x∥ et la continuité en norme d’opérateur des évaluations de ∇
montrent que l’application (F, φ) 7→ ⟨∇(σφ(x)), F ⟩ est conjointement continue sur S(G×G)×S(R).
Le théorème du noyau donne donc une unique distribution

∇σ(x) ∈ S ′(G×G× R,M)

satisfaisant
⟨∇σ(x), F ⊗ φ⟩ = ⟨∇(σφ(x)), F ⟩ (6..22)

pour F ∈ S(G×G) et φ ∈ S(R). C’est (6..16) pour δ = σϕ.

Prenons ξ, η ∈ D(G) et φ ∈ S(R) dont la transformée de Fourier est à support compact. Posons

xξ =
∫
G
ξ(s)α̃s(x) ds,

X = σφ(xξ),

Y =
∫
G
u∗
tη(t) dt.

Le commutant relatif est globalement invariant sous α̃ et σ, donc xξ lui appartient. Le Lemme 6.9
montre que X est entier pour σ. Posons

ψ = φ−i = φ( · + i), Z = σ−i(X) = σψ(xξ).

Le Lemme 6.9 donne aussi ψ ∈ S(R),

ψ̂(q) = e−qφ̂(q), (6..23)

et X,Z ∈ M ′ ∩ (M ⋊α G).

Choisissons ρ ∈ S(G) avec
∫
G ρ(s) ds = 1 et posons

Φη(s, t) = ρ(s)η(−s− t).

Alors Φη ∈ S(G × G), et un changement de variables identifie Y à l’intégrale de l’assertion (i) du
Théorème 6.4 pour x = 1 et noyau Φη. Donc Y ∈ mTM

.

Puisque α̃ commute avec σ, un calcul direct donne

XY =
∫
G×G

α̃s(σφ(x))u∗
t ξ(s)η(t) ds dt,

Y Z =
∫
G×G

α̃s(σψ(x))u∗
t ξ(s+ t)η(t) ds dt.

Les deux noyaux appartiennent à D(G×G), donc le Théorème 6.4 donne XY, Y Z ∈ mTM
.

Fixons a, b ∈ Tϕ et posons C = b∗Y a. La formule (6..10), appliquée à Y , XY , et Y Z, donne

C, b∗XY a, b∗Y Za ∈ m
ϕ̃
.
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Puisque X et Z commutent avec M , on a XC = b∗XY a et CZ = b∗Y Za. L’assertion (ii) du Lemme
6.9, appliquée à X et C, donne l’égalité du milieu ci-dessous. La formule (6..10) identifie les valeurs
aux extrémités :

ϕ(b∗TM(XY )a) = ϕ̃(b∗XY a) = ϕ̃(XC)
= ϕ̃(CZ) = ϕ̃(b∗Y Za) = ϕ(b∗TM(Y Z)a).

L’assertion (iii) du Lemme 6.9 montre que les fonctionnelles d 7→ ϕ(b∗da) séparent M . Donc
TM(XY ) = TM(Y Z).

Par (6..22) et la formule directe pour ∇,

TM(XY ) = ⟨∇σ(x), ξ ⊗ η ⊗ φ⟩.

De plus,
Y Z =

∫
G×G×R

u∗
t α̃s(σv(x))η(t)ξ(s)φ(v + i) dt ds dv

=
∫
G×G×R

α̃s(σv(x))u∗
tη(t)ξ(s+ t)φ(v + i) dt ds dv.

Par conséquent,

⟨∇σ(x), ξ ⊗ η ⊗ φ⟩ =
〈
∇σ(x),

[
(s, t, v) 7−→ ξ(s+ t)η(t)φ(v + i)

]〉
. (6..24)

Identifions R̂ à R par les caractères v 7→ eiqv. Pour Φ ∈ S(Ĝ×G× R), posons

(F̌1,3Φ)(s, t, v) =
∫
Ĝ×R

p(s)eiqvΦ(p, t, q) dp dq

et définissons
⟨J σ(x),Φ⟩ = ⟨∇σ(x), F̌1,3Φ⟩.

Pour η et φ fixés, les deux membres de (6..24) dépendent continûment de ξ ∈ S(G). La densité
de D(G) dans S(G) étend donc cette identité à tout ξ ∈ S(G). Soient a ∈ D(Ĝ), b ∈ D(G), et
c ∈ D(R), et prenons ξ = ǎ, η = b, et φ = č. La formule (6..23) donne

F̌1,3
(
[(p, t, q) 7−→ p(t)e−qa(p)b(t)c(q)]

)
(s, t, v)

= ǎ(s+ t)b(t)č(v + i).

L’équation (6..24) donne donc〈
J σ(x),

[
(p, t, q) 7−→ (1 − p(t)e−q)a(p)b(t)c(q)

]〉
= 0.

Posons
m(p, t, q) = 1 − p(t)e−q ((p, t, q) ∈ Ĝ×G× R).

La multiplication parm est continue sur D(Ĝ×G×R). Sur chaque stade de Bruhat, la multiplication
par p(t) a la régularité établie dans § 6.1..1, tandis que e−q est lisse. La densité des sommes finies
de tenseurs élémentaires donne

mJ σ(x) = 0 dans D′(Ĝ×G× R,M).
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Si Φ ∈ D(Ĝ×G×R) est supporté là où m ne s’annule pas, le fait de division donne Ψ ∈ D(Ĝ×G×R)
avec mΨ = Φ. D’où ⟨J σ(x),Φ⟩ = 0, et supp(J σ(x)) ⊂ m−1({0}). La Proposition 6.6 donne
maintenant

Spα̃×α̂×σ(x) ⊂ {(p, t, q) | p(t)e−q = 1}.

La dernière égalité force q = 0 et p(t) = 1. La projection sur la coordonnée q, la formule (6..2)
et (6..3) montrent que x ∈ (M ⋊α G)

ϕ̃
. La description des points fixes des produits croisés [Ta03,

Corollaire X.1.22] donne
(M ⋊α G)

ϕ̃
= Mϕ ⋊α G.

Cela prouve la première assertion. La projection sur les coordonnées (p, t) donne

Spα̃×α̂(x) ⊂ {(p, t) ∈ Ĝ×G | p(t) = 1}.

Puisque x ∈ M ′ ∩ (M ⋊α G) était arbitraire, en prenant la fermeture de l’union de ces spectres
individuels on obtient le spectre annoncé de l’action restreinte.

6.2..7 Le commutant relatif pour les flots

Le Théorème 6.10 donne la dichotomie du commutant relatif pour les flots sur les facteurs. Pour
un groupe abélien localement compact G, définissons l’ensemble de résonance

RG = {(p, t) ∈ Ĝ×G | p(t) = 1}.

Proposition 6.11. Identifions R̂ à R en associant s ∈ R au caractère r 7→ eirs. Soit Σ < R × R
un sous-groupe fermé tel que

Σ ⊂ RR = {(s, t) ∈ R2 | st ∈ 2πZ}.

Alors soit Σ ⊂ R × {0}, soit Σ ⊂ {0} × R, soit Σ est discret.

Démonstration. Supposons que Σ ne soit pas discret. Choisissons une suite ((pn, tn))n∈N dans
Σ \ {(0, 0)} convergeant vers (0, 0). Puisque pntn ∈ 2πZ, on a pntn = 0 éventuellement. Après
passage à une sous-suite, soit tn = 0 pour tout n ∈ N, soit pn = 0 pour tout n ∈ N.

Dans le premier cas, fixons (p, t) ∈ Σ. Puisque (pn, 0) ∈ Σ et que Σ est un sous-groupe, on a
(p + pn, t) ∈ Σ pour tout n ∈ N. En appliquant la relation de résonance à (p, t) et (p + pn, t), on
obtient pnt ∈ 2πZ. En faisant tendre n vers l’infini, on obtient t = 0, et donc Σ ⊂ R × {0}.

Dans le second cas, le même argument donne Σ ⊂ {0} × R.

Preuve du Théorème I. Posons B = M ′ ∩ (M ⋊α R). Identifions R̂ à R en associant s ∈ R au
caractère r 7→ eirs. Puisque M est un facteur, la formule du point fixe dual et les générateurs du
produit croisé donnent

Bα̂ = C1, Bα̃ = Z(M ⋊α R).

Donc α̃× α̂ est ergodique sur B. Posons

β = (α̃× α̂)|B, K = ker(β) < R2.
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Son spectre d’Arveson global, son spectre de Connes et l’annulateur de son noyau coïncident par
(6..4). Ainsi

Σ = Sp(β) = Γ(β) = K⊥ ⊂ R2

est un sous-groupe fermé. Le Théorème 6.10 donne

Σ ⊂ RR = {(p, t) ∈ R2 | pt ∈ 2πZ}.

Par la Proposition 6.11, nous avons trois cas à considérer. Supposons d’abord que Σ ⊂ R× {0}. La
formule de restriction coordonnée (6..2) et (6..3) donnent B = Bα̂ = C1, donc B = Z(M ⋊α R). Si
Σ ⊂ {0} × R alors B = Bα̃ = Z(M ⋊α R). Cela prouve l’assertion (i) chaque fois que Σ n’est pas
discret.

Nous prouvons ensuite l’assertion (ii) lorsque Σ est discret. La Proposition 6.5, appliquée avec
N = B, montre que les sous-espaces propres joints engendrent B.

Si 0 ̸= c ∈ B est un opérateur propre joint en (p, t), alors c∗c et cc∗ appartiennent à Bα̃×α̂ = C1.
Après normalisation, c est unitaire. Puisque α̂s(c) = e−istc, l’élément x = cu∗

t est fixé par l’action
duale et appartient donc à M . Il est unitaire, et la relation c ∈ M ′ donne yx = xαt(y) pour tout
y ∈ M . Ainsi αt = Ad(x∗), et

c = v∗ut

pour l’unitaire v = x∗ ∈ M . Puisque les sous-espaces propres joints engendrent B, ces unitaires
engendrent B. Cela prouve l’assertion (ii).

Enfin, supposons que M ⋊α R soit un facteur et que α soit extérieur. Dans le premier cas, B =
Z(M ⋊α R) = C1. Dans le second cas, l’extériorité exclut tout temps intérieur t ̸= 0, tandis que
le sous-espace propre en t = 0 est scalaire. Donc à nouveau B = C1, ce qui signifie que α est
strictement extérieur.

Nous terminons la Sous-section 6.2. en précisant la relation avec le théorème du commutant relatif
de Connes–Takesaki annoncé dans la Section 1..

Proposition 6.12. Soit P une algèbre de von Neumann et soit ϕ un poids normal fidèle semifini
sur P . Alors

P ′ ∩ (P ⋊σϕ R) = Z(P ⋊σϕ R).

Démonstration. Soit (ut)t∈R les unitaires canoniques dans P ⋊σϕ R. Puisque l’action modulaire
préserve ϕ et est triviale sur Pϕ, le Théorème 6.10 donne

P ′ ∩ (P ⋊σϕ R) ⊂ Pϕ ⋊id R ⊂ P ⋊σϕ R.

L’algèbre du milieu commute avec us pour tout s ∈ R. Tout élément du membre de gauche commute
aussi avec P . Puisque le produit croisé est engendré par P et les unitaires (us)s∈R, cela donne

P ′ ∩ (P ⋊σϕ R) ⊂ Z(P ⋊σϕ R).

L’inclusion réciproque est immédiate.
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6.3. Rigidité d’extériorité stricte pour les groupes abéliens localement
compacts

6.3..1 Produits croisés et coefficients atomiques

Soit M une algèbre de von Neumann et soit α : G↷M une action ponctuellement faible∗ continue.
Posons B = M ′ ∩ (M ⋊α G) et écrivons u : G → U(M ⋊α G) pour la représentation unitaire
canonique, caractérisée par utxu∗

t = αt(x) pour x ∈ M et t ∈ G. Rappelons que α̃r = Ad(ur) et
que l’action duale est normalisée par

α̂ν(x) = x, α̂ν(ut) = ν(t)ut

pour x ∈ M , r, t ∈ G et ν ∈ Ĝ. Ces actions commutent et préservent B. La formule du point fixe
dual [Ta03, Théorème X.2.3] donne

Bα̂ = Z(M), Bα̃ = Z(M ⋊α G). (6..25)

En effet, un élément de Bα̃ commute avec M et avec ur pour tout r ∈ G, et est donc central dans
le produit croisé. La réciproque est immédiate.
Nous identifions Ĝ× Ĝ à Ĝ×G par

((r, ν), (p, t)) 7−→ p(r)ν(t).

Ainsi la première coordonnée spectrale jointe est duale à α̃, tandis que la seconde est duale à α̂.

La proposition suivante identifie les sous-espaces propres de α̂.

Proposition 6.13. Pour t ∈ G, posons

Bt = {b ∈ B | α̂ν(b) = ν(t)b pour tout ν ∈ Ĝ}.

Alors
Bt = {xut | x ∈ M, yx = xαt(y) pour tout y ∈ M}.

Si M est un facteur, alors Bt ̸= 0 si et seulement si αt ∈ Inn(M). Si αt = Ad(v) pour un certain
v ∈ U(M), alors Bt = Cv∗ut.

Démonstration. Si b ∈ M ⋊α G satisfait α̂ν(b) = ν(t)b pour tout ν ∈ Ĝ, alors bu∗
t est fixé par

l’action duale. Puisque (M ⋊α G)α̂ = M , on a b = xut pour un certain x ∈ M . La relation b ∈ M ′

est équivalente à
yx = xαt(y) (y ∈ M). (6..26)

Cela prouve la formule générale.

Supposons maintenant que M soit un facteur et x ̸= 0. En appliquant (6..26) à y∗ puis en prenant
les adjoints, on obtient x∗y = αt(y)x∗ pour tout y ∈ M . Donc x∗x et xx∗ sont centraux. Ainsi
x∗x = c1 et xx∗ = d1 pour certains c, d > 0, et (xx∗)x = x(x∗x) donne c = d. Par conséquent,
c−1/2x est un unitaire qui implémente α−1

t , donc αt est intérieur.

Réciproquement, si αt = Ad(v), alors v∗uty = v∗αt(y)ut = yv∗ut pour tout y ∈ M . Ainsi v∗ut ∈ B
et c’est un opérateur propre en t pour α̂. Si xut est un autre tel opérateur propre, alors (6..26)
implique que xv ∈ Z(M). Par conséquent x ∈ Cv∗.
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6.3..2 La propriété de projection de résonance

Pour un groupe abélien localement compact à base dénombrable général G, nous utilisons la pro-
priété suivante. Rappelons que

RG = {(p, t) ∈ Ĝ×G | p(t) = 1}.
Nous disons qu’un groupe abélien localement compact à base dénombrable G a la propriété de
projection de résonance lorsque, pour tout sous-groupe fermé Σ < Ĝ×G contenu dans RG, soit Σ
est discret, soit au moins une de ses projections coordonnées est discrète.

Exiger que tout sous-groupe résonant non discret soit contenu dans un axe de coordonnées serait
trop fort : cette propriété échoue déjà pour de nombreux groupes compacts et discrets. Nous exigeons
plutôt qu’une projection coordonnée soit discrète.
Proposition 6.14. Pour un groupe abélien localement compact à base dénombrable G, les assertions
suivantes sont équivalentes. (i)(i)

1. Le groupe G a la propriété de projection de résonance.
2. Tout sous-groupe fermé de G est discret ou cocompact.
3. Le groupe G est compact, discret, ou isomorphe à R × F pour un groupe abélien fini F .

Démonstration. Nous prouvons d’abord (i) ⇒ (ii). Supposons que G ait la propriété de projection
de résonance. Pour tout sous-groupe fermé K < G, le produit K⊥ ×K est un sous-groupe fermé de
RG. Si K est non discret et non cocompact, alors les deux projections coordonnées de ce produit
sont non discrètes. En effet, K⊥ ∼= Ĝ/K, et le dual d’un groupe abélien localement compact est
discret exactement lorsque le groupe est compact. Le produit est aussi non discret, contredisant la
propriété de projection de résonance.

Nous prouvons ensuite (ii) ⇒ (iii). Par le théorème de structure principal pour les groupes abéliens
localement compacts [HR79, Théorème 24.30], écrivons G ∼= Rn×H, où H a un sous-groupe ouvert
compact C. Supposons que tout sous-groupe fermé de G soit discret ou cocompact. Si n ≥ 2, une
copie coordonnée de R n’est ni discrète ni cocompacte. Donc n ≤ 1. Si n = 1 et C est infini, alors
{0} × C < G n’est ni discret ni cocompact, parce que son quotient a encore une coordonnée R.
Donc C est fini et H est discret. Le sous-groupe R × {0} doit alors être cocompact, donc H est
fini. Si n = 0, un C fini rend H discret. Un C infini est non discret et donc cocompact. Puisque C
est ouvert, le quotient compact H/C est aussi discret, donc fini. Ainsi H est compact.

Enfin, nous prouvons (iii) ⇒ (i). Supposons (iii). La propriété de projection de résonance est
immédiate pour G compact, puisque Ĝ est discret, et pour G discret. Soit G = R×F avec F fini, et
identifions Ĝ = R×F̂ . Soit Σ < Ĝ×G un sous-groupe fermé non discret contenu dans RG. Le groupe
ambiant est métrisable, donc il existe une suite (zj)j∈N dans Σ \ {(1, 0)} convergeant vers l’identité.
Les coordonnées finies s’annulent éventuellement, donc nous pouvons écrire zj = ((pj, 1), (tj, 0)),
où pj, tj → 0. La relation de résonance donne pjtj ∈ 2πZ, et donc pjtj = 0 éventuellement. Après
passage à une sous-suite, soit tj = 0 ̸= pj pour tout j ∈ N, soit pj = 0 ̸= tj pour tout j ∈ N.
Dans le premier cas, en appliquant la résonance à z + zj pour z = ((p, η), (t, f)) ∈ Σ, on obtient
pjt ∈ 2πZ. Il s’ensuit que t = 0, donc prG(Σ) ⊂ {0} × F , qui est discret. Le second cas donne de
même pr

Ĝ
(Σ) ⊂ {0} × F̂ .

Nous appliquons maintenant cette propriété au commutant relatif.

89



6.3..3 Rigidité pour les groupes ayant la propriété de projection de résonance

Proposition 6.15. Soit G ayant la propriété de projection de résonance. Soit M un facteur semifini
diffus et soit α : G↷M une action extérieure préservant la trace. Si M ⋊αG est un facteur, alors
α est strictement extérieur.

Démonstration. Conservons les notations de § 6.3..1. Puisque M et M⋊αG sont des facteurs, (6..25)
donne Bα̃ = Bα̂ = C1. Ainsi α̃× α̂ est ergodique sur B, et si

β = (α̃× α̂)|B, K = ker(β) < G× Ĝ,

alors (6..4) donne
Σ = Sp(β) = Γ(β) = K⊥ < Ĝ×G

comme sous-groupe fermé. Le Corollaire 6.8 donne K⊥ = Σ ⊂ RG.
Si Σ est discret, la Proposition 6.5 montre que les sous-espaces propres joints engendrent B et que
tout point de Σ est la valeur propre d’un opérateur propre joint non nul. Si (χ, t) ∈ Σ \ {(1, 0)},
choisissons un tel opérateur propre c. Si t ̸= 0, la Proposition 6.13 rend αt intérieur, contrairement
à l’extériorité. Si t = 0, alors c ∈ Bα̂ = C1 et χ = 1, ce qui est encore une contradiction. Donc
Σ = {(1, 0)}. L’assertion de génération de la Proposition 6.5 et Bα̃×α̂ = C1 donnent B = C1.

Supposons ensuite que P = pr
Ĝ

(Σ) soit discret. Un sous-groupe discret d’un groupe localement
compact est fermé. Pour tout b ∈ B, la formule (6..2) donne Spα̃(b) ⊂ pr

Ĝ
(Spα̃×α̂(b)) ⊂ P .

En prenant l’union fermée sur b ∈ B, on obtient Sp(α̃|B) ⊂ P . Fixons χ ∈ Sp(α̃|B) et choisissons
un voisinage ouvert U de χ tel que U ∩ P = {χ}. Par [Ta03, Lemme XI.1.3(v)], il existe 0 ̸= c ∈ B
avec Spα̃(c) ⊂ U . Puisque Spα̃(c) ⊂ Sp(α̃|B) ⊂ P , on a Spα̃(c) ⊂ {χ}. La formule (6..3) donne
donc α̃r(c) = χ(r)c pour tout r ∈ G. Puisque Bα̃ = C1, c∗c et cc∗ sont scalaires, donc après
normalisation c est unitaire. De plus, le sous-espace propre en χ est de dimension un : si d est
un autre élément de ce sous-espace propre, alors dc∗ ∈ Bα̃ = C1. Puisque α̃ et α̂ commutent, il
existe un caractère continu λ : Ĝ → T tel que α̂ν(c) = λ(ν)c. Pour voir la continuité, choisissons
ω ∈ B∗ avec ω(c) ̸= 0. Alors λ(ν) = ω(α̂ν(c))/ω(c), qui est continue en ν. La dualité de Pontryagin
donne t ∈ G avec λ(ν) = ν(t). Ainsi c est un opérateur propre joint en (χ, t). L’extériorité et
la Proposition 6.13 forcent t = 0. Il s’ensuit que c ∈ Bα̂ = C1, et donc χ = 1. Par conséquent
Sp(α̃|B) = {1}, donc B = Bα̃ = C1.

Supposons enfin que Q = prG(Σ) soit discret. La formule de restriction coordonnée donne Sp(α̂|B) ⊂
Q. Fixons t ∈ Sp(α̂|B) et choisissons un voisinage ouvert U de t tel que U ∩ Q = {t}. Par [Ta03,
Lemme XI.1.3(v)], il existe 0 ̸= c ∈ B avec Spα̂(c) ⊂ U . Puisque Spα̂(c) ⊂ Q, son spectre est
contenu dans {t}. La formule (6..3) donne α̂ν(c) = ν(t)c pour tout ν ∈ Ĝ. Puisque Bα̂ = C1, c∗c et
cc∗ sont scalaires, donc c est unitaire après normalisation. Si d est un autre élément du sous-espace
propre en t, alors dc∗ ∈ Bα̂ = C1. Ainsi ce sous-espace propre est de dimension un. Il est invariant
sous α̃, donc il existe un caractère continu χ ∈ Ĝ tel que α̃r(c) = χ(r)c pour tout r ∈ G. Pour
vérifier la continuité, choisissons ω ∈ B∗ avec ω(c) ̸= 0. Alors

χ(r) = ω(α̃r(c))
ω(c) (r ∈ G),
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qui est continue en r. Ainsi c est un opérateur propre joint en (χ, t). La Proposition 6.13 et l’exté-
riorité forcent t = 0. Alors c ∈ Bα̂ = C1, ce qui force aussi χ = 1. Par conséquent Sp(α̂|B) = {0}
et B = Bα̂ = C1.

6.3..4 Contre-exemples sur le facteur hyperfini II1

Nous montrons maintenant que tout groupe exclu par la Proposition 6.14 a un contre-exemple sur
le facteur hyperfini de type II1. La même construction s’applique à tout sous-groupe fermé non
discret et non cocompact.

Nous utilisons le fait que tout groupe localement compact à base dénombrable admet une action
gaussienne pmp mélangeante essentiellement libre [KPV15, Remark 1.1]. On peut prendre un
produit infini de l’action gaussienne associée à la représentation régulière gauche réelle.

Nous enregistrons aussi le critère de factorialité utilisé à la fin de la construction.

Lemme 6.16. Soit H un groupe localement compact à base dénombrable et soit (κ,w) une action
par cocycle borélien de H sur une algèbre de von Neumann P à prédual séparable. Supposons que
l’action induite sur Z(P ) = L∞(Y ) soit ergodique et essentiellement libre, au sens où presque tout
point de Y a un stabilisateur trivial. Alors P ⋊κ,w H est un facteur.

Démonstration. Posons Q = P ⊗ B(L2(H)), ah = κh ⊗ id, et u(h, k) = w(h, k) ⊗ 1. Soit λh
la représentation régulière gauche sur L2(H). Si MF désigne la multiplication par une fonction
borélienne bornée F à valeurs dans P sur H, définissons

vh = Ms7→w(h,h−1s)∗(1 ⊗ λh) ∈ U(Q).

Pour l = (hk)−1s, le coefficient de multiplication de vhah(vk)u(h, k) en s est

w(h, kl)∗κh(w(k, l)∗)w(h, k) = w(hk, l)∗.

Ici nous avons utilisé l’identité de cocycle w(h, k)w(hk, l) = κh(w(k, l))w(h, kl). Par conséquent,

vhah(vk)u(h, k) = vhk, βh = Ad(vh) ◦ ah

définit une action borélienne genuine sur Q. Puisque Q a un prédual séparable, son groupe
d’automorphismes est polonais et cet homomorphisme borélien est continu. L’action de β sur
Z(Q) = Z(P ) ⊗ 1 est l’action donnée sur le centre.

Dans le produit croisé tordu par (a, u), en multipliant son unitaire implémentant en h par vh, on
obtient une représentation implémentante genuine pour β. Ces générateurs donnent

Q⋊β H ∼= Q⋊a,u H ∼= (P ⋊κ,w H) ⊗ B(L2(H)).

Désintégrons Q sur son centre. La liberté essentielle rend le groupoïde de transformation H ⋉ Y
principal après avoir écarté un ensemble nul invariant. La formule du centre non tordu [Ya92,
Théorème 3.2(iii)] donne donc

Z(Q⋊β H) = Z(Q)β = L∞(Y )H = C1.

En retirant le facteur tensoriel de type I, on prouve l’assertion.
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Théorème 6.17. Soit G un groupe abélien localement compact à base dénombrable et soit K < G
un sous-groupe fermé. Supposons que K soit non discret et que G/K soit non compact. Alors il
existe une action extérieure préservant la trace α : G↷ R sur le facteur hyperfini de type II1 telle
que R⋊α G soit un facteur et R′ ∩ (R⋊α G) soit diffus.

Démonstration. Posons L = K̂ et H = G/K. L’application de restriction dans la suite exacte

0 −→ K⊥ ∼= Ĥ −→ Ĝ
r−→ L −→ 0

est surjective. Les groupes L et H sont non compacts. Choisissons un sous-groupe dénombrable
Λ < Ĝ tel que r(Λ) soit dense dans L et Λ0 = Λ ∩ K⊥ soit infini. C’est possible en prenant des
relèvements d’un sous-ensemble dénombrable dense de L et en adjoignant un sous-groupe dénom-
brable infini de K⊥ ∼= Ĥ. Nous regardons Λ comme un groupe discret.

Choisissons une action pmp mélangeante essentiellement libre ρ : L×H ↷ (Y, µ) sur un espace de
probabilité standard non atomique et une action de Bernoulli non triviale η : Λ ↷ (Z, ν). Puisque L
et H sont non compacts, les restrictions ρ|L et ρ|H sont mélangeantes et donc ergodiques. Puisque
Λ0 est infini, la restriction η|Λ0 est mélangeante et donc ergodique. L’action de Bernoulli η est
essentiellement libre. Posons A = L∞(Y ×Z). Pour ξ ∈ Λ et h ∈ H, définissons σξ = ρ(r(ξ),0) ⊗ηξ et
θh = ρ(0,h) ⊗ id. L’action σ est libre parce que η est libre. Elle est ergodique parce que la restriction
au sous-groupe infini Λ0 supprime d’abord la coordonnée Z et la densité de r(Λ) réduit ensuite la
coordonnée Y aux fonctions L-fixes. Ainsi M = A⋊σ Λ est un facteur de type II1. Le groupe Λ est
dénombrable et moyennable, donc sa relation d’orbite est hyperfinie par [CFW81, Main Théorème].
Par conséquent le facteur de l’espace mesuré de groupe est hyperfini et M ∼= R.

Pour g ∈ G, posons αg(a) = θg+K(a) pour a ∈ A et αg(uξ) = ξ(g)uξ pour ξ ∈ Λ. Les relations
de covariance montrent que c’est une action. Elle préserve la trace canonique. Les formules sont
continues en g sur l’algèbre du produit croisé algébrique. Puisque les automorphismes sont des L2-
isométries et que le produit croisé algébrique est L2-dense, l’action est ponctuellement L2-continue
et donc ponctuellement faible∗ continue sur M .

Nous prouvons d’abord l’extériorité. Si αg = Ad(v), alors v normalise l’algèbre de Cartan A. Posons
h = g + K. Si h ̸= 0, la restriction de Ad(v) à A placerait la transformation θh dans le groupe
complet de la relation d’orbite de σ par [FM77, Proposition 2.9]. Pour tout ξ ∈ Λ, l’ensemble
d’égalité de θh et σξ est nul par liberté de ρ et η. La dénombrabilité de Λ donne une contradiction.

Il reste à considérer g ∈ K. Dans ce cas αg fixe A point par point, donc v ∈ A. En comparant
sur les unitaires uξ, on obtient σξ(v) = ξ(g)v pour tout ξ ∈ Λ. Pour ξ ∈ Λ0, le scalaire de droite
vaut un. L’ergodicité de η|Λ0 rend donc v indépendant de la coordonnée Z. L’équation restante en
fait une fonction propre pour la sous-action dense r(Λ) de l’action mélangeante ρ|L. La continuité
étend le sous-espace invariant de dimension finie correspondant de r(Λ) à L. Le mélange de ρ|L
implique alors que v est scalaire. Il s’ensuit que ξ(g) = 1 pour tout ξ ∈ Λ. La densité de r(Λ) dans
K̂ donne g = 0.

Nous calculons ensuite le centre après croisement par K. Posons P = M ⋊α|K K. Nous regardons
P comme la sous-algèbre de von Neumann de M ⋊α G engendrée par M et les unitaires (Vk)k∈K .
Cette représentation de M ⋊α|K K est fidèle même lorsque K n’est pas ouvert. En effet, choisissons
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une section borélienne s : H → G. La désintégration de Weil exprime la représentation régulière
restreinte comme une intégrale directe sur H de représentations régulières K-covariantes dont les
représentations de M sont précomposées par α−s(h). Chaque représentation de fibre est fidèle, donc
leur intégrale directe l’est aussi.

Puisque αk fixe A point par point pour tout k ∈ K, la représentation fidèle ci-dessus identifie
A⋊id K = A⊗ L(K) à la sous-algèbre de P engendrée par A et L(K). Les générateurs satisfont

uξau
∗
ξ = σξ(a), VkuξV

∗
k = ξ(k)uξ,

uξVku
∗
ξ = r(ξ)(k)Vk

(a ∈ A, k ∈ K, ξ ∈ Λ).

Identifions L(K) à L∞(L) en envoyant Vk sur la fonction q 7→ q(k). Pour l ∈ L, soit τl(φ)(q) =
φ(q − l). Les relations des générateurs donnent un homomorphisme surjectif

Π : (A⊗ L∞(L)) ⋊σ̃ Λ −→ P,

où σ̃ξ = σξ ⊗ τr(ξ). Cet homomorphisme est fidèle. En effet, l’action duale de Λ̂ sur M commute
avec α|K , donc elle s’étend à P en fixant les unitaires Vk. Elle fixe A et multiplie chaque uξ par le
conjugué de la valeur du caractère correspondant. L’enveloppe des (A ⊗ L∞(L))uξ sur ξ ∈ Λ est
faible∗ dense dans P . Donc l’algèbre des points fixes de l’action duale est A⊗ L∞(L), et la moyen-
nisation donne une espérance conditionnelle fidèle EP sur cette algèbre. Soit E l’espérance fidèle
canonique sur le produit croisé. L’application Π entrelace E et EP et est l’identité sur A⊗ L∞(L).
Si x ≥ 0 et Π(x) = 0, alors Π(E(x)) = EP (Π(x)) = 0, et donc E(x) = 0. La fidélité de E donne
x = 0, donc Π est injective.

Ainsi
P ∼=

(
A⊗ L∞(L)

)
⋊σ̃ Λ. (6..27)

Nous utilisons la convention (σ̃ξf)(x) = f(ξ−1 · x) pour l’action correspondante sur les points. Le
changement de variables y0 = ρ(−q,0)(y) donne

ξ · (y, z, q) =
(
ρ(r(ξ),0)(y), ηξ(z), q + r(ξ)

)
,

ξ · (y0, z, q) =
(
y0, ηξ(z), q + r(ξ)

)
.

(6..28)

L’action sur Z ×L est libre. En effet, un point fixe pour ξ force r(ξ) = 0, et la liberté essentielle de
η force alors ξ = 0. Pour prouver l’ergodicité, soit F ∈ L∞(Z×L) invariant. L’invariance sous Λ0 et
l’ergodicité de η|Λ0 donnent F (z, q) = g(q) pour un certain g ∈ L∞(L). L’invariance sous Λ donne
g(q + r(ξ)) = g(q) pour tout ξ ∈ Λ. La densité de r(Λ) dans L et la continuité des translations
dans L2

loc(L) impliquent que g est constante. Ainsi C = L∞(Z × L) ⋊ Λ est un facteur. Dans les
coordonnées de (6..28), la décomposition (6..27) donne

P ∼= L∞(Y ) ⊗ C, Z(P ) = L∞(Y ). (6..29)

Ainsi M ′ ∩ (M ⋊α G) contient la sous-algèbre unifère diffuse Z(P ) = L∞(Y ).
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Enfin, choisissons une section borélienne s : H → G avec s(0) = 0 et posons c(h, l) = s(h) + s(l) −
s(h+ l) ∈ K. Définissons

κh = Ad(Vs(h))|P , w(h, l) = Vc(h,l),

κhκl = Ad(w(h, l))κh+l.

L’égalité
c(h, l) + c(h+ l,m) = c(l,m) + c(h, l +m)

donne
w(h, l)w(h+ l,m) = κh(w(l,m))w(h, l +m).

Ainsi (κ,w) est une action par cocycle borélien. Les représentations régulières définissantes donnent
M ⋊α G ∼= P ⋊κ,w H. En effet, la formule d’intégration de Weil et les coordonnées boréliennes
g = s(g + K) + k identifient les deux espaces de représentation régulière unitairement. Dans ces
coordonnées, les générateurs réguliers sont entrelacés, ce qui prouve la fidélité ainsi que la surjecti-
vité. L’isomorphisme est l’identité sur P et envoie l’unitaire implémentant tordu associé à h sur Vs(h).

Des choix différents d’un relèvement induisent le même automorphisme de Z(P ). Sous (6..29),
l’action résultante de H est exactement ρ|H . En effet, dans les coordonnées (y0, z, q), la conjugaison
par Vs(h) envoie y0 sur ρ(0,h)(y0). Sous P = L∞(Y )⊗C, le centre est L∞(Y )⊗C1, donc la restriction
de κh au centre est ρ(0,h). Cette action est essentiellement libre et ergodique. Le Lemme 6.16 donne
donc Z(M ⋊α G) = C1. Ainsi M ⋊α G est un facteur.

Il reste à prouver que tout le commutant relatif B = M ′ ∩ (M ⋊α G) est diffus. L’action duale sur
B est ergodique parce que

Bα̂ = B ∩M = Z(M) = C1.
Par la Proposition 6.13 et l’extériorité de α, tout opérateur propre pour cette action est scalaire.
Supposons que B ait une projection minimale. La somme atomique de B est alors non nulle et
invariante sous tout automorphisme, donc l’ergodicité rend B atomique. Puisque B a un prédual
séparable, son centre a un nombre dénombrable d’atomes. L’action duale est transitive sur ces
atomes, puisque la somme sur toute orbite est une projection centrale invariante. Le stabilisateur
J < Ĝ d’un atome central z est ouvert. En effet, un état normal supporté sur z ne prend que les
valeurs 0 et 1 sur ses translatés, et la continuité fait que sa valeur vaut 1 près de l’identité. S’il
y a plus d’un atome central, un caractère non trivial du quotient abélien discret Ĝ/J donne un
opérateur propre non scalaire dans Z(B), une contradiction.

Ainsi B est un facteur de type I. Pour chaque ν ∈ Ĝ, choisissons un unitaire v ∈ B implémentant
α̂ν |B. La commutativité de l’action duale implique que α̂η(v)v∗ est scalaire pour tout η ∈ Ĝ.
Ces scalaires forment un caractère continu, donc v est un opérateur propre et doit être scalaire.
L’action est donc triviale, et l’ergodicité donne B = C1. Cela contredit la sous-algèbre unifère
diffuse Z(P ) ⊂ B. Donc B n’a pas de projection minimale et est diffus.

Théorème 6.18. Soit G un groupe abélien localement compact à base dénombrable. Les assertions
suivantes sont équivalentes. (i)(i)

1. Pour tout facteur semifini diffus M et toute action préservant la trace α : G↷M , l’action α
est strictement extérieure si et seulement si Γ(α) = Ĝ et α est extérieure.
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2. Tout sous-groupe fermé de G est soit discret, soit cocompact.
3. Le groupe G est compact, discret, ou isomorphe à R × F pour un groupe abélien fini F .
4. Il n’existe pas d’action extérieure préservant la trace α : G ↷ R telle que R ⋊α G soit un

facteur et R′ ∩ (R⋊α G) soit diffus.

Démonstration. Nous prouvons d’abord (ii) ⇐⇒ (iii). La Proposition 6.14 prouve cette équivalence.

Nous prouvons ensuite (ii) ⇒ (i). Supposons (ii). Alors G a la propriété de projection de résonance.
Soient M et α comme dans (i). Si Γ(α) = Ĝ et α est extérieure, alors [Ta03, Théorème XI.2.7(iv)]
montre que M ⋊α G est un facteur. La Proposition 6.15 implique que α est strictement extérieure.
Réciproquement, si α est strictement extérieure, alors M ⋊α G est un facteur parce que son centre
est contenu dans M ′ ∩ (M ⋊α G). Par [Ta03, Théorème XI.2.7(iv)], on a Γ(α) = Ĝ, tandis que la
Proposition 6.13 montre que α est extérieure. Cela prouve l’implication.

Nous prouvons ensuite (i) ⇒ (iv). Supposons (i) et supposons qu’il existe une action extérieure
préservant la trace α : G ↷ R telle que R ⋊α G soit un facteur et R′ ∩ (R ⋊α G) soit diffus. La
factorialité de R ⋊α G donne Γ(α) = Ĝ. L’assertion (i) rendrait alors α strictement extérieure,
contredisant la diffusion de R′ ∩ (R⋊α G). Cela prouve l’implication.

Enfin, nous prouvons (iv) ⇒ (ii) par contraposition. Supposons que (ii) échoue. Il existe un sous-
groupe fermé K < G qui n’est ni discret ni cocompact. Le Théorème 6.17 donne une action
extérieure préservant la trace α : G ↷ R telle que R ⋊α G soit un facteur et R′ ∩ (R ⋊α G) soit
diffus. Ainsi (iv) échoue. Cela prouve la contraposée et achève la preuve.

7. Résonance pour l’action bicentralisatrice jointe
Pour les actions de groupes abéliens localement compacts sur les facteurs de type II1 à spectre
de Connes plein, nous prouvons un théorème de résonance pour l’action jointe du groupe original
et de l’action bicentralisatrice duale. Si Σ désigne son spectre, la relation p(t′)p′(t) = 1 est vraie
pour tous (p, t), (p′, t′) ∈ Σ. Pour les flots à spectre de Connes plein, la géométrie de cette relation
donne un spectre discret ou un spectre contenu dans un axe de coordonnées. Les résultats sur les
opérateurs propres et les points fixes identifient alors les bicentralisateurs analytique et algébrique
dans les trois cas. En particulier, de tels flots extérieurs ont un bicentralisateur trivial, ce qui
prouve le Théorème F et achève la preuve du Théorème A.

Une idée clé est l’interprétation de la conjecture du bicentralisateur comme une propriété de point
fixe pour l’action bicentralisatrice duale à l’intérieur du produit croisé, similaire au Théorème 5.18.
Cette idée apparaît déjà dans [Ma25]. Un argument technique remarquable, trouvé par GPT-6,
consiste à appliquer le Théorème 5.18 à l’intérieur d’une représentation GNS construite à partir d’un
état singulier sur le produit croisé. Cela fournit une algèbre traciale finie dans laquelle les relations
de commutation requises sont vraies. La fonction de Plancherel exprime ces relations sur un espace
de Hilbert, où la comparaison de la multiplication à gauche et à droite donne l’identité de résonance.
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7.1. Pourquoi la propriété de résonance devrait-elle être vraie ?
Soit α : G ↷ (M, τ) une action préservant la trace d’un groupe abélien localement compact avec
Γ(α) = Ĝ. Si la conjecture du bicentralisateur est vraie alors

B(M,α) = b(M,α).

La proposition suivante montre que le spectre de l’action bicentralisatrice jointe est le même que le
spectre de l’action jointe sur le commutant relatif étudié dans la section précédente et pour lequel
nous avons établi la propriété de résonance.

Proposition 7.1. Soit
γ : α|b(M,α) × βb(M,α)

l’action bicentralisatrice jointe restreinte à b(M,α). Alors nous avons

Sp(γ) = Sp((α̃× α̂)|M ′∩(M⋊αG).

En particulier Sp(γ) ⊂ RG.

Démonstration. Nous savons que N = b(M,α) ⋊α G est aussi le produit croisé de M ′ ∩ (M ⋊α G)
par la même copie de G. L’action duale par rapport à cette décomposition en produit croisé est
donnée par p 7→ α̂−pβ̃p.
Sur N , nous avons trois actions qui commutent α̂, α̃ et β̃. Cela fournit une action jointe de

σ = α̂× α̃× β̃ : Ĝ×G× Ĝ↷ N.

Nous avons
Ĝ× Sp(γ) = Sp(σ).

Puisque M ′ ∩ (M⋊α) est l’algèbre des points fixes sous l’action p 7→ α̂−pβ̃p, nous savons aussi que

(t, p, t) ∈ Sp(σ)

si et seulement si
(t, p) ∈ Sp((α̂× α̃)|M ′∩(M⋊αG).

Cela montre que
Sp(γ) = Sp((α̃× α̂)|M ′∩(M⋊αG).

7.2. Une interprétation en termes de points fixes de la conjecture du
bicentralisateur

Soit α : G ↷ (M, τ) une action préservant la trace d’un groupe abélien localement compact avec
Γ(α) = Ĝ.

Nous désignons par
uα : G → U(M ⋊α G)
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la mise en œuvre unitaire naturelle de α dans le produit croisé.

Nous désignons par α̂ : Ĝ ↷ M ⋊α G l’action duale de α. Nous désignons par α̃ = Ad(uα)
l’extension naturelle de α en une action intérieure sur M ⋊α G.

Fixons un ultrafiltre cofinal ω suffisamment grand. Nous regardons M⋊αG dans l’algèbre ambiante
commune Mω

α ⋊αω G. Puisque Mω,α est fixé point par point par αω, nous avons

(Mω,α)′ ∩ (Mω
α ⋊αω G) = ((Mω,α)′ ∩Mω

α ) ⋊αω G.

En prenant l’intersection avec M ⋊α G, nous obtenons

(Mω,α)′ ∩ (M ⋊αω G) = ((Mω,α)′ ∩M) ⋊αω G = B(M,α) ⋊α G

Par conséquent, nous pouvons considérer B(M,α) ⋊α G comme un bicentralisateur relatif dans le
produit croisé semifini :

B(M ⊂ M ⋊α G,α) = B(M,α) ⋊α G.

Il est aussi possible de définir une action bicentralisatrice duale

Ĝ↷ B(M ⊂ M ⋊α G,α)

mais elle n’est pas donnée par l’extension naturelle

β̃ : Ĝ↷ B(M,α) ⋊α G

qui fixe uα. En effet, si nous prenons p ∈ Ĝ et v ∈ U(Mω
α ) tels que

αωg (v) = ⟨p, g⟩v, (g ∈ G),

alors nous avons Ad(v) = β̃p ◦ α̂p−1 . Ainsi, l’action bicentralisatrice duale

δ : Ĝ↷ B(M ⊂ M ⋊α G,α)

est donnée par
δp = β̃p ◦ α̂p−1 , (p ∈ Ĝ).

La proposition suivante met en évidence l’importance de cette construction. C’est l’analogue de
[Ma25, Proposition 8.6] (dans le cas M = N).

Proposition 7.2. Nous avons B(M,α) = b(M,α) si et seulement si

B(M ⊂ M ⋊α G,α)δ = M ′ ∩ (M ⋊α G).

Démonstration. Posons P = M ⋊α G, R = M ′ ∩ P , et C = B(M ⊂ P, α) = B(M,α) ⋊α G. La
construction précédente donne

δp(ug) = p(g)ug, δp(z) = z (p ∈ Ĝ, g ∈ G, z ∈ M ′ ∩ (M ⋊α G).
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La seconde égalité découle aussi directement de la mise en œuvre dans les ultrapuissances, puisque
tout unitaire représentant appartient à M et commute donc avec R. La caractérisation de Takesaki
[Ma25, Théorème 1.5] donne

B(M ⊂ M ⋊α G) =
(
B(M ⊂ M ⋊α G)δ ∪ {ug | g ∈ G}

)′′
.

D’autre part, la Proposition 2.18 donne

b(M ⊂ M ⋊α G) =
(
(M ′ ∩ (M ⋊α G)) ∪ {ug | g ∈ G}

)′′
.

Ainsi (b(M ⊂ M ⋊α G),M ′ ∩ (M ⋊α G), u) est une G-extension scindée et δ|b(M⊂M⋊αG) fixe M ′ ∩
(M ⋊α G) tout en multipliant ug par p(g). La même caractérisation donne donc b(M,α) ⋊α G

δ =
M ′ ∩ (M ⋊α G). Si B(M,α) = b(M,α), alors et donc B(M ⊂ M ⋊α G)δ = M ′ ∩ (M ⋊α G).
Réciproquement, B(M ⊂ M ⋊α G)δ = M ′ ∩ (M ⋊α G) rend identiques les formules de génération
affichées pour B(M ⊂ M ⋊α G) et b(M ⊂ M ⋊α G). En intersectant avec M , ou en prenant les
points fixes de l’action duale originale α̂, on obtient B(M,α) = b(M,α).

Ainsi la conjecture du bicentralisateur pour α serait résolue si nous pouvions appliquer le Théorème
5.18 avec N = M ⋊α G. Malheureusement, nous ne pouvons pas appliquer le Théorème 5.18
directement parce que M⋊αG ne porte pas d’état tracial normal. Nous surmonterons partiellement
cette difficulté en utilisant un état tracial sur le produit croisé qui n’est pas normal.

7.3. Un état tracial singulier sur le produit croisé
Soit α : G↷ (M, τ) une action continue préservant la trace d’un groupe abélien localement compact
avec Γ(α) = Ĝ. Nous conservons cette hypothèse dans tout le reste de cette section. Nous utilisons
la notation

λ(φ) =
∫
G
φ(t)ut dt (φ ∈ L1(G))

et l’isomorphisme naturel
λ̂ : L∞(Ĝ) −→ L(G)

caractérisé par
λ̂(φ̂) = λ(φ) (φ ∈ L1(G)).

En particulier, λ̂(ψ) est le multiplicateur spectral de u correspondant à la convention ut(p) = p(t).

Posons τ̃ = τ ◦ TM , la trace normale fidèle semifinie sur M ⋊α G. Soit EL(G) : M ⋊α G → L(G)
l’espérance conditionnelle normale fidèle canonique de (5..25), déterminée par

EL(G)(aut) = τ(a)ut (a ∈ M, t ∈ G).

Nous identifions L(G) à L∞(Ĝ) par λ̂ et écrivons τG pour l’intégration de Haar. Alors τ̃ = τG◦EL(G).

Puisque Ĝ est moyennable, choisissons des ensembles compacts symétriques (Fi)i∈I avec 0 <
µ(Fi) < ∞ tels que

µ((FiK) \ Fi)
µ(Fi)

−→ 0 (K ⋐ Ĝ, 1 ∈ K). (7..1)
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Fixons un ultrafiltre cofinal V sur I et posons

mi(f) = 1
µ(Fi)

∫
Fi

f(p) dp, m(f) = lim
i→V

mi(f) (f ∈ L∞(Ĝ)). (7..2)

La condition de Følner rend l’état m invariant par translation. La symétrie des Fi le rend invariant
sous l’inversion.

Soit ei = λ̂(1Fi
). Définissons des états normaux ρi et un état ρ sur M ⋊α G par

ρi(x) = τ̃(eixei)
µ(Fi)

= mi

(
EL(G)(x)

)
, ρ(x) = m

(
EL(G)(x)

)
= lim

i→V
ρi(x).

La seconde expression pour ρi découle de la bimodularité de EL(G). Nous utilisons la seminorme
∥x∥2,ρ = ρ(x∗x)1/2.
Proposition 7.3. L’état ρ a les propriétés suivantes. (i)(i)

1. La partie α̃-continue en norme (M ⋊α G)c est contenue dans le centralisateur de ρ.
2. La restriction de ρ à M est τ , et M est contenue dans le centralisateur de ρ.

Démonstration. Nous estimons d’abord les commutateurs des projections spectrales ei. Supposons
que a ∈ M ⋊αG ait un α̃-spectre compact, contenu dans un ensemble compact symétrique K ⊂ Ĝ
avec 1 ∈ K. Le transfert spectral donne

(1 − ei)aei = λ̂(1(FiK)\Fi
)aei.

Par conséquent,
∥(1 − ei)aei∥2

2,τ̃ ≤ ∥a∥2µ((FiK) \ Fi).
La même borne s’applique à a∗. Les deux coins hors diagonale de [ei, a] sont orthogonaux dans
L2(M ⋊α G, τ̃), donc

∥[ei, a]∥2
2,τ̃ ≤ 2∥a∥2µ((FiK) \ Fi).

Il s’ensuit que
∥[ei, a]∥2,τ̃√

µ(Fi)
−→ 0. (7..3)

Les éléments de α̃-spectre compact sont denses en norme dans (M ⋊α G)c. Puisque

∥[ei, a− c]∥2,τ̃ ≤ 2
√
µ(Fi) ∥a− c∥,

(7..3) vaut pour tout a dans cette partie continue. En séparant [ei, a] en ses coins hors diagonale et
en appliquant Cauchy–Schwarz, on obtient

|ρi(az) − ρi(za)| ≤
2∥z∥ ∥[ei, a]∥2,τ̃√

µ(Fi)
(z ∈ M ⋊α G).

En prenant l’ultralimite, on prouve (i).

La formule pour l’espérance donne ρi|M = τ , donc ρ|M = τ . Pour a, c ∈ M , la tracialité de τ̃ et
cette formule de restriction donnent

∥(a− c)ei∥2,τ̃ = ∥ei(a− c)∥2,τ̃ =
√
µ(Fi) ∥a− c∥2.

Tout a ∈ M peut être approché en ∥ · ∥2 par des éléments de α-spectre compact. Ainsi (7..3) vaut
pour tout a ∈ M , et l’estimation précédente prouve (ii).
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7.4. La fonction de Plancherel
Nous introduisons la fonction de Plancherel sur le produit croisé, adaptée à la norme ∥ · ∥2,ρ. Nous
prenons le produit scalaire sur L2(M) linéaire en la première variable. Nous identifions L(G) à
L∞(Ĝ) par λ̂. Nous désignons par L∞(Ĝ,L2(M)) l’espace de Banach des champs mesurables bornés
de Ĝ dans L2(M). C’est le dual de L1(Ĝ,L2(M)) via l’appariement tracial bilinéaire. Les champs
à valeurs hilbertiennes sont entendus comme localement fortement mesurables. Deux champs sont
identifiés lorsqu’ils coïncident presque partout sur tout ensemble mesurable de mesure de Haar finie.

Proposition 7.4. Il existe une unique application linéaire faible∗-faible∗ continue

ϑ : M ⋊α G −→ L∞(Ĝ,L2(M))

telle que
ϑ(aλ̂(ψ)) = ψâ, (a ∈ M, ψ ∈ L∞(Ĝ)).

L’application ϑ est injective et satisfait

∥ϑ(x)∥∞ ≤ ∥x∥, ∥x∥2
2,ρ = m

(
p 7−→ ∥ϑ(x)(p)∥2

2

)
.

Si x ∈ (M ⋊αG) ∩ L2(M ⋊αG, τ̃), alors ϑ(x) ∈ L2(Ĝ,L2(M)) et elle est donnée par l’identification
de Plancherel usuelle.

L’application ϑ satisfait les identités suivantes

ϑ(ax) = aϑ(x) (a ∈ M, x ∈ M ⋊α G),
ϑ(xλ̂(ψ)) = ψϑ(x) (ψ ∈ L∞(Ĝ), x ∈ M ⋊α G),

⟨ϑ(x), ϑ(y)⟩ = EL(G)(y∗x) (x, y ∈ M ⋊α G).

Ici le produit scalaire de deux champs est pris ponctuellement. Elle satisfait aussi la formule de
covariance

ϑ(α̂q(x))(p) = ϑ(x)(pq) (q ∈ Ĝ, x ∈ M ⋊α G).

Si un automorphisme préservant la trace θ ∈ Aut(M) commute avec α et si θ̃ est son extension à
M ⋊α G qui fixe uα, alors

ϑ(θ̃(x)) = U θϑ(x) (x ∈ M ⋊α G),

où U θâ = θ̂(a) pour a ∈ M . Si B ⊂ M est une sous-algèbre globalement α-invariante et x ∈
B ⋊α|B G, alors la fonction de Plancherel de x prend ses valeurs dans L2(B).

Démonstration. Pour ψ ∈ L1(Ĝ) et a ∈ M , définissons ω(ψ, a) ∈ (M ⋊α G)∗ par

ω(ψ, a)(x) =
∫
Ĝ
ψ(p)EL(G)(ax)(p) dp.

L’inégalité de Cauchy–Schwarz conditionnelle et EL(G)(aa∗) = τ(aa∗)1 donnent

∥EL(G)(ax)∥∞ ≤ ∥EL(G)(aa∗)∥1/2
∞ ∥EL(G)(x∗x)∥1/2

∞ ≤ ∥a∥2∥x∥.
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D’où
|ω(ψ, a)(x)| ≤ ∥ψ∥1∥a∥2∥x∥.

Ainsi ω s’étend en une application bilinéaire contractante sur L1(Ĝ)×L2(M), puis en une contraction

ω : L1(Ĝ)⊗̂L2(M) = L1(Ĝ,L2(M)) −→ (M ⋊α G)∗.

Définissons ϑ = ω∗ en utilisant l’appariement bilinéaire fixé ci-dessus. Elle est faible∗-faible∗ conti-
nue et contractante, et elle satisfait∫

Ĝ
ψ(p)⟨ϑ(x)(p), â∗⟩ dp =

∫
Ĝ
ψ(p)EL(G)(ax)(p) dp.

Puisque EL(G)(abλ̂(φ)) = τ(ab)φ, cela donne

ϑ(bλ̂(φ)) = φb̂ (b ∈ M, φ ∈ L∞(Ĝ)).

L’enveloppe linéaire de ces produits est faible∗ dense dans M ⋊αG, puisqu’elle contient chaque but.
Cela prouve aussi l’unicité.

Pour x = aλ̂(ψ) et y = bλ̂(φ), la bimodularité de EL(G) donne

⟨ϑ(x), ϑ(y)⟩ = ψφ τ(b∗a) = EL(G)(y∗x).

Après intégration contre une fonction de L1(Ĝ), les deux membres sont séparément faible∗ continus
en x et y. Pour le membre de gauche, cela découle du fait que le produit d’une fonction scalaire
L1 et d’un champ borné à valeurs dans L2(M) appartient à L1(Ĝ,L2(M)). La densité faible∗ étend
donc cette identité à tous x, y ∈ M ⋊α G. En prenant y = x, on obtient

∥ϑ(x)(p)∥2
2 = EL(G)(x∗x)(p) presque partout.

La fidélité de EL(G) prouve l’injectivité de ϑ, et en appliquant m on prouve la formule annoncée
pour ∥x∥2,ρ. L’intégration contre la mesure de Haar donne aussi∫

Ĝ
∥ϑ(x)(p)∥2

2 dp = τ̃(x∗x).

Ainsi ϑ est une isométrie sur (M ⋊α G) ∩ L2(M ⋊α G, τ̃). Pour a ∈ M et f ∈ L1(G) ∩ L2(G), nous
avons ϑ(aλ(f)) = f̂ â. L’enveloppe linéaire de ces éléments est dense dans L2(M ⋊α G, τ̃), donc
cette isométrie coïncide avec l’identification de Plancherel usuelle.
Les deux identités de module découlent de leur vérification sur les produits bλ̂(φ) et de la continuité
faible∗. Les formules de covariance et d’équivariance découlent de la même manière de

α̂q(bλ̂(φ)) = bλ̂
(
p 7→ φ(pq)

)
, θ̃(bλ̂(φ)) = θ(b)λ̂(φ).

Enfin, l’enveloppe des bλ̂(φ) avec b ∈ B est faible∗ dense dans B ⋊α|B G. Son image est contenue
dans le sous-espace faible∗ fermé L∞(Ĝ,L2(B)), ce qui prouve la dernière assertion.

Pour tout a ∈ M et x ∈ M ⋊α G, nous avons la propriété de module à gauche ϑ(ax) = aϑ(x).
Cependant, la propriété de module à droite ϑ(xa) = ϑ(x)a échoue. Mais il est crucial pour nous de
pouvoir calculer ϑ(xa). Cela est réalisé par la proposition suivante.
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Proposition 7.5. Prenons x ∈ M ⋊α G et a ∈ M tels que Spα̂(x) et Spα(a) soient compacts.
Choisissons h ∈ D(G) et k ∈ D(Ĝ) égaux à 1 sur des voisinages de ces spectres respectifs, et posons

Φ(t, r) = h(t)k(r)r(t).

Alors Φ ∈ D(G× Ĝ) et

ϑ(xa) =
[
p 7−→

∫
Ĝ×G

Φ̂(q, s)ϑ(x)(pq−1)α−s(a) dq ds
]
.

L’intégrale est une intégrale de Bochner dans L2(M) pour chaque p.

Démonstration. Les deux membres de l’identité annoncée sont normaux en x après appariement
avec tout Z ∈ L1(Ĝ,L2(M)). Pour le membre de droite, cela découle de la normalité de ϑ et du
théorème de Fubini. Plus explicitement, après le changement de variable r = pq−1, son intégrande
prédual teste ϑ(x)(r) contre

r 7−→ Z(rq)α−s(a∗).
Cette fonction dépend continûment de (q, s) dans L1(Ĝ,L2(M)), et sa norme est au plus ∥Z∥1∥a∥.
En multipliant ce champ test par Φ̂(q, s) et en intégrant en (q, s), on obtient un élément de
L1(Ĝ,L2(M)). En l’appariant avec ϑ(x), on définit la fonctionnelle normale requise, puisque le
produit scalaire est linéaire en sa première variable.

En raison de la normalité des deux membres, il suffit de vérifier l’identité annoncée pour x = cut
où c ∈ M et t ∈ G avec h(t) = 1.

Le calcul de Schwartz–Bruhat donne Φ ∈ D(G × Ĝ) et Φ̂ ∈ L1(Ĝ × G). Puisque k = 1 près de
Spα(a), nous avons αǩ(a) = a. L’inversion de Fourier donne donc∫

Ĝ×G
Φ̂(q, s)q(t)α−s(a) dq ds = h(t)

∫
G
ǩ(−t− s)α−s(a) ds

= h(t)αt(αǩ(a))
= h(t)αt(a).

Pour x = cut, le membre de droite proposé est donc

p(t)ĉ
∫
Ĝ×G

Φ̂(q, s)q(t)α−s(a) dq ds = h(t)p(t)ĉαt(a).

Cela vaut ϑ(cuta)(p) chaque fois que h(t) = 1.

7.5. Le bicentralisateur dans la représentation GNS
Posons B = B(M,α) et notons β : Ĝ↷ B son action bicentralisatrice duale. Posons

B̃ = B ⋊α G ⊂ M ⋊α G

et écrivons TB pour la restriction de TM à B̃. Puisque α|B et β commutent, β s’étend en une action
β̃ sur B̃ fixant chaque ut. Définissons

δp = β̃p ◦ α̂p−1 , B† = B̃δ, α†
t = Ad(ut)|B† .
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Proposition 7.6. Il existe une décomposition en produit croisé

B̃ = B† ⋊α† G

et un état tracial normal fidèle α†-invariant τ † sur B† tels que

τ̃ |
B̃

= τ |B ◦ TB = τ † ◦ TB† ,

où
TB† =

∫
Ĝ
δp dp, EL(G)(x) = τ †(x)1 (x ∈ B†).

L’action duale est α̂†
p = δp−1.

Démonstration. Notre convention pour l’action duale donne

δp(ut) = p(t)ut.

Ainsi ut normalise B†. La caractérisation des produits croisés de von Neumann [Na77, Théorème
8.1], appliquée à B̃, à l’action p 7→ δp−1 , et à la représentation u, donne la décomposition annoncée.
L’isomorphisme résultant est l’identité sur B† et envoie les unitaires implémentants canoniques sur
ut. Son action duale est donc α̂†

p = δp−1 .
Puisque β préserve τ , nous avons

EL(G) ◦ β̃p = EL(G) sur B̃.

Donc EL(G) entrelace δp avec la translation f(r) 7→ f(rp−1) sur L∞(Ĝ). Sa restriction à B† est
scalaire et définit un état normal fidèle τ †. L’identité EL(G) ◦ α̃t = EL(G) donne l’invariance sous α†.

Pour x ∈ B̃+, posons f = EL(G)(x). L’équivariance, la normalité et l’invariance de Haar donnent

τ †(TB†(x))1 =
∫
Ĝ

EL(G)(δp(x)) dp

=
(∫

Ĝ
f(p) dp

)
1.

Ce sont des égalités d’éléments positifs étendus. Ainsi

τ † ◦ TB† = τG ◦ EL(G) = τ̃ |
B̃
.

Le groupe modulaire de ce poids dual se restreint au groupe modulaire de τ † sur B† [Ha78a,
Théorème 3.2(ii)]. Puisque le poids dual est une trace, τ † est tracial.

La fonction de Plancherel a une forme particulièrement simple sur B†.

Proposition 7.7. Pour tout x ∈ B†, il existe un unique ξx ∈ L2(B) tel que

ϑ(x) = [p 7−→ Uβ
p ξx].

De plus,
τ †(x∗x) = ∥ξx∥2

2.

L’application x̂ 7→ ξx s’étend en une isométrie

V : L2(B†, τ †) −→ L2(B, τ), V 1̂ = 1̂.

Elle entrelace Uα† avec Uα|L2(B).
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Démonstration. Pour x ∈ B†, les formules de covariance donnent

ϑ(x)(p) = ϑ(δq(x))(p) = Uβ
q ϑ(x)(pq−1) (q ∈ Ĝ).

Ainsi le champ F (p) = Uβ
p−1ϑ(x)(p) est invariant sous toute translation, donc il est constant.

Écrivons ξx pour sa valeur constante. Cela prouve aussi l’unicité. La formule du produit scalaire et
EL(G)(x∗x) = τ †(x∗x)1 donnent ∥ξx∥2

2 = τ †(x∗x), donc V s’étend en une isométrie.

Pour prouver qu’elle est surjective, utilisons les deux décompositions en produit croisé de B̃. Les
vecteurs xλ̂(ψ), avec x ∈ B† et ψ ∈ L2(Ĝ) ∩ L∞(Ĝ), engendrent un sous-espace dense de L2(B̃, τ̃).
Sous l’identification de Plancherel associée à B ⋊α G, ils deviennent

p 7−→ ψ(p)Uβ
p ξx.

Supposons que η ∈ L2(B) soit orthogonal à l’image de V , et choisissons un f ∈ L2(Ĝ) ∩ L∞(Ĝ)
non nul. Le champ p 7→ f(p)Uβ

p η est orthogonal à tout champ du sous-espace dense précédent. Il
est donc nul, d’où η = 0. L’image de V est fermée et dense, ce qui prouve la surjectivité. Enfin,
ϑ(1) = 1̂ donne V 1̂ = 1̂. La covariance sous α̃ et la commutation de α|B avec β donnent l’assertion
d’entrelacement.

Nous déterminons maintenant comment l’état ρ se comporte sur B†.

Proposition 7.8. Nous avons ρ|B† = τ †, et B† est contenue dans le centralisateur de ρ.

Démonstration. La formule d’espérance scalaire donne ρi|B† = ρ|B† = τ †. Pour x, y ∈ B†, il s’ensuit
que

∥(x− y)ei∥2,τ̃ = ∥ei(x− y)∥2,τ̃ =
√
µ(Fi) ∥x− y∥2,τ† .

Approchons x en ∥ · ∥2,τ† par des éléments de α†-spectre compact et appliquons la preuve de la
Proposition 7.3. Cela donne (7..3) pour x et place x dans le centralisateur de ρ.

Nous allons passer à une algèbre de von Neumann traciale finie en utilisant la représentation GNS
de ρ sur la C∗-algèbre engendrée par M et B†. Pour y identifier B† aux points fixes de l’action
bicentralisatrice duale relative, nous avons d’abord besoin d’un contrôle uniforme sur les unitaires
implémentants approchés.

Le Corollaire 5.7 fournit, pour chaque q ∈ Ĝ, un filet (vj)j dans U(M) tel que

sup
t∈K

∥αt(vj) − q(t)vj∥2 −→ 0 (K ⋐ G). (7..4)

La Proposition 4.3 donne alors vjbv∗
j → βq(b) en ∥ · ∥2 pour tout b ∈ B.

Lemme 7.9. Soient b ∈ B et ε > 0. Il existe K ⋐ G et ε0 > 0, dépendant uniquement de b et ε,
tels que pour tout q ∈ Ĝ et v ∈ U(M),

sup
t∈K

∥αt(v) − q(t)v∥2 < ε0 =⇒ sup
χ∈Ĝ

∥vβχ(b)v∗ − βχq(b)∥2 < ε.

En particulier, tout filet satisfaisant (7..4) satisfait

sup
χ∈Ĝ

∥vjβχ(b)v∗
j − βχq(b)∥2 −→ 0. (7..5)
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Démonstration. Par (2..1), choisissons K ⋐ G et η > 0 tels que

sup
t∈K

∥αt(u) − u∥2 < η =⇒ ∥[u, b]∥2 < ε/2 (u ∈ U(M)).

Fixons un tel unitaire u. Pour χ ∈ Ĝ, choisissons des unitaires (wj)j satisfaisant (7..4) avec q = χ.
Les phases scalaires s’annulent sous conjugaison, donc

lim sup
j

sup
t∈K

∥αt(w∗
juwj) − w∗

juwj∥2 ≤ sup
t∈K

∥αt(u) − u∥2 < η.

Le choix de η et la convergence wjbw∗
j → βχ(b) donnent

sup
χ∈Ĝ

∥[u, βχ(b)]∥2 ≤ ε/2.

Prenons ε0 = η/2 et soit v satisfaisant l’hypothèse en q. Choisissons (wj)j satisfaisant (7..4) pour
ce q. Alors

sup
t∈K

∥αt(w∗
jv) − w∗

jv∥2 ≤ sup
t∈K

∥αt(v) − q(t)v∥2

+ sup
t∈K

∥αt(wj) − q(t)wj∥2 < η

éventuellement. En appliquant l’estimation uniforme de commutateur précédente à w∗
jv, on obtient

∥vβχ(b)v∗ − wjβχ(b)w∗
j∥2 ≤ ε/2 (χ ∈ Ĝ).

Pour chaque χ fixé, la Proposition 4.3 donne wjβχ(b)w∗
j → βχq(b). En passant à la limite, on

obtient la borne ε/2 pour tout χ, avec la même constante. Cela prouve la première assertion, et
(7..5) découle de son application à tous les indices suffisamment grands du filet donné.

Proposition 7.10. Pour tout q ∈ Ĝ, tout x ∈ B†, et tout filet satisfaisant (7..4), nous avons

∥vjxv∗
j − x∥2,ρ −→ 0.

Démonstration. Nous utilisons la fonction de Plancherel et la formule de produit prouvées dans les
Propositions 7.4, 7.7, et 7.5. Écrivons

F (p) = ϑ(x)(p) = Uβ
p ξx.

Supposons d’abord que x ait un α̂-spectre compact. Choisissons h ∈ D(G) égal à 1 sur un voisinage
de ce spectre. Choisissons f ∈ S(G) à transformée de Fourier à support compact et f̂(q−1) = 1, et
posons

aj = αf (v∗
j ).

Alors supj ∥aj∥ ≤ ∥f∥1, tous les aj ont leur α-spectre dans l’ensemble compact suppf̂ , et

∥aj − v∗
j∥2 −→ 0.

En effet, αt(v∗
j )−q(t)v∗

j → 0 en ∥·∥2 uniformément sur les ensembles compacts, et
∫
G f(t)q(t) dt = 1.

L’approximation compacte de l’intégrale L1 justifie cette limite pour les filets. Les mêmes estima-
tions montrent que

sup
s∈C

∥α−s(aj) − q(s)aj∥2 −→ 0 (C ⋐ G). (7..6)
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Choisissons k ∈ D(Ĝ) égal à 1 près de suppf̂ , donc en particulier k(q−1) = 1. Posons Φ(t, r) =
h(t)k(r)r(t). La formule de produit pour la fonction de Plancherel donne

ϑ(xaj)(p) =
∫
Ĝ×G

Φ̂(r, s)F (pr−1)α−s(aj) dr ds.

Nous affirmons que remplacer α−s(aj) dans cette intégrale par q(s)aj change le champ résultant
d’une quantité tendant vers zéro en norme essentielle supérieure de sa norme L2(M). Pour le voir,
fixons b ∈ B et posons dj,s = α−s(aj) − q(s)aj. Uniformément en p, r, s,

∥F (pr−1)dj,s∥2 ≤ 2∥f∥1∥ξx − b̂∥2 + ∥b∥ ∥dj,s∥2.

Puisque Φ̂ ∈ L1(Ĝ×G), l’équation (7..6) et l’approximation compacte de cette intégrale font tendre
le second terme vers zéro après intégration. Approchons alors ξx par b̂ pour prouver l’affirmation.
L’inversion de Fourier dans la seconde variable donne∫

G
Φ̂(r, s)q(s) ds = ĥ(rq−1).

La propriété de troncature spectrale de h donne∫
Ĝ
ĥ(r)F (pr−1) dr = F (p).

Ainsi l’affirmation précédente donne

ess sup
p∈Ĝ

∥ϑ(xaj)(p) − F (pq−1)aj∥2 −→ 0.

La même approximation de ξx par des vecteurs b̂, en utilisant ∥aj −v∗
j∥2 → 0 et une borne uniforme

de norme d’opérateur, donne

ess sup
p∈Ĝ

∥F (pq−1)(aj − v∗
j )∥2 −→ 0.

D’autre part,
∥x(aj − v∗

j )∥2,ρ ≤ ∥x∥ ∥aj − v∗
j∥2 −→ 0.

En combinant ces estimations avec l’identité de norme pour la fonction de Plancherel, on obtient∥∥∥ϑ(xv∗
j ) − [p 7→ F (pq−1)v∗

j ]
∥∥∥
m

−→ 0.

Ici ∥·∥m désigne la racine carrée de la moyenne des normes L2 au carré, comme dans la sous-section
suivante. Le Lemme 7.9 et l’approximation de ξx par b̂ donnent aussi

sup
p∈Ĝ

∥vjF (pq−1)v∗
j − F (p)∥2 −→ 0.

La linéarité à gauche par rapport à M de ϑ prouve maintenant l’assertion pour x de spectre dual
compact.
L’action duale préserve B† et sa trace normale τ †. Donc tout x ∈ B† est une limite en ∥ · ∥2,τ†

d’éléments y ∈ B† à spectre dual compact. Puisque vj ∈ M appartient au centralisateur de ρ,

∥vjxv∗
j − x∥2,ρ ≤ 2∥x− y∥2,τ† + ∥vjyv∗

j − y∥2,ρ.

Cela prouve le résultat pour x arbitraire.
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Théorème 7.11. Pour tout a ∈ M et x ∈ B†, nous avons

∥ax− xa∥2,ρ = 0.

Démonstration. Soit A la C∗-algèbre engendrée par M et B†. Les deux algèbres génératrices sont
contenues dans le centralisateur de ρ, qui est une sous-algèbre ∗ fermée en norme. Ainsi ρ|A est
traciale. Sa représentation GNS π engendre une algèbre de von Neumann finie N = π(A)′′ munie
d’un état tracial normal fidèle τN satisfaisant τN(π(z)) = ρ(z) pour z ∈ A. Les restrictions de π à
M et B† sont fidèles et préservent la trace. Elles sont aussi normales. En effet, si 0 ≤ bi ↑ b dans
M et z ∈ A, la tracialité donne

∥π((b− bi)z)1̂∥ ≤ ∥z∥ ∥b− bi∥2 −→ 0.

Les vecteurs π(z)1̂ sont denses, ce qui prouve la normalité sur M . Le même argument s’applique à
B† avec τ †. Identifions M à sa copie normale dans N .

La Proposition 7.10, avec q = 1, s’applique à tout filet d’unitaires asymptotiquement α-invariants
dans M . La caractérisation locale (2..1) donne donc

π(B†) ⊂ B(M ⊂ N,α).

Pour q ∈ Ĝ arbitraire, la même proposition et la formule unitaire approchée de la Proposition 4.3
montrent que l’action bicentralisatrice duale relative fixe π(B†) point par point. Le Théorème 5.18
donne

π(B†) ⊂ M ′ ∩N.

Par conséquent,
∥ax− xa∥2,ρ = ∥π(a)π(x) − π(x)π(a)∥2,τN

= 0.

7.6. Résonance pour l’action bicentralisatrice jointe
Dans cette sous-section, nous supposons que M est un facteur. Alors l’action β : Ĝ ↷ B est
ergodique. Soit Hm l’espace de Hilbert obtenu par séparation et complétion de L∞(Ĝ,L2(B)) pour
la seminorme

∥F∥2
m = m

(
p 7→ ∥F (p)∥2

2

)
.

Lemme 7.12. Les formules

L(b̂⊗ x̂) = bϑ(x), R(b̂⊗ x̂) = ϑ(x)b (b ∈ B, x ∈ B†)

s’étendent en isométries linéaires de L2(B) ⊗ L2(B†) dans Hm. La formule

I(F )(p) = Uβ
p

(
F (p−1)

)
définit une involution unitaire linéaire sur Hm. Si S désigne l’application de bascule sur L2(B) ⊗
L2(B), alors

L(1 ⊗ V ∗)S = IR(1 ⊗ V ∗).
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Démonstration. Définissons d’abord des applications sur B ⊙B par

L0(b̂⊗ ĉ)(p) = bβp(c), R0(b̂⊗ ĉ)(p) = βp(c)b.

Pour z ∈ B, le théorème ergodique moyenné et l’ergodicité donnent

1
µ(Fi)

∫
Fi

βp(z) dp −→ τ(z)1 dans L2(B).

Par conséquent, pour b, c, d, e ∈ B, la tracialité donne

⟨L0(b̂⊗ ĉ), L0(d̂⊗ ê)⟩m = m
(
p 7→ τ(d∗bβp(ce∗))

)
= τ(d∗b)τ(e∗c),

⟨R0(b̂⊗ ĉ), R0(d̂⊗ ê)⟩m = m
(
p 7→ τ(bd∗βp(e∗c))

)
= τ(d∗b)τ(e∗c).

Ainsi L0 et R0 s’étendent en isométries sur L2(B) ⊗ L2(B). Pour ξ ∈ L2(B), l’approximation par
des vecteurs de B et la borne

sup
p

∥bUβ
p (ξ)∥2 ≤ ∥b∥∥ξ∥2

montrent que
L0(b̂⊗ ξ) = [p 7→ bUβ

p (ξ)], R0(b̂⊗ ξ) = [p 7→ Uβ
p (ξ)b].

Puisque V x̂ = ξx et que V est unitaire, ce sont précisément L0 = L(1 ⊗ V ∗) et R0 = R(1 ⊗ V ∗).
L’invariance de m sous l’inversion et l’unitarité de Uβ

p montrent que I préserve la seminorme. De
plus I2 = 1, donc I s’étend en une involution unitaire. Enfin,

IR0(b̂⊗ ĉ)(p) = cβp(b) = L0S(b̂⊗ ĉ)(p).

La densité prouve l’identité annoncée.

La proposition suivante utilise le Théorème 7.11 qui donne

0 = ∥bx− xb∥2,ρ = ∥ϑ(bx) − ϑ(xb)∥m (b ∈ B, x ∈ B†).

Soient Eα et Eβ les mesures spectrales sur L2(B) avec les conventions

Uα
s =

∫
Ĝ
p(s) dEα(p), Uβ

q =
∫
G
q(t) dEβ(t).

Lemme 7.13. Soit Ω l’unitaire sur L2(B) ⊗ L2(B) défini par

Ω =
∫
Ĝ×G

p(t) d(Eα ⊗ Eβ)(p, t),

où Eα agit sur le premier facteur tensoriel et Eβ sur le second. Alors

L(1 ⊗ V ∗) = R(1 ⊗ V ∗)Ω∗.
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Démonstration. Utilisons L0 = L(1 ⊗ V ∗) et R0 = R(1 ⊗ V ∗). Prenons b ∈ B à α-spectre compact
et x ∈ B† à α̂-spectre compact. La covariance de la fonction de Plancherel donne

ξα̂q(x) = Uβ
q ξx,

donc le β-spectre de ξx est contenu dans Spα̂(x). Choisissons h ∈ D(G) et k ∈ D(Ĝ) égaux à 1 près
de Spα̂(x) et Spα(b), respectivement, et posons

Φ(t, p) = h(t)k(p)p(t).

L’inversion de Fourier et le calcul spectral donnent l’intégrale de Bochner

Ω∗(b̂⊗ ξx) =
∫
Ĝ×G

Φ̂(q, s)Uα
−sb̂⊗ Uβ

q−1ξx dq ds.

En appliquant R0 et en utilisant la formule de multiplication à droite pour ϑ, on obtient

R0Ω∗(b̂⊗ ξx) =
[
p 7→

∫
Ĝ×G

Φ̂(q, s)Uβ
pq−1ξx α−s(b) dq ds

]
= ϑ(xb).

Ces intégrales convergent uniformément en norme L2(B), puisque la norme de l’intégrande est
bornée par |Φ̂(q, s)|∥b∥∥ξx∥2. D’autre part, L0(b̂ ⊗ ξx) = ϑ(bx). Le Théorème 7.11 donne donc
l’égalité de ces vecteurs dans Hm. L’action α̂ préserve B†, et le lissage par des fonctions dont les
transformées de Fourier sont à support compact rend de tels x denses dans L2(B†). Le lissage
analogue rend les b permis denses dans L2(B). Puisque V est surjective, les tenseurs considérés
engendrent un sous-espace dense. L’identité découle par continuité.

Lemme 7.14. Soit α : G↷M une action continue d’un groupe abélien localement compact G sur
un facteur de type II1, noté M . Supposons que Γ(α) = Ĝ. Soit

Σ = Sp(α|B × β) = Γ(α|B × β).

Pour tous (p, t), (p′, t′) ∈ Σ, nous avons

p(t′)p′(t) = 1. (7..7)

En particulier, p(t)2 = 1 pour tout (p, t) ∈ Σ et Σ0 = {(p, t) ∈ Σ | p(t) = 1} est un sous-groupe de
Σ d’indice au plus 2.

Démonstration. Posons L0 = L(1 ⊗ V ∗) et R0 = R(1 ⊗ V ∗). Les Propositions 7.12 et 7.13 donnent
L0S = IR0 et L0 = R0Ω∗. Puisque I2 = 1, la première identité donne aussi IL0 = R0S. Par
conséquent,

L0SΩ∗ = IR0Ω∗ = IL0 = R0S = L0ΩS.
L’injectivité de L0 donne SΩ∗ = ΩS, d’où

Ω(SΩS) = 1.

Soit E la mesure spectrale jointe de Uα × Uβ sur L2(B) et posons Σ = Sp(α|B × β). La fidélité de
τ identifie Σ au support de E. L’opérateur Ω(SΩS) est l’image de la fonction continue

((p, t), (p′, t′)) 7−→ p(t′)p′(t)
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sous le calcul spectral pour E⊗E. Le support de E⊗E est Σ×Σ. Son multiplicateur ne peut donc
être égal à 1 que si p(t′)p′(t) = 1 en tout point de Σ × Σ. En prenant (p′, t′) = (p, t), on obtient la
dernière assertion.

Par ergodicité de α× β et (6..4), Σ est un sous-groupe fermé de Ĝ×G. L’équation (7..7) donne

(pp′)(t+ t′) = p(t)p′(t′),

donc d(p, t) = p(t) est un caractère continu d : Σ → {1,−1}. Son noyau Σ0 est contenu dans RG

et est d’indice au plus deux.

Théorème 7.15. Soit α : R ↷ M un flot continu sur un facteur de type II1, noté M , avec
Γ(α) = R. Alors nous avons

B(M,α) = b(M,α).

et α×β est presque périodique sur B(M,α). En particulier, si α est extérieur, alors B(M,α) = C1.

Démonstration. Posons B = B(M,α) et Σ = Sp(α|B × β) ⊂ R2. Le Lemme 7.14 montre que Σ est
un sous-groupe fermé et que 2Σ ⊂ RR. La multiplication par deux est un homéomorphisme de R2,
donc 2Σ est fermé. La Proposition 6.11 implique donc que Σ est discret ou est contenu dans l’un
des deux axes de coordonnées. Nous traitons les trois possibilités.

Si Σ ⊂ R × {0}, alors β est trivial sur B. Le Théorème 5.18 et la factorialité de M donnent
B = Bβ = C1. Si Σ ⊂ {0} × R, alors α est trivial sur B, et le Théorème 5.3 et la Proposition 2.19
donnent

B = B ∩Mα = b(M,α) ∩Mα = C.

Dans le cas restant, le spectre joint est discret, donc α|B × β est presque périodique. Le Théorème
5.19 donne alors B ⊂ b(M,α) et si α est extérieur, nous devons avoir B = C.

8. Le problème du bicentralisateur de Connes
Nous prouvons la conjecture du bicentralisateur de Connes pour les facteurs de type III1 à prédual
séparable en adaptant l’argument de résonance précédent à la théorie modulaire. La preuve se
réduit à exclure un facteur de type III1 égal à son propre bicentralisateur. Dans ce cas, le flot
modulaire et le flot bicentralisateur commutent et sont faiblement mélangeants. Une restriction de
résonance sur leur spectre joint contredira ces propriétés.

Nous remplaçons l’état tracial singulier par un état KMS singulier sur le cœur continu. La fonction
de Plancherel identifie à nouveau une seconde base de produit croisé, et le théorème du point
fixe relatif donne la commutation dans la représentation GNS. L’identité KMS contrôle les termes
modulaires qui remplacent les identités traciales. La comparaison de la multiplication à gauche
et à droite donne alors la même restriction spectrale que dans le cas tracial, et la géométrie de
l’ensemble de résonance achève la preuve.

Soit M0 un facteur de type III1 à prédual séparable et soit φ0 un état normal fidèle. Posons
B = B(M0, φ0) et ψ = φ0|B. Par [AHHM20, discussion preceding Théorème B], si B ̸= C1, alors B
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est un facteur de type III1 et B(B,ψ) = B. Il suffit donc d’exclure ce cas. Nous renommons (B,ψ)
en (M,φ) et supposons tout au long de l’argument que

B(M,φ) = M. (8..1)

Nous conservons σφ pour le flot modulaire et écrivons βφ : R ↷ M pour le flot bicentralisateur
en notation additive. Notre paramètre est le logarithme du paramètre positif usuel utilisé dans
[AHHM20, Ma20, Ma25, Ma26]. Nous utilisons cette convention tout au long de la section, égale-
ment pour les flots bicentralisateurs relatifs et leurs mises en œuvre unitaires.

La réduction fait agir le flot bicentralisateur sur toute l’algèbre de travail. En particulier, la preuve
du Lemme 8.6 applique βφ−p aux éléments approximants an ∈ M pour obtenir une estimation
uniforme en p.
Nous utilisons

∥a∥φ = ∥aφ1/2∥2, ∥a∥#
φ =

(
φ(a∗a) + φ(aa∗)

)1/2
.

Pour une inclusion avec espérance M ⊂ N , où N est σ-fini, le flot bicentralisateur relatif est
caractérisé par

∥anφ− eqφan∥ −→ 0 =⇒ anx− βφ,Nq (x)an −→ 0 fortement∗ (8..2)

pour les suites bornées (an)n dans M et x ∈ B(M ⊂ N,φ) [AHHM20, Théorème A(ii)]. Ici (aφ)(b) =
φ(ba) et (φa)(b) = φ(ab). Le théorème du point fixe relatif [Ma26] donne

B(M ⊂ N,φ)βφ,N = M ′ ∩N (8..3)

[Ma26, Théorème C]. En particulier, nous avons Mβφ = C1. Nous avons aussi Mφ = C. De plus,
les deux actions sont faiblement mélangeantes. Voir [AHHM20, Théorème A(iv)] et [Ma20].

8.1. Un état KMS singulier sur le cœur continu
Soit (ut)t∈R les unitaires canoniques dans M ⋊σφ R. Comme dans la Sous-section 7.4., écrivons

λ(f) =
∫
R
f(t)ut dt, λ̂ : L∞(R) −→ L(R), λ̂(f̂) = λ(f).

Notre convention de Fourier est f̂(p) =
∫
R f(t)e−ipt dt, avec mesure inverse dp/(2π). En particulier,

ut(p) = e−ipt et
σ̂φq

(
λ̂(k)

)
= λ̂

(
p 7→ k(p+ q)

)
.

Nous écrivons aussi σφt pour son extension canonique Ad(ut) au produit croisé. L’automorphisme
βφs s’étend en fixant chaque ut, et nous notons cette extension β̃φs . Ces extensions commutent avec
l’action duale.

En croisant l’espérance σφ-équivariante φ : M → C avec R, on obtient l’espérance conditionnelle
normale fidèle

EL(R) : M ⋊σφ R −→ L(R), EL(R)(aut) = φ(a)ut.
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Nous identifions son image à L∞(R) par λ̂. Le poids dual et la trace canonique sont normalisés par

φ̃(x) =
∫
R

EL(R)(x)(p) dp
2π ,

Tr(x) =
∫
R
epEL(R)(x)(p) dp

2π

(x ∈ (M ⋊σφ R)+). (8..4)

Ainsi φ̃ = φ ◦ TM et son groupe modulaire est l’extension σφ = Ad(ut).

Fixons un ultrafiltre libre V sur N. Pour les entiers T ≥ 1, posons

mT (f) = 1
2T

∫ T

−T
f(p) dp, m(f) = lim

T→V
mT (f). (8..5)

La moyenne m est invariante sous les translations et la réflexion. Définissons des états normaux ρT
et un état ρ par

ρT = mT ◦ EL(R), ρ = m ◦ EL(R). (8..6)
Leurs restrictions à M sont φ. Nous écrivons ∥x∥2,ρ = ρ(x∗x)1/2.

Soit D le générateur auto-adjoint déterminé par ut = eitD, et posons eT = 1[−T,T ](D). La coordonnée
de Fourier est p = −D, donc (8..4) donne

ρT (x) = π

T
Tr
(
eT e

D/2xeD/2eT
)
.

Ainsi la densité eD annule le poids spectral dans la trace. Écrivons (M ⋊σφ R)c pour les éléments
à orbite σφ-norme-continue.

Proposition 8.1. La restriction de ρ à (M ⋊σφ R)c est un état KMS pour σφ. Plus précisément,
si x a un σφ-spectre compact et y ∈ M ⋊σφ R, alors

ρ(xy) = ρ
(
yσφ−i(x)

)
. (8..7)

Démonstration. Les densités eT eD commutent avec les unitaires ut, donc ρT et ρ sont σφ-invariants.
Supposons que Spσφ(x) ⊂ [−L,L] et T > L. Le transfert spectral donne

eTx(1 − eT )x∗eT ≤ ∥x∥21[−T,−T+L]∪[T−L,T ](D),

et la même estimation vaut avec x remplacé par x∗. L’état ρT attribue la masse L/T à la projection
frontière affichée. Puisqu’il est supporté sur eT , Cauchy–Schwarz donne∣∣∣ρT (xy) − ρT (eTxeTyeT )

∣∣∣ ≤ ∥x∥∥y∥
√
L/T . (8..8)

Sur le coin eT (M⋊σφ R)eT , l’état normal fidèle ρT a pour densité (π/T )eT eD. Son groupe modulaire
est donc la restriction de σφ. L’élément eTxeT est entier analytique, et l’identité KMS sur ce coin
donne

ρT (eTxeTyeT ) = ρT
(
eTyeTσ

φ
−i(x)eT

)
.

La seconde estimation frontière, appliquée à σφ−i(x), borne la différence entre cette dernière expres-
sion et ρT (yσφ−i(x)) par ∥y∥∥σφ−i(x)∥

√
L/T . En prenant l’ultralimite, on prouve (8..7). Les éléments

à spectre compact forment une sous-algèbre ∗ analytique invariante dense en norme de (M⋊σφ R)c,
ce qui prouve l’assertion KMS.
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8.2. La fonction de Plancherel
Nous utilisons les actions standard à gauche et à droite de M sur L2(M,φ), avec produit scalaire
linéaire en la première variable. Pour un élément entier analytique a ∈ M , l’action à droite satisfait

φ1/2σφi/2(a) = aφ1/2. (8..9)

Cette identité rend compte du translaté modulaire dans la formule de produit ci-dessous.

Proposition 8.2. Il existe une unique application linéaire faible∗-faible∗ continue

ϑ : M ⋊σφ R −→ L∞(R,L2(M,φ))

telle que
ϑ(aλ̂(k))(p) = k(p)aφ1/2 (a ∈ M, k ∈ L∞(R)).

Nous appelons ϑ(x) la fonction de Plancherel de x. Pour x, y ∈ M ⋊σφ R, elle satisfait

⟨ϑ(x), ϑ(y)⟩ = EL(R)(y∗x), ∥ϑ(x)∥∞ ≤ ∥x∥.

En particulier, ϑ est injective et

∥x∥2
2,ρ = m

(
p 7→ ∥ϑ(x)(p)∥2

2

)
. (8..10)

Elle coïncide avec l’identification de Plancherel

L2(M ⋊σφ R, φ̃) −→ L2
(
R,L2(M,φ), dp/(2π)

)
sur les éléments bornés de carré intégrable. Elle satisfait aussi

ϑ(ax) = aϑ(x),
ϑ(xλ̂(k)) = kϑ(x),

ϑ(σ̂φq(x))(p) = ϑ(x)(p+ q),
ϑ(σφt (x))(p) = ∆it

φϑ(x)(p),
ϑ(β̃φs (x))(p) = Uβφ

s ϑ(x)(p).

(8..11)

Ici Uβφ

s (aφ1/2) = βφs (a)φ1/2.

Démonstration. Pour f ∈ L1(R) et a ∈ M , Cauchy–Schwarz conditionnelle donne∣∣∣∣∫
R
f(p)EL(R)(a∗x)(p) dp

∣∣∣∣ ≤ ∥f∥1∥aφ1/2∥2∥x∥.

La description par produit tensoriel projectif de L1(R,L2(M,φ)) et la dualité hilbertienne donnent
donc une unique application contractante satisfaisant∫

R
f(p)⟨ϑ(x)(p), aφ1/2⟩ dp =

∫
R
f(p)EL(R)(a∗x)(p) dp.

Toutes les fonctionnelles du membre de droite sont normales. Leur extension continue à l’espace
des champs tests intégrables prouve la continuité faible∗ de ϑ. L’égalité EL(R)(a∗bλ̂(k)) = φ(a∗b)k
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donne la formule requise sur les produits. Ces produits engendrent un sous-espace faible∗ dense, ce
qui prouve l’unicité.

Pour x = aλ̂(f) et y = bλ̂(g), le produit scalaire ponctuel est

fg φ(b∗a) = EL(R)(y∗x).

Après intégration contre une fonction L1, les deux membres sont séparément faible∗ continus en x
et y. L’identité vaut donc pour tous x, y bornés. La fidélité de l’espérance donne l’injectivité, et en
appliquant m on obtient (8..10). L’intégration contre dp/(2π) donne la norme L2 du poids dual.
Sur l’ensemble dense des vecteurs aλ(f) avec f ∈ L1(R) ∩ L2(R), l’image est f̂ aφ1/2, ce qui prouve
l’assertion de Plancherel. Enfin, les formules de module et de covariance valent sur les produits et
s’étendent par continuité faible∗.

Proposition 8.3. Soit x ∈ M ⋊σφ R à spectre dual compact, et soit a ∈ M à spectre modulaire
compact. Choisissons h, k ∈ D(R) égaux à 1 près de Spσ̂φ(x) et Spσφ(a), respectivement, et posons

Φ(t, r) = h(t)k(r)e−irt.

En utilisant la transformée de Fourier ordinaire sur R2 avec la mesure de Lebesgue, nous avons

ϑ(xa)(p) = 1
(2π)2

∫
R2

Φ̂(q, s)ϑ(x)(p− q)σφ−s+i/2(a) dq ds. (8..12)

L’intégrale converge dans L2(M,φ) et définit un champ mesurable borné.

Démonstration. Le spectre modulaire compact rend a entier analytique. L’intégrande est borné en
norme par |Φ̂(q, s)|∥x∥∥σφi/2(a)∥, donc l’intégrale converge. Après test contre un champ intégrable à
valeurs dans L2(M,φ), le membre de droite est normal en x. En effet, la translation du champ test
et la multiplication à droite par σφ−s+i/2(a)∗ préservent sa norme L1 à un facteur uniforme ∥σφi/2(a)∥
près. Le théorème de Fubini donne un unique champ test intégrable.

Pour x = cut, l’inversion de Fourier et la propriété de troncature de k donnent

1
(2π)2

∫
R2

Φ̂(q, s)eiqtσφ−s+i/2(a) dq ds = h(t)σφt+i/2(a).

Par (8..9), le membre de droite proposé est donc h(t)ϑ(cuta)(p). Soit xh la troncature spectrale
duale de x de multiplicateur h. Ainsi l’application normale définie par le membre de droite coïncide
avec x 7→ ϑ(xha) sur tout cut, et donc sur tout le produit croisé. Puisque h = 1 près du spectre
dual du x donné, nous avons xh = x, ce qui prouve la formule.

8.3. Le bicentralisateur dans la représentation GNS
Soit M † l’algèbre des points fixes dans M ⋊σφ R de l’action

s 7−→ β̃φs ◦ σ̂φ−s.

Les actions modulaire et duale préservent M †. Comme dans la Sous-section 7.5., cette algèbre de
points fixes donne une seconde décomposition en produit croisé.
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Proposition 8.4. Il existe un état normal fidèle φ† sur M † tel que

EL(R)(x) = φ†(x)1, ρT (x) = ρ(x) = φ†(x) (x ∈ M †).

Son groupe modulaire est σφ
†

t = Ad(ut)|M†, et

M ⋊σφ R = M † ⋊
σφ† R.

Pour tout x ∈ M †, il existe un unique ξx ∈ L2(M,φ) tel que

ϑ(x) =
[
p 7−→ Uβφ

p ξx
]
.

L’application x(φ†)1/2 7→ ξx s’étend en une isométrie

V : L2(M †, φ†) −→ L2(M,φ), V (φ†)1/2 = φ1/2.

Elle entrelace les groupes unitaires modulaires. L’action duale préserve M † et φ†, et

ξσ̂φ
q(x) = Uβφ

q ξx.

Démonstration. L’espérance entrelace β̃φs ◦ σ̂φ−s avec la translation par −s sur L∞(R). Ainsi sa
restriction à M † est scalaire. La fidélité et la normalité de l’espérance donnent l’état φ†, et les
définitions de ρT et ρ donnent les formules de restriction. La bimodularité de l’espérance donne
aussi φ† ◦ Ad(ut) = φ†.

L’action définissante de M † envoie ut sur eistut. La caractérisation des produits croisés [Na77,
Théorème 8.1] donne donc une décomposition d’algèbre coefficient M † et de groupe implémentant
ut. Son poids à valeurs opérateurs de Haar est

TM† = 1
2π

∫
R
β̃φs ◦ σ̂φ−s ds.

Pour z positif dans le cœur continu, la normalité et l’équivariance de l’espérance donnent

φ†(TM†(z)) = 1
2π

∫
R

EL(R)(z)(p) dp = φ(TM(z)).

Ce sont des égalités de valeurs positives étendues. Le groupe modulaire de ce dernier poids dual est
Ad(ut). La restriction à M † identifie son groupe modulaire et prouve la décomposition en produit
croisé annoncée.

Pour x ∈ M †, la Proposition 8.2 donne

ϑ(x)(p) = Uβφ

s ϑ(x)(p− s).

Par conséquent le champ mesurable p 7→ Uβφ

−pϑ(x)(p) est invariant par translation et est donc
constant presque partout. Appelons sa valeur ξx. L’identité de produit scalaire donne

∥ξx∥2
2 = φ†(x∗x),
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donc V s’étend en une isométrie.

Les deux décompositions en produit croisé ont le même poids dual, comme prouvé ci-dessus. Dans
son espace GNS, les vecteurs représentés par xλ̂(f), où x ∈ M † et f ∈ L2(R) ∩ L∞(R), engendrent
un sous-espace dense. Leurs fonctions de Plancherel sont

p 7−→ f(p)Uβφ

p ξx.

Supposons que η ∈ L2(M,φ) soit orthogonal à l’image de V , et choisissons un g ∈ L2(R) ∩ L∞(R)
non nul. Le champ p 7→ g(p)Uβφ

p η est orthogonal à tout champ du sous-espace dense précédent.
Il est donc nul, d’où η = 0. L’isométrie V a une image fermée, donc elle est surjective. L’identité
ϑ(1) = φ1/2 donne sa valeur au vecteur d’état. La covariance sous Ad(ut) donne l’entrelacement
modulaire. La covariance duale donne la dernière identité et montre que l’action duale préserve
φ†.

Nous passons maintenant à la représentation GNS de l’état KMS singulier. Soit π la représentation
GNS de ρ|(M⋊σφR)c , soit ξρ son vecteur cyclique, et posons

N = π
(
(M ⋊σφ R)c

)′′
.

Proposition 8.5. L’état vectoriel de ξρ est fidèle et normal sur N . Nous le notons encore ρ. Les
représentations des parties continues modulaires de M et M † s’étendent en plongements normaux
fidèles de ces algèbres dans N . Leurs restrictions d’état sont φ et φ†, respectivement, et les deux
plongements entrelacent les groupes modulaires. En particulier, l’inclusion M ⊂ N est avec espé-
rance. Pour z ∈ (M ⋊σφ R)c à spectre modulaire contenu dans [r0, r1], on a

e−r1ρ(z∗z) ≤ ρ(zz∗) ≤ e−r0ρ(z∗z). (8..13)

Démonstration. La construction de multiplication à droite pour un état KMS donne

∥π(b)π(a)ξρ∥ ≤ ∥σφi/2(a)∥∥π(b)ξρ∥ (8..14)

pour a entier analytique et b arbitraire dans la partie continue modulaire du cœur. Ces opérateurs
de multiplication à droite commutent avec la représentation à gauche et ont une orbite dense sur ξρ.
Ainsi ξρ est séparateur pour N , et son état vectoriel est fidèle et normal. L’identité KMS identifie
son groupe modulaire avec l’extension de σφ.

Prenons un filet borné (bi)i dans la partie continue modulaire de M qui converge fortement∗ vers
zéro dans M . Pour chaque a à spectre compact dans le cœur, (8..14) donne

∥π(bi)π(a)ξρ∥ ≤ ∥σφi/2(a)∥ ∥bi∥φ −→ 0.

Il en va de même pour b∗
i . La densité et la bornitude uniforme donnent π(bi) → 0 fortement∗.

Les convolutions modulaires bornées sont fortement∗ denses dans M sur les ensembles bornés,
donc π s’étend normalement à M . L’argument pour M † est identique, en utilisant ρ|M† = φ†. Les
deux extensions sont fidèles parce que leurs restrictions d’état sont fidèles, et les deux entrelacent
les groupes modulaires. Le théorème de l’espérance conditionnelle de Takesaki [Ta03, Théorème
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IX.4.2] donne l’espérance sur M .

Le vecteur π(z)ξρ a un support spectral dans [−r1,−r0] pour log ∆ρ. L’identité

ρ(zz∗) = ∥∆1/2
ρ π(z)ξρ∥2

prouve (8..13).

Nous identifions M à son image normale dans N , et conservons π(x) pour l’image de x ∈ M †.

Lemme 8.6. Fixons q ∈ R et une suite bornée (an)n dans M satisfaisant

∥anφ− eqφan∥ −→ 0.

Alors
sup
t∈K

∥σφt (an) − e−iqtan∥#
φ −→ 0 (K ⋐ R).

La suite peut être remplacée, à une erreur tendant vers zéro fortement∗ près, par une suite bornée à
spectre modulaire contenu dans [q−1, q+1] et ayant la même convergence préduale mise à l’échelle.
Pour tout b ∈ M , on a aussi

sup
p∈R

∥anβφp (b) − βφp+q(b)an∥#
φ −→ 0.

Démonstration. Sur M2(M), prenons l’état (eqφ ⊕ φ)/(1 + eq) et les éléments e12 ⊗ an. Leurs
commutateurs préduaux tendent vers zéro. L’estimation de racine carrée [Ha87, Lemme 2.8(b)],
appliquée aussi aux adjoints, donne la commutation asymptotique avec la racine carrée de cet état.
Le calcul spectral et

sup
t∈K

|vit − 1| ≤ CK |v1/2 − 1| (v > 0)

donnent l’invariance modulaire compacte-uniforme dans l’algèbre matricielle. Son groupe modulaire
agit sur le coin hors diagonale par eiqtσφt , ce qui prouve la première assertion.

Choisissons une fonction de Schwartz non négative f d’intégrale un avec suppf̂ ⊂ [−1, 1], et rem-
plaçons an par ∫

R
f(t)eiqtσφt (an) dt.

La formule de troncature spectrale donne le spectre requis et une borne uniforme de norme. La pre-
mière assertion et une estimation de queue L1 donnent la convergence de la différence fortement∗.
La préservation de l’état montre que le défaut prédual mis à l’échelle n’augmente pas.

Pour la dernière assertion, appliquons βφ−p à l’erreur affichée. Les éléments résultants βφ−p(an) ont
la même borne de norme et le même défaut prédual mis à l’échelle, indépendamment de p. L’échec
de la convergence uniforme donnerait une suite pn contredisant la caractérisation définissante de
βφq , puisque B(M,φ) = M .

Théorème 8.7. Les images normales de M et M † dans l’algèbre de von Neumann GNS de ρ
commutent.
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Démonstration. Prenons d’abord x ∈ M † à spectre compact pour σ̂φ et Ad(ut). Fixons q ∈ R et une
suite bornée (an)n satisfaisant ∥anφ − eqφan∥ → 0. Nous prouvons que [an, π(x)] → 0 fortement∗

dans N . Par le Lemme 8.6 et la normalité du plongement de M , nous pouvons supposer

Spσφ(an) ⊂ [q − 1, q + 1].

Ces éléments sont entiers analytiques et

sup
n

∥σφi/2(an)∥ < ∞.

Par exemple, choisissons une troncature spectrale de Schwartz fixe égale à un sur cet intervalle et
appliquons sa formule de convolution en i/2.

Écrivons F (p) = ϑ(x)(p) = Uβφ

p ξx. Choisissons h, k ∈ D(R) égaux à un près de Spσ̂φ(x) et [q −
1, q + 1], respectivement, et posons

Φ(t, r) = h(t)k(r)e−irt.

La Proposition 8.3 donne

ϑ(xan)(p) = 1
(2π)2

∫
R2

Φ̂(r, s)F (p− r)σφ−s+i/2(an) dr ds.

La multiplication à droite ici est l’action à droite bornée canonique sur L2(M,φ). Le décalage
modulaire est nécessaire parce que φ1/2σφi/2(a) = aφ1/2.

Posons
dn,s = σφ−s+i/2(an) − eiqsσφi/2(an).

Ces éléments sont uniformément bornés en norme d’opérateur. Pour b ∈ M , nous avons

∥F (p− r)dn,s∥2 ≤ C∥ξx − bφ1/2∥2

+ ∥b∥ ∥σφ−s(an) − eiqsan∥φ.

En effet, l’action à droite est bornée par ∥dn,s∥, et

φ1/2dn,s =
(
σφ−s(an) − eiqsan

)
φ1/2.

L’estimation est uniforme en p, r. Intégrons contre |Φ̂(r, s)| dr ds/(2π)2, utilisons la convergence
modulaire compacte-uniforme et une estimation de queue L1, puis approchons ξx par bφ1/2. Il
s’ensuit que remplacer σφ−s+i/2(an) dans la formule de produit par eiqsσφi/2(an) change le champ
d’une quantité tendant vers zéro en norme essentielle supérieure.

L’inversion de Fourier donne ∫
R

Φ̂(r, s)eiqs ds = 2πĥ(r + q).

Puisque h vaut un près du spectre dual de x, sa troncature spectrale agit comme l’identité sur F .
D’où

ess sup
p∈R

∥ϑ(xan)(p) − F (p+ q)σφi/2(an)∥2 −→ 0.
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La dernière partie du Lemme 8.6 donne aussi

sup
p∈R

∥anF (p) − F (p+ q)σφi/2(an)∥2 −→ 0.

Pour le justifier pour ξx, approchons-le par bφ1/2. Les erreurs d’approximation sont uniformes en p
parce que (an)n et (σφi/2(an))n sont uniformément bornés. Sur le vecteur approximant, l’expression
est (

anβ
φ
p (b) − βφp+q(b)an

)
φ1/2.

L’identité de norme de Plancherel et la linéarité à gauche par rapport à M donnent

ρ([an, x]∗[an, x]) −→ 0.

Tous les commutateurs ont leurs Ad(ut)-spectres dans un intervalle compact fixe. Les estimations
spectrales KMS donnent aussi ρ([an, x][an, x]∗) → 0. La bornitude uniforme et la fidélité de l’état
normal sur N impliquent la convergence forte∗ souhaitée. La même conclusion vaut pour la suite
originale avant lissage, par normalité de M ⊂ N .

En prenant q = 0, on montre que π(x) ∈ B(M ⊂ N,φ). Pour tout q, la même convergence et
l’unicité ponctuelle dans la caractérisation du flot bicentralisateur relatif [AHHM20, Lemme 3.4
and proof of Théorème A(ii)] montrent que

βφ,Nq (π(x)) = π(x).

Le théorème du point fixe relatif [Ma26, Théorème C] donne π(x) ∈ M ′ ∩N .
Les deux actions qui commutent préservent M † et φ†. Les convolutions bornées dans les deux
variables approchent tout élément de M † fortement∗ par des éléments à spectres compacts pour les
deux actions. Le plongement normal de M † et la fermeture forte de M ′ ∩N achèvent la preuve.

8.4. Résonance pour l’action bicentralisatrice jointe
Soit Hm l’espace de Hilbert obtenu par séparation et complétion de L∞(R,L2(M,φ)) pour la semi-
norme

∥F∥2
m = m

(
p 7→ ∥F (p)∥2

2

)
.

Pour a, c ∈ M , considérons les champs

L(aφ1/2 ⊗ cφ1/2)(p) = aβφp (c)φ1/2,

R(aφ1/2 ⊗ cφ1/2)(p) = βφp (c)aφ1/2.

Proposition 8.8. Les applications L et R s’étendent en isométries de L2(M,φ) ⊗ L2(M,φ) dans
Hm. La formule

I(F )(p) = Uβφ

p F (−p)
définit une involution unitaire linéaire sur Hm. Si S est la bascule tensorielle, alors IR = LS et
IL = RS. Pour tout ξ ∈ L2(M,φ) et tout a ∈ M entier analytique,

L(aφ1/2 ⊗ ξ) = [p 7→ aUβφ

p ξ],
R(aφ1/2 ⊗ ξ) = [p 7→ (Uβφ

p ξ)σφi/2(a)].

La multiplication à droite dans la dernière ligne est l’action à droite standard de M sur L2(M,φ).
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Démonstration. Les moyennes de Cesàro bornées de βφp (z) convergent faiblement∗ vers φ(z)1, par
ergodicité et théorème ergodique moyenné. Par conséquent, pour a, b, c, d ∈ M ,

⟨R(aφ1/2 ⊗ cφ1/2), R(bφ1/2 ⊗ dφ1/2)⟩m
= m

(
p 7→ φ(b∗βφp (d∗c)a)

)
= φ(b∗a)φ(d∗c).

Ainsi R est isométrique. L’invariance de m sous la réflexion et l’unitarité de Uβφ

p montrent que
I est isométrique, et I2 = 1. Un calcul direct donne IR = LS, donc L est aussi isométrique et
IL = RS.

Pour a analytique, l’identité modulaire

(cφ1/2)σφi/2(a) = caφ1/2

donne la dernière formule sur les vecteurs ξ = cφ1/2. Les bornes uniformes

sup
p

∥aUβφ

p ξ∥2 ≤ ∥a∥∥ξ∥2, sup
p

∥(Uβφ

p ξ)σφi/2(a)∥2 ≤ ∥σφi/2(a)∥∥ξ∥2

permettent l’approximation par de tels vecteurs et prouvent les deux formules.

Soient Eσφ et Eβφ les mesures spectrales sur L2(M,φ) avec

∆ir
φ =

∫
R
e−irp dEσφ(p), Uβφ

s =
∫
R
e−ist dEβφ(t).

Définissons l’unitaire
Ω =

∫
R2
eipt d(Eσφ ⊗ Eβφ)(p, t),

où les deux mesures spectrales agissent sur le premier et le second facteur tensoriel, respectivement.

Proposition 8.9. Nous avons L = RΩ∗.

Démonstration. Prenons a ∈ M à σφ-spectre compact et x ∈ M † dans la partie continue modulaire
à σ̂φ-spectre compact. Écrivons ξx = V (x(φ†)1/2). La covariance de ϑ donne

ξσ̂φ
q(x) = Uβφ

q ξx,

donc le βφ-spectre de ξx est contenu dans Spσ̂φ(x). Choisissons h, k ∈ D(R) égaux à 1 près de
Spσ̂φ(x) et Spσφ(a), respectivement, et posons

Φ(t, r) = h(t)k(r)e−irt.

Avec la transformée de Fourier ordinaire sur R2, le calcul spectral donne

Ω∗(aφ1/2 ⊗ ξx) = 1
(2π)2

∫
R2

Φ̂(q, s)σφ−s(a)φ1/2 ⊗ Uβφ

−q ξx dq ds.

La Proposition 8.8 et la formule de multiplication à droite dans la Proposition 8.3 donnent

RΩ∗(aφ1/2 ⊗ ξx) =
[
p 7→ 1

(2π)2

∫
R2

Φ̂(q, s)(Uβφ

p−qξx)σφi/2−s(a) dq ds
]

= ϑ(xa).
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Ces intégrales convergent uniformément en norme L2(M,φ), puisque leurs intégrandes ont une
norme au plus |Φ̂(q, s)|∥ξx∥2∥σφi/2(a)∥. La linéarité à gauche par rapport à M donne L(aφ1/2 ⊗ξx) =
ϑ(ax). Le Théorème 8.7 donne

∥ϑ(ax) − ϑ(xa)∥m = ∥ax− xa∥2,ρ = 0.

Le lissage par rapport aux deux flots qui commutent rend les x permis denses dans L2(M †, φ†).
Le lissage modulaire rend les a permis denses dans L2(M,φ). La surjectivité de V et la continuité
prouvent l’identité d’opérateurs.

Proposition 8.10. Le spectre joint Σ = Sp(σφ × βφ) satisfait

pt′ + p′t ∈ 2πZ ((p, t), (p′, t′) ∈ Σ). (8..15)

En particulier, pt ∈ πZ pour tout (p, t) ∈ Σ.

Démonstration. Les Propositions 8.8 et 8.9 donnent IR = LS, IL = RS, et L = RΩ∗. D’où

LSΩ∗ = IRΩ∗ = IL = RS = LΩS.

L’injectivité de L donne SΩ∗ = ΩS, ou de manière équivalente Ω(SΩS) = 1.
Soit E la mesure spectrale jointe sur L2(M,φ). La fidélité de φ identifie son support à Σ. L’opérateur
Ω(SΩS) est l’image de la fonction continue

((p, t), (p′, t′)) 7−→ ei(pt′+p′t)

sous le calcul spectral pour E ⊗ E. Le support de ce produit de mesures spectrales est Σ × Σ, donc
la fonction vaut 1 sur tout cet ensemble. En prenant deux fois le même point, on prouve la dernière
assertion.

Théorème 8.11. Soit M un facteur de type III1. Alors

B(M,φ) = C1

pour tout état normal fidèle φ sur M .

Démonstration. Par (8..1), il suffit d’exclure un facteur de type III1 M avec B(M,φ) = M . Pour
un tel facteur, les flots modulaire et bicentralisateur commutent et sont faiblement mélangeants.
Leur action jointe est ergodique, donc (6..4) fait de Σ = Sp(σφ × βφ) un sous-groupe fermé de R2.
La Proposition 8.10 donne pt ∈ πZ pour (p, t) ∈ Σ. Donc 2Σ est un sous-groupe fermé contenu
dans RR. La Proposition 6.11 montre que 2Σ, et donc Σ, est discret ou contenu dans un axe de
coordonnées.

Si Σ est discret, sa mesure spectrale jointe est supportée sur un ensemble dénombrable. La re-
présentation unitaire jointe est donc une somme directe de caractères, donc le flot modulaire est
presque périodique. Le mélange faible force L2(M,φ) = Cφ1/2. Si Σ est contenu dans un axe de
coordonnées, l’un des deux flots est trivial. L’ergodicité de ce flot donne encore M = C1. Les deux
alternatives contredisent l’hypothèse de type III1.
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