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Résumé : Dans cet article, on étudie les traces d’'un opérateur intégral sur deux sous-espaces orthogonaux
d’un espace L?. On montre que I'une des deux traces est nulle. De plus, on prouve que la trace de
lopérateur sur le second sous-espace est non négative. Par conséquent, l'opérateur a une trace non
négative sur l'espace L2. Ceci implique la positivité du critére de Li. D’aprés le critére de Li, tous les
zéros non triviaux de la fonction zéta de Riemann se trouvent sur la droite critique.

1 Introduction

La fonction zéta de Riemann ( est définie par :

1
((s) = vy

n=1
pour Rs > 1. Elle se prolonge en une fonction analytique sur tout le plan complexe, a ’exception
de son pdle simple en s = 1. Trivialement, ((—2n) = 0 pour tout entier positif n. Tous les autres

zéros de la fonction zéta sont appelés ses zéros non triviaux.

Dans le cadre de ses recherches sur la fréquence des nombres premiers, B. Riemann a conjecturé en
1859 que tous les zéros non triviaux de ((s) ont une partie réelle égale a 1/2.

En 1896, Hadamard et de la Vallée-Poussin ont démontré indépendamment que ((s) n’a pas de
zéros sur la droite s = 1. En 1914, Hardy a été le premier a montrer que la fonction zéta posséde
une infinité de zéros sur la droite Rs = 1/2. En 1942, Selberg a démontré qu’une proportion positive
des zéros de la fonction zéta se situe sur la droite Jts = 1/2. En 1974, Levinson a obtenu que plus
d’un tiers des zéros se trouvent sur la droite s = 1/2. En 1989, Conrey a constaté que plus des
deux cinquiémes des zéros se trouvent sur la droite critique. Le record actuel est d’au moins 41,28
% des zéros situés sur la droite critique, obtenu par Feng [10] en 2012. Voir Bombieri [1] pour un
historique détaillé de I'hypothése de Riemann.

Dans cet article, on suit 'approche de Connes |6, 7] utilisant les formules de trace. L’idée principale
de la démonstration est la suivante : d’aprés les théorémes 1.3 et 1.4, on sait que traces2(cq)(15) > 0,
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un résultat nouveau et fondamental de cet article. L'objectif est de montrer que A(h) > 0; voir
[23]. D’apres le théoréeme 1.1,

tracer2(cs)(Th) = A(h) — h(0) — h(1).

Pour démontrer que A(h) > 0, il suffit de choisir A tel que E(O) = ﬁ(l) = 0. Pour chaque coefficient
de Li A, on trouve des fonctions h,, . par le théoréme 1.2, satisfaisant h,, (0) = hy, (1) =0 et

0 < tracerz(cg)(Thy.) = A(hne) = 2A,

lorsque ¢ — 0. Ceci implique que A, > 0 pour tout n, et donc I’hypothése de Riemann est vraie
d’aprés le critére de Li.

Décrivons maintenant les résultats obtenus dans cet article.

Soit Q le corps des nombres rationnels et Q, le complété p-adique de Q. Ici, p désigne un nombre
premier. Pour tout £ € Q,, il existe a; € {0,1,...,p — 1} tels que

=Y ap
j=m

pour un entier m donné, on note : {{}, = ngqu a;p’. Alors, ¥,(§) = exp(2mi{¢},) définit un
caractére sur Q, ; voir |21, p. 309).

On note dx la mesure de Lebesgue ordinaire sur la droite réelle. Pour tout nombre premier rationnel
p, dz, est une mesure de Haar sur le groupe additif @, des nombres p-adiques selon laquelle 1’an-

neau des entiers p-adiques {z € Q, : |z|, < 1} est de mesure 1. Voir |21, p. 310] pour plus de détails.

La transformée de Fourier de f € L*(R) est :
5@ = [ swean
et la transformée de Fourier de f, € L?*(Q,) est définie par :
Spfo(8) = g fola)p(af)da;

voir [21, Théoréme 2.2.2, p. 310].

Soit S’ = {tous les nombres premiers p < .} pour un grand nombre g, > 0 donné par (3.12),

S =8"U{oo}, ¥s = [[eg¥p, et As =R x [[ cq Qp. Pour f =[] g f, € L*(Ag), on définit
Ssf(B) = A fa)vs(aB)da.

On note OfF ={£ € Q: [, =1 pour toutp € S} et Cgs = Jg/O% Remarquons
que [{|s = [[,cslély = 1 pour & € Of. Soit d*zee = ‘%j la mesure multiplicative sur R*
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et d*z, = #ﬁ la mesure multiplicative sur Q.. Alors, Oy = {z, € Q) : [7,] = 1} a

la mesure 1 selon la mesure d*x,. De plus, d*x = HpES d*z, est la mesure multiplicative sur
JS == RX X Hpesl Q;.

Pour Xg = Ag/O%, soit L*(Xg), comme dans [6, (5), p. 54|, I'espace de Hilbert qui est le complété
de lespace de Schwartz-Bruhat S(Ag) [5,24] pour le produit scalaire donné par :

oy = [ B B@@) s

Cs
pour f,g € S(As), ou Es(f)(x) = /|t Ceco f(€x) avec |z] := |a]s.

Pour un nombre A > 0 fixé, soit @ le sous-espace des fonctions f de L*(Xj) telles que Fsf(x) =0
pour |z| < A, et Q1 le complément orthogonal de Q5 dans L*(Xg). Alors :

L*(Xs) = Qx @ Qa;
voir [6, Lemme 1 b), p. 54].

D’apreés [6, Lemme 1 b), p. 54|, Fs est un opérateur unitaire sur 'espace de Hilbert L?(Xg). Ainsi,
d’apres le lemme 2.7 et la définition de I'espace de Hilbert L*(Xs), on a

L*(Cs) = Es(L*(Xs)) = Es(Qx) ® Es(Qa)-
Soit
Vs(h)F(z) = /C e NVIATF) )
pour F € L*(Cs), ot N
W) = / g(at)g(t) dt

avec g(u) = |u| " gn.(Jul™!) et g, étant donnés comme dans le théoréme 1.2. Egalement, pour
z € Cg ou Jg, on définit g(z) := g(|x|).

Soit
Ty = Vs(h) (Sa — Es§sPASsEg '),
oi Py(z)=1si|z|<AetOsi|z]>Aet Sy(z)=1si|z|>Atet0si|z| <AL

D’abord, on a le théoréme suivant bien connu.

Théoréme 1.1 : ([16, (19), p. 549] et [14, Lemmes 3.13-3.14 et Théoréme 3.16]). L’ opérateur Ty,
est un opérateur intégral de Hilbert-Schmidt de classe trace sur L*(Cs) et

trace2(cs)(Th) = A(h) — h(0) — h(1),

ot h(s) = J.o M)t dt est la transformée de Mellin de h et

A(r) = 3 h()

3



La somme ci-dessus sur p parcourt tous les zéros complexes de ((s), avec un zéro de multiplicité m
apparaissant m fois, et s’entend comme :

dm, D he)
IS(p)IST

Nous préciserons nos choix particuliers pour h dans le théoréme suivant.

Théoréme 1.2 : Soitn=1,2,3,... et

v (-]

ot la somme porte sur tous les zéros non triviauz de ((s) avec p et 1 — p appariés. Pour tout entier
n, il existe une famille de fonctions lisses a valeurs réelles g, (t) définie par (3.8) sur (0,00) telles
que Gnc(0) =0 et g (t) =0 pourt & (u-*, (1 —€)™) avec pe = (1 +¢€)/e? et telles que

m A(h,.) =2\,

e—0+
0l hie(2) =[5 Gnie(@Y)gne(y) dy. En particulier, En,e(O) = ?Ln’e(l) = 0.

Ensuite, on calcule les traces de Tj, sur Es(Qy) et Es(Qy) respectivement et on en déduit les deux
théorémes suivants.

Théoréme 1.3 : On a
traceg L) (Th) = 0.

Théoréme 1.4 : On a aussi
tracepg(g,)(Th) = 0.

Par les théorémes 1.1-1.4,
A(hp,) = traceES(Qk)(Th) + tracegg g, (Th) = 0.
Cette inégalité implique le théoréme principal suivant.

Théoréme 1.5 : Tous les zéros non triviauz de la fonction zéta de Riemann ((s) se trouvent sur
la droite s = 1/2.

2 Reésultats préliminaires

Soit Ng I’ensemble constitué de 1 et de tous les entiers positifs produits de puissances de nombres
premiers rationnels dans S, Oy = {x, € Q, : |7,[, = 1}, et

Is=R.x [] 0; (2.1)

peS’



Lemme 2.1 : (¢f. [21, Théoréeme 4.5.2, (1), p. 337]) Is est un domaine fondamental pour l’action
de O% sur Jg et Jg = Ugeog &l est une union disjointe.

Preuve : Tout a € Jg peut s’écrire sous la forme : a = tb avec t = |a|g € Ry et b = at™! € JE,
ou t~! désigne également I'idéle (¢7,1,...,1). Puisque |{|s = 1 pour £ € OF, si a;,as € Jg avec
|a1|s # |, alors Uintersection de ayOF et apO% est vide. Par conséquent

Cs =R, x (JL)O3) .

Puisqu’on ne considére ici que le corps Q, pour tout b € Ji, il existe des éléments uniques & € OF
et by € {1} x Hpes, O, tels que b = &by. De plus, si by et by sont des éléments distincts de
{1} x [l eq Oy, alors intersection de bO0% et byOf est nécessairement vide. Sinon, on aurait
bby! € O%. Alors by € Q et |byb5"|, = 1 pour tout p & S. Puisque by et by sont des éléments
de [[,cq Oy, on a |b1b5 |, = 1 pour tout p € S’. Donc b;b," = 1. Autrement dit, b; = bs.

Par conséquent,
Js/05 = 1] ;.
peSs’
Ainsi
Cs =Ry x [] 05
peS’

On a également obtenu la décomposition Jg = Ugeog &lg, une union disjointe.
Ceci achéve la démonstration du lemme. O

Lemme 2.2 : Pour une fonction lisse a support compact g sur (0,00), on peut écrire :

Ssg(t) =2 Z / (A) cos(2mA[t]y) dA

0<~€0%,
avec

1 _p_l si |7|p < 17

o) =[[{-»" sihl,=p

PEST0 si 7], > p.

Preuve : Puisque

Fslt) = / gD Ts(— ) A,

en changeant les variables A — A(|t|,1,...,1)/t, on peut écrire
Soott) = [ a(AESCNL L) ix= 30 [ gAML )
Ag ~eos,

Puisque |y|s = 1, en changeant les variables A — v\, on obtient

Fsglt) Z/ (IADs(—A([E], 1, 1)) dA

v€0%



Pour tout nombre premier p € S, on peut écrire

/O gIADWs(=Ay([t], 1, 1)) dAp = g(IADWs— o} (As—upr ([t 1o 1) [ dp(=Ap7)d,

* *
P OP

Par des calculs,

1—p™ siy], <1,
Up(=Apy)dAp, = { —p~t  sifvyl, =p,
o .
0 st |lp > p.
Par conséquent, on a obtenu que
Bag) =2 Y @) [ 90N cos(zmAlely) i 2.2
0<y€0% 0

Ceci compléte la preuve du lemme. O

La fonction de Mébius pu(n) est définie par pu(1) = 1, u(n) = (—=1) si n est le produit de k¥ nombres
premiers distincts, et u(n) = 0 si p? | n pour au moins un nombre premier p.

Lemme 2.3 : On peut écrire

1 c+i00 /\ 1_ s—1
Ss0t) =5 [ 05t [T 7l ds (2.3)

27 Joino e 1—ps
pour ¢ > 0, ou @(s) =2""77°g(1 — s)['(s) cos 5. On a aussi la formule de Plancherel

/000 Ssf(t)Ssg(t)dt = /0°° f(t)g(t) dt.

Preuve : Par le lemme 2.2,

UEND I - L] (1-3) % (%
LT ()
B )z ) e

kJI€Ng, (kl)=1 ki€Ng, (ki ,k)=1 k,leNs

Par conséquent, pour ¢ > 0, on a

1 c+i00 - 1— s—1
Ssg(t) = 5— / Fg(s) [ | 1 p,s ds

210 Jolino a5

pour ¢ > 0.



Par le théoréme de Plancherel

/OOO Fsg(t))? dt = /: |§S\9(S)|2du = /Z |§\g(s)|2 du = /OOO 1Fg(z)|Pdr = /OOO lg(t)|? dt,

ot s = 1/2 + 2miu. Il s’ensuit que

/0 " e f (0359 dt = / " Feygm dr.

Par [22, Example 10, p. 162],
s

/ t 1 costdt = I'(s) cos —
0 2

pour 0 < Rs < 1. Puisque g(u) =0 for u € [1 — €, pc], on a pour 0 < Rs < 1

[ee) e Le N
/ 51 dt/ g(u) cos(2unt) du = lim g(u) du/ t571 cos(2mut) dt
0 0 0

N—o0 1—e

N—o0

0o 2mrulN
= lim (2%)_5/ g(u)u™? du/ t L cost dt
0 0

He oo
= (2m)°g(1 — s)['(s) cos % — lim (27r)3/ g(u)u™ du/ t*~ ! cost dt.
1 2

N—oo —€ TulN

En intégrant par parties, pour 0 < Rs < 1, on a

/ t"Lcostdt = —(2nulN)* " 'sin(2ruN) — (s — 1) / t2sintdt — 0
2

TulN 2rulN

uniformément par rapport a u € [1 — €, p | lorsque N — 0.

Il s’ensuit que

/ 5! dt/ g(u) cos(2unt) du = (2m)°g(1 — s)I'(s) cos %S
0 0
pour 0 < Rs < 1. Cest-a-dire

@(s) =275 775G(1 — s)['(s) cos g

pour 0 < Rs < 1. On étend §\g(5) a Rs > 1 par prolongement analytique.
Ceci compléte la preuve du lemme. O
Lemme 2.4 : ([18, Théoréme VI.24, p. 211]) Si A est un opérateur linéaire borné de classe trace

sur un espace de Hilbert H et si {@,}2, est une base orthonormée quelconque, alors :

o0

tracey (A) = Z(As%a Pn)H

n=1
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ot la somme du membre de droite converge absolument et est indépendante du choiz de la base.

Lemme 2.5 : ([4, Corollaire 3.2, p. 237]) Soit p une mesure de Borel o-finie sur un espace
dénombrable de second ordre M, et soit A un opérateur intégral de Hilbert-Schmidt de classe trace
sur L?(M,du). Si le noyau k(z,y) est continu en (z,z) pour presque tout x, alors

traceLQ(MvdM)(A):/ k(z,x)du(x).
M

Lemme 2.6 : [18, Théoreme VI.19(b)(a), p. 207 et théoréeme VI.25(a), p. 212]. Soient A et B deux
opérateurs linéaires bornés sur un espace de Hilbert H. St A est de classe trace sur H, alors AB et
BA le sont également, avec trace(AB) = trace(BA). De plus, trace(A) = trace(A").

Lemme 2.7 : /8, Proposition 2.30, p. 359] La définition suivante définit une application Es a image
dense de S(Ag) dans L*(Cs) :

Es(f)(x) = V]a| Y f(x), € Cs.

£coy
3 Démonstration du théoréme 1.2
Le résultat suivant est essentiellement contenu dans E. Bombieri |2, ligne 17, p. 192-ligne 12, p. 193].
Pour les besoins techniques de la démonstration du théoréme 1.2, on reprend ici son argumentation.

Lemme 3.1 : Pour tout entier positif n et un € > 0 suffisamment petit, il existe une fonction lisse

ne() sur (0,00) telle que L, (x) =0 pour x & (%, ) et telle que :

e—0+

lim Yl e(p)lne(1 — p) = 2X,.
P

Preuve : Soit

j=1
et

P,(logz) si0<z<1,
0 stz > 1

pourn=1,2,....
Pour 0 < € < 1, on dénote par

0 six<e

po () = {gn(x) six > e,

et

() = {%’exp (=1/[1 = (=H?]) sijz—1] <e

0 si|lz—1|>e€



avec ¢o défini par Iidentite [[° 7(z) dz = 1.

On définit : .
gn,e(m) = / pn,e(xy>7-(y) dy
0

Alors £, () est une fonction lisse sur R dont le support est inclus dans lintervalle : (33, 1;).
Puisque

(1= 8) = Pre(1 — 5)7(s), (3.1)

on a

Zn,e(l - S)zn,e(s) - ﬁn,E(l - S)ﬁn,e(s) = ﬁn,eu - S)ﬁn,E(s) {?(3)?(1_8)_1}' (3'2)

Par intégration par parties n — 1 fois de la seconde intégrale suivante, on obtient :

1 €
Pnels) = / gn ()2 —/ gn ()" da
0 0

1 n 5 S S

=1- (1 — g) — P,(log 6) + P! (log e)—2 4o (=) P (log 6)5271 + (—1)"ns—n
L€ §Rs

+ | loge|™™ ) (3.3)
(! | 5]

pour 0 <Rs < let|s|>1

Pour 0 < s < 1,

Vs b s 1
1-7(s) = co/ e? 1 [1— (1+te) '] dt < co/ er?-1 (1 + 1—) dt < 1. (3.4)
_ _ €
Par (3.3) et (3.4),

Sl = PBcle) (FFL =)=+ ()= 1)
n—1 1 o 6n 161_§Rp
<<Z(H+'0ge’ o) (s hee ™ 5=)

|
X max <‘ / e?1 [1—(1+te)”
-1

De méme que dans la preuve de [3, (3.9), p. 284|, par la région sans zéro de De La Vallée-Poussin,
on a

lletzll [1—(1+te)'] dt‘) .

c c
LY (I pp—_——
log(|p| +2) log(|p| +2)
pour une certaine constante ¢ > 0. Ainsi, on a :
eRelp) : A
m < max e/ Og(IpIJr2)|p|—1/2 -0 (6—6 V og(1/€)> (3.5)
p P



pour une certaine constante ¢ > 0.

De I’équation (3.5), on déduit que

€§Rp 1 1-Rp
(i g0 (72 + Doge =)
B o) \T=7] ]

1
= A= {1+ |loge|" (™ + ') + |log e[ 2e} < |p| /2.

Il s’ensuit que

ane P)Pn.c(p) {T(p)(T(1 = p) = 1) + (T(p) — 1)}

<<Z <‘/ 71— (14 te)™*

ou le membre de droite converge uniformément par rapport a des valeurs de € positives suffisamment
petites. On peut donc intervertir 'ordre de calcul de la limite e — 0+ et de la sommation sur les p
pour obtenir :

x?l—l [1—(14te) '] dt(),

lim ane pne( ){T( ) (1_p)_1}:0

e—0+

Il découle alors de 1'équation 3.2 que :

lim Zzn75(p)zn75(1 —p) = lim ane )Pn.e(1 — p). (3.6)

e—0+ e—0+
D’aprés I'équation 3.3, on peut écrire :
/g\n<8)/g\n(1 - S) - ﬁn,e(s)]’)\nﬁ(l - S)
= [Gn(8) = Pne(8)]gn(L — 8) + Dre(8)[Gn(1 — 8) — Dne(1 — 3)]
ents n—1le n—1el—%s
|S|>O<‘s 1|>+O(||—i-|loge| >0(|10g6] |178|>

< iy [ log e 1™ + (1 + [ log e|"~'e™) [ log |~ 1e! 7]

=0 (| log e[t

11 découle des équations (3) et (3.5) que :

lim >~ [Ga(p)Gn(1 = p) = Pre(p)Pnc(1 = p)] = 0. (3.7)

e—0+
p

L’identité énoncée découle de I'équation 3.6 et de I’équation 3.8, de I’équation fonctionnelle de ((s),
et de l'identité :

e R e N e e N e G i
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Cecl achéve la démonstration du lemme. O

Preuve du théoréme 1.2 : Soit a(t) = 1/t(t — 1) et

alt) = (art + ag)e®® S? 0<t<l,
0 sit<0Ooul<t

avec ap, ao choisis de telle facon que a(1) = 0 et @(0) = 1.

Si I'on dénote

9(t) =D (=1)"a(nt) =Y a(nt) =2 a(n2t),

Ceci implique que ¥(t) décroit rapidement lorsque ¢ — 0, 00. Il s’ensuit que 3(3) est une fonction
entiere. Puisque

S a2

pour Rs > 0, par extension analytique, on a

I(s) = (1 —2"7)¢(s)a(s)

pour s complexe.

Soit
) = baule) = 5 [ bt/ 39
et
hae(x) = /O e (TY) Gn,e(y) dy,

siu<e

9 (n) = {g(u) siu > e,

pour € > 0 suffisamment petit.

Puisque 1/9\(0) #0, on a 51(0) 2% 0 pour € > 0 suffisamment petit. De plus, ﬁ(p) = 0 pour les zéros
non triviaux p de ¢(s). Ainsi, on peut écrire

o) = Bul){ 1- 5110) 300 [ ot ao| - {1- @11(0) 310 [ oy ad] |
= ldp)l (1 — p){l + 511(0) /0 ﬁﬁ(x)xp_lda:}{l + 5110) /O Eﬂ@)ﬂdx}.
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Par conséquent,

-~ -~

FoaP) = ol V1= ) = B V(1= ) 1(0) { / () di

+ /0619(1'):8_” dr + = ! /0619(£B)$p_1 dx /Oeﬁ(x)x_p dil?} (3.9)

1(0)

Puisque za/(z) et sa transformée de Fourier s’annulent en z = 0, par la sommation de Poisson :

i X
n#£0 n#0

' (z) = inma'(nm) - 25:712:100/(712@ = éi&(ua'(u)) <§> 1 ig(ua’(u)) (%) :

Ceci implique que ¥ (x) décroit rapidement lorsque z — 0. Puisque 9J(x) décroit également rapide-
ment lorsque x — 0, on a :
max{ |9 (z)], [ (z)[} < |z["

pour tout entier positif n lorsque x — 0+. Par intégration par parties,

/eﬁ(x)x_s gy = 9,1 /619’(95)9;1—8 dw < = (3.10)

1—s s-—1 |s|
pour 0 < Rs < 1 et |s| > 2, ou ¢ est une constante absolue indépendante de s.

D’aprés les équations 3.1, 3.3 et 3.4, on a :

68%5 | 1Og€|n71

<

—~ 1 e
Ure(s) < — + |loge 1|8’ T

5]

(3.11)

pour 0 < Rs < 1, ou la constante implicite ne dépend que de n.

A partir des équations 3.10, 3.11 et 3.12, on déduit que :

> (Fnclp) = a1 = p)) < ellog 23" ﬁ —0
P

p

lorsque € — 0+. D’aprés le lemme 3.1,

Em A(hpe) = 2\

e—0+

Remarquons que g, (t) = 0 pour ¢ & (e2/(1 +¢€),1/(1 —€)) et G,(0) = 0 d’aprés 1’équation
3.9. Ainsi, désormais, on choisit u. dans la définition de I’ensemble S comme un nombre fini fixe
suffisamment grand tel que :

e = (14 ¢€)/€. (3.12)

Ceci compleéte la preuve du théoréme 1.2. O
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4 Démonstration du théoréme 1.3

Pour tout élément F de L?(Cys), comme Eg(S(Ag)) est dense dans L?(Cyg) d’aprés le lemme 2.7,
il existe une suite d’éléments f, € S(Ag) telle que Eg(f,) — F dans L*(Cs). Par définition du
produit scalaire sur L?(X5s), les f, forment une suite de Cauchy dans L?(Xg). Puisque L*(Xg) est
un espace de Hilbert complet, il existe un unique élément f € L*(Xg) tel que f, — f dans L*(Xg).
Ainsi, on définit Eg'(F) = {f(¢x) : € € O%}.

Lemme 4.1 : Soit g(t) =t g, (t™"). Alors
traceES(Qk)(Th) = —tracer2(cy) (PAESSSE tp, VS( )EsgtSE§1> .

Preuve : Soit F;,i = 1,2, ... une base orthonormée de Es(Q7). D’aprés le lemme 2.4 et le théoréme
1.1,

(e 9]

tracep o) (Th) = Y (Va(h) (Sa — Es85PaBsEg") Fi, ).

=1

Puisque F; € Es(Qy), on a §sEg'Fi(z) = 0 pour || > A. Par conséquent, en considérant deux
ensembles, on a :

P\SsES'F = FsES'F,.

Par le calcul, on trouve que :
Es3sPrSsEg'F, = EsSsSsEg' Fy = F,.

Ainsi,

Mg

traceg, (ol (Ty) =

)1 = Sa)F F) = — i <Vs(h)P%Fz‘7 E> :

i=1 =1

Puisque EsF5PagsEg" est la projection de L?(Cs) sur Es(Q41), d’aprés le lemme 2.6

—traceES(Qk)(Th) = tracer2(cy) Vs(h)P%EsggPASSE?)
= tracerz(cy) (Vs(h) PLEsSsEs Py - Es§sEg'
= tracerz(cy) ( EsSsEs' - Vs(h)PLEs§sEg" Py
— traces2(cy) PAESSSE?P%VS(h)ESStSE;)

lorsque Vg(h)! = Vg(h).

Ceci compléte la preuve du lemme. (]

Lemme 4.2 : Si l'on dénote ®(z,y) fA (uz)Ws(—uy) du, alors on peut écrire
PAESSSE?P% Vs(h)Es§5Eg F(z)

:PA(I’)/A o Vg (zv) dv /Ooog(vz) dz/c Oz, y)\/ |xy|F (y) d*y.
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Preuwve : Soit F = Eg(f) avec f € S(Ag). On peut écrire EsF5Es ' F(u) = Es(F4f)(u). Par

conséquent,

Vs(h)EsS5Es " F(v) = [, h(v/u)y/Tv/ulEs(
= Joo Bs(Fsf)(w)y/Joul d*u [ g(uz)g(vz) d=

= Jou v i) < melol Es(F%f)(u)/|vu| dxuf‘ : z)dz

L
— f:fl g(vz dzfc 00 ) sl Es(F%f)(uw)g(uz)/|vu| d*u

=I5 g(vz dzfc (uz)Es(Fsf)(w)/|vu| d*u

= I Vlg(v2) = fo 9(u) (3,05 85 () ) Jul d*u

ou le changement d’ordre d’intégration entre d*u et dz est permis car l'intégrale double est abso-
lument intégrable par le choix de f.

Soit ¢(x) = g(|z|) siz € Ig et p(x) = 0six € Ag— I5. Alors ¢ € S(Ag). Pour tout = € Jg, d’aprés
le lemme 2.1, il existe exactement un € O% tel que £z € Ig. Ceci implique que

=) ¢(é)

¢eoy,

pour tout x € Cg. De plus, on peut écrire :

ssg@):/ (AT (=) dA = Z/ (AW s(=At) d.

£e0g

En utilisant les deux identités précédentes, on peut écrire :

| ot (}j@wwm)wmx
}ﬁb > sieun]|[ S SSf(HUH|UIqu:=L/Q . l[j{j FsoleD)] | D J0m)|fuld*u

¢eox, neoy ¢eox, neoy

/Cs /As (uz)¥g(—uy du][Zf&ypdey_/ \/de% (4.1)

£€0g Cs

ou le membre de droite de la seconde égalité est obtenu en utilisant le fait que §g est unitaire sur
L?*(Xg); voir [6, Lemme 1 b), p. 55]. Ainsi, on peut écrire

wW%%@wm:Aﬁmawé¢@wMWW@wwy
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Il en découle que
PyEs§sEg' P1Vs(h)Es§sEg ' F(x)
—r@) [ Wsnd [ geads [ ea)VinlF@) @y 42
Ag,lv|< 0 Cs
Ceci compléte la preuve du lemme. O
Lemme 4.3 : On a

traceg, 1) (Th) = —/ |x|dxx/ Ug(zv) dv/ g(v2)®(z,z) dz.
Cs,|z|<A Ag,lv|<+ 0

Preuve : Puisque g(vz) = g(|vz|), en changeant de variables v — v(|z|,1,--- ,1)/x, on peut écrire :

/As o] <+ s(zv)dv /OOO 9(v2)®(z,2) dz = /As ot Us(o(|z], 1, , 1)) dv /OOO g(v2)P(z,x) dz

et

O(z,z) = /A gvz)Ve(—v(|z[,1, -+ ,1))dv = ®(z,|z]).

Soit F' = Eg(f) avec f € S(Ag). De méme que dans (2.2) et (2.4), par intégration par parties par
rapport a v, on peut écrire

\IJS ;C, RN 'Ud'U > VZ dZ CI)Z, T F d><
J o st o [ gtesy iz [ o ViiFro @y

_ Z ::’(j‘)l{sin <2mykLA) /Ooog(%) dz—/oisin (27r]x\vé) v /OOO 24 (v2) dz}
« [ )V (43)

ou l'ordre de dérivation par rapport a v et d’intégration par rapport a z peut étre modifié car
g(vz) =0sivz €[l —¢, p.

En choisissant ¢ = 1/8 dans (2.3), on obtient :
®(2,y) <s ly="| 7"

De cette inégalité, on déduit :

sin 27T|:L’| ‘/ ‘g / (z, )|V |xy|| F (y)| d*y
Cs
<s [ WVVIRIFWIy <s Vi (4
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Soit 0 < v < 1/8 un nombre fixé. Alors |sint| < |sin¢|'™” < [¢|*™¥ pour tout réel ¢. En particulier,

on a
1—v

[
k

En effectuant le changement de variables z — z/v et u — ww, et en utilisant les inégalités ci-dessus,
pour ®(z,y) et sin(27|z|vL), on obtient :

1
/A
0

l
sin (27,55‘7)%)‘ ‘27m:v

l (o9}
sin (27T|.CE|UE>‘dU/O |zg’(vz)|dz/c (z, )|V |xy|| F(y)| d*y
X Iy |dv , y
= sin <2W\x|v—> — |zg (2)|dz (z,vy) |/ |xy||F (y)| d*y
0 k U Ji—e Cg
v dv
<s / rlalog| " [T g / oyl VTl ) @y
1

1

A
<s (ol "o [ llE@ 4 <o V) 05)

D’apres (4.4)-(4.5) et comme » ;17" < 00, on conclut que la série (4.3) converge absolument et
que

L 1 l 00
Z 1) >/A cos(27r|x|v—)dv/ g(vz) dz/ O(z,y) /|y Fly) d*y < ||~
k' 0 k 0 Cs

k,leNg

La convergence absolue de (4.3)—(4.5) garantit que l'on peut modifier 'ordre d’intégration pour
déplacer les trois premiers termes du membre de droite de (4.2) dans |, cs d*y et obtenir :

PrEs§sEg' P1Vs(h)Es§sEg' F(x)

-/ PV 7y AS,|U|<;WS(x“>d“ | atoeten) i

Puisque PAESSSE?VS(}L)P% EsF5Eg" est borné, cette identité est valable pour tout F' € L?(Cl).

Puisque T}, est un opérateur de Hilbert-Schmidt de classe trace sur L?(C) d’aprés le théoréme 1.1,
il découle des lemmes 4.1 et 2.5 que :

tracegy (1) (Th) = —/ |x|dxx/ Ug(xv) dv/ g(v2)P(z,x) dz.
Cs,|z|<A Ag,lv|<% 0

Ceci achéve la démonstration du lemme. O

Lemme 4.4 : Soit A = 1. On peut alors écrire :

traceg, 1) (Th) = —/ dv/ \Ilg(xv)\x|dxa:/ g(v2)®(z,z) dz.
Ag ‘U‘<1 Cs |I|<1 0

16



Preuve : De méme que dans la démonstration du lemme 4.3, par intégration par parties par rapport
a v, on obtient :

/As,|v|<1 U (zv) dv /000 g(vz)d( =2 Z / cos (27r|x|vé) dv /OOO g(v2)®(2, 2) dz

k,leNg

:k% %{sin (2#]1:%) /Ooog(z)@(z,x) dz—/ol sin (%@@é) dv/ooog’(vz)q)(z,x)zdz}
gk% |7/;Ll(| >||<2 || — )l_y{/:]g(z)(b(z,xﬂdz—i—/Olvl”dv/ooo ]g’(vz)q)(z,xﬂzdz}. (4.6)

En choisissant 0 < ¢ = v < 1/8 dans (2.3) on en déduit que
(2, 2)| = |@(1, 2/2) /2] <s |o/27/|2] = || 7|27

Il s’ensuit que :
Me

| 00l ds <slol (@.7)
1

—€

et
1 oo 1 0o
/Ul_”dv/ |d (v2)® (2, x)|2 dz <<s/ Ul_”dv/ | (v2)||z/z|" d=
0 0 0 0
1 He
<g \x!‘”/ v_2”dv/ lg' (2)||z]" dz <s |77, (4.8)
0 _

1—¢
D’apreés les équations 4.7 & 4.8, la série 4.6 converge absolument et est <g |z|72.
En effectuant le changement de variables v — v(|z|,1,--- ,1)/x et grace a la convergence absolue

de I’équation 4.6, on peut modifier I'ordre d’intégration entre x et v comme suit pour obtenir

/ |x|dxx/ Ug(zv) dv/ g(|vz])®(z, x) dz
Cs,|x|<1 As,‘v‘<1 0
— [ de [ wslal e e)ds [ (et ol dz
15,|:C|<1 As,|’l)‘<1 0
1 k I 1 l 00
:/0 dx Z %{sin (2W$E>/O g(2)®(z,x) dz— /0 sin <277ka> dv/o g’(vz)q)(z,a:)zdz}
S

—/Oldv/ol sin (27Txvé) de/OOOg’(vz)Q)(z,x)zdz}. (4.9)

1 1 9 1
/ cos (2ravt) do = L M iz,
0 k dv 2may

Egalement puisque
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on peut écrire

/ dv/ \I!S(:z:v)|x|dxx/ g(vz)P(z,x) dz
A5,|’U|<1 Cs,‘$|<1 0
:/ dv/ Ug(zv)|z|d”x / g(v2)®(z,2)dz
Ag,|v|<1 Cs,|z|<1
=2 Z nik) /dv/ cos 27rx’u da:/ g(vz)P(z,z)dz

k,l€Ng
w(k) / d {/1 sin(2rzvi) }/"O
=2 —dr g(v2)®(z,2)dz
k% k Yo 27m:% 0
k in(2rr; >
=2} p(k) / Mdfﬁ/ 9(2)®(z, z) d=
k 0 2T, 0
k,l€Ng

/ /Sm i;x_v x/oog(vz)zq)(z,x)dz}
- 2 B [ [ ooncn s

/ / 27r:cv dX / g (v2)®(z,x)z dz}. (4.10)
0
Il découle de (4.9) et de (4.10) que

/ |x]dxx/ Vg (zv) dv/ g(lvz))®(z, x) dz
Cs,|z|<1 Ag,|v|<1 0
:/ d’u/ ‘I/g(acv)]x\dxx/ g(vz)®P(z,x)dz. (4.11)
Ag,|v|<1 Cg,lz|<1 0

La formule énoncée découle alors du lemme 4.3.
Cecl achéve la démonstration du lemme. O

Preuve : [Démonstration du théoréme 1.3] La différence de mesure entre Ag et Jg est négligeable
pour un ensemble fini S. D’aprés (4.11) et la convergence absolue de (4.6),

/ dv/ \Ilg(a:v)]x\dxx/ g(vz)®P(z,x) dz
A5,|v|<1 Cs,‘iﬂ|<1 0
:/ dv/ \Ilg(xv)|x|dxa:/ g(|vz])®(z,x) dz
Js,|v|<1 Cg,|z|<1 0
= Z/ dv/ \Ilg(xv)|x|dxx/ g(v2)®(z,2)dz (4.12)
£Is,|v|<1 Cs,|56|<1 0

€eoy,

converge absolument.
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Notons que |£| = 1 pour tout & € OF. Du fait de la convergence absolue de (4.12), pour toute
décomposition disjointe Js = Ugeoz&1s, on a, d’apres le lemme 4.4 :

traceggu)(Th) = —/ dv/C e \IJS(:CU)|Z"CZX:C/O 9(vz)®(z,z) dz
S| T

As,‘v‘<1

—-> [ o) [ st as [ gligvads [ glfusl)vs(-ue) du
5603 Is,|£”U|<1 Cs,|$‘<1 0 Ag

=— Z/ dv/ \Ils(va)|:x|dx$/ g(|vz|)dz/ g(luz|)Vs(—uz) du
feOg Is,|’U|<1 Cs,|2|<1 0 Ag

(4.13)

avec la somme (4.13) convergeant absolument.

En effectuant d’abord le changement de variables z — ¢!z dans (4.13), puis u — u&, on obtient

traceg, (1) (Th)

S /zs,|v<1 v /CM|<1 \Ifg(xv)|x\dxx/ooog(|vz|)dz /Asg(|u2])\lfg(—ux) du, (4.14)

¢eoy,

ou 'équation (4.14) converge absolument et somme le méme nombre une infinité de fois.

Puisque la somme (4.14) est finie d’apreés le lemme 4.1, on a nécessairement :

/ dv/ \Ils(xv)|x|dxx/ g(|vz|)dz/ g(|luz])¥s(—uz) du = 0. (4.15)
Is,|v|<1 Cs,‘$|<1 0 Ag

De (4.14) et (4.15) on déduit que
tracegy 1) (Th) = 0.

Ceci compléte la preuve du théoréme 1.3. U

5 Preuve du théoréme 1.4

Lemme 5.1 : Vg(h) est un opérateur positif sur L?(Cl).

Preuve : Soit F n’importe quel élément de L?(Cg) a support compact. Par définition,
VeWF(@) = [ FOWRDIE [ alle/Mnoto) dy
S 0

En changeant de variable y — ||y, on peut écrire
o0
0

/ Vs(h)F(2)F(x) d*x = / F(z) /e &z / FO) VA A / g(zly)g(My) dy.
Cs Cs Cs
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Puisque l'intégrale triple ci-dessus est absolument intégrable car F' et g sont a support compact,
on peut inverser 'ordre d’intégration pour obtenir :

[ vsr@r@as = [7( [ p@gtsmyimee) ([P0 y/ies) o

ou ¢ est une fonction a valeurs réelles. Puisque les fonctions & support compact sont denses dans
L?(Cs) et que Vs(h) est bornée, on a :

pour tout F' € L?*(Cy).

Ceci achéve la démonstration du lemme. O

Lemme 5.2 : On a :
tracegg(q) (Th) 2 tracegy Q{1 — Sa)Th}-

Preuve : Soit F;,i = 1,2,--- une base orthonormée de Es(Q). D’aprés le lemme 2.4 et le théoréme
1.1,

tracepg (g (Th) = Y _(Vs(h) (Sa — Es§sPaTsEg") Fi, ).
=1

Puisque F; € Es(Qy4), on a FsEg' Fy(r) = 0 pour || < A. Ceci implique que

PAFsEg'Fi(x) =0 (5.1)
pour tout z, et par conséquent
tracepg gy (Th) = Y (Vs(h)SyF, F). (5.2)

i=1
Puisque T, est de classe trace, (1 —Sy)T}, I'est également, car 1 — Sy est un opérateur linéaire borné
sur L?(Cg). 1l découle du lemme 2.4 que la série

o0 o0

> (1= Sa)Vs(h) (Sa — Es§sPaSsEs") Fi i) = > (Vs(h)SaF;, (1 — Sx)F)

=1 =1

converge absolument. Comme le membre de droite de I’équation 5.2 est également absolument
convergent d’apres le lemme 2.4, on peut écrire :

<V5(h)SAFi, SAF1> =+ iafS(h)SAFz; (1 — SA)F1>

i=1

tracepg(Q,) (Th) =

IF

s
I
—

NE

(Vs(h)SaFy, SAFy) + > (1= SA)TwF, Fy)

1

<.
Il

hE

<V5(h)SAFZ, SAFZ> + traceES(QA){(l - SA)Th}

1

<.
Il
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D’aprés le lemme 5.1

(Vs(h)SAnF;, SaF;) >0

pour tout ¢. Il en découle que

tracegg(qq) (Th) 2 tracegy {1 — Sa)Th}-

Ceci compléte la preuve du lemme. O
Lemme 5.3 : Soit g(t) =t g, (t7). Alors
traceEs(QA){(l — Sa)Th}

:/ |x|dxx/ Vg (ux) du/ g(ut) dt/ g(zt)Vg(zx) dz.
Cs,A<|$| AS?‘UI<% 0 AS?%<|ZI

Preuve : Puisque Es(1 — §5PaFs)Eg" est la projection orthogonale de L?(Cs) sur Es(Qy), par
(5.1)=(5.2) et par le lemme 2.6

traceEs(QA)((l — SA)Th) = traceLz(CS) ((1 — SA)V5<h)SAE3<1 — SEPAgs)Egl)
= traceLz(cs){ES&gEgl(l - SA)Vs(h)SAEsggES_vl(l - PA)}

Soit F'= Es(f) avec f € S(Ag). On a :
PsSE5" (1 = POFG) = [ VIR0 = PA)P)¥s(—y2) dy
Alors :

Vs(h)SAEsggEgl(l — PA)F(U)
- / h(u)2)Sa(z) d*» / Vg1 = Pa())F(y) Us(—y=) dy

_ / " glut) di [ Sa@tenlel vz / VIafl(1 = Pa())F(y) Us(~y2) dy,

ou l'ordre d’intégration dans la troisiéme ligne ci-dessus peut étre modifié car g(ut)g(zt) = 0 si
t Jul 1 — e pd ou [2] & [ul[£7, £<].

Alors on écrit
EsFsEg (1 — Sa)Vs(h)SAEsT5ES (1 — Py)F ()
- / () (1S () du / glutydt [ Sa(z)g(zt)|s &= / VIE9l(1— Py () F(9) U (—y2) dy.

Cs
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Similairement a ce qui a été fait dans I’équation (4.1), on peut écrire
[ ss@uaolzlas [ VIl - @) Po)s(-p2) dy
5 Ag
= [ strstenas| Vil - P Fbl
Cg l< z

A

Il s’ensuit que
Es§sE5' (1= Sa)Vs(h)SaEs§sE5 (1 — Py)F ()
— /|u<,{ Vg (ur) du/o g(ut) dt /CS vV |zyl {/<|Z|g(zt)\ps(zy) dz] (1 — Py(y))F(y) d*y.

1
A

Un argument presque identique, présenté dans (4.3)—(4.5), montre que 'on peut déplacer les deux
premiers termes de l'intégrale ci-dessus dans |, ce -d*y pour obtenir

EsgsEgl(l — SA)Vs(h)SAESggEgl(l — PA)F(Z')

_ /C \/@{ /N g (uz) du/ooog(ut) dt} Ul<lz|g(zt)qfs(zy) dz] (1— Py(y))F(y) d"y.

A
Puisque EsFsEg' (1 — Sa)Vs(h)SaEsT5Eg (1 — Py) est borné, I'identité ci-dessus est vérifié pour
tous les éléments F de L?*(Cys). Par le lemme 2.5,

tracepg(0,) (1 — Sa)Th = / || dxx/
Cg,A<|z| Ag,lul<

Ceci achéve la démonstration du lemme. O

1
A

Ug(ux) du/ooO g(ut) dt/A L lg(zt)\lfg(zx) dz.

1
A

Démonstration du théoreme 1.4 : En choisissant A = 1 dans le lemme 5.3, on obtient :

traceEs(QA){<1 - SA)Th}

:/ \x|dxx/ Vg (ux) du/ g(ut) dt/ g(zt)Vg(zx)dz, (5.3)
Cg,1<|z| Ag,|ul<1 0 Ag,1<|z|

ot l'on peut supposer que 1 — € < |ut| < p. et 1 —e < |2t] < pe car g(ut)g(zt) = 0 si u, z,t ne
satisfont pas simultanément ces deux inégalités. D’aprés ces deux inégalités, on a

1- 1-— € €
max (—E, —6) < |t| < min (M—, M—)
Jul 2] [ul” ||

Puisque |u] < 1et 1 < |z| by (5.3), on a

— €

Jul

He

< |t] <
2|
Cette inégalité implique que

Le

— <. (5.4)

€

1—6<]t|<u6,|z]<1 , and
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En utilisant (5.4), on peut écrire

tracepg(@a{(1 — Sa)Tn}
e
:/ |ZB|dXLE/ Vg (ur) du/ g(ut) dt/ g(zt)Vg(zx)dz. (5.5)
Cs,1<|z| AS,%<|u|<1 1—e Ag,1<]z|< e

1—e

Pour t € [1 — ¢, |, de méme que dans (2.3), on obtient :

/ g(2t)Vg(zx) dz <g 2|7 (5.6)
Ag,1<]|z|<

He
1—e¢

De méme que dans (2.2) et (2.4), d’aprés (5.6) et 'intégration par parties par rapport a la variable
u, on trouve que

pe
/ Ug(ux) du/ g(ut) dt/ g(zt)Vg(zx) dz
AS,%<|u|<1 1—e Ag,1<z|< e

1—e

_ Z:%%?li{ﬁﬂﬁn@m%)—t[ﬂ@Kfﬂmbm@mwéNM}ﬁ

kleNg - He
1 k
d“ QWWMM@—ZMJQW?W)
2 He ’(/E‘Q l
AS’1<| ‘<1_E k,JlENg
L’inégalité ci-dessus implique que la série
He
/ Vg (ux) du/ g(ut) dt/ g(zt)Vg(zx) dz
AS,%<|u|<1 1—e Ag,1<|z|< £
e
= Z / Ug(ux) du/ g(ut) dt/ g(2t)Vs(zz) dz <5 || 2
7[57175<\u|<1 1—e Ag,1<|z|< e

"/EOE« e 1—e

converge absolument et uniformément par rapport a |z| > 1. Par (5.6) et (5.7), on peut changer
I'ordre d’intégration et écrire (5.5) comme

tracepg Q) {(1 — Sa)Th}
e
= / du/ Ug(ux)|x| dxx/ g(|ut|)[/ 9(|2t)) Vs (zx) dz] dt
AS,%<|U|<1 Cgs,1<|z] 1—e Ag,1<]|z|< He

1—e
He

= Z/ du/ \Ifg(uvx)]x\dxx/ g(]ut|)dt/ g(|zt])Vs(zz)dz (5.8)
Is,lu—:<|u|<1 Cs,1<|z| 1—e Ag, 1<z <=

v€0% 1

avec la somme (5.8) convergeant absolument.

En effectuant les changements de variables dans (5.8) d’abord x — x/v et ensuite z — 27, on
déduit que

tracegg () {(1 — Sa)Th}

-> /.

'YGO:% e

e

du/ \Ifg(ux)|:v|dxa:/ g(|ut|)dt/ g(|zt)Vs(zx)dz, (5.9)
€ <Ju|<1 Cg,1<|z| 1—e Ag,1<]z|< <

1—
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ot (5.9) additionne le méme nombre une infinité de fois.

Puisque la somme (5.9) est finie par le lemme 5.3, on doit avoir

e
/ du/ \Ifs(ux)|x|dxx/ g(|ut|)dt/ g(|2t|)Vs(zz)dz = 0. (5.10)
Is,f<|u|<1 Cg,1<|z| 1—e Ag,1<]|z|< He

1—e

En combinant (5.9) et (5.10), on obtient que

tracepg(o,){(1 — Sa)Th} = 0.

Par le lemme 5.2,
tracepg(0,)(Th) = 0.

Ceci compléte la preuve du théoréme 1.4. O

6 Preuve du théoréme 1.5
Preuve : Par les théoréemes 1.1-1.4,

A(h) = traceEs(Qk)(Th) + tracegg (g, (Th) = 0.

00 o0 1 1\ 1 1
Pn,e(x) = /0 In.(TY) gn.e(y) dy = /O Lt <x—y> 0 (;) dy = h(z),

A(hpe) = A(h) > 0.

Du théoréme 1.2, on déduit que A, > 0 pour n = 1,2,.... Alors ’hypothése de Riemann [19, p. 148§]
découle du critére de Li [15] qui énonce qu’une condition nécessaire et suffisante pour que les zéros
non triviaux de la fonction zeta de Riemann soient sur la droite critique est que A, est non négatif
pour tout entier positif n.

Puisque

on a

Ceci compléte la preuve du théoréme 1.5. 0
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