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Résumé : Dans cet article, on étudie les traces d’un opérateur intégral sur deux sous-espaces orthogonaux
d’un espace L2. On montre que l’une des deux traces est nulle. De plus, on prouve que la trace de
l’opérateur sur le second sous-espace est non négative. Par conséquent, l’opérateur a une trace non
négative sur l’espace L2. Ceci implique la positivité du critère de Li. D’après le critère de Li, tous les
zéros non triviaux de la fonction zêta de Riemann se trouvent sur la droite critique.

1 Introduction
La fonction zêta de Riemann ζ est définie par :

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns

pour ℜs > 1. Elle se prolonge en une fonction analytique sur tout le plan complexe, à l’exception
de son pôle simple en s = 1. Trivialement, ζ(−2n) = 0 pour tout entier positif n. Tous les autres
zéros de la fonction zêta sont appelés ses zéros non triviaux.

Dans le cadre de ses recherches sur la fréquence des nombres premiers, B. Riemann a conjecturé en
1859 que tous les zéros non triviaux de ζ(s) ont une partie réelle égale à 1/2.

En 1896, Hadamard et de la Vallée-Poussin ont démontré indépendamment que ζ(s) n’a pas de
zéros sur la droite ℜs = 1. En 1914, Hardy a été le premier à montrer que la fonction zêta possède
une infinité de zéros sur la droite ℜs = 1/2. En 1942, Selberg a démontré qu’une proportion positive
des zéros de la fonction zêta se situe sur la droite ℜs = 1/2. En 1974, Levinson a obtenu que plus
d’un tiers des zéros se trouvent sur la droite ℜs = 1/2. En 1989, Conrey a constaté que plus des
deux cinquièmes des zéros se trouvent sur la droite critique. Le record actuel est d’au moins 41,28
% des zéros situés sur la droite critique, obtenu par Feng [10] en 2012. Voir Bombieri [1] pour un
historique détaillé de l’hypothèse de Riemann.

Dans cet article, on suit l’approche de Connes [6, 7] utilisant les formules de trace. L’idée principale
de la démonstration est la suivante : d’après les théorèmes 1.3 et 1.4, on sait que traceL2(CS)(Th) ⩾ 0,
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un résultat nouveau et fondamental de cet article. L’objectif est de montrer que ∆(h) ⩾ 0 ; voir
[23]. D’après le théorème 1.1,

traceL2(CS)(Th) = ∆(h)− ĥ(0)− ĥ(1).

Pour démontrer que ∆(h) ⩾ 0, il suffit de choisir h tel que ĥ(0) = ĥ(1) = 0. Pour chaque coefficient
de Li λn, on trouve des fonctions hn,ϵ par le théorème 1.2, satisfaisant ĥn,ϵ(0) = ĥn,ϵ(1) = 0 et

0 ⩽ traceL2(CS)(Thn,ϵ) = ∆(hn,ϵ) → 2λn

lorsque ϵ → 0. Ceci implique que λn ⩾ 0 pour tout n, et donc l’hypothèse de Riemann est vraie
d’après le critère de Li.

Décrivons maintenant les résultats obtenus dans cet article.

Soit Q le corps des nombres rationnels et Qp le complété p-adique de Q. Ici, p désigne un nombre
premier. Pour tout ξ ∈ Qp, il existe aj ∈ {0, 1, . . . , p− 1} tels que

ξ =
∞∑

j=m

ajp
j

pour un entier m donné, on note : {ξ}p =
∑

m⩽j⩽−1 ajp
j. Alors, ψp(ξ) = exp(2πi{ξ}p) définit un

caractère sur Qp ; voir [21, p. 309].

On note dx la mesure de Lebesgue ordinaire sur la droite réelle. Pour tout nombre premier rationnel
p, dxp est une mesure de Haar sur le groupe additif Qp des nombres p-adiques selon laquelle l’an-
neau des entiers p-adiques {x ∈ Qp : |x|p ⩽ 1} est de mesure 1. Voir [21, p. 310] pour plus de détails.

La transformée de Fourier de f ∈ L2(R) est :

Ff(x) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−2πixt dt,

et la transformée de Fourier de fp ∈ L2(Qp) est définie par :

Fpfp(β) =

∫
Qp

fp(α)ψp(αβ)dα;

voir [21, Théorème 2.2.2, p. 310].

Soit S ′ = {tous les nombres premiers p ⩽ µϵ} pour un grand nombre µϵ > 0 donné par (3.12),
S = S ′ ∪ {∞}, ψS =

∏
p∈S ψp, et AS = R×

∏
p∈S′ Qp. Pour f =

∏
p∈S fp ∈ L2(AS), on définit

FSf(β) =

∫
AS

f(α)ψS(αβ)dα.

On note O∗
S = {ξ ∈ Q : |ξ|p = 1 pour tout p ̸∈ S} et CS = JS/O

∗
S. Remarquons

que |ξ|S =
∏

p∈S |ξ|p = 1 pour ξ ∈ O∗
S. Soit d×x∞ = dx∞

|x∞| la mesure multiplicative sur R×
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et d×xp = 1
1−p−1

dxp

|xp|p la mesure multiplicative sur Q×
p . Alors, O∗

p = {xp ∈ Q×
p : |xp| = 1} a

la mesure 1 selon la mesure d×xp. De plus, d×x =
∏

p∈S d
×xp est la mesure multiplicative sur

JS = R× ×
∏

p∈S′ Q×
p .

Pour XS = AS/O
∗
S, soit L2(XS), comme dans [6, (5), p. 54], l’espace de Hilbert qui est le complété

de l’espace de Schwartz-Bruhat S(AS) [5,24] pour le produit scalaire donné par :

⟨f, g⟩L2(XS) =

∫
CS

ES(f)(x)ES(g)(x) d
×x

pour f, g ∈ S(AS), où ES(f)(x) =
√

|x|
∑

ξ∈O∗
S
f(ξx) avec |x| := |x|S.

Pour un nombre Λ > 0 fixé, soit QΛ le sous-espace des fonctions f de L2(XS) telles que FSf(x) = 0
pour |x| < Λ, et Q⊥

Λ le complément orthogonal de QΛ dans L2(XS). Alors :

L2(XS) = Q⊥
Λ ⊕QΛ;

voir [6, Lemme 1 b), p. 54].

D’après [6, Lemme 1 b), p. 54], FS est un opérateur unitaire sur l’espace de Hilbert L2(XS). Ainsi,
d’après le lemme 2.7 et la définition de l’espace de Hilbert L2(XS), on a

L2(CS) = ES(L
2(XS)) = ES(Q

⊥
Λ)⊕ ES(QΛ).

Soit
VS(h)F (x) =

∫
CS

h(x/λ)
√
|x/λ|F (λ) d×λ

pour F ∈ L2(CS), où

h(x) =

∫ ∞

0

g(xt)g(t) dt

avec g(u) = |u|−1gn,ϵ(|u|−1) et gn,ϵ étant donnés comme dans le théorème 1.2. Également, pour
x ∈ CS ou JS, on définit g(x) := g(|x|).

Soit
Th = VS(h)

(
SΛ − ESF

t
SPΛFSE

−1
S

)
,

où PΛ(x) = 1 si |x| < Λ et 0 si |x| ⩾ Λ et SΛ(x) = 1 si |x| > Λ−1 et 0 si |x| ⩽ Λ−1.

D’abord, on a le théorème suivant bien connu.

Théorème 1.1 : ([16, (19), p. 549] et [14, Lemmes 3.13–3.14 et Théorème 3.16]). L’opérateur Th
est un opérateur intégral de Hilbert-Schmidt de classe trace sur L2(CS) et

traceL2(CS)(Th) = ∆(h)− ĥ(0)− ĥ(1),

où ĥ(s) =
∫∞
0
h(t)ts−1 dt est la transformée de Mellin de h et

∆(h) =
∑
ρ

ĥ(ρ).
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La somme ci-dessus sur ρ parcourt tous les zéros complexes de ζ(s), avec un zéro de multiplicité m
apparaissant m fois, et s’entend comme :

lim
T→∞

∑
|ℑ(ρ)|⩽T

ĥ(ρ).

Nous préciserons nos choix particuliers pour h dans le théorème suivant.

Théorème 1.2 : Soit n = 1, 2, 3, . . . et

λn =
∑
ρ

[
1−

(
1− 1

ρ

)n]
,

où la somme porte sur tous les zéros non triviaux de ζ(s) avec ρ et 1− ρ appariés. Pour tout entier
n, il existe une famille de fonctions lisses à valeurs réelles gn,ϵ(t) définie par (3.8) sur (0,∞) telles
que ĝn,ϵ(0) = 0 et gn,ϵ(t) = 0 pour t ̸∈ (µ−1

ϵ , (1− ϵ)−1) avec µϵ = (1 + ϵ)/ϵ2 et telles que

lim
ϵ→0+

∆(hn,ϵ) = 2λn

où hn,ϵ(x) =
∫∞
0
gn,ϵ(xy)gn,ϵ(y) dy. En particulier, ĥn,ϵ(0) = ĥn,ϵ(1) = 0.

Ensuite, on calcule les traces de Th sur ES(Q
⊥
Λ) et ES(QΛ) respectivement et on en déduit les deux

théorèmes suivants.

Théorème 1.3 : On a
traceES(Q

⊥
Λ )(Th) = 0.

Théorème 1.4 : On a aussi
traceES(QΛ)(Th) ⩾ 0.

Par les théorèmes 1.1–1.4,

∆(hn,ϵ) = traceES(Q
⊥
Λ )(Th) + traceES(QΛ)(Th) ⩾ 0.

Cette inégalité implique le théorème principal suivant.

Théorème 1.5 : Tous les zéros non triviaux de la fonction zêta de Riemann ζ(s) se trouvent sur
la droite ℜs = 1/2.

2 Résultats préliminaires
Soit NS l’ensemble constitué de 1 et de tous les entiers positifs produits de puissances de nombres
premiers rationnels dans S, O∗

p = {xp ∈ Qp : |xp|p = 1}, et

IS = R+ ×
∏
p∈S′

O∗
p. (2.1)

4



Lemme 2.1 : (cf. [21, Théorème 4.3.2, (1), p. 337]) IS est un domaine fondamental pour l’action
de O∗

S sur JS et JS =
⋃

ξ∈O∗
S
ξIS est une union disjointe.

Preuve : Tout α ∈ JS peut s’écrire sous la forme : α = tb avec t = |α|S ∈ R+ et b = αt−1 ∈ J1
S,

où t−1 désigne également l’idèle (t−1, 1, . . . , 1). Puisque |ξ|S = 1 pour ξ ∈ O∗
S, si α1, α2 ∈ JS avec

|α1|S ̸= |α2|S, alors l’intersection de α1O
∗
S et α2O

∗
S est vide. Par conséquent

CS = R+ ×
(
J1
S/O

∗
S

)
.

Puisqu’on ne considère ici que le corps Q, pour tout b ∈ J1
S, il existe des éléments uniques ξ ∈ O∗

S

et b1 ∈ {1} ×
∏

p∈S′ O∗
p tels que b = ξb1. De plus, si b1 et b2 sont des éléments distincts de

{1} ×
∏

p∈S′ O∗
p, alors l’intersection de b1O

∗
S et b2O

∗
S est nécessairement vide. Sinon, on aurait

b1b
−1
2 ∈ O∗

S. Alors b1b
−1
2 ∈ Q∗ et |b1b−1

2 |p = 1 pour tout p ̸∈ S. Puisque b1 et b2 sont des éléments
de

∏
p∈S′ O∗

p, on a |b1b−1
2 |p = 1 pour tout p ∈ S ′. Donc b1b

−1
2 = 1. Autrement dit, b1 = b2.

Par conséquent,
J1
S/O

∗
S
∼=

∏
p∈S′

O∗
p.

Ainsi
CS

∼= R+ ×
∏
p∈S′

O∗
p.

On a également obtenu la décomposition JS =
⋃

ξ∈O∗
S
ξIS, une union disjointe.

Ceci achève la démonstration du lemme. □

Lemme 2.2 : Pour une fonction lisse à support compact g sur (0,∞), on peut écrire :

FSg(t) = 2
∑

0<γ∈O∗
S

ϖ(γ)

∫ ∞

0

g(λ) cos(2πλ|t|γ) dλ

avec

ϖ(γ) =
∏
p∈S′


1− p−1 si |γ|p ⩽ 1,
−p−1 si |γ|p = p,

0 si |γ|p > p.

Preuve : Puisque

FSg(t) =

∫
AS

g(|λ|)ΨS(−λt) dλ,

en changeant les variables λ→ λ(|t|, 1, . . . , 1)/t, on peut écrire

FSg(t) =

∫
AS

g(|λ|)ΨS(−λ(|t|, 1, . . . , 1)) dλ =
∑
γ∈O∗

S

∫
γ−1IS

g(|λ|)ΨS(−λ(|t|, 1, . . . , 1)) dλ.

Puisque |γ|S = 1, en changeant les variables λ→ γλ, on obtient

FSg(t) =
∑
γ∈O∗

S

∫
IS

g(|λ|)ΨS(−λγ(|t|, 1, . . . , 1)) dλ.
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Pour tout nombre premier p ∈ S, on peut écrire∫
O∗

p

g(|λ|)ΨS(−λγ(|t|, 1, . . . , 1)) dλp = g(|λ|)ΨS−{p}(−λS−{p}γ(|t|, 1, . . . , 1))
∫
O∗

p

ψp(−λpγ)dλp.

Par des calculs, ∫
O∗

p

ψp(−λpγ)dλp =


1− p−1 si |γ|p ⩽ 1,
−p−1 si |γ|p = p,

0 si |γ|p > p.

Par conséquent, on a obtenu que

FSg(t) = 2
∑

0<γ∈O∗
S

ϖ(γ)

∫ ∞

0

g(λ) cos(2πλ|t|γ) dλ. (2.2)

Ceci complète la preuve du lemme. □

La fonction de Möbius µ(n) est définie par µ(1) = 1, µ(n) = (−1)k si n est le produit de k nombres
premiers distincts, et µ(n) = 0 si p2 | n pour au moins un nombre premier p.

Lemme 2.3 : On peut écrire

FSg(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
t−sF̂g(s)

∏
p∈S′

1− ps−1

1− p−s
ds (2.3)

pour c > 0, où F̂g(s) = 21−sπ−sĝ(1− s)Γ(s) cos πs
2
. On a aussi la formule de Plancherel∫ ∞

0

FSf(t)FSg(t) dt =

∫ ∞

0

f(t)g(t) dt.

Preuve : Par le lemme 2.2,

FSg(t) =
∑

k,l∈NS ,(k,l)=1

µ(k)

k

∏
p∤k

(
1− 1

p

)
Fg

(
l|t|
k

)

=
∑

k,l∈NS ,(k,l)=1

µ(k)

k

∑
k1∈NS ,(k1,k)=1

µ(k1)

k1
Fg

(
k1l|t|
k1k

)

=
∑

k,l∈NS ,(k,l)=1

∑
k1∈NS ,(k1,k)=1

µ(k1k)

k1k
Fg

(
k1l|t|
k1k

)
=

∑
k,l∈NS

µ(k)

k
Fg

(
l|t|
k

)
. (2.4)

Par conséquent, pour t > 0, on a

FSg(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
t−sF̂g(s)

∏
p∈S′

1− ps−1

1− p−s
ds

pour c > 0.
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Par le théorème de Plancherel∫ ∞

0

|FSg(t)|2 dt =
∫ ∞

−∞
|F̂Sg(s)|2 du =

∫ ∞

−∞
|F̂g(s)|2 du =

∫ ∞

0

|Fg(x)|2dx =

∫ ∞

0

|g(t)|2 dt,

où s = 1/2 + 2πiu. Il s’ensuit que∫ ∞

0

FSf(t)FSg(t) dt =

∫ ∞

0

f(t)g(t) dt.

Par [22, Example 10, p. 162], ∫ ∞

0

ts−1 cos t dt = Γ(s) cos
πs

2

pour 0 < ℜs < 1. Puisque g(u) = 0 for u ̸∈ [1− ϵ, µϵ], on a pour 0 < ℜs < 1∫ ∞

0

ts−1 dt

∫ ∞

0

g(u) cos(2uπt) du = lim
N→∞

∫ µϵ

1−ϵ

g(u) du

∫ N

0

ts−1 cos(2πut) dt

= lim
N→∞

(2π)−s

∫ ∞

0

g(u)u−s du

∫ 2πuN

0

ts−1 cos t dt

= (2π)−sĝ(1− s)Γ(s) cos
πs

2
− lim

N→∞
(2π)−s

∫ µϵ

1−ϵ

g(u)u−s du

∫ ∞

2πuN

ts−1 cos t dt.

En intégrant par parties, pour 0 < ℜs < 1, on a∫ ∞

2πuN

ts−1 cos t dt = −(2πuN)s−1 sin(2πuN)− (s− 1)

∫ ∞

2πuN

ts−2 sin t dt→ 0

uniformément par rapport à u ∈ [1− ϵ, µϵ] lorsque N → ∞.

Il s’ensuit que ∫ ∞

0

ts−1 dt

∫ ∞

0

g(u) cos(2uπt) du = (2π)−sĝ(1− s)Γ(s) cos
πs

2

pour 0 < ℜs < 1. C’est-à-dire

F̂g(s) = 21−sπ−sĝ(1− s)Γ(s) cos
πs

2

pour 0 < ℜs < 1. On étend F̂g(s) à ℜs ⩾ 1 par prolongement analytique.

Ceci complète la preuve du lemme. □

Lemme 2.4 : ([18, Théorème VI.24, p. 211]) Si A est un opérateur linéaire borné de classe trace
sur un espace de Hilbert H et si {φn}∞n=1 est une base orthonormée quelconque, alors :

traceH(A) =
∞∑
n=1

⟨Aφn, φn⟩H
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où la somme du membre de droite converge absolument et est indépendante du choix de la base.

Lemme 2.5 : ([4, Corollaire 3.2, p. 237]) Soit µ une mesure de Borel σ-finie sur un espace
dénombrable de second ordre M , et soit A un opérateur intégral de Hilbert-Schmidt de classe trace
sur L2(M,dµ). Si le noyau k(x, y) est continu en (x, x) pour presque tout x, alors

traceL2(M,dµ)(A) =

∫
M

k(x, x) dµ(x).

Lemme 2.6 : [18, Théorème VI.19(b)(a), p. 207 et théorème VI.25(a), p. 212]. Soient A et B deux
opérateurs linéaires bornés sur un espace de Hilbert H. Si A est de classe trace sur H, alors AB et
BA le sont également, avec trace(AB) = trace(BA). De plus, trace(A) = trace(At).

Lemme 2.7 : [8, Proposition 2.30, p. 359] La définition suivante définit une application ES à image
dense de S(AS) dans L2(CS) :

ES(f)(x) =
√

|x|
∑
ξ∈O∗

S

f(ξx), x ∈ CS.

3 Démonstration du théorème 1.2
Le résultat suivant est essentiellement contenu dans E. Bombieri [2, ligne 17, p. 192–ligne 12, p. 193].

Pour les besoins techniques de la démonstration du théorème 1.2, on reprend ici son argumentation.

Lemme 3.1 : Pour tout entier positif n et un ϵ > 0 suffisamment petit, il existe une fonction lisse
ℓn,ϵ(x) sur (0,∞) telle que ℓn,ϵ(x) = 0 pour x ̸∈ ( ϵ

1+ϵ
, 1
1−ϵ

) et telle que :

lim
ϵ→0+

∑
ρ

ℓ̂n,ϵ(ρ)ℓ̂n,ϵ(1− ρ) = 2λn.

Preuve : Soit

Pn(t) =
n∑

j=1

(
n

j

)
tj−1

(j − 1)!

et

gn(x) =

{
Pn(log x) si 0 < x ⩽ 1,

0 si x > 1

pour n = 1, 2, . . ..

Pour 0 < ϵ < 1, on dénote par

pn,ϵ(x) =

{
gn(x) si x > ϵ,

0 si x ⩽ ϵ

et

τ(x) =

{
c0
ϵ
exp

(
−1/[1− (x−1

ϵ
)2]

)
si |x− 1| < ϵ,

0 si |x− 1| ⩾ ϵ
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avec c0 défini par l’identité
∫∞
0
τ(x) dx = 1.

On définit :
ℓn,ϵ(x) =

∫ ∞

0

pn,ϵ(xy)τ(y) dy.

Alors ℓn,ϵ(x) est une fonction lisse sur R dont le support est inclus dans l’intervalle : ( ϵ
1+ϵ

, 1
1−ϵ

).
Puisque

ℓ̂n,ϵ(1− s) = p̂n,ϵ(1− s)τ̂(s), (3.1)

on a

ℓ̂n,ϵ(1 − s)ℓ̂n,ϵ(s) − p̂n,ϵ(1 − s)p̂n,ϵ(s) = p̂n,ϵ(1 − s)p̂n,ϵ(s) {τ̂(s)τ̂(1− s)− 1} . (3.2)

Par intégration par parties n− 1 fois de la seconde intégrale suivante, on obtient :

p̂n,ϵ(s) =

∫ 1

0

gn(x)x
s−1 −

∫ ϵ

0

gn(x)x
s−1 dx

= 1−
(
1− 1

s

)n

− Pn(log ϵ)
ϵs

s
+ P ′

n(log ϵ)
ϵs

s2
+ · · ·+ (−1)n−1P (n−2)

n (log ϵ)
ϵs

sn−1
+ (−1)nn

ϵs

sn

= O

(
1

|s|
+ | log ϵ|n−1 ϵ

ℜs

|s|

)
(3.3)

pour 0 < ℜs < 1 et |s| ⩾ 1.

Pour 0 < ℜs < 1,

1− τ̂(s) = c0

∫ 1

−1

e
1

t2−1

[
1− (1 + tϵ)s−1

]
dt ≤ c0

∫ 1

−1

e
1

t2−1

(
1 +

1

1− ϵ

)
dt≪ 1. (3.4)

Par (3.3) et (3.4),∑
ρ

p̂n,ϵ(1− ρ)p̂n,ϵ(ρ) ({τ̂(ρ)(τ̂(1− ρ)− 1) + (τ̂(ρ)− 1)}

≪
∑
ρ

(
1

|ρ|
+ | log ϵ|n−1 ϵ

ℜρ

|ρ|

)(
1

|1− ρ|
+ | log ϵ|n−1 ϵ

1−ℜρ

|1− ρ|

)
×max

(∣∣∣ ∫ 1

−1

e
1

t2−1

[
1− (1 + tϵ)−ρ

]
dt
∣∣∣, ∣∣∣ ∫ 1

−1

e
1

t2−1

[
1− (1 + tϵ)ρ−1

]
dt
∣∣∣) .

De même que dans la preuve de [3, (3.9), p. 284], par la région sans zéro de De La Vallée-Poussin,
on a

c

log(|ρ|+ 2)
⩽ ℜ(ρ) ⩽ 1− c

log(|ρ|+ 2)

pour une certaine constante c > 0. Ainsi, on a :

ϵRe(ρ)√
|ρ|

⩽ max
ρ
ϵc/ log(|ρ|+2)|ρ|−1/2 = O

(
e−c′

√
log(1/ϵ)

)
(3.5)
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pour une certaine constante c′ > 0.

De l’équation (3.5), on déduit que(
1

|ρ|
+ | log ϵ|n−1 ϵ

ℜρ

|ρ|

)(
1

|1− ρ|
+ | log ϵ|n−1 ϵ

1−ℜρ

|1− ρ|

)
=

1

|ρ(1− ρ)|
{
1 + | log ϵ|n−1(ϵℜρ + ϵ1−ℜρ) + | log ϵ|2n−2ϵ

}
≪ |ρ|−3/2.

Il s’ensuit que∑
ρ

p̂n,ϵ(1− ρ)p̂n,ϵ(ρ) ({τ̂(ρ)(τ̂(1− ρ)− 1) + (τ̂(ρ)− 1)}

≪
∑
ρ

1

|ρ| 32
max

(∣∣∣ ∫ 1

−1

e
1

t2−1

[
1− (1 + tϵ)−ρ

]
dt
∣∣∣, ∣∣∣ ∫ 1

−1

e
1

t2−1

[
1− (1 + tϵ)ρ−1

]
dt
∣∣∣) ,

où le membre de droite converge uniformément par rapport à des valeurs de ϵ positives suffisamment
petites. On peut donc intervertir l’ordre de calcul de la limite ϵ→ 0+ et de la sommation sur les ρ
pour obtenir :

lim
ϵ→0+

∑
ρ

p̂n,ϵ(1− ρ)p̂n,ϵ(ρ) {τ̂(ρ)τ̂(1− ρ)− 1} = 0.

Il découle alors de l’équation 3.2 que :

lim
ϵ→0+

∑
ρ

ℓ̂n,ϵ(ρ)ℓ̂n,ϵ(1− ρ) = lim
ϵ→0+

∑
ρ

p̂n,ϵ(ρ)p̂n,ϵ(1− ρ). (3.6)

D’après l’équation 3.3, on peut écrire :

ĝn(s)ĝn(1− s)− p̂n,ϵ(s)p̂n,ϵ(1− s)

= [ĝn(s)− p̂n,ϵ(s)]ĝn(1− s) + p̂n,ϵ(s)[ĝn(1− s)− p̂n,ϵ(1− s)]

= O
(
| log ϵ|n−1 ϵℜs

|s|

)
O
(

1
|s−1|

)
+O

(
1
|s| + | log ϵ|n−1 ϵℜs

|s|

)
O
(
| log ϵ|n−1 ϵ1−ℜs

|1−s|

)
≪ 1

|s(1−s)|

[
| log ϵ|n−1ϵℜs + (1 + | log ϵ|n−1ϵℜs)| log ϵ|n−1ϵ1−ℜs

]
.

Il découle des équations (3) et (3.5) que :

lim
ϵ→0+

∑
ρ

[ĝn(ρ)ĝn(1− ρ)− p̂n,ϵ(ρ)p̂n,ϵ(1− ρ)] = 0. (3.7)

L’identité énoncée découle de l’équation 3.6 et de l’équation 3.8, de l’équation fonctionnelle de ζ(s),
et de l’identité :[

1−
(
1− 1

s

)n]
·
[
1−

(
1− 1

1− s

)n]
=

[
1−

(
1− 1

s

)n]
+

[
1−

(
1− 1

1− s

)n]
.
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Ceci achève la démonstration du lemme. □

Preuve du théorème 1.2 : Soit a(t) = 1/t(t− 1) et

α(t) =

{
(a1t+ a2)e

a(t) si 0 < t < 1,

0 si t ⩽ 0 ou 1 ⩽ t

avec a1, a2 choisis de telle façon que α̂(1) = 0 et α̂(0) = 1.

Si l’on dénote

ϑ(t) =
∞∑
n=1

(−1)n−1α(nt) =
∞∑
n=1

α(nt)− 2
∞∑
n=1

α(n2t),

par la formule de Poisson

ϑ(t) =
1

t

∞∑
n̸=0

Fα
(n
t

)
− 1

t

∞∑
n̸=0

Fα
( n
2t

)
.

Ceci implique que ϑ(t) décroît rapidement lorsque t → 0,∞. Il s’ensuit que ϑ̂(s) est une fonction
entière. Puisque

∞∑
n=1

(−1)n−1

ns
= (1− 21−s)ζ(s)

pour ℜs > 0, par extension analytique, on a

ϑ̂(s) = (1− 21−s)ζ(s)α̂(s)

pour s complexe.

Soit
gn,ϵ(x) = ℓn,ϵ(x)−

1

ϑ̂1(0)

∫ ∞

0

ℓn,ϵ(x/u)ϑ1(u)
du

u
(3.8)

et
hn,ϵ(x) =

∫ ∞

0

gn,ϵ(xy)gn,ϵ(y) dy,

où

ϑ1(u) =

{
ϑ(u) si u > ϵ,

0 si u ⩽ ϵ

pour ϵ > 0 suffisamment petit.

Puisque ϑ̂(0) ̸= 0, on a ϑ̂1(0) ̸= 0 pour ϵ > 0 suffisamment petit. De plus, ϑ̂(ρ) = 0 pour les zéros
non triviaux ρ de ζ(s). Ainsi, on peut écrire

ĥn,ϵ(ρ) = ℓ̂n,ϵ(ρ)

{
1− 1

ϑ̂1(0)

[
ϑ̂(ρ)−

∫ ϵ

0

ϑ(x)xρ−1 dx

]}
ℓ̂n,ϵ(1−ρ)

{
1− 1

ϑ̂1(0)

[
ϑ̂(1−ρ)−

∫ ϵ

0

ϑ(x)x−ρ dx

]}
= ℓ̂n,ϵ(ρ)ℓ̂n,ϵ(1 − ρ)

{
1 +

1

ϑ̂1(0)

∫ ϵ

0

ϑ(x)xρ−1 dx

}{
1 +

1

ϑ̂1(0)

∫ ϵ

0

ϑ(x)x−ρ dx

}
.
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Par conséquent,

ĥn,ϵ(ρ)− ℓ̂n,ϵ(ρ)ℓ̂n,ϵ(1− ρ) = ℓ̂n,ϵ(ρ)ℓ̂n,ϵ(1− ρ)
1

ϑ̂1(0)

{∫ ϵ

0

ϑ(x)xρ−1 dx

+

∫ ϵ

0

ϑ(x)x−ρ dx+
1

ϑ̂1(0)

∫ ϵ

0

ϑ(x)xρ−1 dx

∫ ϵ

0

ϑ(x)x−ρ dx

}
(3.9)

Puisque xα′(x) et sa transformée de Fourier s’annulent en x = 0, par la sommation de Poisson :

xϑ′(x) =
∞∑
n=1

nxα′(nx) − 2
∞∑
n=1

n2xα′(n2x) =
1

x

∞∑
n̸=0

F(uα′(u))
(n
x

)
− 1

x

∞∑
n̸=0

F(uα′(u))
( n

2x

)
.

Ceci implique que ϑ′(x) décroît rapidement lorsque x→ 0. Puisque ϑ(x) décroît également rapide-
ment lorsque x→ 0, on a :

max{|ϑ(x)|, |ϑ′(x)|} ≪ |x|n

pour tout entier positif n lorsque x→ 0+. Par intégration par parties,∫ ϵ

0

ϑ(x)x−s dx =
ϑ(ϵ)

1− s
+

1

s− 1

∫ ϵ

0

ϑ′(x)x1−s dx <
cϵ

|s|
(3.10)

pour 0 < ℜs < 1 et |s| > 2, où c est une constante absolue indépendante de s.

D’après les équations 3.1, 3.3 et 3.4, on a :

ℓ̂n,ϵ(s) ≪
1

|s|
+ | log ϵ|n−1 ϵ

ℜs

|s|
≪ | log ϵ|n−1

|s|
(3.11)

pour 0 < ℜs < 1, où la constante implicite ne dépend que de n.

À partir des équations 3.10, 3.11 et 3.12, on déduit que :∑
ρ

(
ĥn,ϵ(ρ)− ℓ̂n,ϵ(ρ)ℓ̂n,ϵ(1− ρ)

)
≪ ϵ| log ϵ|2n−2

∑
ρ

1

|ρ|3
→ 0

lorsque ϵ→ 0+. D’après le lemme 3.1,

lim
ϵ→0+

∆(hn,ϵ) = 2λn.

Remarquons que gn,ϵ(t) = 0 pour t ̸∈ (ϵ2/(1 + ϵ), 1/(1 − ϵ)) et ĝn,ϵ(0) = 0 d’après l’équation
3.9. Ainsi, désormais, on choisit µϵ dans la définition de l’ensemble S comme un nombre fini fixe
suffisamment grand tel que :

µϵ ⩾ (1 + ϵ)/ϵ2. (3.12)

Ceci complète la preuve du théorème 1.2. □
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4 Démonstration du théorème 1.3
Pour tout élément F de L2(CS), comme ES(S(AS)) est dense dans L2(CS) d’après le lemme 2.7,
il existe une suite d’éléments fn ∈ S(AS) telle que ES(fn) → F dans L2(CS). Par définition du
produit scalaire sur L2(XS), les fn forment une suite de Cauchy dans L2(XS). Puisque L2(XS) est
un espace de Hilbert complet, il existe un unique élément f ∈ L2(XS) tel que fn → f dans L2(XS).
Ainsi, on définit E−1

S (F ) = {f(ξx) : ξ ∈ O∗
S}.

Lemme 4.1 : Soit g(t) = t−1gn,ϵ(t
−1). Alors

traceES(Q
⊥
Λ )(Th) = − traceL2(CS)

(
PΛESFSE

−1
S P 1

Λ
VS(h)ESF

t
SE

−1
S

)
.

Preuve : Soit Fi, i = 1, 2, . . . une base orthonormée de ES(Q
⊥
Λ). D’après le lemme 2.4 et le théorème

1.1,

traceES(Q
⊥
Λ )(Th) =

∞∑
i=1

⟨VS(h)
(
SΛ − ESF

t
SPΛFSE

−1
S

)
Fi, Fi⟩.

Puisque Fi ∈ ES(Q
⊥
Λ), on a FSE

−1
S Fi(x) = 0 pour |x| > Λ. Par conséquent, en considérant deux

ensembles, on a :
PΛFSE

−1
S Fi = FSE

−1
S Fi.

Par le calcul, on trouve que :

ESF
t
SPΛFSE

−1
S Fi = ESF

t
SFSE

−1
S Fi = Fi.

Ainsi,

traceES(Q
⊥
Λ )(Th) = −

∞∑
i=1

⟨VS(h)(1− SΛ)Fi, Fi⟩ = −
∞∑
i=1

〈
VS(h)P 1

Λ
Fi, Fi

〉
.

Puisque ESF
t
SPΛFSE

−1
S est la projection de L2(CS) sur ES(Q

⊥
Λ), d’après le lemme 2.6

− traceES(Q
⊥
Λ )(Th) = traceL2(CS)

(
VS(h)P 1

Λ
ESF

t
SPΛFSE

−1
S

)
= traceL2(CS)

(
VS(h)P 1

Λ
ESF

t
SE

−1
S PΛ · ESFSE

−1
S

)
= traceL2(CS)

(
ESFSE

−1
S · VS(h)P 1

Λ
ESF

t
SE

−1
S PΛ

)
= traceL2(CS)

(
PΛESFSE

−1
S P 1

Λ
VS(h)ESF

t
SE

−1
S

)
lorsque VS(h)t = VS(h).

Ceci complète la preuve du lemme. □

Lemme 4.2 : Si l’on dénote Φ(z, y) =
∫
AS
g(uz)ΨS(−uy) du, alors on peut écrire

PΛESFSE
−1
S P 1

Λ
VS(h)ESF

t
SE

−1
S F (x)

= PΛ(x)

∫
AS ,|v|< 1

Λ

ΨS(xv) dv

∫ ∞

0

g(vz) dz

∫
CS

Φ(z, y)
√
|xy|F (y) d×y.
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Preuve : Soit F = ES(f) avec f ∈ S(AS). On peut écrire ESF
t
SE

−1
S F (u) = ES(F

t
Sf)(u). Par

conséquent,

VS(h)ESF
t
SE

−1
S F (v) =

∫
CS
h(v/u)

√
|v/u|ES(F

t
Sf)(u) d

×u

=
∫
CS
ES(FSf)(u)

√
|vu| d×u

∫∞
0
g(uz)g(vz) dz

=
∫
CS ,

|v|(1−ϵ)
µϵ

<|u|<µϵ|v|
1−ϵ

ES(F
t
Sf)(u)

√
|vu| d×u

∫ µϵ
|v|
1−ϵ
|v|
g(uz)g(vz) dz

=
∫ µϵ

|v|
1−ϵ
|v|
g(vz) dz

∫
CS ,

|v|(1−ϵ)
µϵ

<|u|<µϵ|v|
1−ϵ

ES(F
t
Sf)(u)g(uz)

√
|vu| d×u

=
∫∞
0
g(vz) dz

∫
CS
g(uz)ES(FSf)(u)

√
|vu| d×u

=
∫∞
0

√
|v|g(vz) dz

∫
CS
g(uz)

(∑
η∈O∗

S
FSf(ηu)

)
|u| d×u

où le changement d’ordre d’intégration entre d×u et dz est permis car l’intégrale double est abso-
lument intégrable par le choix de f .

Soit ϕ(x) = g(|x|) si x ∈ IS et ϕ(x) = 0 si x ∈ AS − IS. Alors ϕ ∈ S(AS). Pour tout x ∈ JS, d’après
le lemme 2.1, il existe exactement un ξ ∈ O∗

S tel que ξx ∈ IS. Ceci implique que

g(x) =
∑
ξ∈O∗

S

ϕ(ξx)

pour tout x ∈ CS. De plus, on peut écrire :

FSg(t) =

∫
AS

g(|λ|)ΨS(−λt) dλ =
∑
ξ∈O∗

S

∫
ξIS

g(|λ|)ΨS(−λt) dλ.

En utilisant les deux identités précédentes, on peut écrire :∫
CS

g(uz)
( ∑

η∈O∗
S

FSf(ηu)
)
|u| d×u

=

∫
CS

[ ∑
ξ∈O∗

S

ϕ(ξuz)
][ ∑

η∈O∗
S

FSf(ηu)
]
|u| d×u =

∫
CS

1

|z|

[ ∑
ξ∈O∗

S

FSϕ(ξ
u

z
)
][ ∑

η∈O∗
S

f(ηu)
]
|u| d×u

=

∫
CS

[ ∫
AS

g(uz)ΨS(−uy) du
][ ∑

ξ∈O∗
S

f(ξy)
]
|y| d×y =

∫
CS

Φ(z, y)F (y)
√

|y| d×y, (4.1)

où le membre de droite de la seconde égalité est obtenu en utilisant le fait que FS est unitaire sur
L2(XS) ; voir [6, Lemme 1 b), p. 55]. Ainsi, on peut écrire

VS(h)ESF
t
SE

−1
S F (v) =

∫ ∞

0

g(vz) dz

∫
CS

Φ(z, y)
√
|v/y|F (y)|y| d×y.
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Il en découle que

PΛESFSE
−1
S P 1

Λ
VS(h)ESF

t
SE

−1
S F (x)

= PΛ(x)

∫
AS ,|v|< 1

Λ

ΨS(xv) dv

∫ ∞

0

g(vz) dz

∫
CS

Φ(z, y)
√
|xy|F (y) d×y. (4.2)

Ceci complète la preuve du lemme. □

Lemme 4.3 : On a

traceES(Q
⊥
Λ )(Th) = −

∫
CS ,|x|<Λ

|x| d×x
∫
AS ,|v|< 1

Λ

ΨS(xv) dv

∫ ∞

0

g(vz)Φ(z, x) dz.

Preuve : Puisque g(vz) = g(|vz|), en changeant de variables v → v(|x|, 1, · · · , 1)/x, on peut écrire :∫
AS ,|v|< 1

Λ

ΨS(xv) dv

∫ ∞

0

g(vz)Φ(z, x) dz =

∫
AS ,|v|< 1

Λ

ΨS(v(|x|, 1, · · · , 1)) dv
∫ ∞

0

g(vz)Φ(z, x) dz

et
Φ(z, x) =

∫
AS

g(vz)ΨS(−v(|x|, 1, · · · , 1))dv = Φ(z, |x|).

Soit F = ES(f) avec f ∈ S(AS). De même que dans (2.2) et (2.4), par intégration par parties par
rapport à v, on peut écrire∫

AS ,|v|< 1
Λ

ΨS((|x|, 1, · · · , 1)v) dv
∫ ∞

0

g(vz) dz

∫
CS

Φ(z, y)
√

|xy|F (y) d×y

= 2
∑

k,l∈NS

µ(k)

k

∫ 1
Λ

0

cos(2π|x|v l
k
) dv

∫ ∞

0

g(vz) dz

∫
CS

Φ(z, y)
√
|xy|F (y) d×y

=
∑

k,l∈NS

µ(k)

π|x|l

{
sin

(
2π|x| l

kΛ

)∫ ∞

0

g
( z
Λ

)
dz−

∫ 1
Λ

0

sin

(
2π|x|v l

k

)
dv

∫ ∞

0

zg′(vz) dz

}
×

∫
CS

Φ(z, y)
√

|xy|F (y) d×y, (4.3)

où l’ordre de dérivation par rapport à v et d’intégration par rapport à z peut être modifié car
g(vz) = 0 si vz ̸∈ [1− ϵ, µϵ].

En choisissant c = 1/8 dans (2.3), on obtient :

Φ(z, y) ≪S |yz7|−1/8.

De cette inégalité, on déduit :∣∣∣ sin(2π|x| l
kΛ

)∣∣∣ ∫ ∞

0

∣∣∣g ( z
Λ

)∣∣∣ dz ∫
CS

|Φ(z, y)|
√

|xy||F (y)| d×y

≪S

∫
CS

|y|−1/8
√
|xy||F (y)| d×y ≪S

√
|x|. (4.4)
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Soit 0 < ν < 1/8 un nombre fixé. Alors | sin t| ⩽ | sin t|1−ν ⩽ |t|1−ν pour tout réel t. En particulier,
on a ∣∣∣ sin(2π|x|v l

k

)∣∣∣ ⩽ ∣∣∣2πxv l
k

∣∣∣1−ν

.

En effectuant le changement de variables z → z/v et u→ uv, et en utilisant les inégalités ci-dessus,
pour Φ(z, y) et sin(2π|x|v l

k
), on obtient :

∫ 1
Λ

0

∣∣∣ sin(2π|x|v l
k

)∣∣∣ dv ∫ ∞

0

|zg′(vz)| dz
∫
CS

|Φ(z, y)|
√
|xy||F (y)| d×y

=

∫ 1
Λ

0

∣∣∣ sin(2π|x|v l
k

)∣∣∣dv
v

∫ µϵ

1−ϵ

|zg′(z)| dz
∫
CS

|Φ(z, vy)|
√
|xy||F (y)| d×y

≪S

∫ 1
Λ

0

∣∣∣2π|x|v l
k

∣∣∣1−ν dv

v

∫ µϵ

1−ϵ

|zg′(z)| dz
∫
CS

|vy|−1/8
√
|xy||F (y)| d×y

≪S (|x|l)1−ν

∫ 1
Λ

0

v−ν−1/8 dv

∫
CS

|y|−1/8
√
|xy||F (y)| d×y ≪S

√
|x|(|x|l)1−ν . (4.5)

D’après (4.4)–(4.5) et comme
∑

l∈NS
l−ν <∞, on conclut que la série (4.3) converge absolument et

que ∑
k,l∈NS

µ(k)

k

∫ 1
Λ

0

cos(2π|x|v l
k
) dv

∫ ∞

0

g(vz) dz

∫
CS

Φ(z, y)
√
|xy|F (y) d×y ≪S |x|−1/2.

La convergence absolue de (4.3)–(4.5) garantit que l’on peut modifier l’ordre d’intégration pour
déplacer les trois premiers termes du membre de droite de (4.2) dans

∫
CS

· · · d×y et obtenir :

PΛESFSE
−1
S P 1

Λ
VS(h)ESF

t
SE

−1
S F (x)

=

∫
CS

PΛ(x)
√
|xy|F (y) d×y

∫
AS ,|v|< 1

Λ

ΨS(xv) dv

∫ ∞

0

g(vz)Φ(z, y) dz.

Puisque PΛESFSE
−1
S VS(h)P 1

Λ
ESF

t
SE

−1
S est borné, cette identité est valable pour tout F ∈ L2(CS).

Puisque Th est un opérateur de Hilbert-Schmidt de classe trace sur L2(CS) d’après le théorème 1.1,
il découle des lemmes 4.1 et 2.5 que :

traceES(Q
⊥
Λ )(Th) = −

∫
CS ,|x|<Λ

|x| d×x
∫
AS ,|v|< 1

Λ

ΨS(xv) dv

∫ ∞

0

g(vz)Φ(z, x) dz.

Ceci achève la démonstration du lemme. □

Lemme 4.4 : Soit Λ = 1. On peut alors écrire :

traceES(Q
⊥
Λ )(Th) = −

∫
AS ,|v|<1

dv

∫
CS ,|x|<1

ΨS(xv)|x| d×x
∫ ∞

0

g(vz)Φ(z, x) dz.
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Preuve : De même que dans la démonstration du lemme 4.3, par intégration par parties par rapport
à v, on obtient :∫

AS ,|v|<1

ΨS(xv) dv

∫ ∞

0

g(vz)Φ(z, x) dz = 2
∑

k,l∈NS

µ(k)

k

∫ 1

0

cos
(
2π|x|v l

k

)
dv

∫ ∞

0

g(vz)Φ(z, x) dz

=
∑

k,l∈NS

µ(k)

πl|x|

{
sin

(
2π|x| l

k

)∫ ∞

0

g(z)Φ(z, x) dz −
∫ 1

0

sin
(
2π|x|v l

k

)
dv

∫ ∞

0

g′(vz)Φ(z, x)z dz

}

⩽
∑

k,l∈NS

|µ(k)|
πl|x|

(
2π|x| l

k

)1−ν
{∫ µϵ

1−ϵ

|g(z)Φ(z, x)| dz +
∫ 1

0

v1−ν dv

∫ ∞

0

|g′(vz)Φ(z, x)|z dz
}
. (4.6)

En choisissant 0 < c = ν < 1/8 dans (2.3) on en déduit que

|Φ(z, x)| = |Φ(1, x/z)/z| ≪S |x/z|−ν/|z| = |x|−ν |z|ν−1.

Il s’ensuit que : ∫ µϵ

1−ϵ

|g(z)Φ(z, x)| dz ≪S |x|−ν (4.7)

et ∫ 1

0

v1−ν dv

∫ ∞

0

|g′(vz)Φ(z, x)|z dz ≪S

∫ 1

0

v1−ν dv

∫ ∞

0

|g′(vz)||z/x|ν dz

≪S |x|−ν

∫ 1

0

v−2ν dv

∫ µϵ

1−ϵ

|g′(z)||z|ν dz ≪S |x|−ν . (4.8)

D’après les équations 4.7 à 4.8, la série 4.6 converge absolument et est ≪S |x|−2ν .

En effectuant le changement de variables v → v(|x|, 1, · · · , 1)/x et grâce à la convergence absolue
de l’équation 4.6, on peut modifier l’ordre d’intégration entre x et v comme suit pour obtenir∫

CS ,|x|<1

|x| d×x
∫
AS ,|v|<1

ΨS(xv) dv

∫ ∞

0

g(|vz|)Φ(z, x) dz

=

∫
IS ,|x|<1

|x| d×x
∫
AS ,|v|<1

ΨS((|x|, 1, · · · , 1)v) dv
∫ ∞

0

g(|vz|)Φ(z, |x|) dz

=

∫ 1

0

dx
∑

k,l∈NS

µ(k)

πlx

{
sin

(
2πx

l

k

)∫ ∞

0

g(z)Φ(z, x) dz−
∫ 1

0

sin
(
2πxv

l

k

)
dv

∫ ∞

0

g′(vz)Φ(z, x)z dz

}

=
∑

k,l∈NS

µ(k)

πl

{∫ 1

0

sin
(
2πx

l

k

)
d×x

∫ ∞

0

g(z)Φ(z, x) dz

−
∫ 1

0

dv

∫ 1

0

sin
(
2πxv

l

k

)
d×x

∫ ∞

0

g′(vz)Φ(z, x)z dz

}
. (4.9)

Également puisque ∫ 1

0

cos
(
2πxv

l

k

)
dx =

d

dv

∫ 1

0

sin(2πxv l
k
)

2πx l
k

dx,
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on peut écrire∫
AS ,|v|<1

dv

∫
CS ,|x|<1

ΨS(xv)|x| d×x
∫ ∞

0

g(vz)Φ(z, x) dz

=

∫
AS ,|v|<1

dv

∫
CS ,|x|<1

ΨS(xv)|x| d×x
∫ ∞

0

g(vz)Φ(z, x) dz

= 2
∑

k,l∈NS

µ(k)

k

∫ 1

0

dv

∫ 1

0

cos
(
2πxv

l

k

)
dx

∫ ∞

0

g(vz)Φ(z, x) dz

= 2
∑

k,l∈NS

µ(k)

k

∫ 1

0

dv
d

dv

[ ∫ 1

0

sin(2πxv l
k
)

2πx l
k

dx

] ∫ ∞

0

g(vz)Φ(z, x) dz

= 2
∑

k,l∈NS

µ(k)

k

{∫ 1

0

sin(2πx l
k
)

2πx l
k

dx

∫ ∞

0

g(z)Φ(z, x) dz

−
∫ 1

0

dv

∫ 1

0

sin(2πxv l
k
)

2πx l
k

dx

∫ ∞

0

g′(vz)zΦ(z, x) dz

}
=

∑
k,l∈NS

µ(k)

πl

{∫ 1

0

sin
(
2πx

l

k

)
d×x

∫ ∞

0

g(z)Φ(z, x) dz

−
∫ 1

0

dv

∫ 1

0

sin
(
2πxv

l

k

)
d×x

∫ ∞

0

g′(vz)Φ(z, x)z dz

}
. (4.10)

Il découle de (4.9) et de (4.10) que∫
CS ,|x|<1

|x| d×x
∫
AS ,|v|<1

ΨS(xv) dv

∫ ∞

0

g(|vz|)Φ(z, x) dz

=

∫
AS ,|v|<1

dv

∫
CS ,|x|<1

ΨS(xv)|x| d×x
∫ ∞

0

g(vz)Φ(z, x) dz. (4.11)

La formule énoncée découle alors du lemme 4.3.

Ceci achève la démonstration du lemme. □

Preuve : [Démonstration du théorème 1.3] La différence de mesure entre AS et JS est négligeable
pour un ensemble fini S. D’après (4.11) et la convergence absolue de (4.6),∫

AS ,|v|<1

dv

∫
CS ,|x|<1

ΨS(xv)|x| d×x
∫ ∞

0

g(vz)Φ(z, x) dz

=

∫
JS ,|v|<1

dv

∫
CS ,|x|<1

ΨS(xv)|x| d×x
∫ ∞

0

g(|vz|)Φ(z, x) dz

=
∑
ξ∈O∗

S

∫
ξIS ,|v|<1

dv

∫
CS ,|x|<1

ΨS(xv)|x| d×x
∫ ∞

0

g(vz)Φ(z, x) dz (4.12)

converge absolument.
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Notons que |ξ| = 1 pour tout ξ ∈ O∗
S. Du fait de la convergence absolue de (4.12), pour toute

décomposition disjointe JS = ∪ξ∈O∗
S
ξIS, on a, d’après le lemme 4.4 :

traceES(Q
⊥
Λ )(Th) = −

∫
AS ,|v|<1

dv

∫
CS ,|x|<1

ΨS(xv)|x| d×x
∫ ∞

0

g(vz)Φ(z, x) dz

= −
∑
ξ∈O∗

S

∫
IS ,|ξv|<1

d(ξv)

∫
CS ,|x|<1

ΨS(xξv)|x| d×x
∫ ∞

0

g(|ξvz|) dz
∫
AS

g(|uz|)ΨS(−ux) du

= −
∑
ξ∈O∗

S

∫
IS ,|v|<1

dv

∫
CS ,|x|<1

ΨS(xξv)|x| d×x
∫ ∞

0

g(|vz|) dz
∫
AS

g(|uz|)ΨS(−ux) du

(4.13)

avec la somme (4.13) convergeant absolument.

En effectuant d’abord le changement de variables x→ ξ−1x dans (4.13), puis u→ uξ, on obtient

traceES(Q
⊥
Λ )(Th)

= −
∑
ξ∈O∗

S

∫
IS ,|v|<1

dv

∫
CS ,|x|<1

ΨS(xv)|x| d×x
∫ ∞

0

g(|vz|) dz
∫
AS

g(|uz|)ΨS(−ux) du, (4.14)

où l’équation (4.14) converge absolument et somme le même nombre une infinité de fois.

Puisque la somme (4.14) est finie d’après le lemme 4.1, on a nécessairement :∫
IS ,|v|<1

dv

∫
CS ,|x|<1

ΨS(xv)|x| d×x
∫ ∞

0

g(|vz|) dz
∫
AS

g(|uz|)ΨS(−ux) du = 0. (4.15)

De (4.14) et (4.15) on déduit que
traceES(Q

⊥
Λ )(Th) = 0.

Ceci complète la preuve du théorème 1.3. □

5 Preuve du théorème 1.4
Lemme 5.1 : VS(h) est un opérateur positif sur L2(CS).

Preuve : Soit F n’importe quel élément de L2(CS) à support compact. Par définition,

VS(h)F (x) =

∫
CS

F (λ)
√
|x/λ| d×λ

∫ ∞

0

g(|x/λ|y)g(y) dy.

En changeant de variable y → |λ|y, on peut écrire∫
CS

VS(h)F (x)F̄ (x) d
×x =

∫
CS

F̄ (x)
√

|x| d×x
∫
CS

F (λ)
√
|λ| d×λ

∫ ∞

0

g(|x|y)g(|λ|y) dy.
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Puisque l’intégrale triple ci-dessus est absolument intégrable car F et g sont à support compact,
on peut inverser l’ordre d’intégration pour obtenir :∫

CS

VS(h)F (x)F̄ (x) d
×x =

∫ ∞

0

(∫
CS

F (x)g(|x|y)
√
|x| d×x

)(∫
CS

F (λ)g(|λ|y)
√
|λ| d×λ

)
dy ≥ 0,

où g est une fonction à valeurs réelles. Puisque les fonctions à support compact sont denses dans
L2(CS) et que VS(h) est bornée, on a :

⟨VS(h)F, F ⟩ ≥ 0

pour tout F ∈ L2(CS).

Ceci achève la démonstration du lemme. □

Lemme 5.2 : On a :
traceES(QΛ)(Th) ⩾ traceES(QΛ){(1− SΛ)Th}.

Preuve : Soit Fi, i = 1, 2, · · · une base orthonormée de ES(QΛ). D’après le lemme 2.4 et le théorème
1.1,

traceES(QΛ)(Th) =
∞∑
i=1

⟨VS(h)
(
SΛ − ESF

t
SPΛFSE

−1
S

)
Fi, Fi⟩.

Puisque Fi ∈ ES(QΛ), on a FSE
−1
S Fi(x) = 0 pour |x| < Λ. Ceci implique que

PΛFSE
−1
S Fi(x) = 0 (5.1)

pour tout x, et par conséquent

traceES(QΛ)(Th) =
∞∑
i=1

⟨VS(h)SΛFi, Fi⟩. (5.2)

Puisque Th est de classe trace, (1−SΛ)Th l’est également, car 1−SΛ est un opérateur linéaire borné
sur L2(CS). Il découle du lemme 2.4 que la série

∞∑
i=1

⟨(1− SΛ)VS(h)
(
SΛ − ESF

t
SPΛFSE

−1
S

)
Fi, Fi⟩ =

∞∑
i=1

⟨VS(h)SΛFi, (1− SΛ)Fi⟩

converge absolument. Comme le membre de droite de l’équation 5.2 est également absolument
convergent d’après le lemme 2.4, on peut écrire :

traceES(QΛ)(Th) =
∞∑
i=1

⟨VS(h)SΛFi, SΛFi⟩+
∞∑
i=1

⟨VS(h)SΛFi, (1− SΛ)Fi⟩

=
∞∑
i=1

⟨VS(h)SΛFi, SΛFi⟩+
∞∑
i=1

⟨(1− SΛ)ThFi, Fi⟩

=
∞∑
i=1

⟨VS(h)SΛFi, SΛFi⟩+ traceES(QΛ){(1− SΛ)Th}.
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D’après le lemme 5.1
⟨VS(h)SΛFi, SΛFi⟩ ⩾ 0

pour tout i. Il en découle que

traceES(QΛ)(Th) ⩾ traceES(QΛ){(1− SΛ)Th}.

Ceci complète la preuve du lemme. □

Lemme 5.3 : Soit g(t) = t−1gn,ϵ(t
−1). Alors

traceES(QΛ){(1− SΛ)Th}

=

∫
CS ,Λ<|x|

|x| d×x
∫
AS ,|u|⩽ 1

Λ

ΨS(ux) du

∫ ∞

0

g(ut) dt

∫
AS ,

1
Λ
<|z|

g(zt)ΨS(zx) dz.

Preuve : Puisque ES(1 − Ft
SPΛFS)E

−1
S est la projection orthogonale de L2(CS) sur ES(QΛ), par

(5.1)–(5.2) et par le lemme 2.6

traceES(QΛ)((1− SΛ)Th) = traceL2(CS)

(
(1− SΛ)VS(h)SΛES(1− Ft

SPΛFS)E
−1
S

)
= traceL2(CS){ESFSE

−1
S (1− SΛ)VS(h)SΛESF

t
SE

−1
S (1− PΛ)}.

Soit F = ES(f) avec f ∈ S(AS). On a :

ESF
t
SE

−1
S (1− PΛ)F (z) =

∫
AS

√
|z/y|(1− PΛ(y)F (y)ΨS(−yz) dy.

Alors :

VS(h)SΛESF
t
SE

−1
S (1− PΛ)F (u)

=

∫
CS

h(u/z)SΛ(z) d
×z

∫
AS

√
|u/y|(1− PΛ(y))F (y)ΨS(−yz) dy

=

∫ ∞

0

g(ut) dt

∫
CS

SΛ(z)g(zt)|z| d×z
∫
AS

√
|u/y|(1− PΛ(y))F (y)ΨS(−yz) dy,

où l’ordre d’intégration dans la troisième ligne ci-dessus peut être modifié car g(ut)g(zt) = 0 si
t ̸∈ |u|−1[1− ϵ, µϵ] ou |z| ̸∈ |u|[1−ϵ

µϵ
, µϵ

1−ϵ
].

Alors on écrit

ESFSE
−1
S (1− SΛ)VS(h)SΛESF

t
SE

−1
S (1− PΛ)F (x)

=

∫
AS

ΨS(xu)(1−SΛ(u)) du

∫ ∞

0

g(ut) dt

∫
CS

SΛ(z)g(zt)|z| d×z
∫
AS

√
|x/y|(1−PΛ(y))F (y)ΨS(−yz) dy.
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Similairement à ce qui a été fait dans l’équation (4.1), on peut écrire∫
CS

SΛ(z)g(zt)|z| d×z
∫
AS

√
|x/y|(1− PΛ(y))F (y)ΨS(−yz) dy

=

∫
CS

[ ∫
1
Λ
<|z|

g(zt)ΨS(zy) dz

]√
|x/y|(1− PΛ(y))F (y)|y| d×y.

Il s’ensuit que

ESFSE
−1
S (1− SΛ)VS(h)SΛESF

t
SE

−1
S (1− PΛ)F (x)

=

∫
|u|⩽ 1

Λ

ΨS(ux) du

∫ ∞

0

g(ut) dt

∫
CS

√
|xy|

[ ∫
1
Λ
<|z|

g(zt)ΨS(zy) dz

]
(1− PΛ(y))F (y) d

×y.

Un argument presque identique, présenté dans (4.3)–(4.5), montre que l’on peut déplacer les deux
premiers termes de l’intégrale ci-dessus dans

∫
CS

· · · d×y pour obtenir

ESFSE
−1
S (1− SΛ)VS(h)SΛESF

t
SE

−1
S (1− PΛ)F (x)

=

∫
CS

√
|xy|

{∫
|u|⩽ 1

Λ

ΨS(ux) du

∫ ∞

0

g(ut) dt

}[∫
1
Λ
<|z|

g(zt)ΨS(zy) dz

]
(1− PΛ(y))F (y) d

×y.

Puisque ESFSE
−1
S (1− SΛ)VS(h)SΛESF

t
SE

−1
S (1− PΛ) est borné, l’identité ci-dessus est vérifié pour

tous les éléments F de L2(CS). Par le lemme 2.5,

traceES(QΛ)(1− SΛ)Th =

∫
CS ,Λ<|x|

|x| d×x
∫
AS ,|u|⩽ 1

Λ

ΨS(ux) du

∫ ∞

0

g(ut) dt

∫
AS ,

1
Λ
<|z|

g(zt)ΨS(zx) dz.

Ceci achève la démonstration du lemme. □

Démonstration du théorème 1.4 : En choisissant Λ = 1 dans le lemme 5.3, on obtient :

traceES(QΛ){(1− SΛ)Th}

=

∫
CS ,1<|x|

|x| d×x
∫
AS ,|u|<1

ΨS(ux) du

∫ ∞

0

g(ut) dt

∫
AS ,1<|z|

g(zt)ΨS(zx) dz, (5.3)

où l’on peut supposer que 1 − ϵ < |ut| < µϵ et 1 − ϵ < |zt| < µϵ car g(ut)g(zt) = 0 si u, z, t ne
satisfont pas simultanément ces deux inégalités. D’après ces deux inégalités, on a

max

(
1− ϵ

|u|
,
1− ϵ

|z|

)
< |t| < min

(
µϵ

|u|
,
µϵ

|z|

)
.

Puisque |u| < 1 et 1 < |z| by (5.3), on a

1− ϵ

|u|
< |t| < µϵ

|z|
.

Cette inégalité implique que

1− ϵ < |t| < µϵ, |z| <
µϵ

1− ϵ
, and

1− ϵ

µϵ

< |u|. (5.4)
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En utilisant (5.4), on peut écrire

traceES(QΛ){(1− SΛ)Th}

=

∫
CS ,1<|x|

|x| d×x
∫
AS ,

1−ϵ
µϵ

<|u|<1

ΨS(ux) du

∫ µϵ

1−ϵ

g(ut) dt

∫
AS ,1<|z|< µϵ

1−ϵ

g(zt)ΨS(zx) dz. (5.5)

Pour t ∈ [1− ϵ, µϵ], de même que dans (2.3), on obtient :∫
AS ,1<|z|< µϵ

1−ϵ

g(zt)ΨS(zx) dz ≪S |x|−1. (5.6)

De même que dans (2.2) et (2.4), d’après (5.6) et l’intégration par parties par rapport à la variable
u, on trouve que∫

AS ,
1−ϵ
µϵ

<|u|<1

ΨS(ux) du

∫ µϵ

1−ϵ

g(ut) dt

∫
AS ,1<|z|< µϵ

1−ϵ

g(zt)ΨS(zx) dz

=
∑

k,l∈NS

µ(k)

πlx

∫ µϵ

1−ϵ

{
g(t) sin

(
2πx

l

k

)
− t

∫
1−ϵ
µϵ

<|u|<1

g′(ut) sin(2πux
l

k
) du

}
dt

×
∫
AS ,1<|z|< µϵ

1−ϵ

g(zt)ΨS(zx) dz ≪
1

|x|2
∑

k,l∈NS

|µ(k)|
l

≪S |x|−2. (5.7)

L’inégalité ci-dessus implique que la série∫
AS ,

1−ϵ
µϵ

<|u|<1

ΨS(ux) du

∫ µϵ

1−ϵ

g(ut) dt

∫
AS ,1<|z|< µϵ

1−ϵ

g(zt)ΨS(zx) dz

=
∑
γ∈O∗

S

∫
γIS ,

1−ϵ
µϵ

<|u|<1

ΨS(ux) du

∫ µϵ

1−ϵ

g(ut) dt

∫
AS ,1<|z|< µϵ

1−ϵ

g(zt)ΨS(zx) dz ≪S |x|−2

converge absolument et uniformément par rapport à |x| > 1. Par (5.6) et (5.7), on peut changer
l’ordre d’intégration et écrire (5.5) comme

traceES(QΛ){(1− SΛ)Th}

=

∫
AS ,

1−ϵ
µϵ

<|u|<1

du

∫
CS ,1<|x|

ΨS(ux)|x| d×x
∫ µϵ

1−ϵ

g(|ut|)[
∫
AS ,1<|z|< µϵ

1−ϵ

g(|zt|)ΨS(zx) dz] dt

=
∑
γ∈O∗

S

∫
IS ,

1−ϵ
µϵ

<|u|<1

du

∫
CS ,1<|x|

ΨS(uγx)|x| d×x
∫ µϵ

1−ϵ

g(|ut|) dt
∫
AS ,1<|z|< µϵ

1−ϵ

g(|zt|)ΨS(zx) dz (5.8)

avec la somme (5.8) convergeant absolument.

En effectuant les changements de variables dans (5.8) d’abord x → x/γ et ensuite z → zγ, on
déduit que

traceES(QΛ){(1− SΛ)Th}

=
∑
γ∈O∗

S

∫
IS ,

1−ϵ
µϵ

<|u|<1

du

∫
CS ,1<|x|

ΨS(ux)|x| d×x
∫ µϵ

1−ϵ

g(|ut|) dt
∫
AS ,1<|z|< µϵ

1−ϵ

g(|zt|)ΨS(zx) dz, (5.9)

23



où (5.9) additionne le même nombre une infinité de fois.

Puisque la somme (5.9) est finie par le lemme 5.3, on doit avoir∫
IS ,

1−ϵ
µϵ

<|u|<1

du

∫
CS ,1<|x|

ΨS(ux)|x| d×x
∫ µϵ

1−ϵ

g(|ut|) dt
∫
AS ,1<|z|< µϵ

1−ϵ

g(|zt|)ΨS(zx) dz = 0. (5.10)

En combinant (5.9) et (5.10), on obtient que

traceES(QΛ){(1− SΛ)Th} = 0.

Par le lemme 5.2,
traceES(QΛ)(Th) ⩾ 0.

Ceci complète la preuve du théorème 1.4. □

6 Preuve du théorème 1.5
Preuve : Par les théorèmes 1.1–1.4,

∆(h) = traceES(Q
⊥
Λ )(Th) + traceES(QΛ)(Th) ⩾ 0.

Puisque

hn,ϵ(x) =

∫ ∞

0

gn,ϵ(xy)gn,ϵ(y) dy =

∫ ∞

0

1

xy
gn,ϵ

(
1

xy

)
1

y
gn,ϵ

(
1

y

)
dy = h(x),

on a
∆(hn,ϵ) = ∆(h) ≥ 0.

Du théorème 1.2, on déduit que λn ≥ 0 pour n = 1, 2, . . .. Alors l’hypothèse de Riemann [19, p. 148]
découle du critère de Li [15] qui énonce qu’une condition nécessaire et suffisante pour que les zéros
non triviaux de la fonction zeta de Riemann soient sur la droite critique est que λn est non négatif
pour tout entier positif n.

Ceci complète la preuve du théorème 1.5. □
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