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Résumé

Nous construisons la géométrie algébrique absolue de la compactification SpecZ en amal-
gamant la courbe absolue affine (SpecZ)p, avec une composante archimédienne définie sur
I’extension signée Fi2 de F;. En adjoignant une unité imaginaire formelle a la droite projec-
tive absolue, nous obtenons un topos équivariant muni d’une symétrie d’inversion géométrique
canonique, qui induit la structure réelle de twisteur sur ses points complexes. Cette géomé-
trie archimédienne est incorporée dans une courbe absolue globale définie comme un objet
interne du topos arithmétique impair, dual du monoide multiplicatif des entiers positifs im-
pairs, et gouvernée par la structure de Hopf intrinseque des algebres sphériques sur Fi2. La
restriction de ’action du Frobenius absolu aux entiers impairs est imposée arithmétiquement
par 'extension des scalaires a 2. Sur les points complexes, la dynamique résultante génere
simultanément les opérations d’Adams et la conjugaison complexe sur les structures de Hodge
réelles. Au niveau catégorique, le topos arithmétique impair provient de la catégorie péricy-
clique, dont les opérations A\ fournissent une interprétation conceptuelle des facteurs locaux
des fonctions L géométriques.

1. Introduction

Dans cet article, nous construisons la géométrie locale de la complétion de Zariski SpecZ a la
place archimédienne comme une droite de twisteur absolue. Nous montrons que cette géométrie est
gouvernée par la structure de Hopf intrinseque des algebres sphériques sur Fy2. Nous introduisons
ensuite une courbe absolue globale sur 2 en amalgamant la structure absolue affine de Spec Z avec
cette nouvelle composante archimédienne. La courbe résultante est munie de ’action canonique du
Frobenius z —— 2™, n € N4, dont la restriction au monoide multiplicatif des entiers impairs est
intrinseque a la structure sur [F-.

La construction de I'avatar absolu de SpecZ, i.e. la courbe affine (SpecZ)r, définie dans [1], était
guidée par la description du monoide de Picard Pic(SpecZ) en termes de groupes abéliens sans
torsion de rang un. Ce principe directeur est incarné dans le diagramme commutatif suivant :

Spec Z

S} 0 (1)

I§0; = Pic(SpecZ)

L’application x est le prolongement de la bijection canonique Pts(N;) — Pic(SpecZ), en en-
voyant le point base {0} du topos arithmétique N vers le point générique! Z de Pic(SpecZ). Ce
prolongement fournit le point de départ pour la construction archimédienne considérée ci-dessous.
Passer de la courbe affine (SpecZ)r, a sa complétion SpecZ nécessite une extension du dia-
gramme (1), d la fois au niveau du topos sous-jacent et de son faisceau structural.

1. Z est I'image via 6 du point générique de SpecZ, et reflete la densité des ideéles finis dans les adeles rationnels
finis.



Du coté géométrique, le role de Pic(SpecZ) est naturellement tenu par le Jacobien Jac(SpecZ).
Sous 'application étendue 3
6 : Spec Z — Jac(SpecZ),

le point archimédien co € SpecZ est envoyé sur le point
6(c0) := (Z,| - || = 0) € Jac(SpecZ).

Le groupe abélien de rang un Z est ici muni de la semi-norme archimédienne triviale et ne possede
aucun choix distingué d’ordre. C’est précisément cette absence d’ordre privilégié qui détermine la
construction archimédienne développée dans cet article.
Au niveau adélique, le passage a la complétion introduit exactement un parametre supplémentaire.
Plus précisément,

Jac(Spec Z) = Pic(SpecZ) x {|[ - || =0, [| - || # 0}, (2)

ol le second facteur enregistre si la semi-norme archimédienne est triviale ou non triviale. Le contenu
géométrique authentique n’apparait qu’apres avoir relevé cette description adélique au niveau du
topos sous-jacent et de son faisceau structural.

Pour relever la décomposition produit (2) au niveau du topos sous-jacent, la distinction essentielle

entre les points de N et ceux de Pic(SpecZ) doit étre prise en compte. Alors qu'un point de
Pic(SpecZ) est représenté par un groupe abélien sans torsion de rang un H, un point du topos

arithmétique N consiste en un groupe (H, Hy) ordonné. Le choix d’un ordre est un constituant
essentiel de la géométrie locale, puisqu’il détermine la fibre

Fy[TH+]

du faisceau structural du site arithmétique (N, Fy[T7]) (voir [1]). A la place archimédienne, ’absence
d’un ordre distingué est résolue en passant a une géométrie équivariante, qui constitue la principale
nouvelle construction de cet article.

Le point archimédien é(oo) € Jac(Spec Z) ne porte aucun choix distingué d’ordre ; passer au niveau
du topos nécessite donc de résoudre ce groupe non ordonné en deux ordres possibles : Z>, et Z<y.
Corrélativement, la structure locale du faisceau est décrite par deux cartes affines dont les algebres
sphériques coordonnées sont

FI[TZEO] et ]Fl [TZSO].

Ces cartes sont recollées le long de leur intersection commune, correspondant aux plongements
canoniques des deux monoides ordonnés dans le groupe sous-jacent Z. Ainsi, I’'absence d’un ordre
distingué a la place archimédienne donne naturellement naissance a la droite projective absolue P )
construite dans [10].

L’isomorphisme canonique des deux ordres détermine I'involution géométrique

Q: ]P’IlF1 — ]P’IlFl, (3)
qui échange les deux cartes affines en inversant ’ordre. Ceci conduit naturellement a la définition

du topos équivariant archimédien
[Pg, / ()],

L’espace topologique sous-jacent de [Py /()] est l'espace de Sierpiniski {||-| = 0, | -| # 0},
constitué d’un point générique d’orbifold 7., et d'un point fermé ~.



La décomposition produit (2) du Jacobien a un contrepartie naturelle au niveau du topos sous-
jacent. Il s’agit du topos arithmétique étendu :

Fp = Ng x [PL, /{a)],

ot le facteur [Py /(o)) définit la géométrie locale de la place archimédienne.
Le diagramme commutatif (1) s’étend donc en :

Spec Z Spec Z
e 6
b . 0
ol Ng Fo =N x [Pg, /{a)]

Pic(SpecZ) - ? Jac(SpecZ) = Pic(SpecZ) x {0, || - || # 0}
ou l'application étendue k = k X 7 est le produit de k avec la projection canonique

m [P, /()] —> {Il- | =0, ]| - | # 0}

Les deux fleches horizontales paralleles dans la rangée du milieu du diagramme sont les sections
canoniques du topos produit. L’application © prolonge 'application © originale en assignant a
chaque nombre premier p € SpecZ le point :

O(p) = (O(p), nx) € S,

ou la seconde composante enregistre la semi-norme archimédienne non triviale.

La nouveauté véritable est 'image du point archimédien. L’application © envoie oo € Spec Z sur
le point 3

Ici, la premiére coordonnée est le point générique {0} de N, exprimant que la place archimé-
dienne n’est localisée en aucun nombre premier fini. La seconde coordonnée est le point fermé v de
[Py, /{)], qui enregistre annulation de la semi-norme archimédienne.

La construction géométrique décrite ci-dessus capture la structure topologique et combinatoire de
la place archimédienne, et définit la droite projective attendue de la géométrie archimédienne d’une
courbe de genre zéro (cf. [3, 5] et [12]).

L’étape suivante consiste a implémenter la symétrie o dans (3) au niveau du faisceau structural du
topos équivariant archimédien. Au lieu de la symétrie naive du faisceau T' +— %, le choix conceptuel,
guidé par la symétrie de Weyl, sélectionne 1’application :

1
T— ——.
T
Ceci nécessite une extension des scalaires de F; a I'extension quadratique? :
Fpo:=F1[{0,1,e: ¢ =1} (4)

2. F; est lalgebre sphérique du monoide pointé {0, 1}



L’extension de [F; a Fi2 est ce qui permet a la théorie absolue de retenir la donnée additive
minimale—Ile signe canonique e—tout en restant « en dessous » de la structure additive com-
plete des anneaux classiques. L’utilisation de F2 a quelques précédents dans notre travail, ou elle
joue un role central dans le développement de la géométrie absolue (voir [9, 7]).

Dans cette construction, nous voyons ;2 comme la base absolue naturelle, ou algebre sphérique,
munie d'un élément signe central distingué e.

Tout anneau commutatif R possede une structure canonique de [Fi2-algebre, déterminée par 1’ap-
plication € — —1g, qui donne un morphisme canonique de F;-algebres

s:Fi2 — HR, s(e) =—1r € HR(1},)

qui retient précisément le signe canonique et l'involution additive x —— —ux.

En travaillant sur F2, nous pouvons adjoindre une unité imaginaire formelle — un générateur
imaginaire J — soumis a la relation signée :

JP=e.

Nous rappelons de [10] la définition de I'espace topologique sous-jacent de IP’}FI. Il est constitué de
deux points fermés, notés + et —, et d’un unique point générique 7. Les ouverts non triviaux sont
Q. ={+,n}, Q_ = {—,n}, et leur intersection est notée Q = {n}.

Le faisceau structural du topos équivariant archimédien est le faisceau O d’algebres sphériques sur
Fi2 dont les sections sur les ouverts {24 sont définies en adjoignant des générateurs locaux J, et
J_ comme suit :

O(Q) =TT, J.] /(J2 =€)
O(Q) =Fp[S,J_]/(J? =)

Sur lintersection commune 2 = {n}, les applications de transition reflétent I'inversion de l'ordre
et le torsion contravariante du générateur imaginaire :

S=T" e J =el,. (5)

L’automorphisme « dans (3) échange topologiquement les points fermés : a(+) = —, et a(—) = +.
L’action induite de « sur le faisceau O est donnée (voir Définition 7) par les isomorphismes de
Fi2-algebres o : O(Q+) — O(Q4) :

a’(S) = €T, ay(Jo) = Jy
o’ (T) := €S, o (Jy) = J_

Cette définition est compatible avec ’application de transition contravariante sur €2, puisque ap-
pliquer o* & I’équation J_ = €.J, donne la forme équivalente J, = eJ_, car € = 1.

La définition suivante introduit le principal objet géométrique du présent article.

Définition 1. Nous définissons

Coo = ([Pp,,/ ()], 0)

comme un topos équivariant sur Fi2 avec un faisceau structural sélectionné.



Le résultat suivant identifie les points complexes de ce topos avec ceux de la droite projective de
twisteur P! (voir e.g. [13], [12]), y compris sa structure réelle canonique.

Théoréme 2 (Théoreme ?7). Les énoncés suivants sont vrais
1. L’ensemble €4 (C) est en bijection canonique avec la droite projective classique P'(C).

2. L’action canonique de la conjugaison complexe sur €~ (C) induit l'involution sans point fize :

1
Z— ——.
z

Ainsi, la droite de twisteur IF’]%@ est enracinée sur Fi2 et provient canoniquement de l'action de la
conjugaison complexe standard sur la ligne absolue géométriquement pliée.

La définition 9 introduit la courbe absolue globale :

¢ = (SpecZ)p ,

en amalgamant la courbe absolue finie (SpecZ)g, et la composante archimédienne %,,. Ce collage
est rendu possible par la symétrie d’orbifold a l'infini, qui réduit la fibre archimédienne générique
a [Fi2, correspondant a la fibre générique des nombres premiers finis.

Pour assurer la rigidité globale de cet espace, nous définissons la courbe absolue 4 comme un objet

géométrique dynamique interne au topos arithmétique impair N ;.

L’enrichissement par F;2—en particulier la relation de twisteur J? = —1—force arithmétiquement
les endomorphismes de Frobenius absolus Fr,(z) = 2™ a étre restreints aux entiers impairs n.

En évaluant les sections globales comme des morphismes de l'objet terminal dans ce topos, la
Proposition 11 montre que les sections globales sont tautologiquement les points fixes simultanés
de 'action du Frobenius impair. Ceci réduit rigidement les sections globales a ’algebre de base Fy2,
fournissant une réalisation purement algébrique absolue de la compacité de Spec Z.

La Proposition ?? énonce que le monoide arithmétique impair induit un systeme dynamique ramifié
hautement non trivial sur la droite de twisteur complexe %, (C). L’action préserve la structure réelle
quaternionique, agissant comme z +— 2" pour n = 1 (mod 4), et comme z — —1/2" pour n = 3
(mod 4). Ce résultat est une instance géométrique du fait que la géométrie absolue de SpecZ
encode intrinsequement la ramification du nombre premier 2 dans 'arithmétique des entiers de
Gauss, reliant de maniere transparente l’algebre absolue, la théorie des topos et la dynamique
complexe.

Le systeme dynamique induit par le topos arithmétique impair sur la droite de twisteur archimé-
dienne suggere une connexion profonde avec la théorie de Hodge réelle. Dans la construction de
twisteur de Simpson [13], une structure de Hodge réelle est encodée par un fibré vectoriel C*-
équivariant sur P'(C), ot les fibres en 0 et oo encodent respectivement la filtration de Hodge et
la filtration conjuguée. Evaluer le tiré en arriére d’un tel fibré de twisteur le long de I'action du
Frobenius impair Fr,, donne une interprétation cohomologique frappante. Pour n = 1 (mod 4),
I’application z — 2" fixe les poles, et le tiré en arriere réalise géométriquement 'opération d’Adams
Y™, mettant a I’échelle les poids de Hodge. Pour n = 3 (mod 4), application z — —1/z" applique
lopération d’Adams mais échange simultanément les pdles 0 <+ oco. Dans le langage des fibrés
de twisteur, ceci correspond exactement au passage a la filtration conjuguée. Ainsi, la géométrie
absolue du topos arithmétique impair génére dynamiquement a la fois la structure d’anneau A
(opérations d’Adams) et la conjugaison complexe des structures de Hodge réelles.



Enfin, il convient de noter que I’émergence du topos arithmétique impair dans cette construction
a un antécédent catégorique naturel : il est déja implicite dans la catégorie péricyclique II de
[4]. Via les opérations \ associées, cette structure sous-tend également linterprétation cyclique-
cohomologique des facteurs locaux des fonctions L géométriques (voir [8] et [11]).

2. Algebres sphériques et structures de Hopf intrinseques
sur ]F12

En géométrie algébrique classique sur un corps ou, plus généralement, sur un anneau, un espace ne
porte pas de structure de monoide ou de groupe naturelle a moins que celle-ci ne soit explicitement
spécifiée, comme dans le cas des groupes algébriques. La géométrie absolue sur F; et 2, en re-
vanche, présente une remarquable rigidité : les espaces provenant d’algebres monoidales sphériques
héritent naturellement de structures de Hopf canoniques. C’est cette caractéristique intrinseque qui
sous-tend les systemes dynamiques et les fibrés équivariants sur la courbe absolue.

2.1. Le produit de Lydakis-Day et les algebres sphériques

Les objets fondamentaux de la géométrie absolue sont les monoides commutatifs M munis d’un
¢élément absorbant zéro 0 et d’une identité 1. Nous appelons algebre sphérique 1'algebre absolue
associée IF1[M] (et son enrichissement signé Fyz[M]).

Dans la catégorie des FFi-algebres, le produit tensoriel correct est le produit de convolution de
Lydakis-Day. Pour les algebres sphériques associées aux monoides pointés M et N, ce produit
tensoriel catégorique se réduit au produit smash des monoides sous-jacents :

F,[M] ®p, F1[N] =2 F{[M A NJ,

ou le produit smash M AN := (M x N)/(M x {0} U {0} x N) identifie canoniquement les zéros
absorbants.

Lors du passage a la base enrichie F2 := F;[{0,1,¢: ¢ = 1}, le produit tensoriel ®r , est gouverné
de maniere similaire par le produit smash, mais avec les relations Fq2-linéaires supplémentaires qui
permettent au signe canonique € = —1 de commuter avec le symbole du produit tensoriel :

eR1I=1®ec—=c¢c.

2.2. Le coproduit et le monoide canonique des points

Pour un espace défini par des algebres sphériques sur [F;, ’ensemble de ses points rationnels sur
une Fi-algebre cible A est Homp, (F;[M], A). Puisque A est un monoide multiplicatif, ces points
peuvent étre multipliés point par point.

Sur la base enrichie Fi2, une subtilité fondamentale apparait. Un point rationnel sur une [F2-
algebre A est un homomorphisme ¢ € Homy , (IF12[M], A), qui, par définition, doit préserver le
signe canonique : ¢(€) = —14. Si l'on prend le produit point par point naif de deux tels points, le
signe est détruit :

(¢1- P2)(€) = u(e€) - Pa(€) = (—1a)(—1a) = 14 # —14.



Ceci indique que le produit point par point naif sort de la catégorie des Fi2-algebres. La résolution
rigoureuse repose sur le produit tensoriel de Lydakis-Day et le coproduit intrinseque de ’algebre
sphérique.

Définition 3. Pour une Fi2-algébre sphérique Fi2[M], lapplication diagonale m — m A m sur le
monoide spatial définit un coproduit Fi2-linéaire :

A Fp2[M] — Fi2[M] ®p , F12[M], A(m) =m®m pour tout m € M.
Nous utilisons ce coproduit pour définir la multiplication correcte des points rationnels.

Proposition 4. Soit Fi2[M] une algébre sphérique et A une Fiz-algébre. L’ensemble des points
X(A) = Homg , (F12[M], A) forme canoniquement un monoide sous le produit de convolution :

¢1 % P2 1= (d1 ® P2) 0 A, (6)
Si les éléments non nuls de M forment un groupe, X (A) forme canoniquement un groupe.

Démonstration. Nous devons vérifier que ¢, * ¢9 est un homomorphisme valide de [F;2-algebres, ce
qui se réduit a vérifier qu’il préserve le signe canonique €. Parce que A est Fq2-linéaire, il absorbe
le signe via les relations du produit smash : A(e) = e ® 1. L’évaluation du produit de convolution
donne :

(f1% 2)(€) = (91 @ P2)(e ® 1) = 1(€) (1) = (—1a) - 14 = —1a.

Sur les éléments spatiaux m € M, le produit de convolution donne la multiplication attendue :

(¢1 % 2)(m) = (¢1 ® ¢2)(Mm @ M) = $1(m)pa(m).

Ainsi, le produit tensoriel de Lydakis-Day « protege » nativement I'anneau de base, donc I'espace
des points rationnels hérite d’une structure de monoide canonique. O

3. La droite dépliée et le générateur imaginaire

Pour décrire la géométrie locale a la place archimédienne, nous commengons par la construction
schématique de la droite projective P4 . sur la base absolue [10]. Motivés par l'extension de 'action
de I'involution géométrique a (voir (3)) au niveau du faisceau (comme expliqué dans I'introduction),
nous étendons d’abord les scalaires de F; a la base absolue quadratique Fy2 comme définie dans (4).
L’espace topologique sous-jacent X de IP’]1F12 est constitué de deux points fermés, notés + et —, ainsi
que d’un unique point générique 7. Les ouverts non triviaux sont

Q= {+777}7 Q= {_777}7 QN =0= {77} (7)

Le faisceau structural est donné sur ces ouverts affines comme suit :



Ces descriptions locales sont entierement cohérentes avec la structure locale du site arithmétique

(NG, F1[T7]) sur Fy, ot la fibre attachée & un groupe abélien de rang un ordonné (H, H, ) est 1’algebre
sphérique F,[TH+]. La nouveauté dans le cas archimédien est qu’aucun de ces deux ordres n’est
intrinsequement privilégié. Cette observation est le point de départ de la construction équivariante
développée dans cette section.

Les deux ouverts affines €2, et {)_ correspondent aux deux ordres possibles du groupe abélien de
rang un Z, tandis que leur intersection générique 2 = {n} correspond au groupe non ordonné 7Z
lui-méme. Les morphismes de restriction sont induits par les inclusions canoniques

P+t F12 [TZZO] — IF12 [TZ] et p— IF12 {TZSO] — ]F12 [TZ]
Ainsi, la droite projective IP)IIF1 , fournit I'objet géométrique canonique obtenu en recollant les deux
modeles ordonnés de Z le long de leur localisation générique commune.
L’extension des scalaires de 'y a 12 préserve la géométrie attendue apres évaluation sur un corps,

comme le montre ’énoncé suivant.

Proposition 5. Soit K un corps. L’ensemble des points de la droite projective absolue ]P’]IF12 a
valeurs dans K est canoniquement identifié d la droite projective classique P'(K).

Démonstration. Un K-point de P]1F1 , est donné par un élément de la colimite des ensembles
Hom(Ox(U), HK)

lorsque U parcourt les ouverts affines. La droite projective IP’]%I , est recouverte par les trois ouverts
affines (7).

Par la propriété universelle de I'Fi2-algébre libre Fy2[T%>0], tout homomorphisme d’F;z-algébres
est déterminé de maniere unique par 'image de T', qui peut étre choisie arbitrairement dans K. Il
existe donc une identification canonique

Hom(Ox(924), HK) = K.

De méme, Hom(Ox(Q2_), HK) = K, et Hom(Ox(Q2), HK) = K*. Sous ces identifications, les
applications de restriction pi agissent comme suit

pr K = K, pl(z) =z, pr(z): K* = K, p*(z) =21

Par conséquent, ’ensemble P}FIQ(K ) est obtenu en recollant deux copies de K le long de K* en

utilisant les inclusions ci-dessus, ce qui donne précisément 1’ensemble P! (K) de la droite projective
classique. O

L’étape cruciale est maintenant 'adjonction d’un générateur de Bombelli, a savoir un élément
imaginaire formel J satisfaisant

J?=e.

En conséquence, le faisceau structural de P%l , est enrichi en adjoignant des générateurs locaux J
et J_ aux algebres des deux cartes affines, ainsi qu'un générateur générique J sur leur intersection.

Il est défini comme suit :
O Q—i—) = FIZ[TZZ()v J+]/(‘]—%— = 6)7

(
O(Q-) = Fpe[T?=0, J]/(J2 = ¢), (8)
OQ) =F=[T% J]/(J* =¢).

8



Le collage des sections est déterminé par les morphismes de restriction py vers l'intersection gé-
nérique 2. La coordonnée T se restreint canoniquement, tandis que les générateurs de Bombelli
satisfont les regles de restriction tordues

J—J, J_— el (9)

Le facteur e, initialement introduit comme responsable de l'inversion de signe, assure également,
dans la formule ci-dessus, que les deux choix de v/—1 sont tous deux disponibles.

Nous notons

) 1
X = (P ,,0) (10)
la droite projective sur 12 munie du faisceau structural enrichi construit ci-dessus.

L’évaluation de X sur un corps K est entierement gouvernée par la résolubilité de I’équation
2t =—1
sur K.

Proposition 6. Soit K un corps. L’ensemble des points de X a valeurs dans K reflete ’arithmé-
tique de léquation x* = —1 sur le corps K :

1. Si K ne contient pas de racine carrée de —1 (par exemple K = R), alors
X(K)=2.
2. Sichar(K) # 2 et K contient les deuz racines carrées ix de —1 (par ezemple K = C), alors
X(K)~PYK)uP(K).

3. Si char(K) = 2, alors
X(K) = P'(K).

Démonstration. Puisque X est obtenu en recollant les cartes affines 2, et {2_ le long de l'ouvert
générique (2, son ensemble de K-points est obtenu en recollant les ensembles affines correspondants
de K-points. Tout homomorphisme d’'IF2-algebres

¢:0U) — HK

satisfait ¢(¢) = —1g. Par conséquent, la relation de définition J? = € est évaluée dans K comme
j% = —1g. Un K-point de la carte affine Q0 est donc déterminé par un couple :
(t,jy) e K x K
satisfaisant j3 = —1x. De méme, un point de Q_ est déterminé par un couple
(s,j) e K x K
avec j2 = —1g.

Si K ne contient pas de racine carrée de —1, alors aucune des deux cartes affines ne possede de

K-points. Par conséquent
Q4 (K) = 2 = Q_(K),

9



et donc X (K) = &.
Supposons maintenant que char(K) # 2 et que —1 € (K*)?. Alors K contient exactement deux
racines carrées de —1, notées +ig. En conséquence,

Q(K) = K x {ig, —ik},

Q(K)=K x {ig,—ix},

et
Q(K) = K* x {ix, —ix}.

Les applications de restriction (9) identifient les deux cartes affines via
T+—T71 Jp — J, J_— el (11)
Puisque ¢(€) = —1k, la derniére relation devient j_ = — j,. Par conséquent, le collage identifie
(t.5) ~ (7 =J),
Ainsi, I'ensemble des K-points se décompose canoniquement en deux copies disjointes de P!(K).
X(K)~PYK)uPY(K),

ou la premiére copie est obtenue en recollant K x {ix}, avec K x {—ix}_, et la seconde en recollant
K x {—ig}s avec K x {ig}_.
Enfin, si char(K) = 2, alors : —1g = 1k, et I'équation j2 = —1x a la solution unique : j = 1. La
torsion par e devient donc triviale, et les deux cartes affines se recollent de la maniere habituelle
via

t st

redonnant une seule copie de la droite projective : X (K) = P(K).

Ainsi, la droite projective double sur les corps contenant \/—1, et ’absence de points réels, appa-
raissent comme des conséquences directes de la relation signée J? = e. O

4. La symétrie géométrique et le topos équivariant

La droite projective absolue X' = (IP’]%IQ,O) introduite dans (10) porte une symétrie involutive
canonique, reflétant 1’ absence d’un ordre distingué du groupe abélien de rang un Z. Cette symétrie
échange les deux cartes affines )4 et implémente simultanément 1’ inversion signée sous-jacente a
la géométrie archimédienne.

Définition 7. Soit o : X — X [automorphisme involutif défini sur [’espace topologique sous-
jacent par l’échange des deux points fermés,

tout en fizant le point générique a(n) = 1.
Sur Uouwvert affine générique ), 'automorphisme induit du faisceau structural

ot O(Q) — 0(Q)
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est déterminé par

o (T) = eI, o (J)=J " =el

La premiére formule réalise ['inversion signée de la coordonnée spatiale, tandis que la seconde
échange les deur branches déterminées par la relation J* = €. (Notons que J(eJ) = eJ*> = €2 = 1,
donc J ' =¢J.)

L’automorphisme générique s’étend de maniere unique en isomorphismes des cartes affines
ol 0(Qx) — O(Qy),
compatibles avec les applications de restriction (9). Explicitement,
o (T7Y) =T, ai(Jo) = J4,
et
ot (T) =T, af (Jyp) =J_.

La compatibilité des actions locales et génériques découle immédiatement des définitions. En effet,
restreindre o (J_) a 'ouvert générique € donne J, tandis que

@ (p_(J)) = a*(e]) = e(e]) = J.

Les relations de compatibilité restantes se vérifient de la méme maniere.
L’action de « sur le générateur imaginaire,

a(J)=J 1 =eJ, (12)

est uniquement déterminée par la géométrie.

Ceci conduit naturellement au principal objet géométrique a la place archimédienne, a savoir le
topos équivariant muni du faisceau structural :

Coo = [X /()] (13)

Si K est un corps comme dans la Proposition 6, cas 2., alors X' (K) = P!(K)UP!(K) et 'involution
« échange les deux copies de P}(K). En effet, si un K-point ¢ appartient a la premiére copie, alors
les égalités

(a-9)(J-) = ¢((J-)) = o(J4),

montrent que a-¢ appartient a la seconde copie, et inversement. En passant au quotient, on identifie
donc canoniquement les deux copies :

Coo(K) = [X(K)/{a)] = PY(K).

Arithmétiquement, (12) garantit que la partie a-invariante de la fibre générique est précisément la
base [F,2, empéchant la structure archimédienne supplémentaire d” apparaitre aux nombres premiers
finis.

L’espace topologique sous-jacent de €, est constitué de deux points. L’involution « agit librement
sur les deux points fermés {4, —}, les identifiant en un seul point fermé ~. Le point générique 7 est
fixé, mais acquiert un groupe d’isotropie Z/2Z, devenant ainsi un point d’orbifold. Géométrique-
ment, le quotient plie la droite projective absolue en identifiant les deux ordres de Z.
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5. Conjugaison complexe et structure réelle de twisteur

Pour déterminer la structure réelle du topos équivariant €5, (voir (13)) a la place archimédienne,
nous analysons d’abord l'action naturelle du groupe de Galois Gal(C/R) = {1, ¢} sur les points
complexes de X' (voir (10)). Tout automorphisme du corps de base agit sur I'ensemble des points
a valeurs dans le corps par post-composition.

Soit ¢ : C — C la conjugaison complexe. Si ¢ € X' (C), son point conjugué est défini par

c-¢:=coo.
Rappelons la décomposition canonique
X (C) = PY(C); UPHC),, (14)
ot P1(C); est obtenu en recollant
C x{i}4 avec  Cx {—i}_,
tandis que P!(C); est obtenu en recollant
C x {—i}4 avec  Cx {i}_.
Soit ¢ € C x {i}, C Q4(C), de sorte que
OT) =2 () =i
Alors

(c-9)(T) =7, (15)

Par conséquent
c-¢ € Cx{-ity CQ:(C),

et appartient donc a la seconde copie P}(C),. Plus généralement, la conjugaison complexe agit par
z X {ti}y — z x {— £ i}y,
échangeant ainsi les deux copies de P!(C) apparaissant dans (14). En passant au quotient
%o (C) = [X(C)/(a)],

les deux copies sont identifiées par I'involution géométrique «, tandis que la conjugaison complexe
descend en une involution anti-holomorphe de la droite projective résultante. L’involution géo-
métrique « et 'involution arithmétique ¢ agissent indépendamment sur X(C) et commutent. Par
conséquent, 1’ action de Galois descend au quotient €., (C), dotant ce dernier de sa structure réelle
canonique.

Théoréme 8. L’action canonique de la conjugaison compleze ¢ € Gal(C/R) sur les points d valeurs
dans C du topos équivariant €. induit la structure réelle de twisteur. Plus précisément, sur la droite
projective complexe résultante, la structure réelle induite est I” involution anti-holomorphe sans point

fixe :
1
2 ——.
z

12



Démonstration. Puisque a échange les deux copies de P!(C) dans la décomposition (14), 'orbite
de laction des symétries sur les points complexes de l'espace déplié X(C) est paramétrée par
leur intersection avec la premiere copie P'(C);. La conjugaison complexe remplace z x {+i}; par
Z x {— £ i}4. La premi¢re copie P!(C); est obtenue en recollant C x {i}, avec C x {—i}_, en
utilisant I'application canonique

C* = (C x {i}y) x (C x {=i}_), 2z ((2,9), (271, —0)).

correspondant aux applications de restriction (11). Nous pouvons donc paramétrer les points de
P}(C); par la bijection?

P:CuU{oo} = PYC)y, 2+ 2 x {i}y, oo 0x {—i}_.
Pour z € C*, le point P(z) correspond a ’homomorphisme
6:0(Q) — HT, §(T) = 2, 8(J) =i

Pour z € C*, l'orbite du point P(z) sous la symétrie géométrique « est (en utilisant la Définition
7) la classe d’équivalence :

[Pl ={P, a(P)} ={(z1), (="', —i)}.

L’application de la conjugaison complexe standard c a cette orbite donne la classe d’équivalence

conjuguée :
C([P]) = {(2’ _i)> C(_Z_l’ _Z)} = {(2’ _i)7 <_§_1’i)}'

Pour déterminer I'action induite sur ’espace quotient (que nous pouvons paramétrer par 'appli-
cation P), nous sélectionnons le représentant de 1'orbite conjuguée qui se trouve sur P!(C);. Ce
représentant est exactement (—z7!, 7).

Ainsi, laction induite sur la coordonnée spatiale est z — —1/z, et elle échange les points 0 et co
(comme on peut le voir par continuité). O

Ceci démontre que la structure réelle de twisteur est la conséquence automatique et fonctorielle de
la conjugaison complexe standard agissant sur la droite projective absolue géométriquement pliée.
L’absence de points réels a I'infini est garantie par la torsion spatiale par le signe € inhérente a la
symétrie de Weyl a.

6. Frobenius et équivariance de twisteur

La structure de Hopf intrinseque des F2-algebres sphériques établie dans la Section 2. est le méca-
nisme qui génere la géométrie de la droite de twisteur archimédienne.

Considérons d’abord 'endomorphisme de Frobenius absolu Fr,(x) = 2™ agissant sur une algebre
sphérique. Sous le produit de convolution intrinseque (6), la puissance n-ieme de Frobenius d'un
point rationnel ¢ € Homy , (F12[M], A) est :

¢"(m) = (m") = ¢(Fr,(m)).

3. Cette bijection étend par continuité & C U {oo} le paramétrage des points appartenant & I'ouvert dense de
Zariski (C).
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Ainsi, Fr, est 'application canonique de puissance n-ieéme dans le monoide intrinseque des points.
Ceci montre pourquoi le Frobenius se manifeste dynamiquement comme z +— 2" sur la coordonnée
spatiale de la droite de twisteur, et aussi pourquoi il implémente géométriquement les opérations
d’Adams ™.

Deuxiemement, cette structure de Hopf fournit 1’origine algébrique absolue pour la théorie de Hodge
non abélienne. L’ouvert générique € de la courbe absolue ((8)) a pour noyau spatial Fy2[T%]. Parce
que les éléments non nuls de M = Z forment un groupe, ses points complexes (C) forment
canoniquement le groupe multiplicatif C*. Ce groupe agit sur toute la droite de twisteur en mettant
a l’échelle la coordonnée spatiale via le mécanisme du coproduit.

Dans la construction de twisteur de Simpson [13], une structure de Hodge réelle est encodée comme
un fibré vectoriel C*-équivariant sur P*(C), ou la structure réelle o(z) = —1/z doit satisfaire

I’équivariance tordue :
-1 -
o(A\z) = == Ao (z) pour A € C*.
z

Dans notre cadre absolu, ’action requise de C* n’est pas imposée de l'extérieur; il s’agit plutot de
l’action canonique de la fibre absolue générique 2(C) agissant via le coproduit de Fi2 comme dans
§2.2.. La compatibilité avec la symétrie géométrique o*(T) = €T ~! redonne parfaitement cette
équivariance tordue.

Par conséquent, la géométrie absolue de Fi2 génére dynamiquement ’architecture entiere des struc-
tures de Hodge réelles : le coproduit intrinseque de Lydakis-Day donne I'C*-équivariance, la symé-
trie géométrique a donne la filtration conjuguée, et enfin le Frobenius impair Fr,, implémente les

opérations d’Adams.

7. La courbe absolue globale et ’'amalgame

Avec la composante archimédienne %, rigoureusement définie, nous pouvons maintenant passer a
la construction de la courbe absolue globale ¢’ = (SpecZ)r , en amalgamant les composantes finie
et archimédienne.

Soit 6hn = (SpecZ)r,, la courbe absolue finie, apres extension des scalaires de Fy; a [Fy2. Topologi-
quement, elle consiste en un ensemble dénombrable de points fermés (les nombres premiers finis P)
et un seul point générique ng,. La fibre du faisceau structural au point générique est exactement la
base [Fy2.

D’autre part, la composante archimédienne %, consiste topologiquement en un seul point fermé
oo (les points pliés {+, —}) et un point générique d’orbifold 7,,. Crucialement, la fibre a-invariante
en 1)y se réduit strictement a Fy2.

Parce que les fibres aux points génériques des deux espaces sont canoniquement isomorphes a [Fi2,
nous pouvons définir la courbe globale comme leur amalgame topologique et de faisceau.

Définition 9. La courbe absolue globale

¢ = (SpecZ)r,,

est le pushout (amalgame) de €f, et € le long de leurs points génériques.

— L’espace topologique sous-jacent |‘5| est la colimite identifiant ng, avec 1o :

|Cg|:’%ﬁn| H |Cg00|

MNfin™~"Too
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Il consiste en les points fermés P U {oo} et un seul point générique unifié nyopar-

— Le faisceau structural Og est défini par collage d’Artin le long du point générique. Pour tout
ouvert de Zariski U de €, les sections sont données par le produit fibré des sections sur les
composantes finie et archimédienne au-dessus de la fibre générique F2 :

O%Z(U) = Oﬁn<U N cgﬁn) ><]F12 OOO(U N cgoo)

Cet amalgame est la réalisation algébrique absolue de la géométrie de Spec Z.

Dans la théorie d’Arakelov classique, la place archimédienne est ajoutée formellement, car elle
manque d’une véritable fibre géométrique. Ici, %, fournit la fibre géométrique requise. La structure
réelle de twisteur unifie les sphéres complexes au-dessus du point fermé oo, tandis que la symétrie
d’orbifold réduit la fibre générique a 2, correspondant au point générique fini et permettant a la
courbe globale de se recoller.

7.1. La courbe absolue dans le topos arithmétique impair

Pour définir correctement la structure globale de la courbe absolue, nous devons spécifier la catégorie
ambiante dans laquelle elle vit. Tandis qu’en géométrie algébrique classique, une courbe est un
espace annelé localement, en géométrie absolue sur F; ou Fy2, la catégorie ambiante fondamentale
est le topos arithmétique. La raison principale en est ’existence d’une opération géométrique absolue
canonique : ’endomorphisme de Frobenius.

Les objets du topos arithmétique sont des ensembles (faisceaux d’ensembles) munis d’une action
du monoide multiplicatif des entiers. En travaillant sur [F;, le topos pertinent est N*, et I’endomor-
phisme de Frobenius absolu Fr,(z) = 2™ agit pour tout n € N*. Cependant, le passage a la base
enrichie Fy2 introduit une subtilité arithmétique. Pour que Fr,, soit un endomorphisme valide d’une
Fi2-algebre, il doit fixer cette algebre de base point par point ; en particulier, il doit fixer le signe
canonique € = —1. Ceci force une restriction au sous-monoide des entiers impairs, N ;.

Nous définissons donc la courbe absolue non pas simplement comme un espace annelé statique,
mais comme un objet géométrique dynamique interne a ce topos arithmétique impair.

—

Définition 10. La courbe absolue globale € est un objet interne au topos arithmétique impair N
Elle est définie par les données suivantes :

— FEspace topologique : L’espace sous-jacent |‘5\ est l’amalgame des nombres premiers finis
P et du point fermé archimédien oo, recollés le long d’un point générique dense Ngopar- Le
monoide Ny, agit trivialement sur cet espace.

— Faisceau structural : Le faisceau structural Oz est un faisceau de Fq2-algebres muni de
Paction canonique du Frobenius absolu. Pour tout ouvert U et toute section s € Oz(U), le
monoide N,, agit via les endomorphismes :

Fr,(s) = s" pour tout n € Ny,

En définissant la courbe intérieurement au topos, la notion de section globale est fondamentalement
améliorée. Dans tout topos, I'espace des sections globales d’un objet Y est défini catégoriquement
comme ’ensemble des morphismes de I'objet terminal 1 vers Y. Dans ce cas :

I'(Y) = Hom—(1,Y).

odd
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L’objet terminal 1 est ’ensemble a un point muni de I'action triviale du monoide. Par conséquent,
un morphisme 1 — Y correspond exactement a la sélection d’un élément de Y qui est équivariant
par rapport a ’action triviale, c¢’est-a-dire un élément invariant sous le monoide.

En appliquant cette regle catégorique au faisceau structural de la courbe absolue, une véritable
section globale n’est pas simplement une famille compatible de sections locales, mais une famille de
sections locales qui sont des points fizes simultanés de ’action du Frobenius absolu. Cette exigence
topo-théorétique fournit le mécanisme exact pour la rigidité globale.

Proposition 11. L’espace des sections globales de la courbe compactifiée absolue € est précisément
Uanneau de base Fq2 :

[(€,04) = Fpo.

Démonstration. Soit s € (€, O) une section globale. Topologiquement, s définit un germe local
sy € O, en tout point fermé v € P U {oo}, ainsi qu'un germe générique s, € O, au point générique
dense 7giobal-

La condition de compatibilité du faisceau requiert que pour tout point fermé v, 'application de
localisation canonique p, : O, — O,, envoie le germe local vers le germe générique :

pu(80) = Sn- (16)

Parce que la courbe est définie intérieurement au topos arithmétique, une section globale est un
morphisme de I'objet terminal, ce qui signifie qu’elle doit étre un point fixe de I’action du Frobenius
absolu impair. Ainsi, en toute place v, nous avons Fr,(s,) = s = s, pour tout n € NJ;.

Comme montré précédemment, a la place archimédienne, la fibre locale est modélisée par

Fia[T%0, 1,)/(J2 = o).

La condition s, = s pour tout n > 3 impair force les composantes spatiale et imaginaire a
s'annuler (puisque T" # T et J3 = —J, # J;). Par conséquent, les points fixes de Frobenius de
la fibre se réduisent strictement a ’anneau de base : s, € Fq2. Par un raisonnement identique aux
nombres premiers finis, s, € Fy2 pour tout p € P.

Nous appliquons maintenant la condition de compatibilité du faisceau (16). Parce que les applica-
tions de localisation p, sont des homomorphismes de F;2-algebres, elles agissent comme 1'identité
sur I’anneau de base Fy2. Puisque s, € Fy2, nous avons :

Sy = pu(Sy) = s, pour tout v € P U {oo}.

Ceci force s, a étre exactement la méme constante dans Fi2 en toute place, déterminée de maniere
unique par le germe générique s,,. Ainsi, les sections globales sont exactement les sections constantes
]F12 . D

Remarque 12. Bien que la courbe absolue soit définie via la perspective interne du topos, ’éva-
luation de cette structure sur des points géométriques (par exemple, sur C) redonne naturellement
la perspective dynamique non commutative. L’action canonique du Frobenius sur ['Fi2-algebre abs-
traite induit le systéme dynamique ramifié z — 2" et z — —1/2" sur la droite de twisteur complezxe.
L’espace produit croisé non commutatif €(C) x N, est donc une conséquence géométrique dérivée
de la structure interne canonique du topos définie ci-dessus.
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7.2. L’Action du monoide impair sur la droite de twisteur et la rami-
fication en 2

La restriction du Frobenius absolu au monoide impair NJy; a une manifestation géométrique im-
portante sur la droite de twisteur archimédienne. Parce que l’enrichissement par Fi2 adjoint un
générateur imaginaire J satisfaisant J? = ¢ = —1, il agit comme I'avatar géométrique absolu des
entiers de Gauss Z][i].

Le nombre premier 2 est uniquement ramifié dans Z[i|, tandis que le comportement des nombres
premiers impairs est gouverné par le caractere de Dirichlet non trivial modulo 4. Cette structure
arithmétique exacte émerge dynamiquement sur les points complexes de la courbe absolue. L’exclu-
sion des entiers pairs de I'action du monoide correspond précisément a la ramification du nombre
premier 2, tandis que le monoide impair induit un systéeme dynamique ramifié sur la droite de
twisteur unifiée.

Soit € (C) = P!(C) la droite de twisteur complexe unifiée, obtenue en quotientant le Fi2-schéma
X (C) (voir (10)) par la symétrie géométrique a.

Proposition 13. Le monoide arithmétique impair N, agit sur €»(C) via le systéme dynamique :

n

z sin=1 (mod 4
Fr,(z) := L ( )
—= sin=3 (mod 4).
De plus, cette action commute strictement avec la structure réelle quaternionique

o(z)=-1/z.

Démonstration. Sur I'espace non quotienté X (C) = P}(C), UP!(C)_, un point complexe est dé-
terminé par une coordonnée spatiale z € C U {oo} et une coordonnée imaginaire j € {i, —i}. Le
Frobenius algébrique Fr,(x) = 2™ agit sur ces coordonnées comme :

Fra(z,j) = (2", 5") = (", (=1)"7)).

Sin =1 (mod 4), la coordonnée imaginaire est préservée, ce qui signifie que Fr, envoie chaque
sphere sur elle-méme via z +— 2",

Sin =3 (mod 4), la coordonnée imaginaire est inversée (j — —j), ce qui signifie que le point est
envoyé sur la sphere opposée. Pour évaluer cette action sur l'espace quotient € (C), nous devons
identifier le point cible avec son représentant sur la sphere originale en appliquant la symétrie
géométrique a. Par la Définition 7, o*(T) = €T, ce qui induit I'application géométrique a(w) =
—1/w sur la coordonnée complexe. En composant le saut avec cette identification, on obtient I'action
effective :

n o 1
Z— 2" ——
Z?’L
Pour vérifier la compatibilité avec la structure réelle de twisteur o(z) = —1/z, nous vérifions les
deux cas. Pour n =1 (mod 4) :
o(z") = —é et (o(2))" = (—%)n = —i (car m est impair).
zZ" z Z"
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Pour n =3 (mod 4) :

( 1 ) 1 —n t 1 1 =n
ol—— )| =————=72 e ——— = =2"
2" (=1/z") () (=1/z)"
Ainsi, le systeme dynamique ramifié préserve parfaitement la structure quaternionique. O

Cette proposition montre que l'action du Frobenius absolu sur la composante archimédienne n’est
pas simplement une opération algébrique formelle, mais un endomorphisme géométrique hautement
structuré. Le fait que l'application z — —1/z" émerge naturellement pour n = 3 (mod 4) montre
que le faisceau de twisteur sur F;2 « connait » intrinsequement la conjugaison complexe et la
topologie non triviale de la place archimédienne.
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