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Résumé

Dans cet article, nous démontrons que tout entier pair suffisamment grand est la somme
d’un nombre premier et du produit d’au plus 2 nombres premiers. La méthode utilisée est
simple, sans aucun calcul numérique compliqué.

1. Introduction

Pour abréger, nous désignons par (1, a) la proposition suivante :
Tout entier pair suffisamment grand est la somme d’un nombre premier et du produit d’au plus

deux nombres premiers.
La méthode du crible et certains résultats sur la distribution des nombres premiers ont été employés
pour démontrer la proposition ci-dessus par de nombreux mathématiciens, par exemple :

(1,¢) Renyi[l],

(1,5) Pan Cheng-tung[2], Barban|3],

(1,4) Wang Yuan[4], Pan Cheng-tung[5], Barban[6],
(1,3) Buxu[7], A. H. Bungarood|8|, Bombieri[9].

Dans un article précédent de 'auteur [10], une preuve esquissée de (1,2) a été donnée. Dans cet
article, nous donnons une preuve détaillée de (1, 2).
Soit  un grand entier pair, A un entier pair quelconque, et C,, défini par

()

=TT (1-—).
Ep—ag (p—1)2
plz

Soit P,(1,2) le nombre de nombres premiers p satisfaisant aux conditions suivantes :

T—p=p1 Ou T —DpP=pPaps,



ou p1, p2, p3 sont des nombres premiers.
Soit z(1,2) le nombre de nombres premiers p < x satisfaisant aux conditions suivantes :
p+h=p1 ou p+h=pops.

Dans cet article, nous donnons une preuve détaillée de

0.67zC.
P,(1,2)> — 2T
1.2) (log z)?

Dans [10], nous avons démontré (x) avec le facteur 0.098 au lieu de 0.67. Par la méme méthode,
nous pouvons démontrer que

()

0.67zC,
P,(1,2) > ——~.
»(1,2) 2 (log x)?
La méthode utilisée est simple, sans aucun calcul numérique compliqué. Dans la démonstration
du Lemme 9, un résultat de Richert et le théoreme bien connu de Bombieri sont employés. Nous
énoncons maintenant nos résultats comme suit.

Théoreme 1. Tout entier pair suffisamment grand est la somme d’un nombre premier et du produit
d’au plus 2 nombres premiers, et [’on trouve

0.67zC,
P,(1,2) > 2t
(1:2) 2 gy

Théoreme 11. [] existe une infinité de nombres premiers p tels que p+ h soit un produit d’au plus
2 nombres premiers, h étant un entier pair quelconque, et

0.67xC},
1,2y > ——.
on(l,2) 2 (log x)?

L’auteur remercie le Professeur I. K. Hua pour ses encouragements, ainsi que les Professeurs S. H.
Min et Wang Yuan pour leur grande aide.

2. Quelques lemmes

Lemme 1. Pour tout nombre réel x > 1, nous désignons par [log x| la partie entiére de logx. Soit
y>0, et

®(y)

2

" 2mi

ico w (log )11
w (1+ fogym)
Soit logz > 103, et y > e20082)°% - Alors il s’ensuit
11— x—[).l S q)(y) S 17

et ®(y) est non décroissante pour tout y > 0.



Preuve. Outre la relation évidente ®(y) = 0 pour 0 < y < 1, nous avons besoin de

g (5) = (D){r o) o

w’t

Nous procédons par récurrence sur r. Il est évident que

0 (5) = (5) feer =}

et (1) est donc vraie pour r = 1. Supposons (1) démontrée pour r = 1,...,s. Nous avons
ot 0 (s =i+ 1)(logy)*™*
s () =50 {y ( + Z o
(logy)*™ (s =i+ D(logy)*t'"  (logy)®
=y { + Z it T2

+

wit2

S (=1)*1s-- (s — i+ 1)(i + 1)(log y)H} — <yw) {(log y)*

(s+1)(logy)® (=1 (s+ 1) S (=1)is---(s—i+ 1)(logy)*+1~

— + +>

W Wl =~ Wi
—1)is--- 2 —i\(1 s+1—i w
+( )5 (s ' i)(logy) } _ <y> {(logy)s—i-l
w" w
+5§ +1)---(s+1—i+1)(logy) ™
Wt ’
Par conséquent, (1) est aussi vraie pour s + 1. Nous avons
log = 1.1[log z]+1 a[log:v] w
<1>(y)=1+( 82) 1 (y)
[log ]! Jwllogz] \ e (log z)11

[log z]

—1— —(log:c )1 (log y) Z 10g$) (10g y)}

1 (logz)' ! (logy)
= Toeal / e~ Alogalgq )
ogxl|! Jo

pour y > 1, ce qui, en utilisant aussi la relation ®(y) = 0 pour 0 < y < 1, met en évidence la
propriété de non-décroissance. Pour logz > 103, et ¢80 < e*os2 noug obtenons

1 o]
0<1—d(y) = 7/ e~ Alogzl g\
<y> [IOg .CL’]' (logz)1-1(log y)
o 1+[log z]
S 1 / e—)\/\[logx]dd)\ _ {[IOgZE]}
[log z]! J210g 2 [log z]!

e~ log z{[log z]}l"'[log ]

' /oo ef)\[log;c])\[logm]ddk _
2 [log z]!
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-/Oo e Moszl(] 4 \)leszlqdn < 270! quand y > e2(logz)”!
1

Lemme 2. Soit e(a) = e*™ et

M+N M+N

S(a) = Z ape(na), 7 = Z |an|?,

n=M+1 n=M+1

les a,, étant des nombres réels quelconques. Notons 3=, une somme sur tous les caracteres primitifs
modulo q. Alors il s’ensuit

q * M+N
— D1 D anxe(n)| < (XP+7NX)Z, (2)
<X e(q) T |2
et
2
15

D

D<q<@Q 90( )

< <Q + Jg) 7 (3)

Preuve. Soit F' une fonction a valeurs complexes de dérivée continue et de période 1. Nous moyen-

q

sur 'intervalle I(a, ¢) de longueur é centré en ¢. Les intervalles I(a,q) avec 1 < a <gq, (a,q) =1,
et ¢ < @ ne se recouvrent pas. Donc nous avons

> 5 r(5)|=x = {er ], e [ o)
<@ [ IPl@)ldda+ [ IF(B)das

9<Q (a,q)=1 9<Q (a,q)=
Posons maintenant F(a) = {S(a)}?. Puisque [ |F(a)|dda = Z et

<|F(@)l+ [ IF(8)lldds]

>[I @)aas = [ 1s(@)1s (@) ldda

1 1

< {(/01 S(e)l?dda) (/01 8'(e)Pdda) ) = 2% (/01 /() Pdda)

par Conséquent nous avons
2
(q )

=2 >

9<Q (a,q)=1

> X

q<Q (a,q)=1

Rl

3 o= (e [RDH)

n=M+1




2

M+N na
:Z Z Z Uy MY ]e< )
n=M+1

9<Q (a,q)=1
N-[5] 2
1
< ZQ*+ 2> Z ((27Tn)an+M+[%])2 < ZQ?
n:f[%]%»l
1
N-[5] :
1
+TNZ2 | Y agam | < (@ +7N)Z
n:—[%]-‘rl
Pour chaque caractere primitif y, nous posons 7(xI) = Yi<.<q Xi(a)e (%) Nous avons 7(x3) -

xi(n) =0y Xi(a)e ( ) Puisque |7(x3)|> = ¢, nous obtenons

1 « | MaN 2 1 s | MaN 2
() 3 30| = () 3 3, et

)% |

(2) s’ensuit maintenant de (4). Soit h un entier positif satisfaisant I'inégalité 2"D < Q < 2h1D.
Nous avons

S 3 ()

n=M+1

1 * M+N h 1 * M+N
Yoo > e <> X 72 Z anxq n)
D<q<Q (q) T | i=0 \ 20D<q<2i+1D e(q) G |23

2ip<qezi+ip P)

h ) N M+N ) N M+N )
SZ(Q” D+2D> > an? < (Q+D> > aal®.
i=0

Ainsi le lemme est démontré.

Lemme 3. Soit =, une somme sur tous les caractéres primitifs modulo q. Posons s = o +it, et
supposons que o > % Alors on en déduit que

S L5 x| < Q7s] (o5 Q)

q<Q g
Preuve. Nous avons
o) N .
X(n TL ’L<’I’L ) Zi<n—1 X(Z)
L(s,x) =Y =, IZ +Z =
n=1 n n=1 n=N+1 n



n=1 n=N+1 \i<n

ol x(n) = 1 1 ZigNX(i)
:Z ns + Z (ZX )( s_(n+1)s>_ (N + 1)

En utilisant ¢ > % et le Lemme 2, nous obtenons

*

ZZ|LSXQ |2<ZZ

q<Q 4 a<Q q

gxw

S

+Q7%|s]’¢* (log ¢)*

n=1

Q]
< 5P 1og Q) + (@2 + Qs 5 L)

n=1

< Q|s[*(log @)*.

Ce qui démontre le lemme.

Lemme 4. Soit m un entier, avec m # 1. Pour k impair sans facteur carré, l’estimation

m—1,k)|
est valable.
Preuve. Pour la preuve, remarquons que si k = py---p;, p1 < --- < p;, g; est une racine primitive
modulo p; et, de plus, si mequivgjj (modp;), 0 <& < p; —2,75 =1,....,1, alors pour v;, s fixés
avec 1 <wv; <p; —2,7=1,...,1, les caracteres primitifs appartenant au module k sont donnés
2mi (A5 4. +“l§l
par xi(m) =¢ \n* . Posons Z(m, k) ‘Z;k Xk(m)‘. Nous avons
l L |pi=2 _ w
H m, pj) H Z e
7j=1 Jj=1|v;=1

[
= H -2)< II pi=Im—1k)
Jj= il(m—1
pyi(m—1) pillm =)

Ce qui démontre le lemme.

£

Soit x un entier pair, A\; égal a 1, et Ay égal a 0 pour d > 23575, Posons g(k) = oL f(k) =
QD(k') Hp|k g%?a et

-1

g |2, 0w [ T
(k,x)=1 (k,x)=1,d|k



pour 1 <d < 2575, Si d est un entier impair, u(d) # 0, alors nous avons

(k) prk) 1 1
) T RNE SR SR 7 ‘Z{nmr(p—z)} 2 T

1<k<z3—5 rld o cp<g3—5 rld 1<k<z3~%
“(k,z)=1 (k,z)=1, (k,d)=r (k,z)=1, (k,d)=1
1 2(k
> {H (1 + pi— 2) } Z /}(<k))
pld I<k<z3~5

2
(k,z)=1, (k,d)=1
Ainsi nous avons |A4| < 1 pour tous les entiers positifs d. Désignons par x un entier pair satisfaisant
log x > 10°. Nous utilisons les notations suivantes :

Q- > 1, M= 3 ( 135) S A(m)

i log P1p2 -

1
1 1 2 1 1 =p1p2
x z
210 <py<z3 <p2<<H) x 10 <P1<I3<P2<(p1) (n,Q)=1
2 _ —
pLpa<z3 (z—p1p2,Q)=1
(z—p1p2,Q)=1

Nous avons () < % + N, ou

1 1
) ddt »3 ddsS e
i - = 3.

—

ol
o,
(oW
n
S
Qj‘)_l —~~
wlg

1—e
:L- X
N > - 1=
< <p1p2> <Lz L gie

Nl

1 1
2T0 <p;<x3 <pa< (%)

Il s’ensuit maintenant du Lemme 1 que

vs 2 () 2 e () o (m)

1 1 3 =p1pg
T10<p1<3<p2< (%) (z—p1p2,n)=1
2
1 T
< S ] Y Ame YA
1 \"98 pips n<—= p1p2m d|(x—p1pan)
1 1 2 = p1p2
110<p1<x3<p2<(£) (z—p1p2,n)=1 (d,z)=1
+O< & ) S Y AN +O< & > (5)
5 | = diAdo 4V did % |
(log )21 (d1,@)=1 (d2,)=1 b (dll,dé) (log x)%01
d1<Q  d2<5Q

ou

1 T
N wa, = > ; > A(n)®
(d1,d2) . \ log . P1p2n
’ 1 1 3 pP1p2 NS
xT0<p1<x§<p2<(ﬁ 00 (mod 9192

) z—p1panequivd(mo W)

pip2<z3

x—p1p2equiv0(mod di1dz)



1 } 1 x
=\ "7 > ( ) A(n)® ( )
_didy _x
{ i ((dl’dz)) 210 <p1<x%<p2<(ﬁ>% - o e

2
pip2<z3
(p1p2n,didz)=1

+ 2 Xaa@) 2. (A(@)@( . >Xd1d2(p1p2n)

lo n
Xdy do X0 1 i N3 & pipe P1p2
(did2) 10 <p1<z3 <p2<(ﬁ)
2
p1p2<z3
x
=p1p2

1 ] N X
S S — > ( - )A(n)cb( >_{}
{@ (@) } i Pt 2mie ()

i 1 -
x 10 <p1<m3<p2<(ﬁ)

Nj—=

2
p1p2<z3
(p1p2an,didz)=1

. —[logz]—1 !
241400 w ¥ L
1 L w Z _
/2 ; < " ( )1'1> ( w ) XdldQ(x) L (%XdldQ)

log x

Xdy dy X0
(d1d2)
1 ddw
. . 6
Z 1Xd10l2(ppo) (logf"’) < w ) ( )
p1p2

1 1 2 )2
10 <p1<x3 <p2< 1

Nous désignons par v(d) le nombre de facteurs premiers de d. Pour un caractere x4, soit d* son
conducteur et xj le caractere primitif correspondant. Nous utilisons les notations suivantes :

Ad; Ad 1 T
-y oy el w (10 x)A(n)@( ).
(d1,x)=1 (d1,z)= g0((dl,d2)> 1 1 i & pip2 p1p2
(d2,z)=1 (d2,z)=1 210 <p1 <3 <pa< (ﬁ)
P1p2§zw%
—P1P2
; —[log z]—1
B3O | e o o
My= Y > oaw [ (5) (1
<’ * Pd) | i Zmice AW (log )"
(d,z)=1
L T -1
'*(w,X:z) Z XZ(pwz) <(P1p2)w10g> ddw] .
L 1 L 1 P1p2
10 <p1<x3 <p2< (ﬁ) ?
(p1p2,d)=1




Lemme 5. Soit x un entier pair. Alors nous obtenons

M M.
1+ 2+O< x )

0 < —
l1—¢ (log x)2-01

Preuve. De (5) et (6) nous avons

M§M1+|M3|+M4+o<(bgi)m>, )
ou
- Eox e w (b (i)
(d1,a)= 1(d1 z)= 190((51ff,22)) N R , log £ DLpan
(d2,)=1 (d2,x)= I10<p1<z3<p2<(ﬁ)
pwzéx%

(d1d2,p1p2)>1

)\dl)\dz 2+4ico /W W —[log z] -1
Z Z (_QWW( did> )) -/2—7Loo <w> <1 + (1ng)1.1>

(d17x):1 (d1,x):1 (d17d2)
(d2,z)=1 (d2,z)=1

L/

Z Xdida (x)f(WJXduig) Z
1
Xdq do X0 N . 3
(d1d2) 10 <p1<z3 <p2<<ﬁ)

(Plp? 7d):1

1
: ( ) Xdids (ppo)ddw.

(prp2)log 757

Nous allons maintenant estimer la somme M;. Nous avons

1 x1+8 1
wer Y LY ame ¥ (S v L
aeh—s O o T, y \Pip2
= 0<p1<x3<p2<< ) a:10<p1<x3<p2<(ﬁ> pild
p1p2Sw3 p1p2§w%
(d,p1p2)>1
:CE
p> f+ > >, (ogp) > =+ <2l (8)
. 1p< o 1_,
d<pf|3d %<p1<x%<pz<(%) 2rT e dg;:‘:;
p1p2§x%

Nous allons maintenant estimer la somme M. Soit d > 0 et p(d) # 0. Le nombre de solutions de
I'équation (4% = d, ou d; et dy sont des entiers positifs, est donné par 3“9, Puisque |\g| < 1,

(d1,d2)
2+ico /oW w —[log z]-1
s () (14 )

nous obtenons
Xd7#X0




(p1p2)* log -2 w

'XZ(I)[;(w,xd) > xd(p1p2)< ! Z ) (ddw> :

1 1
210 <p1<x3 <p2< (ﬁ)

lo y .
Puisque £ (w, xa) = £ (w, x3) + Zﬁd* % il s’ensuit que
M4 S M2 + M57 (9)
ou A
@B | o g s b\l
Ms;= 3 ZXZ(%)/, (> L+ a5t
read o(d) | Z 2—ico \ W (log )t
(d,z)=1
Xa(p) log p " 1
Z j< ) * Z Xa(P1p2) ddw] .
i P = xap) | , (p1p2)* log =~
p|d* zm<p1<x§<p2<(ﬁ)
Nous avons pwﬁ((p )(p Y oheq (Xz r—— lorsque Rew = 2. Soit y la solution de la congruence zyequivl(mod d*).
d

Par le Lemme 4 nous avons

)Xa(p1p2p") ‘ = ZXd(pIPQPky)‘
Xd
< |(pp2p®y — 1,d%)| = (& — prpap®, d)|, (10)
lorsque A > 1, u(d*) # 0 et (d*, xp1pep®) = 1.
De (10) et du Lemme 1 nous avons
31/ (d)
Ms < Z DBTZ 5~ 1 3~ (10g p) > ZXd, )Xa(p1p2p")
P AT = 1 b x
(dyz)=1 ptd* 210 <py <z <ps< (—
(p1p2,d)=1
1 x | ( 3”(d
: — o < -
(log plm) <p1p2pk> 2;5 ©(d pzd Z 1
d<z3 L 1 2

(ppo 7d):1

5 <1ogp)<<$—plpzp’“7d*>><< s k)l

|z
k
p1P2)/(10gp) p1ip2p li@Sx%_E ( ) ( )

(k:l ,k’2x):1

1

3

1<k<(

10



2.

2.

((z — pipop®, k1)) < a5

k1<x%’5 1 1 > % klgx%*s
k1< (log 72-)/(logp) 10 SPLSPE<P2S (7) (k1,2)=1
(p1p2,d)=1
T Z > (z — pip2p”, k1) > o E >
1 1 1 1
k1<z3~° & 1 2 )2 k1<z37° 1 1 - \2
k1 <10 plp;/(logp) t<p<rbeme(iz ) trequivG(mod ) e <pi<at <pa< (i)
(p1p2,d)=1
1 1
= Y d D o < z' (11)
P 4)(a—prpap¥) ky<zd—c 1
k1equiv0(mod d)
De (7), (8), (9) et (11) nous complétons la preuve du Lemme 5.
Lemme 6. Nous avons
My, <
? (log x)201
Preuve. Posons
i flogz]-1 ,,
241400 w L
Yy w
o0 = [ (2 (1 )T E
(y:x) 2—ico \ W * (log z)t L( X)
[logz]—1 1,
1+logz+zoo w w L
= 14— —(w, x)ddw
/+1ogz < ) < + (logx)u) L( X>

Alors il s’ensuit

M, < Z

pi(d)

Z*j%(rc)

( 1 )
logﬁ

>

1
2

1<€<g—¢ 32 #(d) 1 1
(p1p2,d)=1
T pld 1
O (,Xd> Xa(pip2)| < Z E ; I
P1p2 1<e<l_¢ ¥ O8 pips
(d,z)=1
3 p(d) Z > 1
1 (p(d) 1 1Og ips
1§§S§*€ Xd L 3 pip2
(d,x)=1 10 <py<z3 <p2<<*
(p1p2,d)=1
s
P (; Xd) Xd(p1p2) } :
P1p2

11



Nous avons @
3Y d
> <,0|(Z)(>| < (logz) Y d< (logz),

1 1
1<§§§*€ d§z§_5

ou 7(l) = Xg 1. Par conséquent nous avons
M, < (log x)® max N,
ou

()37 D |
Xd 1 1 1 (&1,m) (€2) (&2) (§2) (&2) (€2) (&2) (§2) (&2) (€2) (&2)
zI0 <p1<z3 <p2<<ﬁ

(p1p2,m)=1

1 T
’ (1 z ) @ <7Xd> Xd(P1p2) .
08 ipo P1P2

Soit e, m) y d une somme étendue a tous les nombres premiers py, py satisfaisant 210 < P < r3 <
Py < (pﬁl)i, 23028 < pipy < 23028 et (pipo, m) = 1. Soit I} un entier positif satisfaisant I'inégalité

2h—1(log )10 < 227 < 211 (log )1, et soit I, égal A {3701%;2}. Nous avons

L I
Ny <303 NEW,
1=0 k=0
ou
|3V * 1 .
NOW = 3" )3 ZXd > |lio=]°  Xd | Xa(p1p2)|
1<¢<ie €r,m) \"°8 pipa P1P2
N@R) — Z W(d)|3y(d)
2!=1(log ) 190 <d<2! (log ) 100 d
(d,x)=1
malx 1 T
1> k< ) > (1 >¢>< ,xd> Xa(pip2)| pour I > 1.
o (kym) o\ log -2 D2
Posons S(H,w,xq) = 7, w, ou H < x. Pour Rew > 1, nous avons

n=1

d d3 log d
S(H,w,xq) <logz, L(w,xa) = Z Xa(n) L0 (Mog) '

Pour Rew > 1, nous avons

w
n=1 n

1 — L(w, xq)S(H,w, xa) = 3 M+O (MMW) :

12



ot Cx (1) = 0, et pour n > 1, Cy(n) = — X4, n,<a<n 1(d), de sorte que Cy(n) =0 pour 1 <n < H
et Cy(n) < 7(n)sin > H, et Cyg(n) =0 pour n > H. En appliquant I'inégalité de Schwarz nous

obtenons )

e 2 3l 2+ E C
$ Ol o3| 5 Cutmratnl| ”
n=1 L 1=0 |n=2lH+1 "
lorsque H < . Lorsque Q < x, de (3), (14), et 3, 7*(n) < z(log z)* nous avons
2
2B O (n)aln) 2H\ 2 (r(n))?
> Z Y | <\@+pH ) X 2
0<d<@ 90 Xd n=21H+1 n n=2H+1 n
Q 1 )
1
< (2IH 1) log )’
et
Z ZZH Lo+ iv, xq)S(H, o+ iv, xq)|”
<d< Xd n=1
1 = | Cam)xam)|* | Jo+ivPQ(log )’
<< -
Q 1 |atiw]Q? 3
LA 1
<<<H+D+ e (log z)*,
ot =1+ @. Nous avons
H -
, Jj(n)xa(n
(S B + v, xa))? = 3 2, (16)

n=

ol f =} + by et |j(n)] < (n).

De (3) et (16) nous avons

o0

> L I8+ i)

2!-1(log 2)100<d<2! (log x)100 Xd n=1
H2 O\ & (r(n)? H?
2l 1 100 2[ 1 100 (1 3
< (200 4 ) £ T < 2 4 s o

lorsque | > 1 et H < z. En utilisant L' (w, xq) = 27” Jr Eﬁ :Xd) 2dd¢ ou I' est un cercle de centre w et

de rayon (log x)™!, nous avons |L(w, xq)| < (logz)? [ |L(&, Xd)\ddf Par Iinégalité de Holder nous
avons |L'(w, xq)|* < (logz)® [p |L(&, xq)|*dd€. T1 s’ensuit du Lemme 3 que

1 / . 4 100 . 2
> <90(d)> %d: IL'(B 4 iv, xa)|* < 2'(log 2)" (18 + iv]).

2!-1(log 2)100<d<2!(log 2)100

Nous avons
T = { T | - oS o) + oaSHed. (9
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Les notations suivantes sont utilisées :

|p(d)[3"

Al kyw,m, H) = Z ]

2!=1(log )00 <d<2!(log x)100

xa(p1p2)
. 1 — L(w, xqa)S(H,w, ,
%d: (%) (p1p2)« log -2~ | (@ xa)S( Xa)l
|p(d)|37()
B(l. k H) = E _—
( ) 7w7m7 ) d

2!=1(log x) 100 <d<2!(log x)100

Iy Xa(p1p2)

| L' (w, xa)S(H, w, Xa)| -
Xa |(k,m) (p1p2)* log 7 P1p2

Lorsque | > 1, de (18) nous avons

dv

oo Al k ) H
NI < aftogy? [~ ALkt ivm D

. a-+iv 1.1
O Ja+iv| (14 gatih)

NI

+x

/OO B(l,k, 3+ iv,m, H)
, IR
O |8 +iv] (14 2

Il est évident que
374 < ehalosd,

lorsque |u(d)| # 0 et d est grand.
Nous traitons maintenant N(*) en trois cas.
Cas 1. Soit [ > 1. Supposons que [ et k satisfont 28216 > 237 ou 237° > 26z10 > 2/(log ).

Posons ! 100
. log z{2"(log =) }
H = 21 (log :U>1OOIZ7$7 ou Il,x = e loglog x

De (15), (17), (18), (19) et (20) nous avons

N

2
NI < nfloga)? | 3 Dl s~ 5~ Xalowps)
0 211 (log 2)100<d<2!(log 2) 100 Xd |(k;m) p1p2> log PIPQ
(d,z)=1
3
d)| & . .
> mgl)’ZH—L(a+ZV>Xd)S(H>OZ+ZV,Xd)|2Iz,x
2!=1(log #) 190 <d<2! (log x) 100 Xd

(d,z)=1

14



N

ddv 1 o0 Xa(p1p2) 1
(29 ) 4 hogayt S RIRE
<1 + yl'l) 0 2ll(logx)mo<zd<2l(logx)mo XZ Z p1p2)ﬁ+w log e
(d,z)=1
1
4
pu(d)] & . 4
) |2)|Z\L’(B+W,Xd)|
2!=1(log 2) 100 <d< 2! (log ) 10° Xd
(d,x)=1

Al

()] < : " ddv

TZ|S(H,5+W,X<1)| T it

2!=1(log #) 100 <d<2!(log z) 100 Xd v
(d,z)=1

o0 2k 210 1 | 2!(log z)100
2 l 100 §
< a(logz) /0 (2 (logz) ™™ + 2!(log x)loo) , n? H
x%<p1<m%<p2<(ﬁ)§

1 (1 + v%)2%(log x)2% 1 ddv 1 s [ (/0 100
+ 2 (log )100 + J7E (I1.2) m + z2(log x) /O { (2 (log x)
2k 116

2
T 2l 1 100 H2 1 100
+21(10g m)loo) l,x} { ( 08 l’) + ( 0g l’) }

Cas 2. Supposons que [ et k satisfont

PN

ddv T
14 21 . 21
(L4273 <1—|—1/1~1> < (log x)20 (21)
2kr10 < 2'(log 2)'® < 2037F.

1 1
Posons H = max (xTe, 22k~ 10 (log x)loofl,x), nous avons

n

NUP <« z(log x)? h 2'(lo x)loo—i- 2 > Ll
N LR T :
2k 10

1
<p1p2<2ktlzTo

ddv
1 + Vl'l

4

(NI

2! (log )00 1 (1 + v%)2%(log x)2%
' T o w00 2 (1)
H 2l(log x) H

. ~ d)| & |
—i—xé(logx)‘l/ > Wilﬂz IS(H, B+ v, xa)l'p (L1z)
0 2!=1(log ) 190 < d< 2! (log x) 100 Xd
(d,z)=1

i

) DL 15 4 )

2= (log ) 100 <d< 2! (log x) 190 Xd
(d,z)=1

15



1
2
2
Z !M(d)\ i Z Xd(p1p2> ddv
d (p1p2)P ¥ log -
2!=1(log )10 <d<2!(log z) 100 Xd \(k;m) \P1F2 pip2
(d,z)=1

1 + I/l.l

1
H 3
%(log r)? {QZ(log z)' + }

2!(log 2100
1

92k 1. 15 2 (1 _i_VQ)%
! 100
: (2 (logx)™ + J{iog )100) /0

(I1)7 (2 (log 2)'%)2

x T
. 22
ddv+ (log x)20 < (log x)20 (22)

1 + l/lAl
Cas 3. Posons [ = 0, et supposons que 0 < k < I5. Soit ¢ une constante positive, et y4 un caractere
primitif. Il est bien connu que

L(S7 Xd) 7é 07
lorsque Res > 1 — =%

2500 - Donc nous avons
/ <1°gz)1/2+zoo Z !
L TR log =
(log :c)l/2 (k,m) P1p2

r \“ w ~llogz)=1 1 ddw
Xa(pip2) | — 1+ —
b1p2 (

log )11 f(w’Xd) w

11
x (logz)1/2 x
< (log )™ () L - (23)
N Z 1 P1p2 (log x)QO
zT0<p1<z3 <p2<(£)

De (12), (13), (21), (22) et (23) nous complétons la preuve du Lemme 6

ES

1<d<(log )100

Lemme 7. Soit x un grand entier pair. Alors nous avons

M < { (8 + 245):13@}

Z 1
log z " y P1p2 log -
10 <p1<x3 <p2< 1
o1l
p>2 P — p—2 p>2 (p—12)
plw

Preuve. Posons S = Z

L3 f((kk)). Alors il s’ensuit



Dong, si (m,x) = 1, nous avons

_ (1 pu(kd) (k)
d<§§:g )\dg(d) - <S) d<:cz3: 5 1<k<za::3 5 f<kd)
(d,z)=1,m|d (d,z)=1,m|d (k,z)=1,d|k
_(L plr) Ty pm)
E (S> 1<r§§§ f(r) mzjl?",u (m) N Sf(m)’

(r,z)=1

Puisque M = g(d1)g(d2) Xdj(ay,42) f(d), par conséquent nous avons
(dq,d2)

)\dl )‘d2

> > W: Z Z Aa9(d1)Ad,9(d2)

1_¢e 1_¢
d<z375 dy<z3” 3 (d1,d2) di<z3~5 dy<z3™ 2
(d1,z)=1 (d2,2)=1 (di,z)=1 (d2,z)=

1

=Y k| X ] =4
d<z3—% d<z3~5
(d,z)=1

Posons Vi(z) =Y n<a %. Alors nous obtenons

=Vi(x) = p2(n) _ 2(d) 12(m)
o I 15nze P0G () 1§%:§§ p(m) = dlk
(n,k)=d s
_ kEVi(x)

(k)

Donc Vi(z) > %10@1: est valable. Posons ¢(1) = 1 et ¥(q) = [1,,(p —

avons

) > fld

d|(d1,dz)

T v@ela) el T S dla)ela) | oge
q(E z)=1 (rix)=1 q@,x)=1
_ (¢(@) 1-s 1 _(L_ ¢
a (.T) (logx )pgm <1+p<p_2>> —I—O(l)_ <8 4>




Lorsque x est un grand entier, de (24) et (25) nous avons

M, < (8 + 24e)Cy(log )~ 3 Z (101\(”3 ) o ( - ) . (26)

L
10 <p1<x3 <p2<(f

pP1
xT
—P1P2

Le Lemme 7 est vrai d’apres (26) et le Lemme 1.

Lemme 8. Soit x un grand entier pair. Alors @ < % est valable.

Preuve. Lorsque x est un grand entier pair, des Lemmes 5, 6 et 7, nous avons

Y LR CTCAS B R S o

log x 1 P1p2 log - Pipe

1 1
10 <p1<x3 <p2< ﬁ

Nous avons

RS S U )

N | 1 b2 log Sim R pt(logt)log ﬁ
0<p1<ac3<p2<(
Bodds (8)? ddt dda
cn ) a5 el 7
210 Slog S Ja3 t(logt) (1Og & 1 o B) ogx

3 e 1 1 1 Tlogs® —logt —log 552 +log (2 — «
/3dda/2 ( ) I S ddﬁz/s 515"~ log — log5° +los (3 )dda
1 L l—a/\B 1—a-p L a(l—a)

z+1 2—3a

+41 log (1 6 —

:/fl 82 3adda—2/w g ))dd +Z/

10 a( i—0”70t30 i=0 10+30 1—04)

9 i+1

. 9 %
i 9 _ i 9 _ i+l
< Z{log (1.6— )} {logllo?ﬁz0 log 1;’01}
~ 10 &=+ = ot

w5 (0.4 + 0.3 — 3a) 5 4+ 27 — i
0 30

log(1.6 — 0.1 }{1
+§/w vi (L6—0.1i)a (1—a %{Og RATo B L g

log 26_1} Z/l e 0?3(1—a) :i{log(lﬁ—o.li)—i— 146?;}

0+30 =0

108 + 23; — 2 5 1 27 — i
Alog ——— 4 — — (1
{Og 78+ 23i — 2 } 3%(1.6—0.12’) (Og%—i)

< (0.47 + 0.25)(0.32542) + (0.40547 + 0.33334)(0.26236) -+ (0.33647
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+0.42858)(0.22315) + (0.26236 + 0.53847)(0.19671) + (0.18232

+0.66667)(0.17799) + (0.09531 + 0.81819)(0.16431)

0.03774 n 0.03922 n 0.04082 n 0.04256 n 0.04445
1.6 1.5 1.4 1.3 1.2

+0.15415 — 3 (

0.04652 . 0.04879
1.1 1.1

+0.1501 + 0.15415 — 3(0.023587 + 0.026146 + 0.029157 + 0.032738
+0.037041 + 0.04229 4 0.04879) < 1.21178 — 0.71924 = 0.49254. (28)

> < 0.234303 + 0.193837 + 0.17073 + 0.15754 + 0.151115

De (27) et (28) nous complétons la preuve du Lemme 8.

Soit z un grand entier pair et P,(z, x%) le nombre de nombres premiers p satisfaisant aux conditions
suivantes :
p<z, p fquive(modp;) (L <i<j),

N 1 L . ) 1

ou3d=p <py <---<p; <z2 est 'ensemble des nombres premiers impairs n’excédant pas x2.
. i 1 : e

Pour un nombre premier p’, soit P,(z,p’,x2) le nombre de nombres premiers p satisfaisant aux

conditions suivantes :

p <z, pequive(modp’), p Squivz(mod p;) (1<i<y),
ou p;, ..., p; sont les mémes que ceux mentionnés ci-dessus.

Lemme 9. Soit x un grand entier pair. Alors nous avons

1 1 1 2.648C,
Px<m7$2)_ (2) Z PCC(QZ,]LJZQ)Z (10gl’)2

1
10 <p<x3

Preuve. En posant r(p) = 25, K =z et 2 = 22 dans (2.11) de [11], nous voyons que (A1) et (A2)

de [11] sont satisfaites. Par conséquent, en appliquant (2.11) de [11], nous obtenons

1--L - 1
1 Zz p—1 e
re(xr2) = . r¢14+o0
(x2) o(z) pl;lx 1— 1% log 2 { (logm)}

oz (p—1)2 B 1 e ) 1
—¢<x>};p<p-z>£(l <p—1>2>1ogx% {“ <log:v>}

20e=7C, 1
=—<1+o ,
log x log

ol 7 désigne la constante d’Euler. Posons

2e7
F(u) = —, f(u) =0, 0<u<2,
u

(uF(u) = f(u—1), (uf(u)) = F(u—1), u> 2.

19



Lorsque 2 < u < 3, de (30) nous avons
uF(u) = 2F(2), F(u) =—.

Nous avons "
uf(u) = / F(t —1)ddt = 2¢” log(u — 1), lorsque 2 < u < 4;
2

2e71 -1
flu) = M, lorsque 2 < u < 4;
u

u u—1 ], —1
uF(u) = 2¢” +/3 f(t—1)ddt = 2¢” (1 +/2 Og(tt)ddt> , lorsque 3 <u < 4;

5 5 u—1 ] t—1
5f(5) = 2¢" log 3 +/ F(u— 1)ddu = 2¢7 <10g4 + / ddu/ Og(t)ddt> .
3 4 2

Posons €2 = 217, ¢ =1 et z = 210 dans le Théoréme A de [11]. De (2.19), (4.18) et (3.24) de [11],
et (29) du présent article, nous avons

2(1 — Ve)e "l f(5) > {8(1 - \/é)xCx}

(log ) (log 210 ) (log x)?

Py(x,210) >

4 putog(t — 1
-{log4+/ ddu/ Og()j)ddt}, (31)
3 2

ou z est un grand entier.

Posons a nouveau &2 = %, ¢ =pet z =z dans le Théoréme A de [11]. De (2.18), (3.24) et

(4.18) de [11] et (29) du présent article, nous avons

P p i) < {20(1 + \/é)erCx}{ 5 (1)

(log )2

<p<

1 1
x 10 x3

e (1 +/4—1?01§ip log(tt— Dddt) (logx;IO) N Z 2e” log:ffo }
2 = =z
p x

log x

CL’% 4— 10 log p .
< {(4 + 5\/5)33096} / ddsS / Tog = log(tt 1)ddt
x ) 2

. / dds {(4+5\/€)x0x} { I dde /410a log(t—1)
™ S(10g ) (10527 ) loga® [ Ut (3 —a) 2 t

i dda (8 +10y/e)zC;
+/110a(1_a)}:{ +(10gfv)2 }

2

-
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Lodd 4-100 Jog(f — 1
- log8+/3 a / log(t = 1) 144
% 2 (% — 04) 2 t

_ _ 5= dd 10dd
En posant 4 — 10cc = u — 1, on trouve av = 2% et —a(%fa) —u(5_5)-
Nous avons 1
u=4 lorsque a = —;
4 10
1
u=3 lorsque a = £

Il s’ensuit donc

W=

%Mz t 3 uw(b—u) /)2

Nous avons

/4 ddu /u—l log(t — 1)ddt B (1) /é dda /4—1004 log(t — 1)ddt
3 2 t 4 % o (% — a) 2 t

_/34 (i_u(;fu)> ddu/;_lbg(tt_l)ddtz/;{ig:zj)}ddu

./2“1<t52+t_t?> (Clz‘“>:/:{£é__z)}<u—3+lil—2)ddu

401 225 1 0.75 1 4 log2
= S — ddu = = — 2.25log = —
/3(2 u 4(5—u)+u—1> 79 &3 4
3 1 9 4 log?2
75log= = =40.75log-= — 1.5log = —
+0750g2 2+O750g8 50g3 1

> 0.588335 — 0.6048075 = —0.0164725,

en utilisant
r—1 i r—1
2 1+

logx < pour 1 <z < 2.

De (31), (32) et (33), nous avons

rie.sh)- (2)

g~

's ((8 - 50\/€)me>

PZU ) )
Z (z,p, @7 (log x)?
<p<

. 1
x 10 x3

(82C,)(0.3301)
(logz)>

1
- <log4 ~ O§8 - 0.0164725> >

ce qui démontre le Lemme.

21
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3. La preuve de nos résultats principaux

Il est évident que

=
o""

P.(1,2) > Py(x,z%0) — <;)

1 Q
Z P.(z,p,z10) — ro 2091, (34)
x%<p<x

o=

Par (34) et les Lemmes 8 et 9, nous obtenons

0.67xC,
Py(1,2) > ——+-,
(1,2) (log )2

et le Théoreme I s’ensuit.

Par la méme méthode que celle utilisée pour estimer P,(1,2), nous pouvons facilement trouver que

0.67z CY,
1,2) > ——
:L'h( Y ) — (IOgI)Q 9

et le Théoreme 11 s’ensuit.
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