ENTENDRE LA MUSIQUE DES NOMBRES PREMIERS :
COMPLEMENTARITE AUDITIVE ET CHANT DE SIRENE DE ZETA

M. V. BERRY

Résumé : Une fonction de comptage des nombres premiers peut étre transformée en un signal sonore dont les
harmoniques, couvrant toute la gamme des notes de musique, sont les zéros de la fonction zeta de Riemann. Mais les
nombres premiers individuels ne peuvent pas étre discriminés comme étant des singularités dans cette “musique”,
parce que les intervalles qui les séparent sont trop petits. Inversement, si les singularités des nombres premiers
sont détectées par une série de clics, les zéros de la fonction de zeta de Riemann correspondent a des fréquences
trop basses pour étre entendues. Le son engendré par la fonction zeta de Riemann elle-méme est tres différent :
un hurlement de siréne de plus en plus aigu, qui peut étre compris en détail a partir de la formule de Riemann-Siegel.

1. Introduction

Riemann [1, 2] a montré que les fluctuations des nombres premiers par rapport a leur densité
moyenne pouvaient étre décrites par une série d’oscillations, dont les fréquences sont données par
les célebres zéros complexes de sa fonction zeta. L’analogie avec la musique a souvent été évoquée
lors d’exposés, dans le titre d’'un livre populaire [3], et par Bombieri [4] :

“Pour moi, le fait que la distribution des nombres premiers puisse étre
représentée si précisément par une analyse harmonique est absolument sur-
prenant et incroyablement beau. Il s’agit d’'une musique mystérieuse et d’une
harmonie secréete composée par les nombres premiers.”

Comme décrit plus loin, la “musique” est facile a créer sur un ordinateur ; on peut 1’écouter en
ligne [5], accompagnée de descriptions visuelles du signal qui la sous-tend.

Mon objectif ici est d’explorer cette idée plus profondément, de voir a quel point les nombres pre-
miers, et la fonction zeta de Riemann qui leur est associée, peuvent étre représentés par un signal
sonore incorporant la gamme complete des notes de musique. Le signal le plus simple pour les
nombres premiers est décrit en section 2. Les implications pour entendre la musique sont analysées
en section 3. Le résultat principal est que dans un certain sens, les représentations de Fourier et des
nombres premiers sont complémentaires : quand la musique des nombres premiers est synthétisée
comme une superposition des zéros de Riemann, on peut entendre des harmoniques mais les nom-
bres premiers individuels sont inaudibles ; et si le signal est ralenti pour entendre les nombres
premiers, les harmoniques sont en-dessous de seuil d’audition. Le signal a des aspects fractals, dis-
cutés en section 4. Les sons tres différents engendrés par la fonction zeta de Riemann sont analysés
dans la section 5.

2. Signal de comptage des nombres premiers
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La fonction de comptage des nombres premiers la plus simple semble étre 'escalier : w(x) = nombre
de nombres premiers inférieurs a . Mais on sait bien [1] que la connexion avec les zéros de Riemann
est plus simple avec la fonction de comptage des puissances de nombres premiers p™, en utilisant
la pondération pratique log p, notamment dans la fonction v de Riemann

(2.1) = logp (p=2,35711..., n=123.).

pr<z

On peut la décomposer en sa partie lisse et sa partie oscillante :

(22) ¢(x) = ¢sm(x) + wﬁuct(l‘)'

La partie lisse, proche d’étre linéaire, est
(2.3) Ysm(x) = z — log(2m) — log(1 — 272).

Ici I'accent est mis sur la partie oscillante, définie exactement en fonction des zéros complexes de
Riemann p par [1]

2P 1 .
(2.4) Vet (T) = — Y — p=7 Eitn, n=123.).
P
n=1
Les nombres t,, sont les hauteurs des zéros ; si I'hypothese de Riemann (HR) est vraie, tous les

zéros complexes sont sur la droite critique Rep = 1/2, donc tous les t,, sont réels.

En supposont HR, chaque terme dans (2.4) représente une oscillation dont la phase est arg(z?) =
tplogz. La fréquence angulaire correspondante d(phase)/dz = t¢,/z dépend de x. Ceci est mal-
adroit pour un signal sonore, dans lequel il est désirable que chaque zéro de Riemann représente
un son pur. Par conséquent, on change pour une variable temporelle T proportionnelle a log z :
(2.5) x = exp(aT).

faisant intervenir une constante de mise & 1’échelle a. 1l est pratique d’enlever le facteur \/z in
Yauet, associé a Rep = 1/2; et ainsi de définir le signal sonore représentant les nombres premiers
comme

(2.6) S(t) = exp(—%a’t)lpﬂuct(exp(a’t = —2%Re¢ Z

exp (2miv,T)
3 + (278

En supposant HR, cette fonction a un spectre discret, dont les frequences - les harmoniques des

nombres premiers - sont
at,,

2.7 Vp = —.
(2.7) n= g
Les amplitudes sont 1/4/t2 + i. Si HR était fausse, certains des 777 seraient complexes, et le spec-

tre ne serait pas purement discret. En étendant la définition de la “musique” de fagon a y inclure
tout signal avec un spectre discret, cela permet un énoncé non technique de HR [6] : les nombres
premiers contiennent de la musique.

3. Complémentarité entre les nombres premiers et les zéros de Riemann

Pour implémenter S(T) comme une musique, on choisit la fréquence vy, associéer avec le zéro de



Riemann le plus bas, comme la note la plus basse du clavier de piano, et on remplace la somme
(2.6) par la version tronquée

exp (2miv,T)
3.1 Sy(T) = —2%Re
(3.1) Z T+it,

incluant IV zéros, ou ty est associé a la note la plus haute du clavier du piano. Ainsi, avec T mesuré
en secondes,

(3.2) vy = 27.5 Hz (musical note A0)

vy = 4186.01 Hz (musical note C8).

La constante de mise a 1’échelle a dans (2.5), et I'indice N, découlent maintenant de (2.7) :

(3.3) a=12224, ty = V—Ntl = 2151.57 = N = 1657.
v
Cela donne comme “échelle de Riemann” I’ensemble des fréquences vy, vs, ..., V.

Il est facile d’écrire un programme d’ordinateur pour permettre qu’on puisse entendre 1’échelle (2.7)
et la “musique” (3.1) E| Une version incorporant 100 zéros a été postée en ligne [5]. Interpréter
le son comme de la musique nécessite quelque imagination : bien que les zéros bas puissent étre
discernés comme des grognements fantomatiques, le signal est plutot un bruit, pour les raisons
fournies dans la section 4. Des implémentations alternatives sont faciles a explorer. Par exemple,
en commencant a une note tres aigue rend les harmoniques plus distinctement, au prix d’avoir
moins de notes dans la gamme musicale : lorsque v; = A2 = 110 Hz, correspondant a a = 48.896,
on a N = 297.

A partir de sa définition en fonction de v (x), le signal (2.6) a des singularités : les discontinuités
correspondant aux puissances de nombres premiers p", aux instants T = (n/a)logp. Ces singu-
larités ne peuvent pas étre entendues dans la musique des nombres premiers comme définie ici.
Pour comprendre pourquoi, notons d’abord que pendant de tres courtes durées, il est possible de
discriminer les puissances de nombres premiers individuels dans la série tronquée (3.1), méme avec
beaucoup moins de zéros N, comme cela est illustré dans la figure 1 (a) pour 0 < T < 0.2 5. Mais
cette association se dissout bientot, comme cela est illustré dans les figures 1 (b)-(d). La raison de
cela est que pour résoudre des détails dans 1(x) ou (T) sur une échelle Ax = log z correspondant a
I’espace entre des nombres premiers vers z, la synthese doit inclure au moins les M premiers zéros

de Riemann, qui sont donnés par le changement de phase

A tarl
(3.4) Aty logz) =ty x:v — MO8 T

=2m, le. ty =27 .
x log x

11 découle maintenant de la fonction de comptage connue des zéros [1], notamment N (¢) = (t/2m)log(t/2me),
que

(3.5) M ~ z = exp(aT).

Cela implique que la discrimination des sauts aux puissances de nombres premiers, méme parfois
si proche du début du signal qu’on n’entend pas la différence, nécessiterait un nombre de zéros de
Riemann si grand que 'expérimentation en serait irréalisable : lorsque T = 1 s, M ~ 204 000 ; et

Lintrouvable : Un tel programme accompagne cet article comme matériau supplémentaire (téléchargeable &
Padresse http://stacks.iop.org/JPhysA/45/382001 /mmedia, avec des clips sonores de I’échelle et du signal
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lorsque T = 108, M ~ 1.2 x 10%. Avec M = N = 1657 zéros, correspondant & la note du piano la
plus haute, les premiers cessent d’étre discriminables lorsque T > log(a)/N ~ 0.6 s. En augmentant
la gamme pour inclure la totalité du domaine audible aux humains (de fagon optimiste, jusqu’a 20
kHz) n’aide que peu.

Méme si le nombre des zéros de Riemann est grandement augmenté au-dela du domaine audible,
de telle facon que les nombres premiers individuels pourraient en principe étre discriminés, ils
resteraient inaudibles, parce que
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Figure 1. (a) Comparaison du signal tronqué Sso(T) (équation (3.1)) (courbe en pointillé) avec le S(T) exact
(équation (2.6)) (courbe pleine), for 0 < T < 0.2s ; les nombres pres des sauts indiquent les puissances de nombres
premiers correspondantes dans ¢ (x). (b) Signal tronqué Sie57(T), pour 1.0 s < T < 1.1s. (c) Signal tronqué Sie57(T),
pour 9.9 s < T < 10.0 s. (d) Signal tronqué Sigs7(T), pour 0 < T < 10 s.

les intervalles de temps AT entre leurs singularités dans le signal sont trop petites pour étre enten-

dues. Car les nombres premiers a l'instant T,

Az 1
(3.6) Ar= 2 _ 087
axr axr

= T exp(—ar).

Méme pour la durée plutot courte T =15, AT ~ 5 us; et pour T = 10 5, AT ~ 8 x 10773 5. Comme
'illustrent les figures 1 (b)-(d), a de tels instants, les singularités sur les puissances de premiers sont
invisibles. Plutot, le graphique semble fractale un aspect dont il sera question dans la prochaine
section.



Bien str, il est possible d’entendre les singularités des puissances de premiers dans S(T) comme
une série de clics, simplement en ralentissant le signal, c¢’est-a-dire, en réduisant I’échelle a. Par
exemple, pour entendre les puissances 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9 de nombres premiers dans l'intervalle de
temps 0 < T < 10 s, il est nécessaire de prendre a = log(10)/10 = 0.2306. Mais alors, le zéro
de Riemann le plus bas t; contribue avec la fréquence v; = 0.517 Hz - loin en-dessous du seuil de
I’audition - et la note de piano la plus basse A0 = 25.5 Hz est atteinte seulement au zéro ;3.

Ainsi, il est possible d’entendre les clics des puissances de nombres premiers, ou bien les harmoniques
des zéros de Riemann, mais on ne peut pas faire les deux a la fois. Cette complémentarité reflete
les différentes échelles auxquelles les zéros individuels de Riemann et les puissances de nombres
premiers adviennent dans le signal S(t). Chaque zéro de Riemann décrit une oscillation de période
T, qui est indépendante de Tt : T,, = 1/v,, = 27/at,, (cf (2.7)). Les puissances de premiers - sauts
dans S(T) - correspondent a 1’échelle exponentielle la plus petite (3.6). La période T,, représente
I’échelle d’amas oscillatoire de puissances de nombres premiers dans lesquels chaque amas con-
tient T,,/ At = (27 /at,,)exp(at)/T puissances de premiers ; le nombre augmente exponentiellement
lorsque T croit.

Sur linterprétation spectrale des zéros de Riemann comme niveaux d’énergies (valeurs propres)
d’un systéme dynamique chaotique [6-8], les puissances de premiers représentent les répétitions des
orbites périodiques. S(T) dans (2.6) est une formule de trace, avec des singularités aux puissances
de premiers (orbites périodiques) représentées comme des oscillations déterminées par les zéros de
Riemann (niveaux d’énergie) ; ceci est complémentaire & une formule de trace de densité spectrale
[9-11] dans laquelle les singularités aux niveaux d’énergie (les zéros de Riemann) sont représentés
comme des oscillations déterminées par les orbites périodiques (nombres premiers). Discriminer les
nombres premiers individuels dans le signal S(T) synthétisé a partir des zéros de Riemann est ana-
logue a la notion d’“étude du chaos quantique inverse” [12], dans laquelle les périodes des orbites
classiques périodiques sont déterminées a partir de niveaux d’énergie quantique. Il serait intéressant
de savoir si la complémentarité auditive identifiée ici s’étend a la “musique” représentant classique-
ment des systemes chaotiques dynamiques, dans lesquels les harmoniques sont les niveaux d’énergie
quantique.

4. Structure fractale d’un signal de premier

Sur I’échelle la plus fine (3.6), exponentiellement petite lorsque T croit, S(T) consiste en des singu-
larités aux puissances de premiers, illustrées dans la figure 1(a). Sur des échelles plus grossieres, le
graphique de S(t) semble fractale (figures 1 (b)-(d)). La dimension associée D peut étre estimée
comme suit. Ecrivons (2.6) comme

(4.1) S(T) = constant x Re Z

n

exp(iw,T)
(1 +iw,/a)
avec w, = t,/a, le spectre de la puissance correspondante est P(w)

(4.2) Plo) o Y ) | Ldnlo) 1, (%),

2 1.2 2
w; + 70 w? dw w

ou la derniere égalité incorpore la densité asymptotique des t,,.



Maintenant on utilise le résultat énongant que le graphe d’une série de Fourier S(T) avec des phases
non corrélées et un spectre de puissance obéissant a la loi de puissance P(w) oxc w™* avec 1 < p < 3
est une courbe continue mais non différentiable de dimension fractale D = (5 — p)/2 [13, 14]. Aux
logarithmes pres, (4.2) est une loi de puissance avec p = 2, giving D = 3/2. L’observation que ceci
est la dimension du graphe d’un mouvement brownien dans une dimension de ’espace quantifie
le pseudo-aléa des puissances des nombres premiers sur des échelles plus grossieres et expliques
pourquoi la musique des nombres premiers ressemble a du bruit. Visuellement, la comparaison des
figures 1 (b) et (c) avec d’autres courbes fractales [14] d'une variété de dimensions est consistante
avec la valeur D = 3/2. Une analyse plus précise en théorie de la mesure, faisant intervenir des
concepts au-dela de la dimension fractale et incorporant le logarithme, indiquerait probablement
une rugosité additionnelle faiblement dépendant de I’échelle dans le graphe de S(T).

5. La musique de zeta

La fagon naturelle de transformer la fonction zeta ((s) sur la droite critique s = 1/2+ it en un son,
c’est par la version mise a 'échelle Z(at) de la fonction réelle [1]

(5.1) Z(t) = exp(i0(t))C(5 + it).

dans laquelle la phase theta(t) is
(5.2) 0(t) = Jmlog I'(5 + 3it) — tlogm.

Le son engendré par Z(at), comme on 'entend dans le matériau supplémentaire EI est tres différent
de la musique des nombres premiers, dans la maniere dont il dépend de la mise a 1’échelle a. Pour
a = 1000, il ressemble a la note montante d’une sirene ; pour a = 2500, c¢’est un hurlement de
banshee ; et pour a = 5395 (un choix qui sera expliqué ultérieurement), c’est un cri énervant.

Ces sons peuvent étre compris en représentant Z(t) comme une série d’oscillations. A une précision
suffisante elles sont données par la “somme principale” de I'expansion de Riemann-Siegel [1, 15] -
une version de la série de Dirichlet incorporant I’équation fonctionnelle pour ((s) :

L\/t/2n]
B cos{d(t) — t logn}
(5.3) Zps(t)=2 ) NG :

n=1

A cause de la fonction floor (partie entiére) | \/t/27 ], ¢’est une somme finie dans laquelle le nombre
de termes croit lentement avec t. Les discontinuités faibles correspondantes sont a peine audibles
quand Zgrg(t) est transformé en un son (et dans tous les cas pourrait étre éliminées en incluant les
termes de correction de Riemann-Siegel [15] ou en lissant les discontinuités [16]).

Les oscillations dans (5.3) font intervenir 6(t), dont la forme asymptotique pour les grandes valeurs
de t est

(5.4) 0(t) ~ %t log (L> - %7?.

2me

Ainsi les fréquences instantanées des oscillations avec pour indices n sont

Zintrouvable : téléchargeable & I’adresse http://stacks.iop.org/JPhys A/45/382001 /mmedia.
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(5.5) vp(t) = L d(phase) R~ Llog (l i) :

Ceux-ci peuvent étre regardés comme des tonalités montantes, quasi-monochromatiques parce que
les fréquences varient a peine sur une période d’oscillation :

(5.6) vn(t +1/v, () —va(t) 1 dug(t) -

Vn(t) Tt At (%\/%

pour tous les ¢ et n pertinents. Le spectre logarithmique (5.5) contraste avec le spectre exponentiel
v, = 11212 des demi-tons de 1’échelle musicale.

<1

Dans la version mise a 'échelle Zrg(at) de la somme (5.3), la plus haute fréquence correspond a
n=1:

alog (&)
5.7 max () = ———272
(57) (1) = 0
Pour un son joué pour I'intervalle de temps 0 < t < t.x, @ peut étre déterminé pour correspondre
a n’importe quel choix de la plus haute fréquence v ax (tmax) dans la musique correspondant a zeta.
Pour tma = 20 s, et la note la plus haute C8 = 4186 Hz sur le clavier du piano (I'équation (3.2)),
cela donne a = 5395 ; a = 2500 correspond & V. (20) = 1787 Hz, et a = 1000 correspond a
Vmax (20) = 642 Hz.

Le son tres différent de la musique de zeta Z(t) comparé avec la musique des nombres premiers
S(T) (équation (2.6)) est reflété dans le spectre de puissance. En fonction de la fréquence angulaire
w = 27w, inverser (5.5) donne

(5.8) n(w) = \/;exp(—w).

Ainsi le spectre de puissance correspondant a (5.3) est

L_|dnw) =0 <log\/; — w)

(5.9) P(w) = @) | dw
En ignorant la fonction étagée O, c’est un spectre plat, correspondant a un bruit blanc. Cela a
été noté dans une étude précédente [17, pp 253-260], en insistant sur les spectres tres différents de
((o+it) sur et en dehors de la droite critique o = 1/2. Pourtant, le cutoff est important parce qu’il
indique que la musique de zeta est de largeur de bande limitée. Sur des temps suffisamment longs,
la fréquence du cutoff vy, dans (5.7) grimpera au-dessus des domaines audibles. Méme alors, la
distribution logarithmique des fréquences (5.5) résonne différemment d’un bruit blanc simulé dans
lequel les fréquences (1/t/2m d’entre elles) sont uniformément distribuées sur toute 1’étendue du
domaine 0 < v < vpax. Et bien str, le spectre plat de largeur de bande limité de zeta est tres
différent du spectre fractal de la musique des nombres premiers, comme cela a été évoqué dans la
section 4.
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