Traduction du paragraphe 4.2 de D’article d’Alain Connes de 2019 An essay on the
Riemann Hypothesis.

4.2. Le monde de la caractéristique 1

Les mots clés ici sont : polygones de Newton, thermodynamique, transformée de Legendre, théorie
des jeux, optimisation, déquantification, géométrie tropicale.

On modifie 'opération fondamentale d’addition des nombres réels positifs, en remplacant x 4y par
xVy := max(z,y). Muni de cette opération d’addition et de la multiplication usuelle, ’ensemble des
nombres réels positifs forme un semi-corps RY**. Il est de caractéristique 1, c’est-a-dire 1V 1 =1,
et contient le plus petit semi-corps de caractéristique 1, a savoir le semi-corps booléen B = {0, 1}.
De plus, R}P* admet des automorphismes non triviaux et on a

Galg(RT™) := Autp(R7*) =R, fry(z) =2, VzeRP*™ AeR:

Ceci offre un premier aper¢u d’une réponse a la question de Weil dans [27] concernant un cadre
algébrique dans lequel la composante connexe du groupe des classes d’idéles apparaitrait comme
un groupe de Galois. Plus généralement, pour tout groupe abélien ordonné H, on note
Hyox = HU {—00} le semi-corps obtenu a partir de H par la construction max-plus, c¢’est-a-dire
que l'addition est donnée par le maximum et la multiplication par 4. En particulier, R, est
isomorphe a R par I'application exponentielle (cf. [10]). Historiquement, outre les applications
de R,,.x en analyse idempotente et en géométrie tropicale, abordées ci-dessous, une premiére uti-
lisation de R, remonte & la fin des années 1950, dans les travaux de R. Cuninghame-Green a
Birmingham, qui établit la théorie spectrale des matrices irréductibles a coefficients dans Rax (cf.
[5]). Dans les années 1960, a Leningrad, Vorobyev utilise le formalisme de R,,,, dans ses travaux
sur I'optimisation combinatoire et démontre un théoréme fondamental de recouvrement. Une utili-
sation systématique de I'algébre de R,,., est développée par le groupe INRIA au début des années
1980 dans le cadre de leurs travaux sur la modélisation des systémes d’événements discrets [4].
Pour un historique plus détaillé du sujet et de nombreuses preuves de son importance en mathé-
matiques, voir [10], [II]. Nous nous contenterons ici de donner quelques exemples de ces données,
en commencant par une occurrence trés ancienne dans l'ceuvre de C.G.J. Jacobi (je remercie S.
Gaubert de m’avoir signalé cette occurrence), et en espérant convaincre le lecteur qu'il serait er-
roné de considérer ce formalisme algébrique et son analogie avec I'algébre ordinaire comme triviaux.

4.2.1. Optimisation, Jacobi

L’un des premiers exemples, vers 1840, de l'utilisation de matrices sur Ry, est le travail de
C.G.J. Jacobi [I7] sur les problémes d’affectation optimale, ou il déclare
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Problema

Disponantur nn quantifie h,(;) quaecunque in schema Quadrati, ita ut habeantur n series
horizontales et n series verticales, quarum quaeque est n terminorum. Ex illis quanti-
tatibus eligantur n transversales, i.e. in seriebus horizontalibus simul atque verticalibus
diversis positae, quod fieri potest n! modis; ex omnibus illis modis quaerendus est is,
qui summam n numerorum electorum suppeditet maximam.

Autrement dit, étant donné une matrice carrée my, = h,(j), on recherche le maximum, pour toutes
les permutations o, de la quantité ) m;,(;). En utilisant les régles algébriques de Ry, on vérifie
qu’on calcule bien 'analogue du déterminant de la matrice m;. En fait, la définition parfaite du
déterminant est plus subtile et a été obtenue dans les travaux de Gondran-Minoux [I3], au lieu de
max » | Mj,(j) ol 0 parcourt toutes les permutations, on utilise la signature des permutations et on
considére la paire

(dety (mig), det_(myg)), dety(my) = max Z Mo ())
sign(o)==%

Le fait remarquable est que le théoréme de Cayley-Hamilton est maintenant valable, comme I’égalité
de deux termes P, (m) = P_(m) correspondant au polynéme caractéristique P = (P, P_). Chacun
des termes P.(m) € M, (Ryax) est calculé & partir de la matrice originale m € M, (Ry.y) en uti-
lisant les régles des matrices a coefficients dans R,. qui transforment M, (R,.x) en un semi-anneau.

4.2.2. Analyse idempotente

L’essence de la théorie de I'analyse semi-classique en physique réside dans la comparaison des
systémes quantiques avec leurs homologues semi-classiques [14], [15], [16], [8], [2]. Dans les années
1980, V. P. Maslov et ses collaborateurs ont développé un cadre algébrique satisfaisant qui formalise
la limite semi-classique de la mécanique quantique. Ils 'ont nommé analyse idempotente. Pour une
description détaillée, nous renvoyons le lecteur a [18], [19] ; nous n’en mentionnerons ici que quelques
points saillants. L’origine des formulations variationnelles de la mécanique a la limite classique réside
dans le comportement des sommes d’exponentielles :
Sj inf Sj
Z e h ~e o, lorsque h—0

qui, lorsque A — 0, sont dominées par la contribution du minimum de S. L’observation initiale est
que 'on peut exprimer ce principe fondamental en conjuguant simplement I’addition des nombres
par 'opération de puissance z — x¢ et en passant a la limite lorsque ¢ — 0. L’ajout des nombres
réels positifs est :

. 1 1\€
lim (me +ye> =max{z,y} =z Vy
e—0
et 'on retrouve RY** comme cadre naturel de I’analyse semi-classique.
Le principe de superposition de la mécanique quantique, c’est-a-dire ’addition de vecteurs dans

I’espace de Hilbert, trouve désormais un sens & la limite. De plus, la démonstration du théoréeme
de Perron-Frobenius par I'argument du point fixe s’applique a RI}*** et montre que les opérateurs



compacts irréductibles possédent une et une unique valeur propreE], réconciliant ainsi le détermi-
nisme classique avec la variabilité quantique. Mais la découverte la plus marquante de cette école
de Maslov, Kolokolstov et Litvinov [I8|, [19] est que la transformée de Legendre, qui joue un role
fondamental dans toute la physique et en particulier en thermodynamique au XiXe siécle, n’est
autre que la transformée de Fourier dans le cadre de ’analyse idempotente !

Le contact entre I’école de 'INRIA et I’école de Maslov s’est établi en 1992, lorsque Maslov y a été
invité. Au séminaire Jacques-Louis Lions du Collége de France. Lors de I'atelier BRIMS HP-Labs
sur I'idempotence a Bristol (1994), organisé par J. Gunawardena, plusieurs des pionniers du do-
maine étaient présents et une discussion animée s’est tenue sur la dénomination & adopter.

Les termes “max-plus”, “exotique”, “tropical” et “idempotent” ont été envisagés, chacun ayant ses
défauts.

4.2.3. Géométrie tropicale, théorémes de Riemann-Roch et jeu du tir de jetons

Le semi-anneau tropical N,;, = NU {oco} muni des opérations min et + a été introduit par Imre
Simon dans [24] pour résoudre un probléme de décidabilité en théorie des langages rationnels. Ses
travaux sont a I’origine du terme “tropical” utilisé en géométrie tropicale, un vaste domaine (voir par
exemple [12], [?], [21], [20]). On se référe a Virotagaki pour une excellente introduction débutant au
seiziéme probléme de Hilbert. Sous sa forme la plus simple (cf. [9]), une courbe tropicale est donnée
par un graphe métrique I" (¢’est-a-dire un graphe muni d’une métrique sur ses arétes). Le faisceau
structural naturel sur I' est le faisceau O des fonctions a valeurs réelles continues, convexes, affines
par morceaux et a pentes entiéres. Les opérations sur ces fonctions sont données par les opérations
ponctuelles des fonctions a valeurs dans Ry.y, c’est-a-dire (f V g)(z) = f(z) V g(z) pour tout
x € I', et de méme pour le produit, qui est donné par I’addition ponctuelle. On ajoute également
la constante —oo qui joue le role de ’élément nul dans les semi-anneaux de sections. On procede
comme dans le cas classique par la construction du faisceau I de semi-corps de quotients et l'on
retrouve le méme type de fonctions que précédemment, mais non plus convexes. Les diviseurs de
Cartier ont un sens et ’on constate que 'ordre d’une section f de K en un point x € I' est donné
par la somme des pentes sortantes (entiéres). L’explication conceptuelle de la raison pour laquelle
les discontinuités de la dérivée doivent étre interprétées comme des zéros ou des podles est due a
Viro, [26], qui a montré que cela découle automatiquement si ’'on comprend que, comme on le voit
lorsqu’on utilise R,,,x comme cible d’une valuation, la somme z V x de deux termes égaux dans
Rpnax doit étre considérée comme ambigué, prenant toutes les valeurs dans U'intervalle [—oo, x| sur
un pied d’égalité. Dans leurs travaux, Baker et Norine [I] ont démontré, dans le cadre discret des
graphes (ou g est le genre et K le diviseur canonique), I’égalité de Riemann-Roch sous la forme
suivante :

r(D) —r(K — D) =Deg(D) —g+1 (1)

ou, par définition, r(D) := max{k | H'(D — 1) # {—o0}, V7 > 0, Deg(r) = k} et H°(D)
est le R..-module des sections globales f du faisceau associé Op, i.e. les sections de K telles que
D+ (f)>0.

1. comme mentionné précédemment, ce résultat avait déja été obtenu pour les matrices en 1962 par R.
Cuninghame-Green.



L’essence de la démonstration de [I] est que l'inégalité Deg(D) > ¢ pour un diviseur implique
H°(D) # {—o0}. Une fois traduit dans le langage du jeu de tir de jetons (op. cit.), ce fait équivaut
a 'existence d’une stratégie gagnante si ’on suppose que la somme totale de dollars attribuée aux
sommets du graphe est supérieure ou égale a g, ou g est le genre. On se référe a [9], [22] pour des
variantes du théoréme de Riemann-Roch ci-dessus, et & [6], Shor, [23] pour des occurrences précoces
de ces idées dans un contexte différent (notamment les modeéles de tas de sable et les fonctions de
stationnement !).
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