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Résumé : Dans cet article, nous montrerons que la valeur & 1'origine, ¢(0), de la fonction zéta du Laplacien sur le
2-tore non-commutatif, muni de sa structure conforme canonique, est indépendante du choix de I’élément de volume
(facteur de Weyl) donné par un état (non unimodulaire). Nous avions obtenu, & la fin des années 80, par un calcul
inédit, une formule générale pour ¢(0) faisant intervenir des logarithmes modifiés de Popérateur modulaire de I’état.
Nous donnons ici le calcul détaillé et démontrons que le résultat est indépendant du facteur de Weyl comme dans le
cas classique, prouvant ainsi 'analogue du théoreme de Gauss-Bonnet pour le 2-tore non-commutatif.

1 Introduction

Le principal résultat de cet article, a savoir 'analogue du théoreme de Gauss-Bonnet pour le tore
non-commutatif T%, résulte du calcul de la valeur a I’origine, ¢(0), de la fonction zéta de I’analogue
du laplacien pour les structures géométriques non unimodulaires sur T%.

Les deux auteurs ont effectué ce calcul a la fin des années 1980. Le résultat a été mentionné dans
[6], mais n’a jamais été publié, sauf dans une prépublication du MPI [5]. A I’époque du calcul, le
résultat était formulé en fonction de I'opérateur modulaire, mais sa signification n’était pas claire.
Entre-temps, les deux théories suivantes ont été développées :

e |'action spectrale,
e les triplets spectraux non unimodulaires.

L’action spectrale [2], [4] permet d’interpréter la gravité couplée au modele standard & partir des
invariants spectraux d’une géométrie encodant une structure fine de I’espace-temps. Dans le cas
bidimensionnel, le terme constant de 'action spectrale est (a I'ajout de la dimension du noyau de
l'opérateur pres) donné par la valeur a lorigine, ((0), de la fonction zéta. Cette valeur est un
invariant topologique en géométrie riemannienne classique.

Les triplets spectraux tordus (ou non unimodulaires) sont apparus tres naturellement [10] dans
I’étude des exemples d’algebres de feuilletages de type II1.

Ainsi, en termes plus modernes, notre calcul a consisté a calculer I'action spectrale des triplets
spectraux sur le 2-tore non-commutatif T3, tant dans le cas usuel que dans le cas tordu.

Au départ, la complexité du calcul et le manque de simplicité du résultat nous ont rendus réticents
a le publier. Ce n’est que récemment, en poussant le calcul plus loin, que nous avons pu démontrer
I'invariance conforme attendue (cf. [3]).
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Théoreme 1.1 - Soit 0 un nombre irrationnel et considérons, sur le 2-tore non-commutatif T3,
une structure conforme invariante par translation. Soit k un élément positif inversible de C>°(T%)
considéré comme un facteur de Weyl redimensionnant la métrique. Alors la valeur a l'origine de
la fonction zéta ((s) du laplacien de la métrique redimensionnée est indépendante de k.

En fait, nous devons revenir un peu en arriére apres avoir énoncé ce théoreme, car nous n’avons
effectué le calcul que pour la structure conforme invariante par translation la plus simple, mais
nous nous attendons a ce que le cas général soit identique.

Le calcul met en jeu deux acteurs principaux, qui présentent une interaction intéressante entre deux
théories a priori bien distinctes, mais qui utilisent la méme notation pour leur ingrédient clé :

e la théorie spectrale du Laplacien A,
e l'opérateur modulaire A des états sur les algebres d’opérateurs.

Le second intervient en raison de la non-unimodularité du triplet spectral, ou, plus simplement,
parce que I’état définissant la forme volumique n’est plus supposé étre une trace et hérite donc d’un
opérateur modulaire A. Bien que l'opérateur laplacien et I'opérateur modulaire soient tous deux
désignés par la lettre majuscule delta, nous espérons que la distinction entre ces deux opérateurs
restera claire pour le lecteur attentif.

2 Préliminaires

Rappelons que pour une surface de Riemann classique X de métrique g, au laplacien A, = d*d, ou
d est 'opérateur différentiel de de Rham agissant sur les fonctions sur la surface de Riemann, on

associe la fonction zéta
C(s)=>_A;", Re(s)>1,

ou la sommation porte sur les valeurs propres non nulles A\; de A, (voir, par exemple, [12]).
La continuation méromorphe de ((s) en s = 0, pour lequel la fonction n’a pas de pole, donne
I'information importante

1 1
G0+ Card{j | 4y = 0} = 7= [ R=Gx(®),

ou R est la courbure scalaire et y(X) la caractéristique d’Euler-Poincaré. Ceci disparait lorsque
¥ est le 2-tore classique R?/Z? par exemple, et est un invariant dans la classe conforme de la
métrique, c’est-a-dire selon la transformation ¢ — efg pour f une fonction lisse & valeurs réelles
sur .

2.1 Le 2-tore non-commutatif Tg

Fixons un nombre irrationnel réel . Considérons ’algebre de rotation irrationnelle C*-Ay, avec
deux générateurs unitaires qui vérifient

VU =e*yyv, Ur=U"', vr=V"l.



On introduit le systéme dynamique donné par laction de T?, T = R/27Z sur Ay par le groupe
d’automorphismes & 2 parametres {a,}, s € R? déterminé par

a (UM V™) = elsmmynym - (s e R?),
On définit la sous-algebre Ag° des éléments lisses de Ay qui sont les x dans Ay tels que 'application
R? = Ay, s+ ay()
est lisse. Exprimée comme une condition sur les coefficients de I'élément a € Ay

a= Z a(n,m)U"vVm™

Cela revient a dire qu’ils sont & décroissance rapide, c’est-a-dire que {|n|¥ |m|?|a(n,m)|} est borné
pour tout k, g positif. Les dérivations associées au groupe d’automorphismes ci-dessus sont données
par les relations de définition :

S(U)=U, 8(V)=0,
5(U)=0, &(V)=V.

Les dérivations 01, do sont analogues aux opérateurs différentiels %8/ ox, %8/ Oy sur les fonctions
lisses sur R?/277Z2.

2.2 Structure conforme sur Tg

Comme @ est supposé irrationnel, il existe une unique trace 7 sur Ay déterminée par les propriétés
d’orthogonalité
T(U"V™) =0 si (n,m)#(0,0), et 7(1)=1. (1)

On peut construire un espace de Hilbert Hy a partir de Ay en complétant par rapport au produit
scalaire

(a,b) = 71(b*a), a,be Ay, (2)

et, en utilisant les dérivations 41, 9o, on introduit une structure complexe en définissant
8:(51+Z(52, 8*2(51—262 (3)

ou (en étendant J,0* aux opérateurs non bornés sur Hy) 0 est l'adjoint de O par rapport au
produit scalaire défini par 7. Comme analogue approprié de I'espace des (1,0)-formes sur le 2-tore
classique, on prend le bi-module unitaire H? sur A3 donné par la complétion hilbertienne de
I'espace des sommes finies > a 0b, a,b € Ay°, par rapport au produit intérieur (adb,a’0b’) =
7((a')*a(0b)(OV')*), a,d bt/ € Ay .

L’information sur la structure conforme est codée par le cocycle de Hochschild positif (cf. [8], [9])
sur Ag® donné par

Y(a,b,c) = —7(adbd*c) (4)



2.3 Automorphisme modulaire A

Pour varier a I'intérieur de la classe conforme d’une métrique, on considere la famille de fonction-
nelles linéaires positives ¢ = ¢y, paramétrée par h = h* € Ag°, un élément auto-adjoint de Ag°, et
définie sur Ay par

o(a) =7(ae™), a€ Ay.

Notons que, tandis que pour 7 on a la relation de trace
T(b*a) = 7(ab"), a,be€ Ay,

pour ¢ on a
o(ab) = p(be™"ae") = p(bo; (a)), a€ Ay,

qui est la condition KMS a 8 = 1 pour le groupe a 1 parametre oy, t € R, des automorphismes

intérieurs

ieme, ., —ieme

oi(z) = e e

Ce groupe est o, = A~ o 'opérateur modulaire est
A(z) = e "aeh
qui est un opérateur positif vérifiant
(AV2 AY22), = (2 2%),, Va € A, (5)
ou l'on définit le produit scalaire ( , ), sur Ay par
(a,b), = p(b*a), a,be Ayp.

Soit H,, la complétion hilbertienne de Ay pour le produit scalaire ( , ),. C’est un module unitaire
a gauche sur Ay par construction. Le groupe a un parametre o; est engendré par la dérivation
—log A

—logA(x) = [h,z], x€ Ay.

2.4 Laplacien et facteur de Weyl sur T3
Le laplacien A sur les fonctions sur T2 est donné par

A =09=26+02, (6)

ot O est considéré comme un opérateur non borné de H, & H 0.

Lorsqu’on modifie la forme volumique sur T2 en remplagant la trace 7 par la fonctionnelle ¢, le
laplacien modifié A’ est donné par

N =00, (7)

ou J, est le méme opérateur 0, mais considéré comme un opérateur non borné de H, a HLO) . Par
construction, A" est un opérateur non borné positif dans H.,.



Lemme 2.1 L’opérateur /' est anti-unitairement équivalent a l’opérateur non borné positif k/A\k
dans Uespace de Hilbert Ho, ot k = e"? € Ay agit dans Ho par multiplication & gauche.

La multiplication a droite par k s’étend a une isométrie W de Hy a H,,,
Wa=ak, Vaec Ay (8)

puisque
(Wa, Wb), = 7((bk)*(ak)k™?) = 7(b*a), Va,b € Ay.

L’opérateur 0, o W de Ho & H0 est donné par
0,0 W(a) = 0(ak) = 0o Ry

ot Ry est la multiplication a droite par k. Ainsi, A" = 970, est unitairement équivalent a

(8 o Rk)*ﬁ o Rk = Rka*ﬁRk

Soit maintenant J l'involution anti-unitaire sur Hg donnée par 'opération étoile Ja = a* pour tout
a € Ayg. L’opérateur J commute avec A et vérifie JR,J = k en utilisant £* = k. Cela donne
I’équivalence recherchée.

Dans ce qui suit, on va étudier la dépendance de k dans les calculs du comportement de la fonction
zeta de kAk a lorigine.

2.5 Triples spectraux
Avec les notations du paragraphe précédent, considérons 1’espace de Hilbert et 'opérateur

0 o
— (1,0) _ @
H=H,DH , D_(aw O)' (9)

On rappelle que £ est naturellement un bimodule unitaire sur Ag.

Lemme 2.2 1) L’action a gauche de Ag dans H = H, S HIO et Vopérateur D donnent un triplet
spectral pair (Ag, H, D).

2) Soit J, Uunitaire antilinéaire de Tomita dans H, et a — Jy,a*J, laction a droite unitaire
correspondante de Ag dans H,. Alors, laction a droite a — a®® de Ay dans H = H, @ HLO0) et
Uopérateur D donnent un triplet spectral pair torsadé (A", H, D), c’est-a-dire que les opérateurs
sutvants sont bornés

Da® — (k™'ak)*D, Va € Ay. (10)

3) La fonction zéta de l'opérateur D i.e. (p(s) = Trace(|D|™*) est égale a 2Trace((kAk)™/2).



Preuve : 1) Pour démontrer que [D,a] est borné, il suffit de vérifier que [0,, a] est borné, ce qui
découle de la propriété de dérivation de J, et de I’équivalence des normes |||, et ||.||o.

2) Montrons d’abord que le commutateur torsadé d,a’ — (k~'ak)° d, est borné ou, de maniere
équivalente, que

8, (kak™") — a®® 9, (11)

est borné comme un opérateur de H, & HH. En utilisant 'isométrie W de Hy & H,, définie dans
, on remplace d, par 0 o Ry, et a°® par la multiplication a droite R, par a pour tout a € Ay.

On remplace ainsi I'opérateur par
0o Ry o Ry — Ry000 Ry, = Ray 0 Ry,
qui est un opérateur borné de Hy a H0. Ainsi, est borné, tout comme son adjoint.
—1\op\* Qx* %/ _Op)*
((kak™")®)*0;, — 0, (a®®)".
Ainsi, la bornabilité de résulte de I'égalité
((kak™)7) = ((hak™)) = (kak)”

-1 ,
de sorte que 97 a®® — (k™ ak)°P? 9 est borné pour tout a € Ay.

3) On a vu dans le lemme que le spectre de A" = 970, est le méme que celui de kAk. Puisque
la partie non nulle du spectre d’un produit A*A est identique a la partie non nulle du spectre de
AA*, en utilisant I’équivalence unitaire donnée par la décomposition polaire, on obtient le résultat
recherché.

3 Enoncé du théoreme

Avec la notation du §, on étudie la fonction zéta laplacienne définie pour Re(s) > 1 par la
transformée de Mellin.

((s) = —/ Trace™ (e7**") t*~ L dt = Trace(A'™*).
0

Iei, N~ kEAK, et
Tracet (e7*") = Trace (e7**") — Dim Ker(A),

ou Trace(-) désigne la trace ordinaire de l'opérateur. La définition de ((s) peut étre étendue par
continuation méromorphe a toutes les valeurs de s, sauf a la valeur s = 1 pour laquelle la fonction
possede un pole simple. Enoncons maintenant le résultat principal.

Théoréme 3.1 - Soient § un nombre irrationnel et k un élément positif inversible de Ag°. Alors
la valeur a lorigine de la fonction zéta ((s) de opérateur N ~ k Ak est indépendante de k.

Notre preuve repose sur un long calcul explicite dont I'ingrédient principal est le lemme suivant :
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3.1 Lemme technique principal

Lemme 3.2 - Soient 0 un nombre irrationnel et k un élément positif inversible de Ag°. Alors, la
valeur a lorigine de la fonction zéta ((s) de opérateur N ~ k Ak est donnée pmﬂ

C0) +1 = 2mp(f(A)(5;(K))9;(k)) (12)

ol ¢ est la fonctionnelle p(x) = T(xk™?), A est l'opérateur modulaire de ¢ et la fonction f(u) est
donnée par

flu) = éul/Q = % + La(w) — 21 + uM?) Lou) + (1 + u/?)? L3(w) (13)

ou L,,, m étant un entier positif, représente le logarithme modifié

L) = (—1)" (= 1) (mgu - Z(—l)ﬂl“‘%”j) |

j=1

La démonstration de ce lemme occupera les paragraphes suivants de l'article. Dans le présent
paragraphe, nous montrerons comment le lemme implique le théoréme [3.1 L’énoncé du lemme [3.2
est le mémef| que celui du théoreme principal de [5], ott le membre de droite s’écrit 7(h(6, k)) olt

h(0,k) = gk_léf-(k) — 2?Wlc_lcij(lc)éj(k)k_l + 21Dy (k716,(k))0;(k)k™ (14)

—4mDy(1 + AV (k716,(k))0;(k)k ™" + 2nDs(1 + 2AY2 + A)(k16;(k))6;(k)E ™!
ou D, = L,(A). On a en effet
T(K105(k)) = —7(6;(k~1)8; (k) = T(k~10;(k)E™16;(k)) = 7(k"2A7Y2(8;(k))d;(k))

ce qui rend compte du premier terme du membre de droite de , tandis que les autres termes sont
facilement comparables puisque la multiplication & gauche par k~! commute avec toute fonction de

A.

3.2 Résultat en termes de log(k)

La fonction f(u) est de la forme h(log(u)) ou h est la fonction entiere

67:1:/2 (_1 + 3€x/2 + 3e® + 6631/21. — 32 _ 36530/2 + 63:p)

h(z) = — 6(—1+ ex/2)4 (1+ ex/Q)Q

(15)

On peut donc réécrire sous la forme
¢(0) + 1 = 27 p(h(log A)(6;(k))d;(k)) (16)

Comme indiqué dans le §[I} dans le cas commutatif, la valeur correspondante de la fonction zéta
a l'origine est nulle. En fait, dans ce cas, on a logA = 0. La fonction h s’annule en 0 et son
développement de Taylor en ce point est

A xt x®

(z) 20 " 40 210 + 3360 * 201600 Ol

a sommation des indices répétés sur j = 1,2 est comprise.
23 Paddition de 1 & ¢(0).
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En fait, on obtient une simplification supplémentaire en général en exprimant le résultat en termes

de I’élément ¢ = log k. On introduit la fonction

K(z) = -2 [ﬂxzsih[[g Tgsh 5]

Lemme 3.3 — Avec les notations du théoréemel[3.3, on a
€(0) +1=2r7(K(logA)(6;(logk))d;(log k)).
Preuve : On utilise la formule suivante

k1K) = /1 A*2(5;(log k))ds

ce qui donne

K165 (k) =2 &(5(1(% k))
/ logA
et de méme
ATV2 1
Ok = =2 2 3y (log )

On réécrit ensuite sous la forme
¢(0) + 1 =2m 7(f(A)(k~"0;(k))d;(k)k™)
et on utilise 'identité suivante, ou F' est une fonction entiere,
T(aF(log A)(b)) = 7(F(—log A)(a)b), Va,be Ay
ce qui montre que est vraie avec
K(z) =4 (=1+¢?)" 272 h(x)

ce qui se simplifie en ([17]).

(17)

(21)



3.3 Preuve du théoréme [3.1]
D’apres (17), la fonction K (z) est une fonction impaire. Ainsi, en utilisant (21]), on a

(K (log A)(9;(log k))d;(log k)) = —7(K (log A)(0;(log k))d;(log k)) = 0.

4 Calcul pseudo-différentiel

Avec les notations des paragraphes précédents, on introduit dans le présent paragraphe la notion
d’opérateur pseudo-différentiel étant donné le systeme dynamique (Ag°, ;) tel que développé dans
[1] et [7]. Tout d’abord, pour un entier non négatif n, on définit 'espace vectoriel des opérateurs
différentiels d’ordre au plus n comme étant les expressions polynomiales dans d;, d, de la forme

P<51,52):Z%‘5{15§27 a; € Ay, j:(j17j2>ez2207 Jl =1+ J2-

lil<n

Pour étendre cette définition, soit R? le dual de R? et introduisons la classe des distributions a
valeurs d’opérateurs données par les fonctions linéaires complexes P : C*°(R?) — A%° continues par
rapport aux semi-normes p;, ;, déterminées par

Piris(P(9)) = |67 62 (P(@))|l,  i1,i0 € Zxo, ¢ € CF(R?).

On utilise les notations y; = €21y, = e2™62 ¢ = (£, &) € R?, pour les coordonnées canoniques de
R2 et 0; = 0/0€;, Oy = 0/0&, pour les dérivations correspondantes. On peut maintenant introduire
I’algebre des opérateurs pseudo-différentiels via I'algebre des symboles a valeurs d’opérateurs.

Définition 4.1 — Un élément p = p(&) = p(&1,&) de C°(R?, A®) est un symbole d’ordre n si et
seulement si quels que soient iq,12, J1, Jo des entiers non négatifs

Pir,ia (O 03 p(€)) < e (L+[€)" V!,
ol ¢ est une constante ne dépendant que de p, et s’il existe un élément k = k(&1, &) de C°(R? —
{0,0}, A°) tel que
)\11_{20 AT PN, A &) = K(&1,62) -

On désigne l'espace des symboles d’ordre n par S,, 'union S = U,ez .S, formant une algebre.
Les symboles d’ordre non entier ne sont pas requis pour cet article. Un exemple de symbole
d’ordre n, un entier positif, est fourni par le polynome p(§) = ngn a; & €2, a; € AR, et on
a p(n,m) =3 <, a;n’ m?” tel que p(n,m) U V™ =3 . a;6{' 62 (U" V™). Pour un élément
a=7>,,anm)UrVm"de Ag, on adonc 3 . p(n,m)a(n,m)U"V"=3%"._ a; 6" 672 (a), en

associant au symbole p I'opérateur différentiel P, = P(d1,02) = <, 4 671 6% sur A

Pour tout entier n, un symbole p de cet ordre détermine un opérateur sur Ag° via l'application
Y : p— P, donnée par la formule générale

P =20 [ [ e antadsag. (22)
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Dans notre cas, cela donne, en utilisant
OéS(Un Vm) _ eis.(n,m) urym
la formule simplifiée

P,(a) = Z p(n,m)an,m)U"V™, a= Z a(n,m)U"vm. (23)

n,mez n,m
Par exemple, 'image sous 1 du symbole (1 + [£]?)7* k > 1, d’ordre —2k agit sur A%°.

Définition 4.2 - L’espace ¢ des opérateurs pseudo-différentiels est donné par l'image de [’algébre
S sous 'application 1.

Définition 4.3 — L’équivalence p ~ p' entre deux symboles p,p' dans Sy, k € Z, est vérifiée si et
seulement si p — p' est un symbole d’ordre n pour tout entier n.

Définition 4.4 — La classe des opérateurs pseudo-différentiels est ’espace 1 modulo [’addition
d’un élément de W(Z), ot Z est la sous-algébre de S dont les éléments sont équivalents au symbole
2€70.

Il est possible d’inverser ’application v afin d’obtenir pour chaque élément P de % un unique
symbole o(P) a équivalence pres. Rappelons, d’apres le §, que la trace 7 sur Ap° permet de
définir ’adjoint des opérateurs agissant sur Ag° via leur extension a H,. Par analogie directe avec
[11], chapitre 1, théoreme, p. 16, on peut en déduire le résultat suivant.

Proposition 4.5 — Pour un élément P de v de symbole o(P) = p = p(§), le symbole de l'adjoint
P* vérifie
a(P)~ Y (1) (0)! (6)!) [0 052 67 632 (p(€))"]
(€1,£2)€(Z>0)?
Si @ est un élément de b de symbole o(Q) = p' = p/(&), alors le produit PQ est également dans v
et de symbole

a(PQ)~ Y (/) ) [0F 05 (p(€)) 67 652 (p(€))] -

(€1,62)€(Z30)?

Remarquons que dans la proposition ci-dessus, comme dans tout le présent article, étant donné les
symboles {p;}22,, la relation p ~ Z;io p; signifie que pour tout £ donné, il existe un entier positif
h tel que pour tout n > h, la différence p — Z?:o p; soit dans Sk.

Les opérateurs pseudo-différentiels elliptiques sont ceux dont les symboles remplissent le critere
suivant.

Définition 4.6 — Soit n un entier et p un symbole d’ordre n. Alors p = p(§) est elliptique s’il est
inversible dans l'algébre C°°(R?, A%°) et si son inverse vérifie

o) < e+ 1)

pour une constante ¢ ne dépendant que de p et pour €| = (€2 4+ €2)Y/? suffisamment grand.

Un exemple d’opérateur elliptique est fourni par le laplacien A = 67 + 62 sur Ag° introduit dans le
§, qui possede le symbole inversible correspondant o(A) = |£]2.
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5 Comprendre les calculs

Les arguments de ce paragraphe sont concis, étant des analogues directs des arguments standards.
En gardant a lesprit la définition de la fonction zéta donnée dans le §[3) on observe que, par la
formule de Cauchy, on a
e 8 = (1/27Ti)/ eTMA = A1) 7HdA
c

ol A est un nombre complexe, mais non réel positif, et C' entoure I’axe des réels positifs dans le
sens inverse des aiguilles d’'une montre sans le toucher. On obtient alors une estimation exploitable
de (A" —X1)7! en passant a I'algebre des symboles, avec la nuance importante que le scalaire \ est
désormais traité comme un symbole d’ordre deux dans tous les calculs. En utilisant la définition
d’un symbole, on peut remplacer la trace dans la formule de la fonction zéta par une intégration
dans I'espace des symboles (argument le long de la diagonale), a savoir :

((s) = (1/T(s) / - / r(o(et)(€)) 1 de dt

La fonction I'(s) possede un pdle simple en s = 0 de résidu 1 tel que,

¢(0) = Resoo / N / (e )(€)) £ dedt

Tout comme dans les arguments utilisés pour la dérivation de la formule asymptotique (voir par
exemple [11]),

[ )@ de~ S Bata) et 0,

on peut faire appel a la formule de Cauchy citée ci-dessus. En particulier, si B, désigne (une
approximation choisie) 'opérateur inverse de (A1 — A’), son symbole posséde un développement de
la forme

0(Bx) = a(B)(§) = bo(&) + b1 (&) + b2(€) + - ..

ou j est compris entre les entiers non négatifs et b;(§) = b;({,\) est un symbole d’ordre
—2 — j. Comme nous ’expliquerons plus en détail dans le §[6] ces symboles peuvent étre calculés
par induction & I'aide des formules d’algebre symbolique commengant par by(§) = (A — k?|€[*)~!
qui est le principal (degré homogene le plus élevé dans &) symbole de (A1 — A/)~L. 11 s’avere que
€(0) est égal au coefficient de A" dans [ 7(b2(€)) d€. Par un argument d’homogénéité, on a en fait

¢(0) = / r(bal€)) de (24)

6 Preuve computationnelle du lemme principal

Suite aux arguments du §[5 par homogénéité, il n’y a aucune perte de généralité a placer A = —1
tout au long du calcul de ¢(0) et & multiplier la réponse finale par —1. Le probléme consiste alors
a dériver, en algebre des symboles, une solution récursive de la forme o = by(€) + b1 (&) +b2(€) + . ..
a I’équation

o (a(A =) =1+0(¢]7).
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La précision a l'ordre de -3 dans & du coté droit est en pratique suffisante, car nous ne nous
intéressons qu’a ’évaluation de o jusqu'a by(§). Tout au long de ce paragraphe, la convention de
sommation sur les indices répétés dans l'intervalle i, j = 1,2 est respectée.

Lemme 6.1 - Lopérateur A" a pour symbole o(A') = as(§) + a1(€) + ap(§) ou, en sommant les
indices répétés dans ['intervalle 1 = 1,2, on a

Ay = a2(§) - k2§z‘ &

a1 = a1(§) = 2&(k 6;(k))
ag = ao(ﬁ) = k’é‘l 51(]6) .

Ces expressions sont dérivées en appliquant la formule du produit dans ’algébre des symboles donnée
dans la proposition §{d] a 01(&) = & & et 02(§) = k, puis en multipliant & gauche par k.

Pour commencer le calcul inductif de I'inverse du symbole de A" — A, posons
bo = bo(€) = (K*[¢* + 1)~ (25)

et calculons a l'ordre —3 dans & le produit by - ((az + 1) + a3 + ap). En sélectionnant les termes de
degré —1 appropriés dans ¢ et en utilisant la proposition du §[d] on obtient

bl = —(bo aq bo + 0,((70) 51'(&2) bo) . (26)

Notons que by apparait a droite dans cette formule, contrairement a ce qui est donné dans la formule
de la page 52 de [11], qui n’est valable que pour le symbole principal scalaire. De la méme maniere,
en collectant les termes de degré —2 dans £ et en utilisant , on obtient

b2 = —(bo Qo b() + b1 aq bg + 8z(b0) (5i<(l1) bo
4 0i(by) Gi(as) bo + (1/2) 0; 9;(bo) i 6;(az) bo) - (27)

Un calcul direct de ces termes (jusqu’a la derniere multiplication par by) donne, en ignorant les
termes impairs dans &,

R (K) — bR (K) (6 562) (K22 K320 + (56 + &) (K20) K020) +-26 (03) 3,00 ) +
667 (k°b5) 01 (k)o1 (k) + &5 (Kb3) 0F (k)& + &7 (K2b3) 07 (k)k + 663 (k?QbQ) 52(@ ( )+2§1 (k°b3) d2(k)da (k) +
£ (12 5300 + € (1292) (k)% 4E362 () KR ) - 43 (R08) 9708) — 1) (k1) K ) -
AE3€7 (Kb3) ko3 (k) — 8ERET (K*07) 01(k)o1 () — 8¢} (K*07) 61(k)1 (k ) - 45251 (1105) 63 (k) —
ALt (K*b3) 0F (k)k — 885 (K*07) d2(K)da(k) — 8E367 (K*b) d2(k)da (k) — 4€5 (K*b3) 05 (K)k —
4€2€2 (KAB3) 62 (k) + 262bokdy (k)bokdy (k) + 6€2bokdy (k)bokdy (k) + 262bokdy (k)body (k) +
267bokdy (k)bodi (k)k — 4856300k (k) (k2b3) ko (k) — 4&1bokdr (k) (k*b5) ko (k) —
AE2€2boko, (k) (K202) 81 (k)k — Agtbokoy (k) (K2b2) 8y (k )k -+ 6E2boka (k)bokda (k) + 2E2bokds (k)bokda (k) +
263bokda (K)boda(k)E + 262boke (k)boda (k)k — AEbokda(k) (K203) kda(k) — AE2EXbokda (k) (K2B2) K (k) —
4E8boko (k) (K202) 83(k)k — A€3€2b0koa (k) (K22) 83(k)k — 263 (K2b3) ko (K)bokoy (k) —
166262 (k202) Kby (K)bokoy (k) — 142 (k202) kdy (k)bokoy (k) — 263 (k2b2) ko (k)body (k)k —
196262 (K263) Ky (k)body (k)k — 1063 (K262) oy (k)body (k) + AESER (K262) Koy (k) (k202) Koy (k) +
SE3€8 (K203) ko (k) (k203) koy (k) + A€D (k2b2) koy (k) (k262) oy (k) + A€3e2 (k203) ko (k) (k2b3) 61 (K)k +
Se2ed (K263) oy (k) (k203) 6y (k) + AE8 (K26) Koy (k) (k202) 0y (k)k — 1464 (k2b2) ko (k) bokda (k) —
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16g2§1 (K2b3) kba(k)bokda (k) — 261 (K2b3) kda(k)bokda (k) — 1065 (k*b3) ko (k)boda(k)k —

126263 (K*03) kda(k)boda(k)k — 261 (K*b3) kda(k)boda(k)k + 4€5 (K?03) koo (k) (K2bE) koo (k) +
8¢5¢7 (K?0) ko (k) (K2b) ko (k) + AE3&T (K*0E) kda(k) (K?BE) ko (k) + 4E5 (k%g) koo (k) (K2b3) 62(k)k +
8E3€3 (K*b3) kéa(k )(k%o) G2 (k)k + 43¢t (K*0E) koo (k) (K2BE) S2(k)k — 265 (K*b3) 01(k)kbokd1 (k) —

12€2¢% (K2b2) 61 (k) kbokdi ( )—1051 (k2b2) 61(k)kbokdr (k )—252 (k2b2) 51( Vkbod1 (k)k —

8535% (k:2b2) 1( )kbgdl( )k — 651 (k263) 01(k)kbody (k)k + 4€5€7 (k*02) 61 (k)k (K203) kv (k) +
8¢3¢t (K203) 61(k)k (K2b) kéy (k) + 4€9 (K?03) 01 (k)k (K*b3) kéy (k) + 46563 (k:2b2) &1 (k)k (k2b2) 1 (k)k +
gezet (k2b2) 51(k)k (k262) S1(k)k + 4¢3 (k?03) 61(k)k (k*b3) 61(k)k — 10&5 (k2b3) d2(k)kbokda (k) —
12§251 (k2b3) 62(k)kbokda (k) — 261 (K2b2) 82(k)kbokda (k) — 665 (K2b3) 02(k)kboda(k)k —
8E3ET (K203) b2 (k)kboaz( )k — 268 (K*b3) 82(k)kbodz(k)k 4 4€5 (k207) b2 (k)k (k°b3) ko2 (k) +
86567 (K2b3) da(k)k (K*b3) kda(k) + AE3EL (K2b5) da(k)k (K2b5) Koz (k) + 4€5 (k207) d2(k)k (K207 d2(k)k +
8363 (k;%g) S2(k)k (K*b3) 62(k)k + 4535;1 (k263) 02(k)k (k2b3) 62(k)k: + 865€3 (K*b3) ko1 (k)bokdy (k) +
16{251 (k4b3) k61 (k)bokdy (k) 4 89 (k4b3) k61 (k)bokdy (k) + 85251 (k4b3) ko1 (k)bodr (k)k +
16651 (E*b3) ko1 (k)bodr (k)k + 8E7 (k4bg) ko1 (k)bodr (k)k + 8€3 (k4bg) kda(k)bokda (k) +

165351 (K4b3) koo (k)bokds )+8£2§1 (K*b3) k2 (K)bokds )+8§2 (k:4b0) ko (k)boda (k) k +
k) +
) + 8§ (k;4b3) 851(k)kbokdy (k) + 85351 (k4b3) 61 (k)kbodr (k)k +

16£2¢4 (K*07) 61(k)kbody
16£4€2 (K4b3) 62 (k) kbokds +8£2£1 (K4B3) S2(k)kbokda (k) + 85 (K*b) 82(k)kboda (k)k +

) )
(k
166462 (K*03) ko (k)boda(k)k +8§2£1 (K4b3) ko (k)boda(k)k + 8¢A€2 (K4b3) 61 (k)kbokdy (
)
) :
16€4€2 (K*b3) 0o (k) kboda(k)k + 8E2¢4 (K*83) 2 (k) kboda (k)k

(k

o
16€3€% (KAB) 61 (k) kboko (k

(k})k + 851 (k4b3) 51( )kbo(sl( k+ 852 (k4b3) 52(k)kb0k(52(k) +

(k

I est extrémement utile, lors du calcul, d’exploiter le fait que, dans la formule cible pour ¢(0)
donnée dans , §|§|, on invoque la trace, de sorte que les membres des facteurs des termes
individuels puissent étre permutés cycliquement sans perte de généralité de la réponse. Dans notre
cas, cela signifie qu’au lieu de multiplier la somme ci-dessus par by a droite, on peut simplement
la multiplier a gauche, ajoutant ainsi simplement un a l’exposant de la premiere occurrence de by.
Par la formule , il faut ensuite sommer les intégrales de chacun de ces termes sur ’ensemble du
plan &. Apres multiplication par by a gauche, passage en coordonnées polaires et intégration de la
variable angulaire, on obtient un facteur global de 27,

—B2k02 (k) — b2ko2 (k) + 3r2 (k203) ko2 (k) + 3r2 (k253) ko3 (k) + 4r2 (k2B3) 6 (k)y (k) + r2 (K2b3) 62(k)k +
r? (K263) 02(k)0a (k) + 12 (K203) 83 (k)k — 20 (K*08) ko2 (k) — 2r* (K*08) ko2 (k) — 4r* (k*b8) 61.(k) 8y (k) —
P4 (kK408) 82(k)k — 4r* (K4b3) 02(k)S2(k) — 20 (4B3) 02 (k)k + Ar2b2kdy (k)bokdy (k) +
20202k, ()body (k) — 2r 02k, (k) (K262) ko (k) — 2r b2k, (k) (K262) 61 (k) + Ar2b2kds (k)bokoa (k) +
2020210y () boda (k) — 20402k (k) (K262) koo (k) — 2r02kda (k) (K202) a(k)k — 8rt (K263) koo () bokdy (k) —
61 (k253) Ky (k)body (k) + 2rS (k203) Ky (k) (k202) Ky (k) + 206 (K263) ko (k) (K2B2) 61 (k) —
v (K203) koo (k) bokda (k) — 614 (K263) koo (k)boda(k)k + 206 (K263) ks (k) (k202) ko (k) +
v (k203) kb (k) (k202) 8y(k)k — 61 (k253) 61 () kboky (k) — 4rt (k203) 8 (k)kbooy () +
r (k203) él(k)k (kaO) Koy (k) + 26 (K2b3) 01 (k)k (K262) 61 ()k — 61 (k2B3) o (k) kbo ks (k) —
7 (K253) 02 (k)kboda () + 2% (268) Ga()k (K63) koa(k) + 20 (K253) 8o (k) (K*05) 62(h)k +
476 (k4b4) k61 (k bgkél(k:) + 48 (K408 ko (K)body (k) + 4rS (K46) k8 (k)bokda (k) +
476 (k4b4) k(gg b()(sg(k)k + 476 (k4bé) (51(k)]€b0k51(]€) + 476 (k4bé) 51(k)kb0(51(l€)k +
v (k4b8) 62(k) kbokda (k) + 4 (kbE) 62(k)kboda (k)k

olt by = (r’k* — X\)7! et on I'intégration est dans rdr et de 0 & oo.

6.1 Termes avec tous les b, a gauche

En utilisant la propriété de trace, ces termes donnent ce qui suit :
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—B2KG2(k) — b2ko2(k) + r2(3k2b3k62 (k) — 2k r2biko2 (k) + 3k263ko2(k) — 2kMr2biko2 (k) +
AK2636, (k)61 (k) — 4Ky 2b451( )01 (k) + k26352 (k)k — 2k472b362 (k)k + Ak2b35,(Kk)Sa (k) —
k2036, (k)6a (k) + k26362 (k)k — 2k*r2b362 (k) k)

qui donne le méme résultat que

(4k2r2b3 — 4k*r2bg) (01(k)? + d2(k)?) + (—kbE + 4k>r?b3 — 4kPr*b3) (07 (k) + 03(k))

et le coefficient de 1/\ dans l'intégrale [ e rdr donne, jusqu’a un coefficient global de 27,

_%w (6:()* + 6a(k)?) + ék‘l (67 (k) + 85 (k) (28)

qui correspond aux deux premiers termes de la formule de h(0, k) dans I’énoncé du lemme sous la

forme )

6.2 Termes avec b} au milieu

Ce sont les suivants

—2r 2k6, (k) (K2B2) kb1 (k) — 2r b3k, (k) (k202) 6, (k)k — 2r'02kdy (k) (K202) kdy (k) —
2 02k, (k) (K203) 0o (k) k 4 210 (k203) ko1 (k) (K2b3) koy (k) + 2r0 (K2b3) ko, (k) (k2b2) 6, (k)k +
210 (k203) koo (k) (K2b3) koo (k) + 2r (K2B3) koo (k) (k2b2) da2(k)k + 20 (K2b3) &, (k)k (k202) ko1 (k) +
2r° (k2b3) 01 (k)k (k°03) 01(K)k + 2r° (k*03) 0o (k) K (K205) kda (k) + 2r® (K203) d2(k)k (Kb3) 2 (k)

On a
Or(bg) = —2]{:27“63

et on peut utiliser I'intégration par parties dans r pour transformer des termes tels que
o
/ O (K263) 01 (k) k(K*b3)01 (k) krdr
0

et les remplacer par

%/Ooo Or (7,6(/{;2173)) 1(k)kbody1(k)kdr

ou by n’apparait plus qu’a la premiere puissance lors de la deuxieme occurrence.

Apres avoir effectué cette opération et combiné avec ceux qui ont by au milieu, soit

4r2bgk51(k)b0k;51(k) + 2r2b§k51( )boél( )k + 4r262k52(k)b0k52(k) + 2263k 5 (k) bods (k) k —
87" (k2b3> k(sl(k)bokél(k) (kZQbS) k(51( )bo51(l€)k 87’ (k?zbg) kéQ(k)bok(Sg(/{Z)—
1t (K203) ks (K )boda (k)k — 6r (k263) 8, (k) kbokdy (k) — 4% (k2b3) 6, (k) kbody (k) k —
(k263) 5(Kk) kbokda (k) — Art (kK2b3) 5, (k) by (k )k:+4r (k4b2) k6, (k)bokdy (k) +
(K*52) k6, (k)body (K )k+4r (K458 ko (k) bokda (k) + 475 (K*6L) kda(k)bods(k)k +
(*65) 8, (k)kboka (k) -+ 47° (K*03) 61 (k) bods )k + 4r° (k) Go(K)boka(k) +
47” (k?4b4) (52(]{?)]{?()0(52(]{7)]{7

r4
46
46

on obtient les termes suivants :
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kb (K)boka (k) + 2k6(k)boda(k)k + 61 (k)kbody (k) + 62(k)kboda(k)k) — 2 (k*r563) (ko (k)bokdy (k) +
k61 (K)body (k)k + kda(k)bokda(k) + kba(k)boSa (k) + 61 (k) kbokdy (k) + 61(k)kbedy (k)k +
02(k)kbokdaz (k) + 02(k)kboda (k)k)

qui ont tous by au milieu.

6.3 Termes avec by au milieu

Puisque nous sommes dans le cas non-commutatif, ou en particulier k et d;(k), i = 1,2, ne commu-
tent pas, le calcul de ces termes nécessite de permuter £ avec des éléments de Ag°. Ceci est réalisé
grace au lemme suivant.

Lemme 6.2 — Pour tout élément p de Ag° et tout entier positif m,

o] k2m+2um 1
du = D, (p) 29
/0 &u+ 1) P aza 1) ™ () (29)

ot la fonction logarithme modifiée est D, = L,,(A), A est l'opérateur introduit dans le § et

> ™ 1
L (u) = /o G D @a Tl dx . (30)

Preuve : En effectuant le changement de variables u = e, on obtient, with k = e//2,

o] k2m+2 m 1
d
/0 I A e
m+1)f+ms e’

(s+f + 1 m+1 p ( (s+f) + 1) ds

—00

0 (m+1/2) s+f) 12 els+h)/2

Cw e(s+f + 1 m—+1 P (e(s-'rf) + 1)

00 o (m+1/2)(s+f) 12 oo it(s+f)
- / e(s+f + 1 m—+1 A (p) /—oo ert et dt ds

ds

88

e(m+1/2) s+f) oo pit(s+f) .
/ A71/2+zt(p) dt ds

s+f + 1 m+1 emt + e—mt
—00

0o eitf e(m+1/2)(s+f)eits 124t
em& 4 et (/Oo (e(s+f) + 1)m+1 ds) A (p) dt

—00

Maintenant on a

0o (m+1/2)(s+]) gits |
/ (E ‘ ds = e M E, (1)

e(s+f) + 1)m+1
ou F), est la transformée de Fourier de la fonction
e(m+1/2)s

R
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On obtient alors

oo k2m+2 u™ 1
d
/0 (k2u+1)m+1p(k;2u—|—1) Y
9] Ia )
_ / m(t) A—1/2+zt(p) dt .

o eﬂ't ‘I‘ e*ﬂ't
De plus, on a
R 21 ()
/oo eﬂ't + e*ﬂ't u dt
B /oo 2MF1/2) p=1/2,1/2 4o B
N o (x+1D)mHlaz-ly+1 z a

w2 L, (uh) .

En remplacant u par A~!, on obtient I’égalité recherchée . On peut vérifier la normalisation
en prenant u = 1. Alors, 'intégrale £, est égale a I,

I, = / v /(v +1)" P dv=1/(m+1),
0
pour tout entier positif m. Par ailleurs, par inspection, on constate que L,, est de la forme

Lin(u) = cm (log(u) — Pu)) /(u—1)"*,

ou P est un polynome de degré au plus m. Au voisinage de u = 1, on a

log(u) = Z (_l?jﬂ (u—1)7,

=1 7

et a partir de cette valeur u = 1, ou L,,, est non singulier, on voit, d’apres cette derniere expression,
que Ly, est le logarithme modifié D,, introduit dans le §[3| ou,

D,0(8) = (-1 /(A ~ 1)) {1og<A> Y- 1>J} .

Ceci termine la preuve du lemme.

Décomposons maintenant la somme 7" du §[6.2] en une somme de trois termes 7' = T} + T + T3 et
calculons le coefficient de 1/\ dans l'intégrale par rapport a rdr dans chacun d’eux en utilisant le
lemme précédent.
6.3.1 Termes impliquant D,
Ces termes proviennent de

T, = -2 (7’26(2)) (ko1 (k)b (k)k + kda(k)bods(k)k)

Avec u = r?, I'intégrande est rdr = %du et donc (au facteur global pres de 27) ces termes donnent,
en posant A = —1 et en changeant le signe global,

o [ Ku 1 _ , , -2
7(k /0 a1 ) Gy gy ok = 7GR Gk ) (31)
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6.3.2 Termes impliquant D,

Ces termes proviennent de

Ty = 2 (K2 03) (k61 (k)bokoi (k) + 2k, (k)body (k) -+ ks (k)bokds (k) + 2kba(k)boda(k)k +
01(k)kbody1(k)k + d2(k)kboda(k)k)

Puisque £ commute avec by et que 1’on travaille sous la trace, ils donnent la méme chose que
4 (K*r*03) (kd;(k)kbod; (k) + k*6;(k)bod;(k))

On a kd;(k)k = k2AY2(5;(k)). Ainsi, apres avoir fixé A = —1 et modifié le signe global, on obtient

= —27((D A1/2)(5i(k)) 0i(k) k=) — 27(Da(0:(K)) 0i(k) k%) (32)

6.3.3 Termes impliquant D;

Ces termes proviennent de

Ty = —2 (k*rS63) (k61 (k)bokdy (k) + k1 (k)body (k)k + ko (k)bokda(k) + ks (k)boda(k)k +
81 (k) kbokoy (k) + 61 (k)kbody (k)k + 82(k)kbokda(k) + 6a(k)kboda (k) k)

Puisque £ commute avec by et que I'on travaille sous la trace, ils donnent la méme chose que
-2 (k4r6bf§) (k26j(k)b05j(k) + 2k0,(k)kboo; (k) + 5j(k)k2b05j(k)>

On a ké;(k)k = k2AY2(5;(k)) et 6;(k)k* = k2A(d;(k)). Ainsi, apres avoir posé A = —1 et changé
le signe global, on obtient

T ((D3(61<k)) 5Z(k3) + 2(D3 A1/2)((5i(/€)) 6z<k) + <D3 A) (@(k?)) 51(1{2)) /{5_2) (33)
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