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Abstract. OpenAI [43] a récemment annoncé une preuve de formation de singularité en temps
fini pour les équations de Navier-Stokes en 3D, en présence d’une force de volume C∞-lisse. La
construction de [43] présente quelques caractéristiques clés, parmi lesquelles nous retenons : (i) la
moyenne angulaire de la solution satisfait des bornes spécifiques de Type II qui sont anisotropes
; (ii) la solution est exactement axisymétrique dans une région centrale qui se contracte. Dans
cet article, nous considérons des solutions des équations de Navier-Stokes en 3D en présence d’une
force de volume réellement analytique, et supposons que ces solutions satisfont les propriétés (i)
et (ii) ci-dessus. Nous prouvons que de telles solutions sont en fait régulières au point singulier
putatif. Par conséquent, dans la construction de [43], et dans toute construction ayant les pro-
priétés (i) et (ii) dont la force reste bornée dans C2 jusqu’au temps singulier, la force ne peut ni
s’annuler identiquement au voisinage du point singulier, ni être réellement analytique en les vari-
ables d’espace, localement uniformément en temps. L’idée principale de la preuve s’inspire de notre
travail antérieur [13] et de l’article compagnon [14] : en zoomant sur la singularité putative à l’aide
des échelles de longueur anisotropes fournies par les bornes a priori, nous arrivons à des limites
anciennes dont l’évolution EDP impose une rigidité supplémentaire.

1. Introduction

Dans un manuscrit récent [43], OpenAI a annoncé une preuve de formation de singularité
en temps fini pour les équations de Navier-Stokes en 3D en présence d’un forçage C∞-lisse. Le
théorème principal du manuscrit [43, Théorème 1.1] affirme que pour toute viscosité ν > 0 il existe
une force f ∈ C∞

c (R3 × (0,∞)) et une solution lisse (u, π) des équations de Navier-Stokes en 3D
sur R3 × [0, 1)

∂tu+ (u · ∇)u− ν∆u+∇π = f ,

div u = 0 ,

u(·, 0) = 0 ,

qui a un support spatial compact fixe, une énergie cinétique finie sup0≤t<1 ∥u(·, t)∥L2 <∞, et dont
la solution explose quand t ↑ 1 :

lim sup
t↑1

∥u(·, t)∥L∞ = ∞ .

Nous appelons la solution construite dans [43] la construction d’OpenAI. Le point singulier est
(x, t) = (0, 1), et il est isolé : la vitesse diverge le long de points convergeant vers l’origine [43,
équations (10.20)–(10.21)], tandis que toute dérivée spatio-temporelle de la vitesse a une limite
unilatérale au temps d’explosion, sur les compacts évitant l’origine ; voir [43, Théorème 3.1(ii),
équation (3.5), et la preuve du Lemme 10.2]. La force f , quant à elle, est définie comme le résidu
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de l’équation de quantité de mouvement, laissé par l’ansatz de la construction, et elle est C∞ lisse
mais non réellement analytique : ni sur R3, car elle est à support compact, ni au voisinage du point
singulier (voir la Section A.6). Dans l’Annexe A nous consignons les propriétés de la construction
d’OpenAI qui sont pertinentes pour cet article ; elles sont déduites d’énoncés de [43], que nous
citons avec leurs emplacements.

Parmi les nombreuses caractéristiques de la solution construite dans [43], nous retenons les
deux qui entrent dans les hypothèses de notre théorème principal :

(i) Près du point singulier, la moyenne angulaire v = Pu de la vitesse, définie en (1.4) ci-dessous,
satisfait des bornes de Type II qui sont anisotropes : sa composante radiale vr est bornée
par (1 − t)−1/2, tandis que ses composantes axiale et azimutale vz et vθ sont bornées par

(1 − t)−1/2−h pour un certain 0 < h < 1/100. De plus, chaque dérivée en r coûte un facteur

(1− t)−1/2, tandis que chaque dérivée en z ne coûte qu’un facteur (1− t)−1/2+h.
(ii) Le champ de vitesse complet u est exactement axisymétrique sur une région centrale qui se

contracte B(c
√
1− t), pour un certain c > 0 fixé.

Nous ne prétendons pas avoir vérifié l’exactitude de la construction de [43] : l’Annexe A consigne
les énoncés de ce manuscrit sur lesquels nous nous appuyons, avec leurs emplacements, et en déduit
les propriétés utilisées dans cet article.

1.1. Cadre du problème. La solution construite dans [43] est définie pour t ∈ [0, 1) et
devient singulière quand t ↑ 1. Comme les équations sont invariantes par translation en temps,
nous plaçons le temps singulier en t = 0, ce qui est plus commode : nous remplaçons le triplet
(u, π, f) du manuscrit [43] par les fonctions décalées

(u, π, f)(x, t) 7−→ (u, π, f)(x, t+ 1) , −1 ≤ t < 0 . (1.1)

Nous notons à nouveau le triplet décalé par (u, π, f). Le point singulier est alors (x, t) = (0, 0), et
le temps jusqu’à la singularité est −t, remplaçant le 1 − t dans la variable temporelle de [43]. En
particulier, le facteur (1 − t) du point (i) devient (−t), et le cœur du point (ii) devient B(c

√
−t).

Désormais, tout énoncé de cet article est dans la coordonnée temporelle décalée de (1.1).
L’objectif de cet article est d’analyser des solutions des équations de Navier-Stokes en 3D qui

sont supposées a priori obéir aux propriétés (i) et (ii) ci-dessus. Nous prouvons que si de telles
solutions provenaient du problème forcé avec une force de volume qui est réellement analytique en
les variables d’espace, au sens précisé dans le Théorème 1.1 ci-dessous, alors (x, t) = (0, 0) est un
point régulier.1

Dans tout l’article, nous considérons des solutions faibles convenables, au sens de Caffarelli,
Kohn et Nirenberg [6], des équations de Navier-Stokes en 3D forcées

∂tu+ (u · ∇)u−∆u+∇π = f , (1.2a)

div u = 0 , (1.2b)

1Rappelons qu’un point (x0, t0) avec x0 ∈ B(1) et −1 < t0 ≤ 0 est dit régulier si ess supB(x0,ρ)×(t0−ρ2,t0)
|u| < ∞

pour un certain ρ > 0 avec B(x0, ρ)× (t0 − ρ2, t0) ⊂ B(0, 1)× (−1, 0), et singulier sinon. Ici et dans tout cet article,
nous utilisons la notation B(x, ρ) = {y ∈ R3 : |y − x| < ρ} et B(ρ) = B(0, ρ).
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où u : Q → R3 est la vitesse, π : Q → R est la pression, et f : Q → R3 est la force.2 Ici Q :=
B(1) × (−1, 0) est le cylindre parabolique unité,3 dont l’extrémité temporelle supérieure t = 0 est
le temps d’explosion de la construction.

Sauf mention contraire, nous prenons (u, π) comme une solution faible convenable de (1.2) qui
est lisse sur les compacts de Q, et donc f y est lisse aussi. Notons que la définition d’une solution
faible convenable sur Q au sens de [6], telle qu’écrite dans [40, 37], inclut l’exigence d’intégrabilité

u ∈ L∞
t L

2
x(Q) ∩ L2

tH
1
x(Q) , π ∈ L

3/2
x,t (Q) . (1.3)

Nous ne supposons aucune régularité de la solution (u, π) au temps t = 0.

1.2. Notation. Les solutions de (1.2) n’ont pas besoin d’être axisymétriques, mais il est com-
mode d’introduire la notation attachée au système de coordonnées cylindriques sur R3. Pour
φ ∈ [0, 2π), notons Qφ la rotation d’angle φ autour de l’axe z. Pour une solution u : Q → R3

de (1.2) nous définissons la rotation et les opérateurs de projection4

(Rφu)(x, t) = Qφu(Q
−1
φ x, t) , Pu =

1

2π

∫ 2π

0
Rφu dφ , (1.4a)

et notons

v = Pu , w = u− v , Pw = 0 . (1.4b)

Nous appelons v la moyenne angulaire, ou la partie axisymétrique, de u, et nous appelons w la
partie non axisymétrique. Le champ u est axisymétrique si w = 0. Avec x = (x′, z), r = |x′|, et
le repère cylindrique usuel (er, eθ, ez), un champ axisymétrique a la forme u = urer + uθeθ + uzez,
où ur, uθ, uz ne dépendent que de (r, z, t). Pour un champ général u, les coefficients cylindriques
ur, uθ, uz dépendent aussi de θ, et les coefficients cylindriques de sa moyenne angulaire v = Pu sont

leurs moyennes en θ, c’est-à-dire v◦ =
1
2π

∫ 2π
0 u◦ dθ pour ◦ ∈ {r, θ, z}.

1.3. Résultat principal. Notre résultat principal est le suivant.

Théorème 1.1 (Régularité sous bornes de Type II anisotropes et forçage analytique).
Soit (u, π) une solution faible convenable de (1.2) sur Q, lisse sur les compacts de Q, et soit
0 < h < 1/2. Supposons que la force est bornée dans C2 jusqu’au temps d’explosion,

Mf := sup
−1<t<0

∥f(·, t)∥C2
x(B(1)) <∞ . (1.5)

Supposons que la force est réellement analytique en les variables d’espace, localement uniformément
sur les cylindres strictement contenus dans Q : pour tout R < 1 et tout intervalle compact J ⊂
(−1, 0) il existe MR,J <∞ et aR,J > 0 tels que

sup
t∈J

∥∂αx f(·, t)∥L∞(B(R)) ≤MR,Ja
−|α|
R,J |α|! pour tout α ∈ N3

0 . (1.6)

Supposons que la vitesse possède les deux propriétés suivantes.

2Les résultats de régularité partielle de [6] sont énoncés pour une force à divergence nulle. Nous les appliquons
à (u, π − πf ) avec la force f − ∇πf , où ∆πf = div f sur B(1) avec données de Dirichlet nulles. La fonction ∇πf

est bornée sur B(1) uniformément en temps, de sorte que f − ∇πf est bornée et à divergence nulle, et l’inégalité
d’énergie locale est inchangée, puisque

∫
u · ∇(πfφ) dx = 0 pour φ ∈ C∞

0 (B(1)). Comme curl(f −∇πf ) = curl f , et
comme πf est axisymétrique dès que f l’est, de sorte que (f −∇πf )θ = fθ, les estimations de dérivées, l’équation de
circulation et les équations de vorticité des Sections 3–5, qui sont là où la borne C2 (1.5) sur la force intervient, sont
écrites avec f elle-même.

3Les propriétés de la construction de [43] sont fournies sur un cylindre B(R)×(−δ, 0) pour certains R, δ > 0 ; voir
l’Annexe A. En diminuant R ou δ nous pouvons prendre δ = R2 ≤ 1, et le changement d’échelle u 7→ Ru(R ·, R2 ·),
π 7→ R2π(R ·, R2 ·), f 7→ R3f(R ·, R2 ·) transporte les hypothèses du Théorème 1.1 de B(R) × (−R2, 0) au cylindre
parabolique unité Q, les constantes étant modifiées par des puissances fixes de R.

4Comme les rotations autour de l’axe z préservent B(1), l’opérateur de projection sur la moyenne angulaire P
est bien défini sur Q.
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(i) Sa moyenne angulaire v := Pu satisfait, sur la boule euclidienne fixe B(1), pour −1 < t < 0,
et tous les entiers non négatifs a, b avec a+ b ≤ 2,

∥∂ar ∂bzvr(·, t)∥L∞(B(1)) ≤ Caxi(−t)−1/2−a/2−(1/2−h)b , (1.7a)

∥∂ar ∂bzvz(·, t)∥L∞(B(1)) + ∥∂ar ∂bzvθ(·, t)∥L∞(B(1)) ≤ Caxi(−t)−1/2−h−a/2−(1/2−h)b , (1.7b)

pour une constante Caxi > 0 indépendante de t.
(ii) Pour chaque t ∈ (−1, 0) il existe un rayon ρ(t) ∈ (0, 1) tel que la solution u(·, t) est exactement

axisymétrique sur la boule de rayon ρ(t) ; de façon équivalente,

w(·, t) = 0 sur B(ρ(t)) . (1.8)

Aucune régularité ou borne inférieure quantitative n’est supposée sur ρ ; nous avons seulement
besoin que ρ(t) > 0 pour tout t ∈ (−1, 0).

Alors u = v sur Q, et (0, 0) est un point régulier : il existe r∗, δ∗ > 0 tels que

sup
B(r∗)×(−δ∗,0)

|u| <∞ . (1.9)

Remarque 1.2. Quelques commentaires sur les hypothèses du Théorème 1.1 s’imposent :

(a) Les hypothèses sur la force (1.5) et (1.6) ont des rôles distincts. L’analyticité spatiale (1.6) est
utilisée à chaque temps fixé avant le temps d’explosion, de sorte que le rayon d’analyticité aR,J

peut tendre vers zéro quand J approche le temps 0.5 L’argument de régularité des Sections 3–
5, qui prouve le Théorème 1.3, utilise au contraire la borne spatiale uniforme C2 (1.5). Une

force qui est réellement analytique en (x, t) sur un voisinage de B(1)× [−1, 0] satisfait les deux
conditions, et il en va de même de f = 0. Aucune symétrie de f n’est supposée, bien que,
conjointement à (1.8), l’hypothèse (1.6) rende curl f invariant par rotation sur tout Q ; voir la
Remarque 2.5.

(b) Les bornes (1.7) ne concernent que la moyenne angulaire de la solution. Hormis la régularité
L∞
t L

2
x ∩ L2

tH
1
x(Q) implicite dans la définition d’une solution faible convenable, aucune borne

sur w ou ses dérivées n’est supposée en dehors du cœur. La construction d’OpenAI satisfait
bien les bornes de (1.7) ; voir la Section A.3.

(c) La construction d’OpenAI satisfait (1.8) avec ρ(t) = c
√
−t, pour c > 0 une constante telle que

c <
√
2Xa ; voir la Section A.2.

(d) La force utilisée dans [43] ne satisfait pas (1.6). Cela est cohérent avec la construction, dont
la force est construite à partir de troncatures à support compact.

(e) L’axisymétrie exacte sur le cœur (1.8) et l’analyticité de la force (1.6) peuvent être échangées
contre une borne supérieure sur la partie non axisymétrique du champ de vitesse. Si
∥w(·, t)∥C3(B(1)) est bornée uniformément en t ∈ (−1, 0), alors (0, 0) est régulier. Cet énoncé
ne requiert aucune hypothèse d’analyticité ; voir la Remarque 2.4. La construction d’OpenAI
ne satisfait pas une telle borne sur w ; voir la Section A.6.

1.4. Du forçage analytique et du cœur axisymétrique à un problème axisymétrique.
Notre première observation est que l’hypothèse d’analyticité (1.6) sur la force rend u(·, t) réellement
analytique sur B(1), pour chaque t ∈ (−1, 0) fixé. Cela découle du théorème classique d’analyticité
intérieure pour le système de Navier-Stokes, dû à Kahane [32, Théorème 1.2 et p. 387] ; nous
rappelons ce résultat comme Théorème 2.1, et le Corollaire 2.2 est la forme sous laquelle nous
l’appliquons. Combiné à l’hypothèse de cœur axisymétrique (1.8), cela rend u axisymétrique sur
tout Q : pour toute rotation Qφ autour de l’axe z, le champ analytique u − Rφu s’annule sur le
cœur, donc sur tout B(1) par le théorème d’identité ; ces détails sont donnés dans la Section 2.2.

5La condition (1.6) est vérifiée si et seulement si, pour tout R < 1 et tout compact J ⊂ (−1, 0), chaque f(·, t)
avec t ∈ J est la restriction d’une fonction holomorphe sur un voisinage complexe fixe de B(R), bornée uniformément
en t ∈ J .
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Ainsi u = v, et les bornes sur la moyenne angulaire de (1.7) deviennent des bornes sur le champ de
vitesse complet. Une fois u connu comme axisymétrique, nous moyennons (1.2) sur les rotations
Rφ, ce qui laisse les termes de vitesse inchangés et remplace seulement la pression et la force par
leurs moyennes angulaires. Par (1.5), la force moyennée en angle Pf reste bornée dans C2.

Cela réduit le Théorème 1.1 à la régularité des solutions axisymétriques des équations de Navier-
Stokes en 3D avec forçage C2, sous les bornes anisotropes héritées de (1.7). Ce résultat est le
Théorème 1.3 ci-dessous, qui présente un intérêt indépendant. Afin de l’énoncer, nous fixons les
hypothèses permanentes des Sections 3–5 : (u, π) est une solution faible convenable axisymétrique
des équations forcées (1.2) sur Q, qui est lisse sur les compacts de Q,6 dans la classe décrite dans la
Section 1.1, et dont la force satisfait (1.5). Pour 0 < h < 1/2 nous définissons les longueurs radiale
et axiale comme dans [43] :

ℓr(t) = (−t)1/2 , ℓz(t) = (−t)1/2−h . (1.10)

L’intervalle 0 < h < 1/2 assure que les deux longueurs tendent vers zéro quand t ↑ 0. Les bornes
de (1.11) ci-dessous sont imposées sur les coefficients cylindriques scalaires de u et sur leurs dérivées
jusqu’à l’ordre total deux, chaque dérivée radiale coûtant un facteur ℓ−1

r , et chaque dérivée axiale
coûtant un facteur ℓ−1

z . Le théorème suivant est le pendant anisotrope du résultat principal de [14]
:

Théorème 1.3 (Régularité des solutions axisymétriques sous bornes anisotropes).
Soit (u, π) une solution faible convenable axisymétrique de (1.2) dans Q, lisse sur les compacts
de Q, avec une force satisfaisant (1.5). Soit 0 < h < 1/2. Supposons qu’il existe une constante
Caxi > 0 telle que

|∂ar ∂bzur(r, z, t)| ≤ Caxi (−t)−1/2−a/2−(1/2−h)b , (1.11a)

|∂ar ∂bzuz(r, z, t)|+ |∂ar ∂bzuθ(r, z, t)| ≤ Caxi (−t)−1/2−h−a/2−(1/2−h)b , (1.11b)

sur Q, pour tous les entiers non négatifs a, b avec a+ b ≤ 2. Alors, (0, 0) est un point régulier.

Remarque 1.4. Nous faisons quelques commentaires sur les hypothèses du Théorème 1.3.

(a) Les bornes de (1.11) disent que les champs remis à l’échelle (−t)1/2ur, (−t)1/2+huz, et

(−t)1/2+huθ, considérés comme fonctions de (r/ℓr(t), z/ℓz(t)), sont bornés dans C2 uni-
formément en t ; voir (4.6) ci-dessous.

(b) Ni (1.11) ni la borne de Type I |u| ≤ C(−t)−1/2 n’impliquent l’autre : pour a = b = 0 les
bornes sur uz et uθ dans (1.11) sont plus faibles du facteur (−t)−h, tandis que pour tout b ≥ 1

la borne imposée sur ur est plus petite du facteur (−t)hb que la borne (−t)−1/2−(a+b)/2 que le
changement d’échelle parabolique attache à une borne de vitesse de Type I. Le Théorème 1.3
n’est donc pas contenu dans les résultats de Type I de Chen, Strain, Yau et Tsai [7], Chen,
Strain, Tsai et Yau [8], Koch, Nadirashvili, Seregin et Šverák [33], Seregin et Šverák [54],
ou Zhang [65], et ces résultats n’y sont pas contenus non plus.

(c) La preuve du Théorème 1.3 peut être achevée en n’utilisant que les bornes sur ur et uz de (1.11),
les hypothèses sur uθ étant complètement abandonnées ; voir la Remarque 5.2. Pour des raisons
esthétiques, nous énonçons néanmoins (1.11) pour les trois composantes de la même façon, et
ne poursuivons pas l’hypothèse minimale.

Ensuite, nous esquissons la preuve du Théorème 1.3 ; les estimations et la preuve complète sont
reportées aux Sections 3–5. La stratégie est celle de l’article compagnon [14], dont les étapes sont
les suivantes. Dans [14] nous considérons des solutions axisymétriques non forcées qui sont bornées
dans C2 après changement d’échelle isotrope à une unique échelle de longueur tendant vers zéro
ℓ(t), pour laquelle (−t)/ℓ(t)2 tend vers zéro. À l’aide de cette échelle de longueur nous zoomons,

6La lissité en coordonnées cartésiennes donne ur = uθ = ∂ruz = 0 en r = 0, pour tout t < 0.
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le long de temps et de points auxquels le gradient de la vitesse méridienne n’est pas petit comparé
à (−t)−1. Comme la pression n’est pas contrôlée après un tel zoom, la limite est prise dans les
équations de vorticité plutôt que dans l’équation de quantité de mouvement. La régularité partielle
et le principe du maximum bornent la circulation ruθ sur une boule de rayon fixe, et le changement
d’échelle la multiplie par un facteur qui tend vers zéro, de sorte que la source de tourbillon de
l’équation de vorticité potentielle disparâıt dans la limite. Le scalaire transporté dans la limite est
alors soit la vorticité potentielle, soit la vorticité azimutale, selon que l’axe remis à l’échelle reste à
distance finie ou s’éloigne à l’infini, et dans les deux cas nous prouvons que le scalaire limite s’annule
à l’extrémité supérieure de l’intervalle de temps remis à l’échelle. Le champ méridien limite remis
à l’échelle est donc borné, avec vorticité azimutale nulle et divergence nulle ; par conséquent son
gradient s’annule, ce qui contredit la sélection des points auxquels nous avons zoomé. L’élimination
de la circulation d’abord, et de la vorticité potentielle ensuite, est aussi le mécanisme du théorème
de rigidité d’Euler dans [13, Théorème 4.5] ; ce que [14] ajoute, c’est que cet argument survit au
passage à une limite ancienne, dans laquelle le champ de transport n’est qu’une limite faible-*.

L’anisotropie inhérente aux longueurs (1.10) force la preuve de cet article à s’écarter de [14].
Pour le voir, notons qu’après le zoom, le coefficient de diffusion radiale est (−t)/ℓr(t)2 = 1, le
coefficient axial est (−t)/ℓz(t)2 = (−t)2h, et le changement d’échelle multiplie la circulation par
(−t)/(ℓr(t)ℓz(t)) = (−t)h. Dans le cas isotrope ces trois quantités sont de taille (−t)/ℓ(t)2 → 0
quand t ↑ 0, et donc les trois termes s’annulent dans la limite du zoom. Ici les deux derniers
s’annulent, mais le premier ne s’annule pas. La première difficulté est donc que la diffusion radiale
survit dans la limite, qui n’est plus gouvernée par une équation de transport : l’étape qui élimine la
vorticité potentielle dans [13, 14], sa conservation le long des trajectoires méridiennes rétrogrades,

n’est pas disponible. À la place d’un argument fondé sur les caractéristiques rétrogrades, nous
utilisons le Lemme 3.3, qui est un principe de comparaison pour les solutions distributionnelles
bornées d’une équation de dérive-diffusion dont la diffusion agit sur un (strict) sous-ensemble des
variables.

Comme dans [14], la limite du zoom n’a pas besoin d’être une solution de (1.2), nous prenons
donc d’abord le rotationnel de (1.2), ce qui élimine la pression, et ne transportons dans la limite
que les équations de vorticité (3.3) et (3.4). Que l’axe remis à l’échelle reste à distance finie ou
s’éloigne, le scalaire limite est borné, résout une équation homogène sur tout l’espace, et tend
uniformément vers zéro dans le passé lointain ; le principe de comparaison implique alors qu’il
s’annule. L’incompressibilité et la bornitude de la vitesse limite donnent alors la petitesse de
(−t)∂rur et (−t)∂zuz, et, quand l’axe remis à l’échelle reste à distance finie, de (−t)ur/r ; quand il
s’éloigne, ce quotient est petit par (1.11) seul. Enfin, la borne (−t)|∂zur| ≤ C(−t)h est immédiate
de (1.11), et elle donne aussi la petitesse relative de ce terme.

La seconde difficulté est que ∂ruz peut être aussi grand que C(−t)−1−h, de sorte qu’une borne
o((−t)−1) sur le gradient complet de la vitesse méridienne b = urer+uzez n’est disponible à aucune
étape de l’argument. Nous ne suivons donc que les quatre quantités

Gρ(t) :=
∥∥|∂rur(·, t)|+ |ur(·, t)/r|+ |∂zuz(·, t)|+ |∂zur(·, t)|

∥∥
L∞(B(ρ))

, (1.12)

où ur/r est prolongé continûment à travers l’axe. La seconde quantité est dominée par la première
dans le supremum sur B(ρ), puisque ur s’annule sur l’axe et que le segment radial vers l’axe
reste dans B(ρ) ; nous la conservons parce que la Section 5 utilise ur/r comme coefficient de uθ
dans (3.1c) et de ω2

θ dans (5.7). Le résultat de petitesse relative, qui remplace [14, Proposition 3.1],
est le suivant :

Proposition 1.5 (Petitesse des quantités méridiennes). Sous les hypothèses du Théorème 1.3,
pour tout 0 < ρ < 1 fixé on a

lim
t↑0

(−t)Gρ(t) = 0 . (1.13)
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Pour déduire la régularité en (0, 0) de (1.13), nous montrons d’abord que pour tout η > 0 la
borne ∥uθ(·, t)∥L∞ ≤ Cη(−t)−η est valable sur une boule intérieure, à tous les temps suffisamment
tardifs ; nous obtenons cette borne en appliquant le principe du maximum dans l’équation du
tourbillon à la fonction (−t)ηuθ. Nous considérons ensuite le bilan d’enstrophie local, qui contient le
terme non linéaire (∂ruz)ωrωz, dont le coefficient ∂ruz peut être de taille (−t)−1−h, trop grand pour
être placé dans L∞ et soumis à l’inégalité de Grönwall. En invoquant plutôt l’identité ωr = −∂zuθ,
nous intégrons par parties en z, ce qui déplace la dérivée du tourbillon sur le produit (∂ruz)ωz.
En conséquence, le tourbillon n’intervient que par son supremum, et les deux facteurs du produit
sont contrôlés par l’enstrophie et la dissipation d’enstrophie au moyen d’estimations locales de type
div-curl. L’estimation d’enstrophie qui en résulte se referme et donne une borne de Ladyzhenskaya-
Prodi-Serrin jusqu’au temps zéro, comme nous le montrons dans la Section 5.

1.5. Résultats antérieurs sur Navier-Stokes axisymétrique. Sans tourbillon, les solu-
tions axisymétriques de Navier-Stokes en 3D sont globalement régulières ; voir Ladyzhenskaya [36]
et aussi Ukhovskii et Yudovich [62]. Avec tourbillon, la question de la régularité globale est ou-
verte et seuls des résultats conditionnels sont disponibles. Les singularités qui obéissent à une borne
ponctuelle invariante par changement d’échelle (dite de Type I) sont exclues : |u| ≤ C(r2 − t)−1/2

par Chen, Strain, Yau et Tsai [7] ; r|u| ≤ C par Koch, Nadirashvili, Seregin et Šverák [33], et

|u| ≤ C(−t)−1/2 par Chen, Strain, Tsai et Yau [8]. Seregin et Šverák [54] ont prouvé un critère de

régularité de Type I local qui impose la borne ≤ C(−t)−1/2 seulement sur la partie méridienne de
la vitesse. Zhang [65] a récemment prouvé la régularité sous l’hypothèse de Type I unilatérale sur

une composante : ur ≥ −C(−t)−1/2 pour un certain C > 0, avec ruθ borné. Pour un compte rendu
détaillé des nombreux autres résultats conditionnels disponibles pour Navier-Stokes axisymétrique,
nous renvoyons au livre de Tsai [61, Chapitre 10].

Au-delà du seuil de Type I, les singularités sont contraintes par la croissance des normes critiques
: le théorème L∞

t L
3
x d’Escauriaza, Seregin et Šverák [24] a été rendu quantitatif par Tao [59], et a

été adapté à la classe axisymétrique, avec des améliorations quantitatives, par Palasek [46] et par
Ożański et Palasek [45].

Plus proches des hypothèses de cet article, Seregin [49] a montré qu’une singularité ax-
isymétrique doit être de Type II, au sens des quantités intégrales locales invariantes par change-
ment d’échelle. De plus, dans [50, 51, 52, 53] il a réduit le scénario d’explosion de Type II à
un problème de Liouville pour des solutions d’Euler anciennes, que l’on peut exclure dans des cas
particuliers.

1.6. Contexte de recherche pour la construction d’OpenAI. Le problème de la
génération spontanée de singularités dans les fluides incompressibles a une longue histoire et
une forte motivation scientifique. La recherche dans ce domaine a produit une vaste littérature qui
forme l’environnement fertile entourant la construction d’OpenAI. Nous n’avons pas la place ici de
rendre justice aux nombreuses idées et résultats de ce domaine, mais il ne serait pas déplacé de
mentionner certains des développements importants qui sont pertinents pour [43].

Pour les équations d’Euler incompressibles en 3D, Elgindi [22] a prouvé la formation de sin-
gularité en temps fini pour des solutions axisymétriques sans tourbillon, avec une vitesse de classe
C1,α pour α > 0 suffisamment petit ; voir aussi la version à énergie finie dans Elgindi, Ghoul et
Masmoudi [23]. Plus tôt cette année, des constructions d’explosion dans le cadre axisymétrique
sans tourbillon ont été obtenues pour toute la plage admissible α ∈ (0, 1/3), indépendamment,
par Shkoller [57], Chen [10, 11], et Shao, Wei, Zhang et Zhang [56]. Pour des données initiales
lisses en présence d’une frontière solide, Chen et Hou [9] ont prouvé l’explosion en temps fini pour
Euler 3D en utilisant une analyse auto-similaire modulée et un argument assisté par ordinateur.
Plus proche des équations de Navier-Stokes, Tao [58] a construit une explosion en temps fini pour
une équation de Navier-Stokes moyennée , dont la non-linéarité modifiée conserve la structure
d’échelle et d’énergie de l’EDP originale. Des recherches numériques et guidées par l’apprentissage
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automatique pour un profil d’explosion auto-similaire pour Euler 3D et d’autres modèles de fluides
incompressibles ont été menées dans [29, 30, 63, 64, 26, 21]. Ces calculs ont façonné les attentes
pour une construction rigoureuse : quels scénarios valent la peine d’être poursuivis, et à quelle
régularité une singularité doit être recherchée. Tous les résultats mentionnés dans ce paragraphe
concernent le problème classique, non forcé.7

Une autre voie vers l’explosion pour les équations d’Euler en 3D (et des modèles apparentés),
en présence d’une force de volume, a été ouverte par Córdoba et Mart́ınez-Zoroa. La force injecte,
à une suite de temps s’accumulant au temps d’explosion, de petites perturbations à des fréquences
de plus en plus élevées, que la non-linéarité amplifie. La question est alors de savoir combien la
force peut être rendue lisse et petite. Nous renvoyons à [15] pour le résultat d’Euler 3D, avec une

force qui appartient à C1,1/2−ε ∩ L2 uniformément en temps, et à [16] pour le résultat de milieux
poreux incompressibles en 2D, avec une source qui est C∞ lisse en espace, uniformément en temps.
Dans cette direction, Alpöge et Buckmaster ont atteint une force qui est C∞ à la fois en espace
et en temps. Très récemment ils ont annoncé l’explosion en temps fini pour les équations d’Euler
en 3D [2], pour le système de Boussinesq visqueux en 2D [1], et, avec Coiculescu, pour l’équation
des milieux poreux incompressibles en 2D [3]. Chacun de ces trois articles considère une force C∞

x,t

lisse.
Au niveau technique, le manuscrit d’OpenAI nomme deux programmes de recherche supplémentaires

dont les idées ont influencé sa construction. Pour l’évolution des vecteurs d’onde et des polar-
isations de vitesse des impulsions oscillantes le long de l’écoulement de fond, [43] consigne les
méthodes de Lifschitz et Hameiri [39] et de Friedlander et Vishik [25], qui détectent l’instabilité
d’un écoulement non visqueux sous des perturbations de courte longueur d’onde. Pour la réalisation
d’une contrainte prescrite par l’ajout d’oscillations à haute fréquence, [43] consigne l’utilisation
d’idées du programme d’intégration convexe pour les équations de fluides incompressibles, introduit
par De Lellis et Székelyhidi [18, 19], puis développé dans [17, 31, 5] et bien d’autres.

Nous soulignons que plusieurs décennies de résultats de régularité conditionnelle restreignent la
forme qu’une singularité putative de Navier-Stokes en 3D peut prendre ; cela aide énormément si l’on
tente de réduire l’espace de recherche d’une solution explosante. Pour une solution faible convenable
dont la force est bornée, la théorie de régularité partielle de Caffarelli, Kohn et Nirenberg [6] force
l’ensemble singulier à avoir une mesure de Hausdorff parabolique unidimensionnelle nulle. La
singularité, de plus, ne peut pas être de la forme auto-similaire rétrograde proposée par Leray,
cf. Nečas, Růžička et Šverák [42] pour les profils L3, Tsai [60] pour les profils Lp avec 3 < p < ∞
sous des hypothèses d’énergie locale, et Pineau et Vicol [48] pour les profils auto-similaires tournés
qui obéissent à une borne de Type I, à petites ou grandes vitesses de rotation. La direction de
la vorticité ne peut pas non plus rester cohérente, par le critère d’alignement de Constantin et
Fefferman [12]. Dans la classe axisymétrique, les bornes de Type I rappelées dans la Section 1.5
excluent de même les singularités. Les profils auto-similaires d’Euler avec exposant de similarité
inférieur à 1/2, qui est la plage qu’un zoom de Navier-Stokes à une longueur d’Euler requerrait,
sont aussi exclus lorsque le profil est lisse et satisfait une propriété sortante [13]. Notons qu’à part
la théorie de la régularité partielle, ces résultats considèrent le problème de Navier-Stokes non forcé.
La liste ci-dessus est loin d’être complète ; nous renvoyons au livre de Lemarié-Rieusset [38] pour
un excellent compte rendu récent.

Remarque 1.6 (Constructions de singularités forcées pour des modèles de coquilles).
Revenant aux constructions forcées, nous établissons une analogie avec les singularités en temps
fini construites pour des équations modèles motivées par Navier-Stokes. Palasek [47, Théorème 1.3
et Remarque 1.5] a récemment prouvé l’explosion en temps fini dans la plage supercritique en

7Nous notons que récemment OpenAI a aussi affirmé prouver l’explosion en temps fini pour les équations d’Euler
en 3D, à partir de données initiales lisses à support compact [44].
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énergie pour un modèle de coquilles visqueux de type Obukhov, avec des fréquences séparées super-
exponentiellement. Ses données initiales sont lisses, et la force lisse qu’il considère est telle que toutes
ses normes tendent vers zéro au temps d’explosion [47, Remarque 1.4]. La force est non nulle à
chaque temps avant l’explosion, de sorte qu’elle ne s’annule identiquement sur aucun intervalle de
temps se terminant à la singularité. La force est un résidu, comme dans [43] : ici c’est la dissipation
de chaque mode, désactivée jusqu’à ce que ce mode soit activé [47, Section 3.3]. Curieusement,
Palasek note que la force ne peut pas être supprimée dans la plage de paramètres qu’il associe
à trois dimensions [47, Remarque 1.4 et Section 1.3.2] ; cet énoncé est offert sans preuve, et est
attribué à un travail à venir de Looi.

1.7. Organisation de l’article. La Section 2 prouve la réduction analytique de symétrie,
déduit le Théorème 1.1 du Théorème 1.3, et consigne les conséquences pour la force. Les Sections 3–
5 prouvent le Théorème 1.3. L’Annexe A consigne les propriétés revendiquées pour la construction
d’OpenAI qui entrent dans les hypothèses de nos résultats, et ce que ceux-ci donnent pour elle.

2. Réduction au problème axisymétrique

Dans cette section nous déduisons le Théorème 1.1 du Théorème 1.3. Dans toute cette section
v = Pu et w = u− v sont comme en (1.4), Q = B(1)× (−1, 0), et (u, π) est lisse sur les compacts
du cylindre sur lequel elle est donnée, de sorte que f y est lisse aussi.

2.1. Analyticité spatiale à un temps fixé avant l’explosion. Que u(·, t) soit réellement
analytique en espace à chaque t < 0 fixé est classique. Nous rappelons l’énoncé sous la forme dans
laquelle il est utilisé ici et dans la Remarque 2.6. Aucune analyticité en temps n’est supposée.

Théorème 2.1 (Analyticité spatiale intérieure [32, Théorème 1.2]). Soit R > 0, t1 < t2, et
soit (u, π) une solution de (1.2) sur le cylindre B(R)× (t1, t2), lisse sur les compacts de ce cylindre.
Supposons que la force est réellement analytique en les variables d’espace, localement uniformément
sur les cylindres strictement contenus dans B(R) × (t1, t2) : pour tout R′ < R et tout intervalle
compact J ⊂ (t1, t2) il existe M <∞ et a > 0 tels que8

sup
t∈J

∥∂αx f(·, t)∥L∞(B(R′)) ≤Ma−|α||α|! pour tout α ∈ N3
0 . (2.1)

Alors, la vitesse obéit à une borne de même forme : pour tout R′ < R et tout intervalle compact
J ⊂ (t1, t2) il existe M

′ <∞ et a′ > 0 tels que

sup
t∈J

∥∂αxu(·, t)∥L∞(B(R′)) ≤M ′(a′)−|α||α|! pour tout α ∈ N3
0 . (2.2)

En particulier, u(·, t) est réellement analytique sur B(R) pour tout t ∈ (t1, t2). Les constantes M ′

et a′ dépendent de R′ et J , et elles n’ont pas besoin d’être uniformes jusqu’à la frontière parabolique
: a′ peut tendre vers zéro quand J approche une extrémité de (t1, t2).

Pour une force conservative c’est le théorème de Kahane [32, Théorème 1.2], prouvé là pour
des solutions faibles, sous les hypothèses du théorème de régularité intérieure de Serrin [55, Sec-
tion 3]. Pour une force non conservative, Kahane énonce p. 387 de [32] que la conclusion de [32,

Théorème 1.2] persiste une fois que f obéit à (2.1) sous sa forme |α||α|, l’analyticité étant comprise
comme la borne [32, équation (1.5)], qui est (2.2) ci-dessus. Le point n’est pas repris dans cet
article, aussi indiquons-nous pourquoi la preuve s’applique. Premièrement, les dérivées spatiales
sont estimées dans [32] au moyen des formules de représentation de Serrin [55, équations (18)
et (20)]. Avec une force, le potentiel de la chaleur pour la vorticité porte f à l’ordre zéro, dans la
fente du terme bilinéaire [55, Section 4, équation (23) et l’affichage qui la suit]. Deuxièmement,
adjoindre f à l’inconnue (u, ω) du système intégral abstrait de [32, Théorème 1.3] fait de la force

8Comme k! ≤ kk ≤ ekk! pour k ≥ 1, l’hypothèse (2.1) est inchangée si |α|! est remplacé par |α||α|, qui est la
forme sous laquelle Kahane l’énonce p. 387 de [32].
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une composante supplémentaire de l’hétérogénéité, dans des lignes dont les deux blocs de noyaux
s’annulent. Troisièmement, les deux hypothèses de ce théorème tiennent : l’inconnue, désormais le
triplet (u, ω, f), est bornée sur tout cylindre compact, par la lissité ici et par [32, Théorème 1.1]
dans [32] ; et l’hétérogénéité obéit à [32, équation (1.5)], ce qui pour f est la borne (2.1). Les
estimations inductives de [32, Section 4] s’appliquent alors sans changement.

L’hypothèse (1.6) du Théorème 1.1 est (2.1) sur le cylindre parabolique unité. Dans cet article
nous appliquons le Théorème 2.1 sous la forme suivante.

Corollaire 2.2 (Analyticité spatiale à un temps fixé avant l’explosion). Soit R, δ >
0, et soit (u, π) une solution de (1.2) sur B(R) × (−δ, 0), lisse sur les compacts de ce cylindre.
Supposons que pour un certain 0 < R′ ≤ R, un certain −δ < t1 < t2 < 0, et certains M < ∞ et
a > 0,

sup
t∈[t1,t2]

∥∂αx f(·, t)∥L∞(B(R′)) ≤Ma−|α||α|! pour tout α ∈ N3
0 . (2.3)

Alors, pour tout t ∈ (t1, t2), la vitesse u(·, t) est réellement analytique sur B(R′).

C’est le Théorème 2.1 sur le cylindre B(R′)×(t1, t2), sur lequel (2.3) donne (2.1) avec les mêmes
M et a. Comme la force nulle satisfait (2.3) sur tout cylindre, pour les équations non forcées u(·, t)
est réellement analytique sur B(R) à tout t ∈ (−δ, 0).

Nous notons que l’analyticité en espace et en temps pour les équations de Navier-Stokes a été
prouvée par Masuda [41] ; ce résultat a été étendu à l’analyticité uniforme jusqu’à une frontière
analytique par Komatsu [34]. Des bornes inférieures quantitatives sur le rayon d’analyticité spatiale
sont dues à Grujić et Kukavica [27], en termes de normes Lp de la donnée initiale. Aux points
intérieurs, et pour une force à divergence nulle analytique sur une boule, ce résultat est dû à
Bradshaw, Grujić et Kukavica [4].

2.2. Axisymétrie sur une boule fixe, et preuve du Théorème 1.1.

Preuve du Théorème 1.1. Par le Corollaire 2.2 sur Q, appliqué à chaque cylindre B(R)×J
de (1.6), la vitesse u(·, t) est réellement analytique sur B(1) pour tout t ∈ (−1, 0). Nous fixons un
tel t et un angle φ ∈ [0, 2π). Avec la notation de (1.4), nous définissons

Fφ(x) = u(x, t)− (Rφu)(x, t) = u(x, t)−Qφu(Q
−1
φ x, t) . (2.4)

Comme Qφ préserve B(1), le champ Fφ est réellement analytique sur B(1). Comme Qφ préserve
aussi la boule centrale B(ρ(t)), sur laquelle u = v par (1.8), et comme v = Pu est invariant sous
Rφ, nous avons Fφ = v−Rφv = 0 sur B(ρ(t)). Le théorème d’identité sur l’ensemble connexe B(1)
donne alors Fφ ≡ 0 sur B(1). Cela vaut pour tout φ ∈ [0, 2π) et tout t ∈ (−1, 0). En moyennant
l’identité u = Rφu sur φ, et en rappelant la définition (1.4) de P, nous obtenons u = Pu, c’est-à-dire

u = v , w = 0 sur Q . (2.5)

Notons que cet argument est fait à chaque temps fixé, de sorte que le rayon du cœur ρ(t) et les
rayons d’analyticité peuvent tendre vers zéro quand t ↑ 0, à des rythmes sans rapport.

Ensuite, nous moyennons l’équation de quantité de mouvement de Navier-Stokes (1.2) par
rapport à l’angle azimutal. Comme, par (2.5), u est fixé par tout Rφ, et comme Rφ commute avec
∂t, avec ∆, et avec u 7→ (u · ∇)u, appliquer P à (1.2) laisse les trois termes de vitesse inchangés et
remplace seulement la pression et la force par leurs moyennes angulaires

π̄(x, t) =
1

2π

∫ 2π

0
π(Q−1

φ x, t) dφ , f̄ = Pf .

La pression moyennée reste dans L
3/2
x,t (voir (1.3)), et (1.5) donne ∥f̄∥L∞

t C2
x
≤ CMf . Le couple

(u, π̄) est convenable avec la force f̄ : il est lisse sur les compacts de Q et résout classiquement
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l’équation moyennée, de sorte que l’inégalité d’énergie locale est une identité, avec π̄ ∈ L
3/2
x,t (Q) et

f̄ bornée.
Ainsi (u, π̄, f̄) est une solution faible convenable axisymétrique de (1.2) sur Q, dans la classe

de la Section 1.4, dont la force obéit à (1.5) avec CMf à la place de Mf . De plus, par (2.5) les
bornes (1.7) sur la moyenne angulaire sont les bornes (1.11) sur u elle-même, avec le même exposant
h et la même constante Caxi. Le Théorème 1.3 rend (0, 0) régulier, ce qui est (1.9). □

2.3. Conséquences pour la force. L’analyticité de la force intervient dans la preuve du
Théorème 1.1 à exactement un endroit, le passage de la symétrie sur le cœur qui se contracte (1.8),
à la symétrie (2.5) sur la boule fixe ; pour une force simplement lisse nous ne savons pas faire ce
passage. En un point singulier, nous pouvons reformuler le Théorème 1.1 comme un énoncé sur la
force seule.

Corollaire 2.3 (La force sous un cœur axisymétrique). Soit (u, π) une solution faible
convenable de (1.2) sur Q, lisse sur les compacts de Q, avec une force f satisfaisant (1.5), sup-
posons (1.7) pour un certain 0 < h < 1/2 et Caxi < ∞, et supposons (1.8). Si (0, 0) est un point
singulier, alors f viole (1.6), et en particulier f ̸≡ 0 là. De plus, f ne s’annule alors identiquement
sur aucun cylindre B(R′)× (−δ′, 0) avec 0 < R′ ≤ 1 et 0 < δ′ ≤ 1.

Preuve du Corollaire 2.3. La première assertion est la contraposée du Théorème 1.1, et
f = 0 satisfait (1.6). Pour la seconde, si f s’annulait identiquement sur un tel cylindre, les hy-
pothèses du Théorème 1.1 y seraient vérifiées avec ρ(t) remplacé par min{ρ(t), R′/2}, et le change-
ment d’échelle de Navier-Stokes rendrait (0, 0) régulier. □

Remarque 2.4 (Bornes supérieures à la place de l’annulation exacte). Nous notons que
l’axisymétrie exacte sur le cœur peut être remplacée par une borne sur la partie non axisymétrique
w de la vitesse, sur une boule fixe. C’est-à-dire que si dans le Théorème 1.1 nous abandonnons (1.8)
et (1.6) et supposons à la place que

Mw := sup
−1<t<0

∥w(·, t)∥C3
x(B(1)) <∞ , (2.6)

alors (0, 0) est encore régulier. Aucune petitesse de Mw n’est requise, et l’analyticité ne joue aucun
rôle. En effet, moyenner (1.2) sur les rotations tue les termes mixtes (v · ∇)w et (w · ∇)v, puisque
v est invariant et Pw = 0, et donne

∂tv + (v · ∇)v −∆v +∇π̄ = F + f̄ , (2.7a)

div v = 0 , (2.7b)

F = −P
(
(w · ∇)w

)
, (2.7c)

sup
−1<t<0

∥F (·, t)∥C2
x(B(1)) ≤ CM2

w , (2.7d)

où C est une constante universelle, et f̄ = Pf . Le moyennage n’augmente pas les normes de (1.3),
et (v, π̄) est lisse sur les compacts de Q, donc c’est une solution faible convenable de (2.7) avec la
force F + f̄ , dont la norme C2 est au plus CM2

w + CMf . Le Théorème 1.3 rend v borné près de
(0, 0), et (2.6) rend u = v + w borné là aussi. Nous soulignons que le théorème d’identité utilise
l’annulation exacte dans (1.8), et que nous ne savons pas comment la remplacer par un taux de
petitesse algébrique. La Section A.6 montre que (2.6) échoue pour la construction d’OpenAI.

Remarque 2.5 (La symétrie du rotationnel de la force). Aucune symétrie de f n’est
supposée dans le Théorème 1.1, mais les hypothèses (1.8) et (1.6) ensemble en impliquent une :
pour tout φ ∈ [0, 2π),

Rφ(curl f) = curl f , sur Q . (2.8)
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En effet, une fois Rφu = u connu par la preuve du Théorème 1.1, appliquer Rφ à l’équation de
quantité de mouvement donne f − Rφf = ∇(π − π ◦Q−1

φ ), et (2.8) suit en prenant le rotationnel.
Il serait intéressant de décider si dans le Théorème 1.1 l’hypothèse (1.6) peut être remplacée par
l’invariance par rotation (2.8) de curl f .

Remarque 2.6 (Annulation extérieure et analyticité). Un second obstacle à l’analyticité
de la force n’utilise ni (1.7) ni (1.8), seulement un ouvert hors de l’axe sur lequel la vitesse méridienne
s’annule. Soit (u, π) une solution de (1.2) sur B(R)× (−δ, 0), lisse sur les compacts de ce cylindre,
et soit E ⊂ B(R) ∩ {r > 0} un ouvert non vide tel que

ur = uz = 0 sur E × (−δ, 0) . (2.9)

Supposons que uz(0, t0) ̸= 0 pour un certain t0 ∈ (−δ, 0).9 Alors, sur toute boule B(R′) avec
0 < R′ ≤ R qui rencontre E, et pour tout t1 ∈ (−δ, t0), il n’existe pas de constantes M < ∞ et
a > 0 telles que

sup
t∈[t1,t0]

∥∂αx f(·, t)∥L∞(B(R′)) ≤Ma−|α||α|! pour tout α ∈ N3
0 . (2.10)

En particulier, f ne s’annule pas identiquement sur B(R′) × (t1, t0), puisque la force nulle sat-
isfait (2.10). La preuve est courte. Supposons que (2.10) tienne pour certains M et a. Par le

Corollaire 2.2, u(·, t) est alors réellement analytique sur B(R′) pour tout t ∈ (t1, t0). À chacun de
ces t, le scalaire uz(·, t) s’annule sur l’ouvert non vide E ∩B(R′) par (2.9), donc sur tout B(R′) par
le théorème d’identité, et en particulier uz(0, t) = 0. En faisant t ↑ t0 et en utilisant la continuité
de uz(0, ·), nous obtenons uz(0, t0) = 0, une contradiction.

3. Identités axisymétriques et résultats auxiliaires

Nous passons maintenant à la preuve du Théorème 1.3. Dans les Sections 3–5, (u, π) est une
solution faible convenable axisymétrique de (1.2) sur Q, dans la classe de la Section 1.4, avec
une force satisfaisant (1.5) ; en moyennant sur les rotations comme dans la Section 2.2, nous
pouvons (et le faisons) prendre π et f axisymétriques aussi. Cette section consigne quelques-
uns des résultats auxiliaires dont la preuve a besoin : les équations en variables cylindriques, un
principe du maximum pour les fonctions qui s’annulent sur l’axe (Lemme 3.1), un anneau régulier
à circulation bornée (Lemme 3.2), et un principe de comparaison pour les scalaires bornés produits
par les limites anciennes de la Section 4 (Lemme 3.3). Hormis la force, les identités et le Lemme 3.2
sont les mêmes que ceux de l’article compagnon [14] ; la force intervient comme (curl f)θ dans (3.3),
comme g = (curl f)θ/r dans (3.4), et comme rfθ dans (3.5), et (1.5) borne les trois. Nous notons C
une constante qui peut dépendre de h, deMf , de la constante Caxi de (1.11), et de rayons intérieurs
fixés, mais jamais d’une suite de temps de remise à l’échelle.

3.1. Identités axisymétriques. Dans le repère cylindrique (er, eθ, ez), et avec π et f ax-
isymétriques, le système (1.2) s’écrit

∂tur + ur∂rur + uz∂zur −
u2θ
r

=

(
∂2r +

1

r
∂r + ∂2z −

1

r2

)
ur − ∂rπ + fr , (3.1a)

∂tuz + ur∂ruz + uz∂zuz =

(
∂2r +

1

r
∂r + ∂2z

)
uz − ∂zπ + fz , (3.1b)

∂tuθ + ur∂ruθ + uz∂zuθ +
ur
r
uθ =

(
∂2r +

1

r
∂r + ∂2z −

1

r2

)
uθ + fθ , (3.1c)

9Pour la construction d’OpenAI cela vaut à tout temps suffisamment proche du temps d’explosion, où uz(0, t) =

j0(−t)−1/2−h ̸= 0 par (A.12). La remarque dit donc qu’un écoulement qui est pur tourbillon sur un ouvert hors de
l’axe, et a une vitesse axiale non nulle en un point de l’axe, ne peut pas provenir d’une force spatialement analytique
: l’analyticité transporterait l’annulation extérieure de uz vers l’axe.
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∂rur +
ur
r

+ ∂zuz = 0 . (3.1d)

Nous appelons b = urer + uzez la vitesse méridienne et uθeθ le tourbillon, et nous écrivons les
composantes de vorticité, la circulation, et la vorticité potentielle comme

ωr = −∂zuθ , ωθ = ∂zur − ∂ruz , ωz = ∂ruθ +
uθ
r
, Γ = ruθ , Ω =

ωθ

r
. (3.2)

En appliquant ∂z à (3.1a) et ∂r à (3.1b) et en soustrayant, nous éliminons la pression et obtenons

∂tωθ + ur∂rωθ + uz∂zωθ =
ur
r
ωθ +

1

r
∂z(u

2
θ) +

(
∂2r +

1

r
∂r + ∂2z −

1

r2

)
ωθ + (curl f)θ , (3.3)

où (curl f)θ = ∂zfr − ∂rfz. En divisant (3.3) par r, et en utilisant l’identité r−1(∂2r + r−1∂r −
r−2)(rΩ) = (∂2r + 3r−1∂r)Ω, nous obtenons aussi

∂tΩ+ ur∂rΩ+ uz∂zΩ =

(
∂2r +

3

r
∂r + ∂2z

)
Ω+ ∂z

(
u2θ
r2

)
+ g , g :=

(curl f)θ
r

. (3.4)

Enfin, en multipliant l’équation du tourbillon (3.1c) par r, nous obtenons

∂tΓ + ur∂rΓ + uz∂zΓ =

(
∂2r −

1

r
∂r + ∂2z

)
Γ + rfθ . (3.5)

Près de l’axe, un champ axisymétrique lisse a des composantes ur = r a(r2, z, t), uθ =
r c(r2, z, t), et uz = d(r2, z, t), avec a, c et d lisses ; ainsi Ω, uθ/r et g sont des fonctions lisses de
(r2, z, t), et (3.4) tient à travers l’axe une fois que son opérateur radial ∂2r +3r−1∂r est lu comme le
laplacien radial de R4, comme dans [33]. Comme ur, ∂zur, ∂ruz, ∂zfr et ∂rfz s’annulent sur l’axe,
les quotients ur/r, ∂zur/r, ∂ruz/r et g sont bornés, le long du segment radial vers l’axe, par les
suprema de ∂rur, ∂r∂zur, ∂

2
ruz, ∂r∂zfr et ∂2rfz sur B(1) ; en particulier

|g| ≤ CMf sur Q . (3.6)

3.2. Un principe du maximum pour les fonctions qui s’annulent sur l’axe. L’équation
du tourbillon (3.1c) et l’équation de circulation (3.5) ont des coefficients singuliers sur l’axe, et,
contrairement à (3.4), elles ne sont pas relevées à une dimension supérieure. Les preuves des
Lemmes 3.2 et 5.1, et de la Remarque 5.2, leur appliquent le principe du maximum sous la forme
suivante.

Lemme 3.1 (Principe du maximum pour les fonctions qui s’annulent sur l’axe). Soit
R > 0, t1 < s, k ∈ R, et M ≥ 0, et définissons l’ensemble D = {(x, t) : x ∈ B(R), r = |x′| >
0, t1 < t ≤ s}. Soit ϕ = ϕ(r, z, t) continue sur B(R) × [t1, s], avec ϕ(0, z, t) = 0 pour |z| ≤ R et
t1 ≤ t ≤ s. Supposons que ϕ est de classe C2 en x et C1 en t sur D, et satisfait

∂tϕ+ br∂rϕ+ bz∂zϕ+ γϕ =
(
∂2r +

k

r
∂r + ∂2z

)
ϕ+ F , (3.7)

là. Ici br, bz, γ et F sont des fonctions réelles sur D, avec γ ≥ 0 et |F | ≤M ; aucune borne n’est
supposée sur br, bz ou γ, qui peuvent être non bornés quand r → 0. Alors

|ϕ(x, t)| ≤ max
Σ

|ϕ|+M(t− t1) sur B(R)× [t1, s] , (3.8)

où Σ =
(
B(R)× {t1}

)
∪
(
∂B(R)× [t1, s]

)
est la frontière parabolique de B(R)× (t1, s].

La preuve de ce lemme est élémentaire ; nous la présentons pour la commodité du lecteur.

Preuve du Lemme 3.1. Comme −ϕ satisfait les mêmes hypothèses, avec −F à la place de
F , il suffit de borner ϕ par au-dessus. Soit m = maxΣ |ϕ| ≥ 0 et ε > 0. Définissons ϕε =
ϕ− (M + ε)(t− t1), et soit (x̄, t̄) un point de maximum de la fonction continue ϕε sur le compact

K = B(R) × [t1, s]. Supposons que ϕε(x̄, t̄) > m. Sur Σ nous avons ϕε ≤ ϕ ≤ m, et sur l’axe
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nous avons ϕε ≤ ϕ = 0 ≤ m. Le point de maximum (x̄, t̄) ne se trouve donc ni sur Σ ni sur l’axe,
c’est-à-dire (x̄, t̄) ∈ D. Au temps t̄ les fonctions ϕ et ϕε diffèrent d’une constante, de sorte que
(r, z) 7→ ϕ(r, z, t̄) atteint son maximum sur le demi-disque ouvert {r > 0, r2 + z2 < R2} en x̄.
Par conséquent, ∂rϕ = ∂zϕ = 0, ∂2rϕ ≤ 0, et ∂2zϕ ≤ 0 là. De plus, γϕ ≥ 0 en (x̄, t̄) parce que
ϕ(x̄, t̄) ≥ ϕε(x̄, t̄) > m ≥ 0, et ∂tϕε ≥ 0 là parce que ϕε(x̄, t) ≤ ϕε(x̄, t̄) pour t1 ≤ t < t̄ borne la
dérivée à gauche par en dessous. En (x̄, t̄) les coefficients br, bz et k/r sont finis, et ils multiplient
des dérivées premières qui s’annulent. Ainsi (3.7) donne ∂tϕε = ∂tϕ−M − ε ≤ F −M − ε ≤ −ε là,
une contradiction. Par conséquent ϕ ≤ m + (M + ε)(t − t1) sur K, et (3.8) suit en faisant tendre
ε→ 0. □

3.3. L’anneau régulier. Le Lemme 3.2 ci-dessous est utilisé deux fois dans la preuve du
Théorème 1.3 : sa borne de circulation (3.9) supprime la source de tourbillon dans le zoom de la
Section 4, et ses bornes de dérivées sur l’anneau, qui tiennent jusqu’au temps d’explosion, contrôlent
les erreurs de troncature de l’estimation d’enstrophie de la Section 5, qui sont supportées dans cet
anneau.

Lemme 3.2 (Un anneau régulier et une circulation bornée). Soit 0 ≤ R1 < R0 < 1. Il
existe des rayons R1 < R− < R+ < R0 et un temps t0 ∈ (−1, 0) ayant la propriété suivante. La
vitesse u, ainsi que ∇u et ∇2u, est bornée sur l’anneau cylindrique {R− < |x| < R+} × (t0, 0), et,
pour chaque R∗ ∈ (R−, R+), il existe une constante finie CΓ telle que

∥Γ∥L∞(B(R∗)×(t0,0))
≤ CΓ . (3.9)

Preuve du Lemme 3.2. Soit S0 ⊂ B(R0) l’ensemble des x pour lesquels (x, 0) est un point
singulier. Appliquée au couple avec la force à divergence nulle de la note de bas de page 2, la
régularité partielle donne H1(S0) = 0. En effet, le critère de ε-régularité de Gustafson, Kang et
Tsai [28, Théorème 1.1(ii)], avec (p, q) = (2, 2) et la force dans l’espace de Morrey paraboliqueM2,2

de [28, Équation (6)], s’applique aux points (x, 0) de la frontière supérieure de Q.10 L’argument de
recouvrement de [6] (voir aussi [40, 37, 35]) est inchangé, puisque

∫
B(1)×(−δ,0) |∇u|

2 → 0 quand

δ → 0 par (1.3). Nous pouvons donc choisir R ∈ (R1, R0) tel que ∂B(R) ne porte aucun point de
S0, et par compacité il existe δ > 0, avec R1 < R − δ < R + δ < R0, et t0 ∈ (−1, 0) tels que u
est bornée sur {R − δ < |x| < R + δ} × (t0, 0). Nous fixons des R− et R+ quelconques tels que
R− δ < R− < R+ < R+ δ.

Comme u est bornée sur cet anneau cylindrique et f est bornée dans C2
x, les estimations

intérieures de Serrin [55, Section 4, avec m = 1] bornent ∇u et ∇2u sur les compacts de {R− δ <
|x| < R + δ} × (t0, 0), par des constantes qui ne dépendent que du sous-ensemble, de Mf , de
sup |u| sur l’anneau cylindrique, et de ∥∇u∥L2(Q). Ces bornes sont uniformes jusqu’à t = 0, parce

que les formules de représentation de Serrin [55, Équation (18), Équation (20), et l’affichage après

l’Équation (23)] sont unilatérales en temps : la vorticité en un point (x, s) est la somme d’un
potentiel de la chaleur de ω∧u et de la force, et d’une solution de l’équation de la chaleur, chacune
bornée en (x, s) en termes de la solution sur le cylindre rétrograde B(x, ϱ) × (s − ϱ2, s), de sorte
que l’estimation en (x, s) ne dépend de s que par les normes ci-dessus. En fixant un petit ϱ, avec
ϱ2 < −t0, et en remplaçant t0 par t0 + ϱ2, on obtient la première assertion.

Nous fixons R∗ ∈ (R−, R+). Pour s ∈ (t0, 0), l’ensemble B(R∗)× [t0, s] est un compact de Q, de
sorte que u y est lisse ; la circulation Γ = ruθ est donc continue sur cet ensemble, lisse hors de l’axe,
et, comme |Γ| ≤ r|u|, elle s’annule sur l’axe. L’équation de circulation (3.5) est de la forme (3.7),

10Dans [28] le critère est énoncé pour des points intérieurs au domaine spatio-temporel, alors qu’ici il est appliqué
à des points de la frontière supérieure, au temps d’explosion. Cela est légitime pour deux raisons. Premièrement,
la preuve de [28] n’utilise la solution que sur les cylindres rétrogrades B(x, ϱ)× (−ϱ2, 0), qui sont contenus dans Q,
et seulement à travers les équations et l’inégalité d’énergie locale sur ceux-ci. Deuxièmement, l’inégalité d’énergie
locale à un temps s < 0 n’implique la fonction test que sur (−1, s], de sorte qu’elle tient pour des fonctions test qui
ne s’annulent pas en t = 0 ; pour un couple lisse sur les compacts de Q c’est en fait une identité à tout s < 0.
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avec k = −1, sans terme d’ordre zéro, et avec une source qui obéit à |rfθ| ≤ Mf . Le Lemme 3.1

borne donc |Γ| sur B(R∗)× [t0, s] par ses valeurs au temps t0 et sur ∂B(R∗)× [t0, s], plus Mf |t0|.
Les premières sont bornées puisque u est lisse au temps t0, les secondes par R∗ fois la borne sur u
sur l’anneau cylindrique ; ni les unes ni les autres ne dépendent de s, et en faisant tendre s ↑ 0 on
obtient (3.9). □

3.4. Un principe de comparaison avec diffusion en moins de variables. Dans les
limites anciennes de la Section 4 la diffusion radiale survit à la procédure de zoom, de sorte que
la vorticité potentielle n’est plus conservée le long des trajectoires méridiennes rétrogrades, comme
elle l’est dans [13] et [14]. On utilise à la place un principe de comparaison pour faire s’annuler
le scalaire limite. Ce scalaire, cependant, est seulement borné, il résout son équation seulement au
sens des distributions, et il ne vient avec aucune borne sur ses dérivées ni aucune trace initiale.
De plus, la diffusion n’agit que sur un sous-ensemble des variables (elle n’agit pas sur la variable
axiale), aussi le Lemme 3.3 est-il énoncé dans la généralité où il est utilisé.

Lemme 3.3 (Comparaison pour une solution distributionnelle bornée). Soit 1 ≤ d ≤ m,
soit I ⊂ R un intervalle ouvert, et notons x = (X,Z) ∈ Rd×Rm−d. Supposons que B : Rm×I → Rm

est mesurable, que B(·, τ) ∈W 1,∞(Rm;Rm) pour presque tout τ ∈ I, et que

ΛJ := ess sup
τ∈J

(
∥B(·, τ)∥L∞(Rm) + ∥∇B(·, τ)∥L∞(Rm)

)
<∞ , (3.10)

pour tout intervalle compact J ⊂ I. Soit q ∈ L∞
loc(I;L

∞(Rm)) satisfaisant

∂τq +B · ∇q = ∆Xq sur Rm × I , (3.11)

au sens des distributions.11 Alors, pour presque tout τ0 ∈ I et presque tout τ ∈ I avec τ > τ0,

∥q(·, τ)∥L∞(Rm) ≤ ∥q(·, τ0)∥L∞(Rm) . (3.12)

Si de plus I = (−∞, T ) et, pour un certain C <∞ et κ > 0,

∥q(·, τ)∥L∞(Rm) ≤ C|τ |−κ , (3.13)

pour presque tout τ < min{−1, T}, alors q = 0 presque partout sur Rm × I. Un représentant
continu de q sur un ouvert y est identiquement nul, et il en va de même de toute trace continue à
l’extrémité supérieure obtenue à partir de ce représentant.

Preuve du Lemme 3.3. L’argument est standard : nous régularisons en espace, contrôlons le
commutateur comme dans [20], et comparons avec une barrière qui crôıt linéairement à l’infini.
Nous fixons un intervalle compact J = [τ−, τ+] ⊂ I, posons M∞ = ∥q∥L∞(Rm×J), et régularisons

en espace, qε = ηε ∗ q avec un mollifieur standard ηε = ε−mη(·/ε) avec η supporté dans B(1). En
convoitant (3.11) avec ηε, nous obtenons

∂τqε +B · ∇qε = ∆Xqε +Rε , Rε = B · ∇(ηε ∗ q)− ηε ∗ (B · ∇q) . (3.14)

Ici Rε est le commutateur de DiPerna et Lions, borné de la manière usuelle : |Rε| ≤ C(m, η)ΛJM∞
par (3.10). De plus, Rε(·, τ) → 0 dans L2

loc(Rm) pour presque tout τ ∈ J par [20, Lemme II.1],
donc Rε → 0 dans L2(B(R) × J) pour tout R > 0 par convergence dominée. Pour un ε > 0 fixé,
tout terme de (3.14) autre que ∂τqε est borné, donc qε a un représentant qui est lipschitzien en
temps à valeurs dans L∞(Rm) ; désormais qε désigne ce représentant. Si τ0 est un point de Lebesgue
de τ 7→ q(·, τ) ∈ L1

loc(Rm), ce qui est le cas pour presque tout τ0, alors qε(·, τ0) = ηε ∗ q(·, τ0) pour
tout ε. Nous fixons un tel τ0 ∈ (τ−, τ+) et posons M = ∥q(·, τ0)∥L∞(Rm), de sorte que qε(·, τ0) ≤M .

Avec ⟨x⟩ = (1 + |x|2)1/2 nous avons |∇⟨x⟩| ≤ 1 et ∆X⟨x⟩ ≤ d. En définissant K = ΛJ + d, la
fonction

Ψσ(x, τ) =M + σ
(
⟨x⟩+K(τ − τ0)

)
, σ > 0 , (3.15)

11Ici B · ∇q signifie réellement div(Bq)− (divB)q.
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satisfait ∂τΨσ+B ·∇Ψσ−∆XΨσ ≥ σ(K−ΛJ−d) = 0 presque partout sur Rm×J , et Ψσ ≥M+σ|x|
pour τ ≥ τ0. Donc vε = (qε −Ψσ)+ s’annule en τ = τ0 ; pour τ ∈ [τ0, τ+] elle s’annule aussi sur le
complémentaire de B(Rσ) pour Rσ = 1+M∞/σ. En soustrayant l’inégalité de sursolution de (3.14),
en multipliant par vε, et en intégrant sur Rm, nous obtenons

1

2

d

dτ

∫
v2ε +

∫
|∇Xvε|2 ≤

1

2

∫
(divB)v2ε +

∫
Rεvε . (3.16)

En invoquant l’inégalité de Grönwall nous obtenons supτ∈[τ0,τ+] ∥vε(·, τ)∥2L2 ≤ CJ∥Rε∥2L2(B(Rσ)×J) →
0 quand ε ↓ 0. Comme qε → q dans L2

loc, en faisant ε ↓ 0 puis σ ↓ 0 on obtient q ≤ M presque
partout sur Rm × (τ0, τ+). Le même argument pour −q, et un épuisement de I par des intervalles
compacts, donnent (3.12).

Pour la dernière assertion, nous appliquons (3.12) à des temps τj → −∞ auxquels (3.13) tient,
et obtenons ∥q(·, τ)∥L∞(Rm) ≤ C|τj |−κ pour presque tout τ > τj ; ainsi q = 0 presque partout, et
un représentant continu, ainsi que sa trace à l’extrémité supérieure, s’annulent identiquement. □

4. Limites anciennes et petitesse des quantités méridiennes

Le but de cette section est de prouver la Proposition 1.5. Nous raisonnons par contradiction,
en zoomant là où (1.13) échoue, à la longueur radiale ℓr et à la longueur axiale ℓz. Deux cas
se présentent alors, selon que l’axe remis à l’échelle reste à distance finie, ou s’éloigne à l’infini.
Comme la pression n’est pas contrôlée après le zoom, nous passons à la limite dans les équations de
vorticité (3.3) et (3.4), pas dans l’équation de quantité de mouvement. Dans les deux cas le change-
ment d’échelle rend la circulation bornée sous-critique, et cela supprime la source de tourbillon. La
diffusion radiale, cependant, survit au changement d’échelle, de sorte que la vorticité limite s’annule
par le principe de comparaison du Lemme 3.3, et non par transport le long des caractéristiques.
L’incompressibilité et la bornitude de la vitesse méridienne limite font alors s’annuler les quantités
sélectionnées dans la limite, ce qui contredit le choix des points auxquels nous avons zoomé.

Preuve de la Proposition 1.5. Fixons un 0 < ρ < 1 arbitraire. Par (1.11) le quatrième
terme de (1.12) est borné comme (−t)|∂zur| ≤ Caxi(−t)h, et tend donc vers zéro dans la limite.

Supposons par contradiction que (1.13) échoue. Alors il existe c0 > 0, des temps tn ↑ 0, et des
points xn ∈ B(ρ) auxquels les trois autres termes satisfont

(−tn)
(
|∂rur|+

∣∣∣ur
r

∣∣∣+ |∂zuz|
)
(xn, tn) ≥ c0 . (4.1)

Par invariance par rotation nous pouvons sans perte de généralité prendre xn = (rn, 0, zn), où
rn = |x′n| ≥ 0. Par le Lemme 3.2, appliqué avec R1 = ρ et un certain R0 ∈ (ρ, 1), il existe
ρ < R∗ < 1, t∗ ∈ (−1, 0), et CΓ <∞ tels que

|ruθ(x, t)| ≤ CΓ sur B(R∗)× (t∗, 0) . (4.2)

Dans toute la preuve, C désigne une constante qui peut dépendre de h, Mf , Caxi, ρ, R∗, CΓ, et de
l’intervalle de temps compact considéré, mais jamais de n.

Étape 1 : le changement d’échelle. Nous définissons

λn = (−tn)1/2 , δn = (−tn)h = λ2hn , µn =
λn
δn

= (−tn)1/2−h = λ1−2h
n . (4.3)

C’est-à-dire, λn = ℓr(tn) et µn = ℓz(tn) sont les longueurs (1.10), et toutes deux tendent vers
zéro quand n → ∞ puisque 0 < h < 1/2. Leur rapport est δn = λn/µn → 0. En passant à une
sous-suite, nous avons que rn/λn soit reste borné, soit tend vers l’infini. Toute sous-suite extraite
dans cette preuve raffine les précédentes, et nous ne la renommons pas ; comme (4.1) tient pour
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tout n, elle tient le long de toute sous-suite. Nous zoomons d’abord autour du point (0, zn) sur
l’axe, dans les variables

R =
r

λn
, Z =

z − zn
µn

, τ =
t

(−tn)
, (4.4)

de sorte que τ = −1 est le temps sélectionné tn et τ ≤ −1 est son passé. Nous définissons ensuite

Vn(R,Z, τ) = λn ur
(
λnR, zn + µnZ, (−tn)τ

)
, (4.5a)

Wn(R,Z, τ) = λnδn uz
(
λnR, zn + µnZ, (−tn)τ

)
, (4.5b)

Sn(R,Z, τ) = λnδn uθ
(
λnR, zn + µnZ, (−tn)τ

)
, (4.5c)

Ωn(R,Z, τ) = λ3nδnΩ
(
λnR, zn + µnZ, (−tn)τ

)
, (4.5d)

où les composantes cylindriques à droite sont écrites comme fonctions de (r, z, t). Dans ces variables
les bornes (1.11) se lisent

|∂aR∂bZVn| ≤ Caxi|τ |−(1+a)/2−(1/2−h)b , (4.6a)

|∂aR∂bZWn|+ |∂aR∂bZSn| ≤ Caxi|τ |−1/2−h−a/2−(1/2−h)b , (4.6b)

pour tout a+ b ≤ 2.
Ces bornes tiennent en tout (R,Z, τ) pour lequel le point (λnR, zn + µnZ, (−tn)τ) appartient

à Q, et nous appelons l’ensemble de tels (R,Z, τ) la préimage de Q sous le zoom (4.4). La borne
de circulation (4.2) tient sur la préimage du plus petit ensemble B(R∗) × (t∗, 0). Comme les
longueurs (4.3) tendent vers zéro et |zn| < ρ < R∗, les deux préimages contiennent tout compact
donné de [0,∞)× R× (−∞, 0) pour tout n assez grand dépendant de ce compact.

En changeant les variables dans l’équation de divergence (3.1d), dans les définitions (3.2), et
dans l’équation de vorticité potentielle (3.4), nous obtenons les identités

∂RVn +
Vn
R

+ ∂ZWn = 0 , Ωn =
δ2n∂ZVn − ∂RWn

R
, (4.7a)

∂τΩn + Vn∂RΩn +Wn∂ZΩn =

(
∂RR +

3

R
∂R + δ2n∂ZZ

)
Ωn + ∂ZFn +Gn , Fn =

S2
n

R2
, (4.7b)

en tout point de la préimage de Q, avec R > 0. Notons que la diffusion radiale a un coefficient un,
tandis que la diffusion axiale porte le facteur δ2n → 0.

Nous consignons les deux termes de force à la fois : la force intervient dans (4.7b) par Gn, et

dans l’équation de vorticité azimutale (4.19b) de l’Étape 3 par Hn, où

Gn(R,Z, τ) = λ5nδn g
(
λnR, zn + µnZ, (−tn)τ

)
, (4.8a)

Hn(R,Z, τ) = λ4nδn (curl f)θ
(
rn + λnR, zn + µnZ, (−tn)τ

)
. (4.8b)

Les préfacteurs sont les normalisations λ3nδn de Ω dans (4.5) et λ2nδn de ωθ dans (4.18), multipliées
par le facteur temporel (−tn) = λ2n. Comme |g| ≤ CMf sur Q par (3.6) et |(curl f)θ| ≤ CMf

par (1.5), les deux termes tendent uniformément vers zéro : Gn sur la préimage de Q sous (4.4),
jusqu’à l’axe, et Hn sur la préimage de Q sous (4.17).

Comme ∂ZVn et ∂RWn s’annulent en R = 0, tout comme ∂zur et ∂ruz sur l’axe (Section 3.1),
les quotients ∂ZVn/R et ∂RWn/R sont bornés par les suprema de ∂RZVn et ∂RRWn sur le segment
radial qui joint (0, Z, τ) à (R,Z, τ) ; ce segment est encore dans la préimage de Q, puisque B(1)
est convexe. Ainsi (4.7a) et (4.6) donnent, sur la préimage de Q avec R > 0,

|Ωn| ≤ Caxi

(
δ2n|τ |−3/2+h + |τ |−3/2−h

)
. (4.9)

La borne tient aussi en R = 0, puisque Ωn est continue à travers l’axe. Notons que la constante
Caxi de (4.9) est celle de (4.6), qui ne dépend ni de n ni d’un intervalle de temps ; c’est ce que

l’hypothèse de décroissance (3.13) du Lemme 3.3 requiert à l’Étape 2.
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Ensuite, nous passons au tourbillon, qui intervient dans (4.7b) par la source Fn = S2
n/R

2.
Comme RSn = δn ruθ, la borne de circulation (4.2) donne

|RSn| ≤ CΓδn , (4.10a)

partout où le point (4.4) appartient à B(R∗)× (t∗, 0). Comme Sn s’annule en R = 0, tout comme
uθ, |Sn|/R est borné par le supremum de |∂RSn| le long du segment radial vers l’axe, et à son
tour (4.6) borne |∂RSn| par Caxi|τ |−1−h ≤ Caxi pour τ ≤ −1. Nous arrivons ainsi à

|Sn/R| ≤ C , (4.10b)

en tout point de la préimage de Q avec τ ≤ −1. Comme le passage à la limite de l’Étape 2 est
effectué au sens des distributions, ce qui est requis de la source de tourbillon ∂ZFn dans (4.7b) est
que Fn → 0 dans L1

loc sur {τ ≤ −1}, jusqu’à l’axe. Hors de l’axe nous écrivons Fn = (RSn)
2/R4,

et (4.10a) donne Fn ≤ C2
Γδ

2
nε

−4 → 0 quand n → ∞, uniformément sur les compacts de {R ≥ ε},
pour tout ε > 0. Près de l’axe nous écrivons Fn = (Sn/R)

2, et (4.10b) donne Fn ≤ C2 pour τ ≤ −1,
jusqu’à R = 0. Comme {R < ε} est de petite mesure dans tout compact, et ε est arbitraire, les
deux bornes ensemble donnent cette convergence, et la source de tourbillon ∂ZFn disparâıt dans la
limite distributionnelle.

B(ρ)

r = 0

xn

(0, zn)

2λn

2µn

(a) rn/λn borné

B(ρ)

r = 0

xn

rn

(b) rn/λn → ∞

la bôıte de zoom : demi-largeur radiale λn = (−tn)
1/2, demi-largeur axiale µn = (−tn)

1/2−h ≫ λn

Figure 1. Le zoom anisotrope de l’Étape 1, dessiné dans le plan passant par l’axe. La bôıte
est longue le long de l’axe et courte en travers, puisque h > 0. En (a) la bôıte est centrée au
point de l’axe (0, zn), le point sélectionné xn se trouve à distance remise à l’échelle bornée de l’axe,
et la limite est une équation pour la vorticité potentielle, avec le laplacien de R4 agissant sur les

fonctions radiales ; en (b) la bôıte est centrée en xn, comme dans les variables (4.17) de l’Étape 3,
l’axe s’éloigne, et la limite est une équation pour la vorticité azimutale sur R2, avec diffusion dans
la seule variable radiale.

Étape 2 : le cas de l’axe à distance finie. Supposons que rn/λn ≤ A pour un certain A fixé,
comme sur la Figure 1(a). Dans cette étape nous prouvons que ∂RVn, ∂ZWn et Vn/R tendent vers
zéro en τ = −1, uniformément sur les compacts, et nous en déduisons une contradiction avec (4.1).

L’opérateur radial ∂RR + 3R−1∂R dans (4.7b) est le laplacien de R4 agissant sur les fonctions
radiales. Comme dans [33], nous considérons donc Ωn comme une fonction deX ∈ R4 avec |X| = R,
de sorte que (4.7b) tient à travers l’axe. Ces variables relevées ne sont utilisées que là où l’axe doit
être traversé, dans la forme distributionnelle de l’équation et dans les limites faible-* ; l’argument
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de compacité pour Ωn a lieu dans le demi-plan (R,Z). Nous définissons la dérive

Bn(X,Z, τ) =

(
X

R
Vn(R,Z, τ), Wn(R,Z, τ)

)
. (4.11)

Par les développements radiaux consignés dans la Section 3.1, Ωn, Fn, Vn/R etWn sont des fonctions
lisses de (R2, Z, τ), de sorte que Bn est lisse en (X,Z) à travers X = 0. Nous consignons l’identité

∇X

(
Vn
X

R

)
=
Vn
R

(
Id− X ⊗X

R2

)
+ ∂RVn

X ⊗X

R2
,

et notons que sa trace est égale à ∂RVn + 3Vn/R. Comme Vn s’annule en R = 0, nous avons
|Vn/R| ≤ sup |∂RVn| ; combinée à (4.6), cette estimation montre que les dérives Bn sont uni-
formément bornées et uniformément lipschitziennes en espace sur les intervalles de temps com-
pacts,12 comme le Lemme 3.3 l’exige de la dérive limite. Conjointement à l’identité de divergence
de (4.7a), la trace donne

divX,Z Bn =
2

R
Vn .

Comme {X = 0} est de mesure nulle, et comme tout terme de (4.7b) qui porte une dérivée est
lisse à travers cet ensemble, l’équation

∂τΩn + divX,Z(BnΩn) = ∆XΩn + δ2n∂ZZΩn + 2
Vn
R

Ωn + ∂ZFn +Gn (4.12)

tient presque partout dans les variables relevées, sur la préimage de Q sous (4.4), donc aussi au sens
des distributions là. Notons que le terme de force Gn = Gn(|X|, Z, τ) dans (4.12) n’intervient que
par son supremum, et satisfait |Gn| ≤ CMfλ

5
nδn → 0 sur cet ensemble, comme consigné après (4.8).

Soit K ⊂ {R > 0} un rectangle fermé dans le demi-plan. La seconde identité de (4.7a)
et les bornes de (4.6) peuvent être utilisées pour estimer les dérivées spatiales premières de Ωn

dans L∞(K), uniformément en n sur les intervalles de temps compacts dans (−∞,−1]. En util-
isant (4.7b), nous pouvons borner ∂τΩn dans W−2,p(intK), uniformément sur les intervalles de
temps compacts, pour tout p ∈ [1,∞), puisque tout terme de (4.7b) autre que ∂τΩn est au plus
deux dérivées d’une fonction bornée sur K uniformément en n.13 Un argument de compacité
standard donne alors, pour tout η > 0, une constante Cη (qui dépend aussi de K et p) telle que

∥F∥C0(K) ≤ η ∥F∥C0,1(K) + Cη ∥F∥W−2,p(intK) ,

pour tout F ∈ C0,1(K). En appliquant cette inégalité à Ωn(τ) − Ωn(τ
′), nous en déduisons que

les applications τ 7→ Ωn(τ) sont équicontinues à valeurs dans C0(K). Par Arzelà-Ascoli et une
extraction diagonale, nous arrivons à

Ωn → Ω∞ localement uniformément sur {R > 0, τ ≤ −1} . (4.13)

L’extrémité τ = −1 est incluse parce que toutes les estimations ci-dessus tiennent sur chaque
intervalle fermé [−T,−1].

Ensuite, nous prolongeons Ω∞ par zéro sur l’ensemble de mesure nulle {X = 0}, et affirmons
que la convergence tient aussi à travers l’axe, en ce sens que

Ωn → Ω∞ dans Lp
loc

(
R4 × R× (−∞,−1]

)
pour tout 1 ≤ p <∞ . (4.14)

En effet, pour τ ≤ −1 la borne (4.9) donne |Ωn| ≤ C uniformément en n, jusqu’à l’axe, et donc
|Ω∞| ≤ C aussi par (4.13), de sorte que le tube {|X| < ε}, dont la mesure est de l’ordre de ε4

(à Z et τ fixés), contribue peu à la norme Lp de Ωn − Ω∞ sur tout compact, uniformément en n

12La borne que nous obtenons est |Bn|+ |∇Bn| ≤ C|τ |−1/2 pour τ ≤ −1.
13Ici nous utilisons les bornes (4.6), (4.9), les bornes de dérivées premières sur Ωn qui viennent d’être établies,

l’estimation (4.10a), et l’annulation uniforme de Gn.
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; hors du tube, la convergence (4.13) est uniforme sur les compacts. Nous avons utilisé le même

raisonnement à l’Étape 1, pour la convergence Fn → 0 dans L1
loc.

Nous passons ensuite à la limite dans (4.12), et montrons que Ω∞ résout (4.15) ci-dessous au

sens faible. À cette fin, les bornes (4.6) nous permettent d’extraire des limites faible-* V etW de Vn
et Wn, sur les compacts du domaine spatio-temporel relevé. Comme X/R est une fonction bornée
indépendante de n, les dérives Bn définies en (4.11) convergent faible-* vers B = (V X/R,W ).
Ces dérives sont uniformément lipschitziennes en espace sur les intervalles de temps compacts, de
sorte que nous extrayons simultanément la limite faible-* des gradients ∇Bn, qui est le gradient
distributionnel de B. Les constantes de (4.6) ne dépendent pas de l’ensemble spatial compact, de
sorte que |B| + |∇B| ≤ CJ presque partout sur R4 × R × J , pour tout compact J ⊂ (−∞,−1).
Par Fubini, B(·, τ) ∈ W 1,∞(R4 × R) pour presque tout τ , avec la même borne, de sorte que (3.10)
tient avec ΛJ ≤ CJ . De plus, comme |X|−1 est localement intégrable en dimension quatre, φ/R
est intégrable pour tout φ ∈ C∞

c (R4 × R × (−∞,−1)), de sorte que la convergence faible-* de Vn
donne Vn/R → V/R dans les distributions. En passant à la limite dans divX,Z Bn = 2Vn/R on
obtient divX,Z B = 2V/R. La convergence faible-* de Bn contre la convergence forte (4.14) de Ωn,
conjointement à la borne uniforme |Vn/R| ≤ sup |∂RVn|, nous permet de passer à la limite dans les
produits de (4.12), tandis que δn → 0, Gn → 0 uniformément, et Fn → 0 dans L1

loc suppriment les
termes restants. Au vu de divX,Z B = 2V/R, la limite est l’équation du Lemme 3.3, sous la forme
divergence de sa note de bas de page, à savoir

∂τΩ∞ + B · ∇Ω∞ = ∆XΩ∞ sur R4 × R× (−∞,−1) . (4.15)

Comme δ2n|τ |−3/2+h ≤ δ2n pour τ ≤ −1, la borne (4.9) implique

|Ω∞(X,Z, τ)| ≤ Caxi|τ |−3/2−h .

Ainsi Ω∞ est borné sur R4 × R × J pour tout compact J ⊂ (−∞,−1), résout (4.15) dans les
distributions avec une dérive satisfaisant (3.10), et obéit à (3.13) avec κ = 3/2 + h. La dernière
assertion du Lemme 3.3, avec (m, d) = (5, 4), donne

Ω∞ = 0 .

Par (4.13), Ω∞ est continu sur {R > 0, τ ≤ −1}, de sorte qu’il s’annule en tout point de cet
ensemble, l’extrémité τ = −1 étant incluse.

En τ = −1, les bornes (4.6) rendent Vn(·,−1) etWn(·,−1) bornés dans C2 sur tout compact du
demi-plan fermé, avec une constante qui ne dépend pas du compact. En passant à une sous-suite
ultérieure, nous obtenons Vn(·,−1) → V 0 et Wn(·,−1) →W 0 dans C1 sur les compacts, avec V 0 et
W 0 bornés sur tout le demi-plan. En passant à la limite dans la première identité de (4.7a), nous
obtenons

∂RV
0 +

V 0

R
+ ∂ZW

0 = 0 ,

sur {R > 0}. Comme Ωn(·,−1) → 0 hors de l’axe, par (4.13) et Ω∞ = 0, et comme δn → 0 tandis
que ∂ZVn(·,−1) est borné, la seconde identité de (4.7a) donne

∂RW
0 = 0 ,

sur {R > 0}. Contrairement à [14], l’identité de vorticité ne donne que ∂RW
0 = 0, pas une

limite sans rotationnel ; à la place, la bornitude de V 0 remplace le théorème de Liouville. Comme
W 0 ne dépend pas de R, nous pouvons réécrire l’identité de divergence pour (V 0,W 0) comme
∂R(RV

0) = −R∂ZW 0(Z). En l’intégrant depuis l’axe, où RV 0 s’annule parce que V 0 est borné,
nous obtenons

V 0(R,Z) = −R
2
∂ZW

0(Z) .
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La bornitude de V 0 pour tout R ≥ 0 force ∂ZW
0 = 0, et alors aussi V 0 = 0, sur {R > 0}, donc

sur le demi-plan fermé par continuité. Comme la convergence vers V 0 et W 0 tient dans C1 sur les
compacts du demi-plan fermé, nous concluons que, uniformément sur tout un tel compact,

∂RVn(·,−1) → 0 , ∂ZWn(·,−1) → 0 , Vn(·,−1)/R→ 0 . (4.16)

Les convergences tiennent jusqu’à l’axe ; pour la dernière, c’est parce que Vn(R,Z,−1)/R =∫ 1
0 ∂RVn(σR,Z,−1) dσ pour R > 0, le membre de droite étant continu en R = 0.

Avec (4.16) en main, nous revenons aux points xn sélectionnés dans (4.1). Dans les vari-
ables (4.4), le point (xn, tn) a pour coordonnées (R,Z, τ) = (rn/λn, 0,−1), et (rn/λn, 0) appar-
tient au compact [0, A] × {0} pour tout n. Comme ∂R = λn∂r, ∂Z = µn∂z, R = r/λn, et
λ2n = λnδnµn = (−tn), les définitions (4.5) et la règle de châıne montrent que le membre de
gauche de (4.1) vaut

(−tn)
(
|∂rur|+

∣∣∣ur
r

∣∣∣+ |∂zuz|
)
(xn, tn) =

(
|∂RVn|+

∣∣∣Vn
R

∣∣∣+ |∂ZWn|
)( rn

λn
, 0,−1

)
,

les deux quotients étant prolongés continûment à l’axe. Comme la convergence (4.16) est uniforme
sur [0, A]×{0}, le membre de droite du dernier affichage tend vers zéro le long de la sous-suite, tandis
que son membre de gauche est borné inférieurement par c0 > 0. L’ansatz de contradiction (4.1)
échoue donc dans le cas de l’axe à distance finie.

Étape 3 : le cas de l’axe qui s’éloigne. Nous passons maintenant à l’autre alternative de l’Étape 1
: supposons que An = rn/λn → ∞, comme sur la Figure 1(b). Dans cette étape nous prouvons
que ∂RVn et ∂ZWn, pris maintenant dans les variables recentrées (4.17), tendent vers zéro au point
sélectionné, et que le terme restant (−tn)ur/r y est petit par (1.11) seul ; nous en déduisons une
contradiction avec (4.1).

L’argument suit l’Étape 2, avec la vorticité azimutale à la place de la vorticité potentielle et
sans axe à traverser. Nous zoomons maintenant autour du point sélectionné xn lui-même, dans les
variables (R,Z, τ) définies par

r = rn + λnR = λn(An +R) , z = zn + µnZ , t = (−tn)τ . (4.17)

Nous définissons Vn,Wn, Sn comme en (4.5), avec les mêmes préfacteurs et avec le point de (4.17)
comme argument. La vorticité azimutale remise à l’échelle est

Θn(R,Z, τ) = λ2nδn ωθ(r, z, t) = δ2n∂ZVn(R,Z, τ)− ∂RWn(R,Z, τ) , (4.18)

où (r, z, t) est le point (4.17). Comme λn, µn → 0 par (4.3), An → ∞ par hypothèse, et |xn| <
ρ < R∗, la préimage de Q sous (4.17), dont l’axe se trouve en R = −An, contient tout compact
donné de R2 × (−∞,−1] pour tout n assez grand dépendant de ce compact ; il en va de même de
la préimage de B(R∗) × (t∗, 0), sur laquelle (4.2) tient. Les bornes (4.6) sont inchangées, puisque
∂R = λn∂r et ∂Z = µn∂z comme en (4.4), et puisque (1.11) tient en tout point de Q. L’équation
de divergence (3.1d) et l’équation de vorticité azimutale (3.3) deviennent

∂RVn +
Vn

An +R
+ ∂ZWn = 0 , (4.19a)

et

∂τΘn + Vn∂RΘn +Wn∂ZΘn − Vn
An +R

Θn

=

(
∂RR +

1

An +R
∂R + δ2n∂ZZ − 1

(An +R)2

)
Θn +

1

An +R
∂Z(S

2
n) +Hn , (4.19b)

en tout point de la préimage de Q sous (4.17) avec An + R > 0, et avec Hn donné par (4.8b).
Par (4.18) et (4.6), sur la préimage de Q sous (4.17),

|Θn| ≤ Caxi

(
δ2n|τ |−1+h + |τ |−1−h

)
. (4.20)
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Ceci joue le rôle de (4.9) à l’Étape 2.
Comme (An +R)Sn = δn ruθ (voir (4.5c) et (4.17)), la borne de circulation (4.2) donne

|Sn| ≤ CΓ
δn

An +R

partout où le point défini en (4.17) appartient à B(R∗)× (t∗, 0), et An +R > 0.14

Soit K ⊂ R2 un rectangle fermé. L’identité (4.18) et les bornes de (4.6) peuvent être utilisées
pour estimer les dérivées spatiales premières de Θn dans L∞(K), uniformément en n sur les inter-
valles de temps compacts dans (−∞,−1]. En utilisant (4.19b), nous pouvons borner ∂τΘn dans
W−2,p(intK), uniformément sur les intervalles de temps compacts, pour tout p ∈ [1,∞), puisque
tout terme de (4.19b) autre que ∂τΘn est au plus deux dérivées d’une fonction bornée sur K

uniformément en n.15 L’argument de compacité de l’Étape 2, sans axe à traverser, donne alors

Θn → Θ localement uniformément sur R2 × (−∞,−1] .

Notre objectif suivant est de passer à la limite n→ ∞ dans (4.19) et (4.20), et de montrer que

Θ résout l’équation limite (4.21a) ci-dessous. À cette fin, comme par (4.6) les champs Vn etWn sont
uniformément bornés et uniformément lipschitziens en espace sur les intervalles de temps compacts,
nous extrayons des limites faible-* V,W de Vn,Wn sur les compacts de R2× (−∞,−1], ainsi que les
limites faible-* de leurs gradients spatiaux, qui sont les gradients distributionnels de V et W . Trois
termes de (4.19b) disparaissent dans la limite parce que l’axe s’éloigne. Sur un ensemble spatial
compact les facteurs (An + R)−1 et (An + R)−2 tendent uniformément vers zéro quand An → ∞,
tandis que Θn et ∂RΘn y sont bornés, uniformément en n sur les intervalles de temps compacts ;
donc les termes visqueux (An + R)−1∂RΘn et (An + R)−2Θn tendent uniformément vers zéro. La
source de tourbillon, écrite comme ∂Z(S

2
n/(An +R)), tend vers zéro dans les distributions, puisque

S2
n/(An + R) ≤ C2

Γδ
2
n/(An + R)3 par la borne sur Sn ci-dessus, et le membre de droite s’annule

uniformément quand n → ∞. Le terme δ2n∂ZZΘn tend de même vers zéro dans les distributions
parce que δn → 0. Rappelons, d’après la discussion qui suit (4.8), que le terme de force Hn → 0
uniformément. Le terme d’étirement −(An + R)−1VnΘn au membre de gauche de (4.19b) n’est
pas écarté dans la limite. Par (4.19a) il vaut Θn divR,Z(Vn,Wn), de sorte qu’au membre de gauche
de (4.19b) nous avons une divergence parfaite

Vn∂RΘn +Wn∂ZΘn − Vn
An +R

Θn = divR,Z

(
(Vn,Wn)Θn

)
.

En passant à la limite, en utilisant la convergence faible-* de (Vn,Wn) conjointement à la
convergence forte de Θn, et avec Vn borné et An → ∞ dans (4.19a), nous obtenons

∂τΘ+ V ∂RΘ+W∂ZΘ = ∂RRΘ , (4.21a)

∂RV + ∂ZW = 0 , (4.21b)

sur R2 × (−∞,−1). Pour τ ≤ −1, la borne

|Θ(R,Z, τ)| ≤ Caxi|τ |−1−h (4.21c)

est héritée de (4.20), puisque δ2n|τ |−1+h ≤ δ2n dans cette plage. Les termes autres que ∂τΘn au
membre de gauche de (4.19b) convergent dans les distributions vers divR,Z

(
(V,W )Θ

)
, et la dérive

limite est à divergence nulle, de sorte que le terme de transport dans (4.21a) est celui de la note de
bas de page du Lemme 3.3.

14Nous invoquons ici la borne de circulation plutôt que l’estimation de Sn dans (4.6), afin que les bornes sur uθ

n’interviennent dans cette section qu’en un seul endroit ; voir la Remarque 5.2.
15Ici nous utilisons les bornes (4.6) et (4.20), les bornes de dérivées premières sur Θn qui viennent d’être établies,

l’annulation uniforme de Hn, et la borne sur Sn qui vient d’être obtenue, appliquée à la source de tourbillon écrite
comme ∂Z(S

2
n/(An +R)), ce qui est possible puisque An +R ne dépend pas de Z.
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Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer le Lemme 3.3. Le champ limite Θ est continu
sur R2×(−∞,−1], étant une limite localement uniforme, et est borné sur R2×J pour tout compact
J ⊂ (−∞,−1). Comme les bornes de (4.6) ne dépendent pas de l’ensemble spatial compact, la dérive

limite (V,W ) appartient, comme à l’Étape 2, à W 1,∞(R2) pour presque tout τ , et satisfait (3.10)
sur tout intervalle de temps compact. La dernière assertion du Lemme 3.3, appliquée à (4.21) avec
(m, d) = (2, 1) et κ = 1 + h, donne donc

Θ = 0

sur R2 × (−∞,−1], par continuité. En particulier, Θ(·,−1) = 0.
En τ = −1, les bornes (4.6) rendent Vn(·,−1) et Wn(·,−1) bornés dans C2 sur tout compact

de R2. En passant à une sous-suite ultérieure, nous obtenons Vn(·,−1) → V 0 et Wn(·,−1) → W 0

dans C1 sur les compacts. Les limites V 0 et W 0 sont bornées sur R2 par la constante Caxi de (4.6),
qui ne dépend pas du compact. En passant à la limite dans l’identité de divergence (4.19a), dans
laquelle Vn/(An + R) → 0 uniformément sur les compacts puisque Vn est borné et An → ∞, nous
obtenons

∂RV
0 + ∂ZW

0 = 0 .

Comme Θn(·,−1) → Θ(·,−1) = 0 localement uniformément, et comme δn → 0 tandis que ∂ZVn est
borné, l’identité (4.18) donne

∂RW
0 = 0 ,

de sorte que W 0 = W 0(Z). En intégrant l’identité de divergence ∂RV
0 + ∂ZW

0 = 0 en R, nous
obtenons

V 0(R,Z) = −R∂ZW 0(Z) + V 0(0, Z) .

Comme à l’Étape 2, la bornitude de V 0 pour tout R ∈ R force ∂ZW
0 = ∂RV

0 = 0. Comme la
convergence en τ = −1 tient dans C1 sur les compacts, nous obtenons

∂RVn(0, 0,−1) → 0 , ∂ZWn(0, 0,−1) → 0 . (4.22)

Pour conclure, nous comparons (4.22) à la sélection (4.1). Dans les variables de (4.17) le point
(xn, tn) est (0, 0,−1), et la règle de châıne donne

(−tn) ∂rur(xn, tn) = ∂RVn(0, 0,−1) , (−tn) ∂zuz(xn, tn) = ∂ZWn(0, 0,−1) .

Ainsi, les premier et troisième termes du membre de gauche de (4.1) tendent vers zéro par (4.22).
Pour le second terme aucun argument de limite n’est nécessaire : comme An → ∞, nous avons
rn > 0 pour tout n assez grand, et (1.11) donne

(−tn)
∣∣∣∣ur(xn, tn)rn

∣∣∣∣ ≤ C
λn
rn

=
C

An
→ 0 . (4.23)

Le membre de gauche de (4.1) tend donc vers zéro le long de la sous-suite, ce qui contredit la borne
inférieure c0 > 0 dans le cas de l’axe qui s’éloigne également, concluant ainsi la preuve de (1.13). □

5. Le critère de régularité locale

Dans cette section nous montrons que la petitesse relative fournie par la Proposition 1.5, con-
jointement à l’anneau régulier du Lemme 3.2, rend (0, 0) régulier, ce qui prouve le Théorème 1.3.

Lemme 5.1 (La petitesse des quantités méridiennes implique la régularité). Soit (u, π)
une solution faible convenable axisymétrique de (1.2) sur Q, lisse sur les compacts de Q, avec une
force axisymétrique satisfaisant (1.5) ; les bornes (1.11) ne sont pas supposées. Supposons que

lim
t↑0

(−t)Gρ0(t) = 0 (5.1)
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tienne pour un certain ρ0 ∈ (0, 1), avec Gρ0 défini comme en (1.12). Alors (0, 0) est un point
régulier.

Preuve du Lemme 5.1. Nous fixons un anneau régulier pour u à l’intérieur de B(ρ0), comme
dans le Lemme 3.2 appliqué avec R1 = 0 et R0 = ρ0 : sur l’anneau cylindrique {R− < |x| <
R+} × (t0, 0) la vitesse u, ainsi que ∇u et ∇2u, est bornée. Nous fixons ensuite des rayons R− <
ρ < R∗ < R+ et une troncature radiale lisse χ supportée dans B(R∗), égale à un sur B(ρ), dont les
dérivées sont supportées dans l’anneau cylindrique. Dans toute la preuve, C désigne une constante
qui ne dépend que de χ, deMf , des bornes sur u sur l’anneau cylindrique, mais jamais du paramètre
η choisi à la fin de la preuve. En particulier, tout terme dans lequel une dérivée tombe sur χ est
borné par une telle constante, puisque son support est dans l’anneau cylindrique. Enfin, les normes
sans domaine spécifié sont prises sur R3, les champs localisés étant prolongés par zéro.

Nous écrivons G(t) = Gρ0(t), et pour chaque η > 0 nous fixons tη ∈ (t0, 0) assez proche de zéro
pour que

G(t) ≤ η

(−t)
sur (tη, 0) . (5.2)

Comme B(R∗) ⊂ B(ρ0), les quatre quantités de (1.12) sont bornées par G sur B(R∗) ; en particulier
|ur/r| ≤ G là. La vitesse azimutale uθ, de plus, s’annule sur l’axe, et est bornée sur ∂B(R∗)×(t0, 0)
et aussi sur la tranche temporelle initiale B(R∗) × {tη}. Par l’équation du tourbillon (3.1c), la
fonction ψ = (−t)ηuθ satisfait

∂tψ + b · ∇ψ −∆ψ +
(
r−2 +

ur
r

+
η

(−t)

)
ψ = (−t)ηfθ ,

où b = urer+uzez est la vitesse méridienne. Par (5.2), le coefficient d’ordre zéro est donc au moins
r−2 ≥ 0 sur B(R∗) × (tη, 0), et la source est bornée par Mf . Comme ∆ = ∂2r + r−1∂r + ∂2z sur
les scalaires axisymétriques, cette équation est de la forme (3.7) avec k = 1. Le coefficient r−2 est

singulier sur l’axe, mais ψ s’y annule, et pour tout s ∈ (tη, 0) elle est continue sur B(R∗)× [tη, s] et
lisse hors de l’axe. Comme dans la preuve du Lemme 3.2, en invoquant le Lemme 3.1 nous obtenons
une borne pour |ψ|, uniformément en s, par ses valeurs au temps tη et sur ∂B(R∗) × [tη, 0), plus
Mf |tη|. C’est-à-dire qu’il existe une constante Cη > 0 telle que |ψ| ≤ Cη sur B(R∗)× (tη, 0), et

W (t) := ∥uθ(·, t)∥L∞(B(R∗))
≤ Cη(−t)−η , tη < t < 0 . (5.3)

Nous posons
Y (t) = ∥χω(·, t)∥2L2 , M(t) = ∥χ∇ω(·, t)∥2L2 ,

où ω = curlu. En prenant le rotationnel de (1.2), nous obtenons

∂tω + u · ∇ω −∆ω = ω · ∇u+ curl f ,

et nous testons cette équation contre χ2ω. Les termes de transport et de diffusion produisent alors
1
2

d
dtY et M , à des erreurs de troncature près qui sont bornées par C. Le terme de force, quant à

lui, est borné par C ∥curl f∥L∞ Y 1/2 ≤ C(Y + 1), et nous arrivons à

1

2

d

dt
Y +M ≤

∫
χ2(ω · ∇u) · ω dx+ C(Y + 1) . (5.4)

Borner le terme d’étirement requiert deux bornes elliptiques, que nous consignons ensuite. Comme
div b = 0 et curl b = ωθeθ, les identités ∥∇v∥2L2 = ∥ curl v∥2L2 + ∥ div v∥2L2 et ∥∇2v∥2L2 =

∥∇ curl v∥2L2 + ∥∇ div v∥2L2 , valables pour v lisse à support compact, appliquées à χu et à χb,
donnent

∥∇(χu)∥L2 + ∥χ∇b∥L2 ≤ C(Y + 1)1/2 , (5.5a)∥∥χ∇2b
∥∥
L2 ≤ C(M + 1)1/2 . (5.5b)
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La seconde inégalité utilise aussi |∇(ωθeθ)| ≤ |∇ω|, qui découle de l’identité du gradient cartésien
pour un champ vectoriel axisymétrique,

|∇ω|2 =
∑

◦∈{r,θ,z}

(
|∂rω◦|2 + |∂zω◦|2

)
+
ω2
r + ω2

θ

r2
. (5.6)

En particulier, nous notons que les termes d’axe ω2
r/r

2 et ω2
θ/r

2 font partie de la dissipation.
Dans le repère cylindrique, avec ωr = −∂zuθ et ωz = ∂ruθ + uθ/r, le terme d’étirement s’écrit

(ω · ∇u) · ω = (∂rur)ω
2
r +

ur
r
ω2
θ + (∂zuz)ω

2
z + (∂zur + ∂ruz)ωrωz − 2

uθ
r
ωrωθ . (5.7)

Après multiplication par χ2 et intégration, les trois premiers termes du membre de droite de (5.7),
et le terme contenant ∂zur, sont tous bornés par C GY , leurs coefficients étant les quatre quantités
de la définition en (1.12). Pour le terme contenant ∂ruz nous intégrons par parties en z en utilisant
que ωr = −∂zuθ, et arrivons à

I :=

∫
χ2(∂ruz)ωrωz dx = −

∫
χ2(∂ruz)(∂zuθ)ωz dx =

∫
uθ ∂z

(
χ2(∂ruz)ωz

)
dx . (5.8)

La borne (5.3) nous permet d’estimer le tourbillon dans L∞. Le terme contenant ∂zχ est borné par
C, comme noté au début de la preuve, tandis que pour les deux autres termes, (5.5) conjointement
à |∂z∂ruz| ≤ |∇2b| et |∂ruz| ≤ |∇b| donne

|I| ≤ C +W ∥χ∂z∂ruz∥L2 ∥χωz∥L2 +W ∥χ∂ruz∥L2 ∥χ∂zωz∥L2

≤ C + CW (M + 1)1/2Y 1/2 + CW (Y + 1)1/2M1/2

≤ 1
4M + C(W 2 + 1)(Y + 1) . (5.9)

Revenant à (5.7), il reste donc à borner le dernier terme, qui contient ωr/r. En utilisant (5.6) nous
obtenons

2

∣∣∣∣∫ χ2uθ
r
ωrωθ dx

∣∣∣∣ ≤ 2W ∥χωr/r∥L2 ∥χωθ∥L2 ≤ 2WM1/2Y 1/2 ≤ 1
4M + 4W 2Y . (5.10)

En insérant (5.9) et (5.10) dans (5.4), en absorbant 1
2M dans le membre de gauche, nous avons

donc montré qu’il existe C∗ ≥ 1, qui ne dépend que de χ, de Mf , et des bornes sur u sur l’anneau
cylindrique, tel que

d

dt
Y +M ≤ C∗

(
G+W 2 + 1

)
(Y + 1) . (5.11)

À ce stade nous fixons η = 1/(16C∗) ≤ 1/16 ; ce choix est permis parce que C∗ a été fixé avant
que η ne soit choisi. En combinant (5.11) aux bornes (5.2) et (5.3), l’inégalité de Grönwall donne

Y (t) + 1 ≤
(
Y (tη) + 1

)
exp

(∫ t

tη

( C∗η

(−s)
+

C∗C
2
η

(−s)2η
+ C∗

)
ds

)
≤ C ′

η(−t)−C∗η

pour tout t ∈ (tη, 0), pour une constante convenable C ′
η > 0. Notons que Y (tη) est finie puisque u

est lisse au temps tη. La première inégalité de (5.5) et l’inégalité de Sobolev donnent alors

∥u(·, t)∥L6(B(ρ)) ≤ ∥χu(·, t)∥L6(R3) ≤ C ∥∇(χu)(·, t)∥L2 ≤ C ′′
η (−t)−C∗η/2

pour tout t ∈ (tη, 0). Comme 2C∗η = 1/8 < 1, cette borne implique la condition locale de
Ladyzhenskaya-Prodi-Serrin

u ∈ L4(tη, 0;L
6(B(ρ))) ,

au couple d’exposants frontière 3/6 + 2/4 = 1. Par conséquent ∥u∥L4(−r2,0;L6(B(r))) tend vers zéro

quand r ↓ 0, pour r ≤ min{ρ, (−tη)1/2}. Le critère intérieur de Gustafson, Kang et Tsai [28,
Théorème 1.1(i), avec p∗ = 6 et q = 4], appliqué, comme dans la preuve du Lemme 3.2, au point
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central supérieur (0, 0) au couple de la note de bas de page 2, dont la force bornée appartient à

l’espace de Morrey paraboliqueM2,2 de [28, Équation (6)], borne donc u sur un cylindre rétrograde
à l’origine : (0, 0) est un point régulier. □

Preuve du Théorème 1.3. La Proposition 1.5 avec ρ = 1/2 donne (5.1) avec ρ0 = 1/2, et le
Lemme 5.1 rend (0, 0) régulier. □

Enfin, nous précisons un commentaire que nous avons évoqué dans la Remarque 1.4(c).

Remarque 5.2 (Les bornes méridiennes suffisent). Le Théorème 1.3 reste valable
si (1.11) est imposée sur ur et uz seulement, sans borne sur uθ ni sur ses dérivées. En effet,
le Lemme 5.1 n’utilise pas (1.11), et la Section 4 n’utilise les bornes sur uθ qu’en un seul en-
droit, l’estimation (4.10b), dont le rôle est de borner la source de tourbillon Fn = S2

n/R
2 près de

l’axe ; le summand Sn de (4.6) n’est utilisé nulle part ailleurs. Nous le remplaçons comme suit.
Comme ur s’annule sur l’axe, la borne sur ∂rur de (1.11) donne |ur/r| ≤ Caxi(−t)−1 sur B(1), de
sorte que pour un N ≥ Caxi fixé la fonction (−t)Nuθ résout l’équation affichée dans la preuve du
Lemme 5.1, avec N à la place de η, dans laquelle le coefficient d’ordre zéro r−2 + ur/r +N(−t)−1

est au moins r−2, et la source est bornée par Mf . De plus, u est bornée sur ∂B(R∗) × (t∗, 0),
puisque le rayon R∗ et le temps t∗ de la Section 4 sont ceux du Lemme 3.2. Alors, le Lemme 3.1,
appliqué comme dans la preuve du Lemme 5.1 avec t∗ à la place de tη, donne |uθ| ≤ CN (−t)−N

sur B(R∗)× (t∗, 0), avec R∗ et t∗ comme dans la Section 4. Dans les variables de l’Étape 1 cela se

lit |Sn| ≤ Kn := CN (−tn)1/2+h−N sur les compacts de la tranche −T ≤ τ ≤ −1, pour n grand, et
conjointement à (4.10a), |RSn| ≤ Dn := CΓδn, cela donne, pour tout L > 0,∫ L

0
FnR

3 dR ≤
∫ L

0
min{K2

nR,D
2
n/R} dR ≤ D2

n

(
1
2 + log+

LKn

Dn

)
≤ CL,N (−tn)2h

(
1 + | log(−tn)|

)
→ 0 , (5.12)

où log+ a = max{0, log a} et CL,N dépend aussi de CΓ. Ainsi Fn → 0 dans L1
loc des variables

relevées de (4.12), ce qui est tout ce que requiert le passage à la limite dans ∂ZFn, tandis que

l’argument de compacité pour Ωn à l’Étape 2 est mené hors de l’axe, où Fn ≤ D2
n/R

4 est borné.
Le reste de la preuve est inchangé.

Appendix A. Propriétés de la construction d’OpenAI

Le manuscrit d’OpenAI [43] construit une solution des équations de Navier-Stokes forcées
qu’il affirme être singulière en (x, t) = (0, 1) dans sa propre variable temporelle ; c’est-à-dire
en (0, 0) après le décalage temporel de cet article (1.1). Nous ne vérifions pas la construction

de [43]. À la place, cette annexe déduit, d’énoncés imprimés dans le manuscrit d’OpenAI, trois
propriétés du champ de vitesse de la construction d’OpenAI. L’Affirmation A.1 est l’axisymétrie
exacte de la vitesse sur un cœur qui se contracte, qui est l’hypothèse (1.8) du Théorème 1.1.
L’Affirmation A.2 est l’ensemble des bornes anisotropes sur la moyenne angulaire, qui est
l’hypothèse (1.7). L’Affirmation A.3 est l’annulation exacte de la vitesse méridienne sur un
ouvert fixe conjointement aux valeurs sur l’axe, les deux propriétés que la Remarque 2.6 demande
à une solution. Aucune de ces affirmations n’est imprimée dans le manuscrit d’OpenAI sous la
forme sous laquelle nous l’énonçons : chacune est déduite de définitions et d’énoncés qui y sont
imprimés, et la justification qui suit chaque affirmation donne cette déduction, en citant chaque
ingrédient utilisé. Nous écrivons que le manuscrit énonce un fait seulement lorsqu’il est imprimé à
l’endroit cité, et qu’un fait s’ensuit lorsque nous le déduisons.
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A.1. Coordonnées, notation, et décomposition de la vitesse. Temps, les exposants,
et les coordonnées de similarité. Le manuscrit d’OpenAI écrit τ = 1 − t pour le temps jusqu’à la
singularité dans sa propre variable temporelle. Après le décalage (1.1) le temps jusqu’à la singularité
est −t, et avec x écrit dans les coordonnées cylindriques de la Section 1.2 nous posons

τ := −t , x = (r cos θ, r sin θ, z) ,

A :=
1

2
+ h , D :=

1

2
− h , A+D = 1 , 0 < h <

1

100
. (A.1a)

Toute formule écrite en τ ci-dessous se lit donc de la même façon dans la variable temporelle de
l’article et dans celle du manuscrit, tandis que les énoncés cités du manuscrit sont dans sa propre
variable temporelle. L’exposant h est fixé par la construction, et A, D, et la borne sur h sont la
notation de [43, p. 7, Théorème 3.1, p. 15, et Théorème 4.6, p. 32]. Le manuscrit travaille dans les
coordonnées de similarité

q − z2q2h = τ , η =
z

qD
, X =

r2

2q
, q > 0 , −1 < η < 1 , (A.1b)

qui satisfont, avec une constante C0 ne dépendant que des paramètres de la construction,

τ ≤ q ≤ C0

(
τ + |z|1/D

)
, q ≍ τ + |z|1/D . (A.1c)

Le manuscrit énonce τ = q(1− η2), z = qDη, et X = r2/(2q) en [43, équation (4.1), p. 24], avec les
plages q > 0 et −1 < η < 1 en [43, équation (3.2), p. 7] ; il énonce en [43, p. 7] que q − z2q2h = τ ,

que cette équation détermine q = q(z, τ) de façon unique, et que q ≍ τ + |z|1/D ; et il énonce la
borne supérieure de (A.1c) avec la constante C0 en [43, équation (10.3), p. 118]. Comme |η| < 1,

la relation τ = q(1 − η2) donne q ≥ τ ; cette inégalité est imprimée en [43, p. 114, Étape 1].
Notons que q et η ne dépendent pas de r. Nous notons Cτ la région que le manuscrit appelle son
cœur, c’est-à-dire l’ensemble des points dont les coordonnées de similarité au temps −τ satisfont
0 ≤ X ≤ Xc et |η| ≤ ηc, avec les constantes Xc > 0 et 0 < ηc < 1 fixées en [43, p. 8].

Le champ local et le champ final. Le manuscrit d’OpenAI construit d’abord une vitesse locale uloc
et une pression locale πloc sur le domaine Ω∗, sous la forme

Ω∗ := {(x, t) : τ > 0 , q < q∗} , uloc = curlA+Beθ sur Ω∗ , (A.2)

où q∗ > 0 est une constante de la construction, A est un potentiel vectoriel, et B est un scalaire
indépendant de θ [43, Théorème 3.1 et sa partie (i) avec l’équation (3.3), p. 15, et l’équation (9.21),
p. 115]. Le manuscrit écrit ces deux champs A et B, et la seconde de ces lettres est la dérive de la
Section 4 dans l’article. La vitesse et la pression finales sont

u = curl(χxχtA) + χxχtBeθ = χxχtuloc +∇(χxχt)×A , π = χxχtπloc , (A.3)

où χx est une troncature axisymétrique en espace et χt une troncature en temps, toutes deux égales
à un près de (0, 1) [43, équation (10.4) et l’affichage qui la suit, p. 118, et Section 3.5, p. 16]. En
conséquence, nous fixons une fois pour toutes R0 > 0 et τ0 > 0 tels que

χx = 1 sur B(R0) , χt = 1 pour 0 < τ < τ0 , C0

(
τ0 +R

1/D
0

)
<
q∗
2
. (A.4)

Comme χxχt est alors identiquement un sur B(R0) × (−τ0, 0), son gradient y est nul, de sorte
que les champs finaux cöıncident avec les champs locaux par (A.3) : (u, π) = (uloc, πloc) sur
B(R0)× (−τ0, 0). Par (A.1c) ce cylindre est contenu dans {q < q∗/2}, donc dans Ω∗. Un tel choix
est possible : le manuscrit énonce en [43, p. 118] que χx = 1 pour r ≤ r0/2 et |z| ≤ z0/2, que

χt = 1 pour 0 ≤ 1 − t ≤ τ∗/2, et que C0(τ∗ + z
1/D
0 ) < q∗/2, où r0, z0 et τ∗ sont les constantes

positives choisies à cette page, le manuscrit écrivant τ0 pour celle que nous appelons τ∗ ; tout
R0 ≤ min{r0, z0}/2 et tout τ0 ≤ τ∗/2 feront alors l’affaire, puisque 1/D > 0. Toutes les normes ci-
dessous sont des normes spatiales L∞ sur B(R0) des champs finaux au temps −τ , avec 0 < τ < τ0,
et les constantes peuvent dépendre de R0 et τ0.
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Les trois régions radiales. Les seuils radiaux de la construction d’OpenAI sont

0 < Xa < Xb , 0 < Xa < Xext <∞ , (A.5)

la première paire étant produite en [43, Théorème 4.6, pp. 32–33], dont la partie (ii) énonce que le
profil de contrainte T0 s’annule pourX ≤ Xa et pourX ≥ Xb et est non nul pour toutXa < X < Xb,
et la seconde paire en [43, Théorème 3.1, p. 15], avec Xext fixé au-delà des supports de toutes les

corrections en [43, p. 116, Étape 4]. Nous appelons région extérieure l’ensemble {X ≥ Xext}. Le
manuscrit énonce que dans la région extérieure le résidu de quantité de mouvement du couple local
(uloc, πloc) s’annule identiquement et que

A = 0 , B = K(r, τ) , K(r, τ) = r−1−2hHext(τ/r
2) , (A.6)

où K résout l’équation de la chaleur radiale du tourbillon et Hext est lisse sur [0,∞) avec toute
dérivée fixée bornée [43, équation (3.5), p. 15] ; les mêmes deux identités sont énoncées en [43,

p. 116, Étape 4]. Comme A s’annule sur l’ouvert {X > Xext}, il s’ensuit de (A.2) que uloc =
K(r, τ)eθ là ; le manuscrit l’énonce en mots en [43, p. 119].

La décomposition de la vitesse. Nous notons P la moyenne angulaire de (1.4), qui moyenne les
coefficients cylindriques en θ ; c’est l’opérateur ⟨·⟩θ du manuscrit d’OpenAI [43, équation (3.7),
p. 17], qui commute avec l’évaluation de la variable auxiliaire parce que cette évaluation ne dépend
que de (r, t) [43, équation (6.3), p. 63, et p. 117]. Notons uB la vitesse de fond de la construc-
tion d’OpenAI, que le manuscrit énonce faire partie d’un couple de champs axisymétriques lisses
(uB, pB) avec div uB = 0 [43, Proposition 5.5, p. 60], et soit

v := Pu , w := u− v , m := v − uB , de sorte que u = uB +m+ w , Pw = 0 .
(A.7)

Ainsi v et w sont la moyenne angulaire et la partie non axisymétrique de la Section 1.2, et m est
la correction qui sépare la moyenne angulaire du fond. Comme uB est axisymétrique, PuB = uB
et Pm = m. Le manuscrit construit uloc à partir de uB et de corrections de deux sortes, et
nous utilisons ses noms pour elles : les corrections moyennes, dont les coefficients cylindriques
sont indépendants de θ [43, Définition 6.4, p. 69], et les corrections d’onde, qui portent les phases
oscillatoires [43, équation (6.27) et Définition 6.5, p. 70] et dont la moyenne angulaire s’annule [43,
équation (9.7), p. 106]. Toutes deux sont supportées dans l’anneau fermé Xa ≤ X ≤ Xb de (A.5),
et le manuscrit les appelle annulaires [43, pp. 115 et 117].

A.2. Axisymétrie exacte sur un cœur qui se contracte. La première affirmation est
l’hypothèse (1.8) du Théorème 1.1, avec ρ(t) = c

√
−t ; voir le point (c) de la Remarque 1.2.

Affirmation A.1 (Axisymétrie exacte sur un cœur qui se contracte). Soient R0, τ0
comme en (A.4), soit Xa comme en (A.5), et soit

0 < c <
√

2Xa , τ0(c) := min{τ0, R2
0/c

2} . (A.8)

Alors la vitesse u de la construction d’OpenAI, sa moyenne angulaire v, et la vitesse de fond uB
de (A.7) satisfont

u = v = uB sur B(c
√
τ)× {−τ} , 0 < τ < τ0(c) . (A.9)

De plus w(·, t) = 0 sur B(c
√
−t) pour tout t ∈ (−1, 0), ce qui est (1.8) avec ρ(t) = c

√
−t.

Justification de l’Affirmation A.1. Les ingrédients sont les énoncés suivants du manuscrit
d’OpenAI : les coefficients moyens sont indépendants de θ et sont supportés dans Xa ≤ X ≤ Xb [43,
Définition 6.4 et équation (6.24), p. 69] ; les amplitudes d’onde sont indépendantes de θ et sont sup-
portées dans la même coquille [43, équations (6.28)–(6.29) et Définition 6.5, p. 70] ; les incréments
de vitesse d’onde sont des rotationnels de potentiels supportés dans cette coquille, et la correction
de vitesse moyenne est la somme d’un rotationnel d’un potentiel azimutal, construit au moyen de
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la primitive radiale à support compact Ic de [43, équation (8.4) avec le Lemme 8.2, p. 90], qui
s’annule pour X ≤ Xa et pour X ≥ Xb, et d’un champ azimutal direct dont le coefficient est
supporté dans la même coquille [43, Définition 9.4 et équation (9.9), p. 106], de sorte que tous les
représentants annulaires s’annulent dans un voisinage de l’axe à chaque t < 1 [43, p. 115] ; et le
fond (uB, pB) est un couple de champs axisymétriques lisses [43, Proposition 5.5, p. 60].

Soit 0 < τ < τ0(c) et |x| < c
√
τ . Comme τ < R2

0/c
2 nous avons c

√
τ < R0, de sorte que

x ∈ B(R0) et u = uloc en (x,−τ) par (A.4). De plus r ≤ |x| < c
√
τ , et q ≥ τ par (A.1c), de sorte

que

X =
r2

2q
<
c2τ

2q
≤ c2

2
< Xa ,

la dernière inégalité par (A.8). En de tels points toute correction moyenne et toute correction
d’onde s’annulent, donc m = w = 0 dans (A.7) et la vitesse est le fond uB, qui est axisymétrique.
Cela prouve (A.9).

La restriction τ < τ0(c) n’intervient que par l’égalité u = uloc, et l’annulation de w n’en a pas
besoin. Soit t ∈ (−1, 0) et τ = −t. Le calcul ci-dessus donne X < Xa sur B(c

√
τ) pour un tel

τ , de sorte qu’aux points de cette boule qui appartiennent à Ω∗ les potentiels A et B sont ceux
du fond et sont indépendants de θ. Par (A.3) la vitesse finale sur cette boule est le rotationnel de
χxχtA plus χxχtBeθ, où χx est axisymétrique, étant une fonction lisse de r2 et z [43, p. 118], χt

est une fonction de t, et le support de χxχt est contenu dans Ω∗ [43, p. 118] ; un rotationnel d’un
champ axisymétrique est axisymétrique, et la vitesse finale s’annule hors du support de χxχt. Donc
w(·, t) = 0 sur B(c

√
−t) à tout t ∈ (−1, 0).

Le manuscrit d’OpenAI énonce toutes les corrections annulaires s’annulent près de l’axe pour
chaque t < 1 fixé [43, p. 117], les corrections annulaires s’annulent dans la région de similarité
intérieure fixée [43, p. 124], et, à un rayon fixé Xin ∈ (0, Xa), toutes les corrections annulaires

s’y annulent [43, p. 116, Étape 5]. L’annulation sur tout l’ensemble {X < Xa}, et avec elle
l’axisymétrie de la vitesse finale sur le cœur, est ce que nous déduisons ci-dessus. □

A.3. Les bornes anisotropes sur la moyenne angulaire. La seconde affirmation est
l’hypothèse (1.7) du Théorème 1.1, avec l’exposant h de la construction d’OpenAI ; voir le point (b)
de la Remarque 1.2. Le Théorème 1.1 permet 0 < h < 1/2, de sorte que la plage 0 < h < 1/100
de (A.1a) est admissible dans le Théorème 1.1.

Affirmation A.2 (Bornes anisotropes sur la moyenne angulaire). Soient A,D, h comme
en (A.1a), soient R0, τ0 comme en (A.4), et soit βr = 1

2 et βθ = βz = A. Il existe une constante
C > 0, dépendant de R0, de τ0, et des paramètres de la construction d’OpenAI (mais pas de τ),
telle que les composantes cylindriques vj de la moyenne angulaire v = Pu de la vitesse construite
dans [43] satisfont∥∥∥∂ar ∂bzvj(·,−τ)∥∥∥

L∞(B(R0))
≤ Cτ−βj−a/2−bD , j ∈ {r, θ, z} , a+ b ≤ 2 , 0 < τ < τ0 . (A.10)

Comme D = 1
2 − h, ce sont les bornes (1.7) sur le cylindre B(R0)× (−τ0, 0) (et donc sur Q après

le changement d’échelle de la Section A.6), avec les longueurs ℓr = τ1/2 et ℓz = τ1/2−h de (1.10).

Justification de l’Affirmation A.2. Le manuscrit d’OpenAI énonce ses bornes séparément
pour le fond et pour les corrections de chaque étape, et nous assemblons à partir d’elles une borne
sur la moyenne angulaire de la vitesse finale. Par (A.4) nous avons u = uloc sur B(R0)× (−τ0, 0),
et par (A.7) nous avons v = uB + m là ; nous bornons uB et m tour à tour. Deux réductions
servent les deux étapes.

Premièrement, là où les dérivées cartésiennes d’un champ sont bornées uniformément en τ , les
dérivées cylindriques de (A.10) le sont aussi. Le repère (er, eθ, ez) ne dépend que de θ, donc est
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constant le long des rayons radiaux, de sorte que (er · ∇)ej = 0 et

∂ar ∂
b
zgj =

(
(er · ∇)a∂bzg

)
· ej en tout point avec r > 0

pour tout champ vectoriel lisse g et tout j ∈ {r, θ, z}. Le membre de droite est une combinaison,
avec pour coefficients les composantes du vecteur unitaire er, des dérivées cartésiennes de g d’ordre
a + b ; comme l’axe est de mesure nulle, cela donne ∥∂ar ∂bzgj∥L∞(S) ≲ ∥g∥Ca+b(S), axe inclus, sur

tout ensemble S ⊂ B(R0) invariant par rotations autour de l’axe. La même borne vaut pour
∂ar ∂

b
z(Pg)j , puisque (Pg)j est la moyenne de gj en θ (voir la Section 1.2), et que cette moyenne

commute avec ∂r et ∂z. Comme q est une fonction de (z, τ) seule, les ensembles B(R0) ∩ {q < c}
et B(R0) ∩ {q ≥ c}, c > 0, auxquels nous appliquons cela ci-dessous, sont de ce type. Comme la
norme de Ca+b ne distingue pas ∂r de ∂z, et comme une composante cartésienne mélange gr avec
gθ, dont les exposants βr et βθ diffèrent, les taux de (A.10) ne passent pas par cette réduction :
nous ne l’utilisons que pour les champs dont les dérivées cartésiennes d’ordre au plus deux sont
bornées uniformément en τ , et nous obtenons les bornes avec taux aux Étapes 1 et 2 directement
pour les composantes cylindriques de uB et de m.

Deuxièmement, les bornes citées ci-dessous sont énoncées dans le manuscrit d’OpenAI quand
q ↓ 0, et nous devons couvrir tout le cylindre. Par (A.4) nous avons q < q∗/2 sur B(R0)×(−τ0, 0), et
pour tout q1 ∈ (0, q∗/2) le manuscrit énonce que toute dérivée spatio-temporelle cartésienne de A,
Beθ et πloc est bornée jusqu’au temps d’explosion sur les compacts spatiaux avec q1 ≤ q ≤ q∗/2 [43,
Théorème 3.1(ii), p. 15], donc toute telle dérivée de u l’est par (A.2) et (A.4), et par conséquent, par

la première réduction, tout ∂ar ∂
b
zvj l’est aussi. Comme τ−βj−a/2−bD ≥ τ

−βj−a/2−bD
0 pour 0 < τ < τ0,

une quantité bornée obéit à (A.10), de sorte que (A.10) tient là où q ≥ q1. Seule la région q < q1
reste, et l’Étape 2 fixe la valeur de q1.

Étape 1 : le fond. Le manuscrit d’OpenAI énonce les taux de son champ dominant u(0) sur la région

Cτ , ∥u(0)θ ∥ ≍ ∥u(0)z ∥ ≍ τ−A et ∥u(0)r ∥ = O(τ−1/2) [43, p. 8], et, sur un élargissement radial fixe de
l’anneau fermé Xa ≤ X ≤ Xb et quand q ↓ 0, que les composantes cylindriques ur,B, uθ,B, uz,B de

uB sont telles que qAuθ,B, q
Auz,B et q1/2ur,B diffèrent de leurs profils dominants de O(q2h) en toute

composition fixée des dérivées q∂q, ∂X , ∂η [43, équation (5.42), p. 60], ces profils étant bornés sur cet
élargissement avec toute dérivée fixée en (X, η) [43, Théorème 4.6(i), p. 33]. Pour la composante
radiale nous n’utilisons que la dernière ligne de [43, équation (5.42), p. 60], qAur,B = O(qh) au

même sens, ce qui donne βr =
1
2 puisque A− h = 1

2 . Par (A.1b), sur les fonctions de (q,X, η) nous

avons ∂r = (2X/q)1/2∂X et ∂z = q−DL−1
(
2ηq∂q − 2ηX∂X +(1− η2)∂η

)
, où L = 1− 2hη2 ≥ 1− 2h,

de sorte que la conversion en dérivées physiques d’une composante cylindrique coûte q−1/2 par ∂r
et q−D par ∂z [43, équation (5.26), p. 55]. Entre l’axe et l’anneau élargi les mêmes bornes suivent,
en utilisant r2 = 2Xq, du développement [43, équation (5.1), p. 46], dans lequel le terme d’ordre n

a chacun de qA−2nhuz,n, q
A+1/2−2nhuθ,n/r et q1−2nhur,n/r qui est un profil lisse en (X, η) jusqu’à

X = 0 [43, Théorème 4.6(i), p. 33, et équation (5.17), p. 52], et du reste [43, équations (5.34)–(5.35),
pp. 57–58], qui au-delà d’un ordre assez grand est borné en toute dérivée cartésienne d’ordre au plus
deux et est couvert par la première réduction. Dans la région extérieure X ≥ Xext les corrections
s’annulent, puisqueXext est au-delà de leurs supports, de sorte que uB = uloc = K(r, τ)eθ par (A.6),
et les bornes suivent de [43, équation (3.5), p. 15] avec [43, équations (10.7)–(10.8), p. 119], les
dérivées radiales deK venant de (10.7), ∂zK étant nul, et r2 ≥ 2Xextq là. Dans [43, Proposition 5.5,
p. 60] l’extrémité extérieure de l’élargissement est arbitraire, les constantes y dépendant, et nous
la fixons au-delà de Xext ; les trois régions couvrent alors tout point de B(R0). Toute puissance de
q ainsi produite a un exposant au moins −βj − a/2− bD < 0. Comme τ ≤ q < q1 ≤ 1 par (A.1c),

chaque telle puissance est au plus τ−βj−a/2−bD, et ces énoncés ensemble donnent (A.10) pour uB
sur {q < q1}.
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Étape 2 : la correction. Le manuscrit d’OpenAI construit son champ local par une induction dont
les étapes sont appelées stages, et il énonce qu’à chaque étape finie la vitesse normalisée est la
somme du fond de [43, Proposition 5.5, p. 60], maintenu fixe tout au long de la construction [43,
p. 62], d’une correction moyenne dont les coefficients sont indépendants de θ, et d’une onde dont
la moyenne angulaire s’annule [43, équation (9.7) et Définition 9.4, p. 106, avec la Définition 6.4,
p. 69]. Les étapes sont sommées en [43, Lemme 5.4 et équations (5.34)–(5.35), pp. 57–58], tel
qu’appliqué en [43, Proposition 9.9, p. 114]. Les coupures de sommation sont de la forme χ(ajq),
fonctions de q(z, τ) seule, avec χ égale à un sur [0, 1/2] et aj+1 ≥ 2aj [43, équation (9.21), p. 115,
et Lemme 5.4, p. 57], de sorte que pour chaque étape J il existe qJ > 0 avec χ(ajq) = 1 pour tout
j ≤ J et tout 0 < q < qJ ; la coupure unique appliquée aux champs avec lesquels la sommation
commence vaut de même un près de q = 0 [43, p. 114, Étape 1, et p. 115]. L’estimation du
reste [43, équation (5.35), p. 58] donne alors, en tout ordre fixé de dérivées cartésiennes, que sur
{q < qJ} le champ sommé diffère du champ de l’étape J de O(qNJ ), avec NJ → ∞ quand J → ∞.
Nous fixons maintenant J assez grand pour que NJ ≥ 0 pour tout ordre de dérivée au plus deux,
et nous posons q1 = qJ , diminué si nécessaire pour que q1 < min{1, q∗/2}, pour que la coupure

unique ci-dessus vaille un sur {q < q1}, et pour que les énoncés cités à l’Étape 1, qui tiennent pour
q petit, tiennent sur {q < q1}. En appliquant P au champ de l’étape J , et en utilisant PuB = uB
de (A.7), nous obtenons que sur {q < q1} la correction m est la correction moyenne de cette étape,
à la moyenne angulaire près d’une erreur dont les dérivées cartésiennes d’ordre au plus deux sont
O(qNJ ), donc bornées ; par la première réduction, ce terme obéit à (A.10).

Il reste à borner la correction moyenne d’une étape fixée. Le manuscrit d’OpenAI travaille sur
des régions dyadiques indexées par un entier ℓ, avec

Q = 2−ℓ , ε = Qh , S∗ = ℓ2 , κs = 10−5 ,

sur chacune desquelles une vitesse physique est Q−A fois son représentant dans les coordonnées
remises à l’échelle de [43, équation (6.1), p. 62, et le texte qui la suit et l’équation (6.2), p. 63], et
q ≍ Q sur les supports des corrections [43, pp. 62 et 113]. Le manuscrit énonce que la composante
radiale de la correction moyenne porte un facteur ε1.9 et ses composantes azimutale et axiale un
facteur ε0.9, en toute dérivée de coefficient, fois une puissance de S∗ et un poids qui est borné sur
l’anneau Xa < X < Xb [43, équation (9.9), p. 106, avec la Définition 6.4 et les équations (6.23)–

(6.24), p. 69], et qu’une dérivée physique radiale perd un facteur Q−1/2−hκs et une dérivée axiale
un facteur Q−D [43, équation (9.19), p. 113]. Avec l’erreur bornée du paragraphe précédent, il
s’ensuit que sur {q < q1}, sur l’anneau et trivialement hors de lui puisque les coefficients moyens y
sont nuls,∣∣∣∂ar ∂bzmj

∣∣∣ ≤ Cq−A−a/2−bD+(αj−aκs)h
(
1 + |log q|

)P
, αr = 1.9 , αθ = αz = 0.9 , a+ b ≤ 2 ,

(A.11)

où P dépend de a + b et de l’étape J fixée ci-dessus. La ligne radiale de (A.11) porte βr = 1
2

parce que −A+ (1.9− aκs)h = −1
2 + (0.9− aκs)h. En toute ligne l’exposant de q dans (A.11) est

négatif, et il dépasse −βj −a/2− bD de (0.9−aκs)h > 0 ; comme τ ≤ q < q∗/2, les puissances de q
deviennent des puissances de τ et le logarithme est absorbé. Ainsi m satisfait (A.10) sur {q < q1},
et avec l’Étape 1 il en va de même de v = uB +m. Conjointement à la seconde réduction ci-dessus,
qui couvre {q ≥ q1}, cela prouve (A.10) sur B(R0)× (−τ0, 0). □

A.4. Annulation exacte de la vitesse méridienne, et valeurs sur l’axe. La Remar-
que 2.6 demande deux choses d’une solution : l’annulation exacte (2.9) des composantes méridiennes
ur et uz sur un ouvert hors de l’axe qui ne dépend pas du temps, et un temps auquel uz ne s’annule
pas à l’origine. La troisième affirmation fournit les deux.
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Affirmation A.3 (Annulation de la vitesse méridienne sur un ouvert fixe, et valeurs
sur l’axe). Soient R0, τ0 comme en (A.4), et soit u la vitesse de la construction d’OpenAI.

(a) Soit 0 < r− < r+ < R0. Il existe z∗ > 0 et 0 < δ∗ ≤ τ0 tels que l’ouvert

E := {x ∈ R3 : r− < r < r+ , |z| < z∗}
est contenu dans B(R0) ∩ {r > 0}, et tel que

u = K(r, τ)eθ , et en particulier ur = uz = 0 , sur E × (−δ∗, 0) ,
où K est la fonction de (A.6). C’est (2.9) avec R = R0 et δ = δ∗.

(b) Il existe une constante j0 avec 0 < j0 ≤ 1
20 telle que

uz(0,−τ) = j0τ
−A , ∂zuz(0,−τ) =

4

τ
, 0 < τ < τ0 . (A.12)

En particulier uz(0, t) ̸= 0 pour tout t ∈ (−τ0, 0).

Justification de l’Affirmation A.3. Partie (a). Par (A.6) et (A.2) nous avons uloc =

K(r, τ)eθ, et en particulier uloc,r = uloc,z = 0, sur l’ouvert {X > Xext}. Étant donné 0 <
r− < r+ < R0, nous choisissons z∗ > 0 et 0 < δ∗ ≤ τ0 assez petits pour que

E ⊂ B(R0) , C0

(
δ∗ + z

1/D
∗
)
<

r2−
2Xext

,

ce qui est possible puisque r+ < R0 et 1/D > 0. Par la borne supérieure de (A.1c), tout point
de E × (−δ∗, 0) a q < r2−/(2Xext), et donc X = r2/(2q) > r2−/(2q) > Xext. Comme δ∗ ≤ τ0 et
E ⊂ B(R0), nous avons u = uloc là par (A.4), et la partie (a) suit.

Partie (b). Le manuscrit d’OpenAI énonce u
(0)
θ = 0 sur l’axe et ∥u(0)z ∥L∞ ≍ τ−A sur Cτ , la borne

inférieure étant attribuée dans le manuscrit à la donnée axiale non nulle [43, pp. 7–8] ; le manuscrit
n’énonce pas la valeur axiale ponctuelle ni sa dérivée axiale sur l’axe. Il choisit la donnée axiale
U∗ = 4η + j0, avec 0 < j0 ≤ .05, comme la valeur à l’axe du profil axial U [43, Section B.1 et
équation (B.1), p. 144], celle-ci étant l’un des paramètres d’axe de [43, Proposition 4.10, pp. 36–
37], et il énonce que le profil analytique réalisant cette donnée a U − U∗ qui s’annule à l’axe [43,
Proposition B.2 et équation (B.12), pp. 146–147] ; que les coefficients axiaux du développement sont
uz,n = q−A+2nhUn [43, équation (5.1), p. 46], qu’ils entrent dans le fond avec les coupures de [43,

équation (5.45), p. 61] comme q−A+2nhχ(cnq)Un, le coefficient axial ne portant aucune dérivée de
sa coupure parce que q ne dépend pas de r [43, équation (10.1), p. 117], et que Un(0, η) = 0 pour

tout n ≥ 1 [43, Lemme 5.1, p. 47] ; et que q = τ et η = 0 en z = 0 [43, p. 116, Étape 5]. Tout
terme avec n ≥ 1 dans la somme des coefficients axiaux s’annule donc en X = 0, de sorte que

uz,B = q−AU(0, η) = q−A(4η + j0) sur l’axe .

Comme X = 0 < Xa sur l’axe, m = w = 0 là comme dans la justification de l’Affirmation A.1,
et u = uloc par (A.4) ; donc uz = q−A(4η + j0) sur le segment {r = 0, |z| < R0} de l’axe, pour
0 < τ < τ0. En évaluant en z = 0, où q = τ et η = 0, on obtient la première identité de (A.12). Pour
la seconde, en dérivant en z et en utilisant η = zq−D conjointement à l’identité ∂zq = 2ηq1−D/L,
où L = 1− 2hη2 [43, équation (4.1), p. 24, et la preuve du Lemme 4.1, p. 25], de sorte que ∂zq = 0
en η = 0, nous obtenons ∂zuz(0,−τ) = 4τ−Aτ−D, qui vaut 4/τ par (A.1a). □

A.5. L’explosion et la partie non axisymétrique. L’explosion. Le manuscrit d’OpenAI
affirme que, le long des points

xτ = (
√

2Xinτ , 0, 0) , uθ(xτ ,−τ) = τ−A
(
e0 +O(τ2h)

)
−→ +∞ , (A.13)

où z = 0, q = τ , et les deux coupures valent un pour tout τ > 0 suffisamment petit [43,
équations (10.20)–(10.21), p. 124], avec Xin ∈ (0, Xa) et e0 > 0 produits en [43, Théorème 3.1(iv)
et équation (3.6), p. 16]. Comme |xτ | → 0, le point (0, 0) est alors singulier pour la construction.
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La partie non axisymétrique. Dans les variables de carte les amplitudes des corrections d’onde
portent un facteur ε1/2 relativement au fond [43, équation (9.9), p. 106, avec la Définition 6.5 et
l’équation (6.29), p. 70]. Nous ne convertissons pas cela en une borne pour w en variables physiques
: le Théorème 1.1 n’utilise que l’axisymétrie exacte sur le cœur de l’Affirmation A.1 et les bornes sur
la moyenne angulaire de l’Affirmation A.2. C’est en ce sens, l’axisymétrie exacte sur un cœur qui se
contracte au taux parabolique quand t ↑ 0, que nous appelons de telles solutions asymptotiquement
axisymétriques.

A.6. Ce que les résultats de l’article donnent pour la construction d’OpenAI. Le
manuscrit d’OpenAI énonce que sa vitesse et sa pression sont lisses sur R3×[0, 1), à divergence nulle,
toutes deux de support spatial compact fixe [43, Proposition 10.1, p. 117], que sa force, le résidu
de quantité de mouvement [43, équation (10.5), p. 118], appartient à C∞

c (R3 × (0,∞);R3) [43,
Lemme 10.3, p. 120], ce qui donne (1.5), et que son énergie cinétique est bornée sur [0, 1) et sa
dissipation totale sur [0, 1) est finie [43, Lemme 10.4 et équation (10.13), p. 121], la partie vitesse
de (1.3). Comme u et π sont à support compact, π est la solution décroissante de l’équation de

pression −∆π = ∂i∂j(uiuj)− div f de [43, p. 118], de sorte que ∥π(·, t)∥L3/2(B(1)) ≲ ∥u(·, t)∥2L3 + 1

par l’inégalité de Calderon-Zygmund et la bornitude de f ; l’interpolation place u dans L3
x,t, et

la partie pression de (1.3) suit. La lissité sur R3 × [−1, 0) rend l’inégalité d’énergie locale une
égalité, en testant (1.2) contre 2uφ, chaque terme étant fini par (1.3) ; la construction est donc une
solution faible convenable sur le cylindre B(R0) × (−τ0(c), 0) de l’Affirmation A.1, transporté sur
Q par le changement d’échelle de la note de bas de page de la Section 1.1. Les Affirmations A.2
et A.1 fournissent (1.7) et (1.8), de sorte que le Corollaire 2.3 s’applique : conditionnellement à
l’explosion (A.13), la force viole (1.6) et ne s’annule identiquement sur aucun cylindre autour de
(0, 0). L’Affirmation A.3 donne le même échec par la Remarque 2.6, sur toute boule B(R′) avec
0 < R′ ≤ R0 qui rencontre son ensemble E, sans utiliser ni (1.7) ni (1.8) ni l’explosion. Si (2.6)
devait tenir sur un cylindre B(R′)× (−δ′, 0) avec 0 < R′ ≤ R0 et 0 < δ′ ≤ τ0(c), la Remarque 2.4
rendrait (0, 0) régulier, ce qui contredirait (A.13) ; donc la partie non axisymétrique de la vitesse
n’est pas bornée dans C3 uniformément en temps sur un tel cylindre.
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Avertissement sur l’utilisation de systèmes d’IA

Des versions publiquement disponibles de Claude (Opus 5 et Fable 5.1, dans Claude Code) et
de ChatGPT (Sol et Astra, dans Codex) ont été utilisées dans la préparation de ce manuscrit. De
loin l’utilisation la plus lourde de ces systèmes d’IA a été le déchiffrement des énoncés de l’article
d’OpenAI [43]. Claude et ChatGPT ont été utilisés pour analyser ce manuscrit, et au cours de
plusieurs sessions interactives les principales propriétés des solutions de la construction d’OpenAI
ont été extraites ; voir l’Annexe A. Ces propriétés ont ensuite été recoupées avec la version PDF
publiquement disponible de [43] et le code Lean publié par OpenAI. Les systèmes d’IA ont eu
accès à notre article [13] et à une version presque achevée de l’article [14], dont l’idée centrale de
cette preuve est tirée. Les systèmes d’IA ont aussi reçu une première ébauche de ce manuscrit,
entièrement écrite par les auteurs, qui contenait toute la preuve du Théorème 1.3 sous la forme
d’une esquisse de six pages, et une explication d’une demi-page de la façon dont la réduction par
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analyticité au cas axisymétrique devait fonctionner. Claude et ChatGPT ont été utilisés pour
transformer cette première ébauche en un manuscrit contenant des preuves complètes de tous les
énoncés. Les systèmes d’IA ont aussi produit la figure et cherché la bibliographie pertinente.
Au cours de quelques sessions interactives de Claude Code, le manuscrit a ensuite été réécrit
sous la direction et la supervision étroites des auteurs ; cela a inclus non seulement le polissage
de l’exposition, mais aussi la vérification de tous les calculs mathématiques. Chaque suggestion,
calcul et référence produits par les systèmes d’IA ont été indépendamment vérifiés et, le cas échéant,
corrigés ou reformulés par les auteurs, qui assument l’entière responsabilité du manuscrit tel qu’il
est actuellement écrit.
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