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ABSTRACT. OpenAl [43] a récemment annoncé une preuve de formation de singularité en temps
fini pour les équations de Navier-Stokes en 3D, en présence d’'une force de volume C*-lisse. La
construction de [43] présente quelques caractéristiques clés, parmi lesquelles nous retenons : (i) la
moyenne angulaire de la solution satisfait des bornes spécifiques de Type II qui sont anisotropes
; (ii) la solution est exactement axisymétrique dans une région centrale qui se contracte. Dans
cet article, nous considérons des solutions des équations de Navier-Stokes en 3D en présence d’une
force de volume réellement analytique, et supposons que ces solutions satisfont les propriétés (i)
et (ii) ci-dessus. Nous prouvons que de telles solutions sont en fait réguliéres au point singulier
putatif. Par conséquent, dans la construction de [43], et dans toute construction ayant les pro-
priétés (i) et (ii) dont la force reste bornée dans C? jusqu’au temps singulier, la force ne peut ni
s’annuler identiquement au voisinage du point singulier, ni étre réellement analytique en les vari-
ables d’espace, localement uniformément en temps. L’idée principale de la preuve s’inspire de notre
travail antérieur [13] et de article compagnon [14] : en zoomant sur la singularité putative a ’aide
des échelles de longueur anisotropes fournies par les bornes a priori, nous arrivons & des limites
anciennes dont ’évolution EDP impose une rigidité supplémentaire.

1. Introduction

Dans un manuscrit récent [43], OpenAl a annoncé une preuve de formation de singularité
en temps fini pour les équations de Navier-Stokes en 3D en présence d’un forcage C°-lisse. Le
théoreme principal du manuscrit [43, Théoréme 1.1] affirme que pour toute viscosité v > 0 il existe
une force f € C°(R? x (0,00)) et une solution lisse (u,7) des équations de Navier-Stokes en 3D
sur R3 x [0,1)

Ou+ (u-Viu—vAu+Vr = f,
divu =0,
u(-,0) =0,
qui a un support spatial compact fixe, une énergie cinétique finie supg<;y [[u(-, )| 12 < oo, et dont

la solution explose quand ¢ 11 :
limsup |[u(-, )| pc = 00.
1

Nous appelons la solution construite dans [43] la construction d’OpenAl Le point singulier est
(z,t) = (0,1), et il est isolé : la vitesse diverge le long de points convergeant vers 'origine [43,
équations (10.20)—(10.21)], tandis que toute dérivée spatio-temporelle de la vitesse a une limite
unilatérale au temps d’explosion, sur les compacts évitant l'origine ; voir [43, Théoréme 3.1(ii),
équation (3.5), et la preuve du Lemme 10.2]. La force f, quant a elle, est définie comme le résidu
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de I'équation de quantité de mouvement, laissé par 'ansatz de la construction, et elle est C'*° lisse
mais non réellement analytique : ni sur R3, car elle est & support compact, ni au voisinage du point
singulier (voir la Section A.6). Dans I’Annexe A nous consignons les propriétés de la construction
d’OpenAl qui sont pertinentes pour cet article ; elles sont déduites d’énoncés de [43], que nous
citons avec leurs emplacements.

Parmi les nombreuses caractéristiques de la solution construite dans [43], nous retenons les
deux qui entrent dans les hypotheses de notre théoreme principal :

(i) Pres du point singulier, la moyenne angulaire v = Pu de la vitesse, définie en (1.4) ci-dessous,
satisfait des bornes de Type II qui sont anisotropes : sa composante radiale v, est bornée
par (1 — t)_l/ 2 tandis que ses composantes axiale et azimutale v, et vy sont bornées par
(1-— t)_l/z_h pour un certain 0 < h < 1/100. De plus, chaque dérivée en r coite un facteur
(1 —t)~Y2, tandis que chaque dérivée en z ne coiite qu’un facteur (1 — ¢)~1/2+",

(ii) Le champ de vitesse complet u est exactement axisymétrique sur une région centrale qui se
contracte B(cy/1 —t), pour un certain ¢ > 0 fixé.

Nous ne prétendons pas avoir vérifié I’exactitude de la construction de [43] : I’Annexe A consigne
les énoncés de ce manuscrit sur lesquels nous nous appuyons, avec leurs emplacements, et en déduit
les propriétés utilisées dans cet article.

1.1. Cadre du probléme. La solution construite dans [43] est définie pour ¢t € [0,1) et
devient singuliere quand ¢t T 1. Comme les équations sont invariantes par translation en temps,
nous plagons le temps singulier en ¢ = 0, ce qui est plus commode : nous remplagons le triplet
(u, 7, f) du manuscrit [43] par les fonctions décalées

(u,m, f)(x,t) — (u,m, f)(z,t+1), —-1<t<0. (1.1)

Nous notons & nouveau le triplet décalé par (u,, f). Le point singulier est alors (z,t) = (0,0), et
le temps jusqu’a la singularité est —¢, remplagant le 1 — ¢ dans la variable temporelle de [43]. En
particulier, le facteur (1 —t) du point (i) devient (—t), et le coeur du point (ii) devient B(cy/—t).
Désormais, tout énoncé de cet article est dans la coordonnée temporelle décalée de (1.1).

L’objectif de cet article est d’analyser des solutions des équations de Navier-Stokes en 3D qui
sont supposées a priori obéir aux propriétés (i) et (ii) ci-dessus. Nous prouvons que si de telles
solutions provenaient du probleme forcé avec une force de volume qui est réellement analytique en
les variables d’espace, au sens précisé dans le Théoréme 1.1 ci-dessous, alors (x,t) = (0,0) est un
point régulier.’

Dans tout l'article, nous considérons des solutions faibles convenables, au sens de Caffarelli,
Kohn et Nirenberg [6], des équations de Navier-Stokes en 3D forcées

ou+ (u-Vyu—Au+Vr=f, (1.2a)
dive =0, (1.2b)
IRappelons qu'un point (zo, to) avec zo € B(1) et —1 < to < 0 est dit régulier si ess SUP B (2.p) x (to—p2, 1) U] < 00

pour un certain p > 0 avec B(zo, p) X (to — p*,t0) C B(0,1) x (—1,0), et singulier sinon. Ici et dans tout cet article,
nous utilisons la notation B(x,p) = {y € R : |y — x| < p} et B(p) = B(0, p).
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ol u: @ — R3 est la vitesse, 7: Q@ — R est la pression, et f:Q — R3 est la force.? Ici Q :=
B(1) x (—1,0) est le cylindre parabolique unité,® dont Pextrémité temporelle supérieure t = 0 est
le temps d’explosion de la construction.

Sauf mention contraire, nous prenons (u,7) comme une solution faible convenable de (1.2) qui
est lisse sur les compacts de Q, et donc f y est lisse aussi. Notons que la définition d’une solution
faible convenable sur Q au sens de [6], telle qu’écrite dans [40, 37], inclut I'exigence d’intégrabilité

we LPIA(Q)NL2HLY(Q), wel} Q). (1.3)

z,t

Nous ne supposons aucune régularité de la solution (u,7) au temps ¢t = 0.

1.2. Notation. Les solutions de (1.2) n’ont pas besoin d’étre axisymétriques, mais il est com-
mode d’introduire la notation attachée au systeme de coordonnées cylindriques sur R3. Pour
¢ € [0,2m), notons @, la rotation d’angle ¢ autour de I'axe z. Pour une solution u: @ — R3
de (1.2) nous définissons la rotation et les opérateurs de projection®

2
(Zpu)(x,t) = Qwu(Q;Ix, t), Pu = % ; Ludp, (1.4a)
et notons
v ="Pu, w=u-—uv, Pw=0. (1.4b)
Nous appelons v la moyenne angulaire, ou la partie axisymétrique, de u, et nous appelons w la
partie non azisymétrique. Le champ u est azisymétrique si w = 0. Avec z = (2/,2), r = |2, et

le repere cylindrique usuel (e, eg, €,), un champ axisymétrique a la forme u = u,e, + ugeg + u e,
ou u,,ug,u, ne dépendent que de (r, z,t). Pour un champ général u, les coefficients cylindriques

Uy, Ug, U, dépendent aussi de 0, et les coefficients cylindriques de sa moyenne angulaire v = Pu sont

N 2
leurs moyennes en 6, c’est-a-dire v, = % 0 "o df pour o € {r,0,2}.

1.3. Résultat principal. Notre résultat principal est le suivant.

THEOREME 1.1 (Régularité sous bornes de Type II anisotropes et forgage analytique).
Soit (u,m) une solution faible convenable de (1.2) sur Q, lisse sur les compacts de Q, et soit
0 < h < 1/2. Supposons que la force est bornée dans C? jusqu’au temps d’explosion,

My = sup [[f(-)llc2pay < oo- (1.5)
—1<t<0
Supposons que la force est réellement analytique en les variables d’espace, localement uniformément
sur les cylindres strictement contenus dans Q : pour tout R < 1 et tout intervalle compact J C
(—1,0) il existe Mp j < oo et ar,y >0 tels que

up 021, ) =y < Mpsaglall  pour tout o € Nj. (1.6)

Supposons que la vitesse posséde les deux propriétés suivantes.

2Les résultats de régularité partielle de [6] sont énoncés pour une force a divergence nulle. Nous les appliquons
a (u,m — my) avec la force f — Vg, ou Any = div f sur B(1) avec données de Dirichlet nulles. La fonction Vg
est bornée sur B(1) uniformément en temps, de sorte que f — Vs est bornée et a divergence nulle, et 'inégalité
d’énergie locale est inchangée, puisque [u - V(msp)dz = 0 pour ¢ € C5°(B(1)). Comme curl(f — Vry) = curl f, et
comme 7 est axisymétrique deés que f lest, de sorte que (f — Vmy)o = fo, les estimations de dérivées, ’équation de
circulation et les équations de vorticité des Sections 3-5, qui sont 1a ot1 la borne C? (1.5) sur la force intervient, sont
écrites avec f elle-méme.

3Les propriétés de la construction de [43] sont fournies sur un cylindre B(R) x (—4,0) pour certains R, > 0 ; voir
I’Annexe A. En diminuant R ou § nous pouvons prendre § = R? < 1, et le changement d’échelle v +— Ru(R-, R*-),
m— R*n(R-,R*"), f — R3*f(R-,R?") transporte les hypotheses du Théoréme 1.1 de B(R) x (—R?,0) au cylindre
parabolique unité Q, les constantes étant modifiées par des puissances fixes de R.

4Comme les rotations autour de 'axe z préservent B(1), 'opérateur de projection sur la moyenne angulaire P
est bien défini sur 9.
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(i) Sa moyenne angulaire v := Pu satisfait, sur la boule euclidienne fire B(1), pour —1 <t <0,
et tous les entiers non négatifs a,b avec a + b < 2,

102020, (-, ) || oo (B(1y) < Cai(—t) ~V/270/27(1/2=0b, (1.7a)
102050, (-, )| oo (1)) + 1080200 (-, t) || oo (1)) < Caxi(—t)~1/2hma/2=(/2=0b, (1.7b)

pour une constante C,xi > 0 indépendante de t.
(i) Pour chaquet € (—1,0) il existe un rayon p(t) € (0,1) tel que la solution u(-,t) est exactement
azisymétrique sur la boule de rayon p(t) ; de fagon équivalente,

w(-,t) =0 sur B(p(t)) . (1.8)
Aucune régularité ou borne inférieure quantitative n’est supposée sur p ; nous avons seulement
besoin que p(t) > 0 pour tout t € (—1,0).
Alors w =v sur Q, et (0,0) est un point régulier : il existe ry,d, > 0 tels que

sup lu] < oc0. (1.9)
B(ry) % (—58.,0)

REMARQUE 1.2. Quelques commentaires sur les hypotheses du Théoreme 1.1 s’imposent :

(a) Les hypotheses sur la force (1.5) et (1.6) ont des roles distincts. L’analyticité spatiale (1.6) est
utilisée a chaque temps fixé avant le temps d’explosion, de sorte que le rayon d’analyticité ag s
peut tendre vers zéro quand J approche le temps 0.° L’argument de régularité des Sections 3
5, qui prouve le Théoréme 1.3, utilise au contraire la borne spatiale uniforme C? (1.5). Une
force qui est réellement analytique en (x,t) sur un voisinage de B(1) x [—1, 0] satisfait les deux
conditions, et il en va de méme de f = 0. Aucune symétrie de f n’est supposée, bien que,
conjointement a (1.8), I'hypothese (1.6) rende curl f invariant par rotation sur tout Q ; voir la
Remarque 2.5.

(b) Les bornes (1.7) ne concernent que la moyenne angulaire de la solution. Hormis la régularité
LPL2N L?HL(Q) implicite dans la définition d’une solution faible convenable, aucune borne
sur w ou ses dérivées n’est supposée en dehors du cceur. La construction d’OpenAl satisfait
bien les bornes de (1.7) ; voir la Section A.3.

(c) La construction d’OpenAl satisfait (1.8) avec p(t) = cy/—t, pour ¢ > 0 une constante telle que
c < v/2X, ; voir la Section A.2.

(d) La force utilisée dans [43] ne satisfait pas (1.6). Cela est cohérent avec la construction, dont
la force est construite a partir de troncatures a support compact.

(e) L’axisymétrie exacte sur le coeur (1.8) et I’analyticité de la force (1.6) peuvent étre échangées
contre une borne supérieure sur la partie non axisymétrique du champ de vitesse. Si
|w(,t)|lcs(B(1)) est bornée uniformément en ¢ € (—1,0), alors (0,0) est régulier. Cet énoncé
ne requiert aucune hypotheése d’analyticité ; voir la Remarque 2.4. La construction d’OpenAl
ne satisfait pas une telle borne sur w ; voir la Section A.6.

1.4. Du forgage analytique et du cceur axisymétrique a un probléme axisymétrique.
Notre premiere observation est que ’hypothese d’analyticité (1.6) sur la force rend u(-, t) réellement
analytique sur B(1), pour chaque ¢t € (—1,0) fixé. Cela découle du théoreme classique d’analyticité
intérieure pour le systeme de Navier-Stokes, di a Kahane [32, Théoreme 1.2 et p. 387] ; nous
rappelons ce résultat comme Théoreme 2.1, et le Corollaire 2.2 est la forme sous laquelle nous
Pappliquons. Combiné a I’hypothese de cceur axisymétrique (1.8), cela rend u axisymétrique sur
tout Q : pour toute rotation @, autour de I'axe z, le champ analytique v — Z,u s’annule sur le
ceeur, donc sur tout B(1) par le théoreme d’identité ; ces détails sont donnés dans la Section 2.2.

5La condition (1.6) est vérifiée si et seulement si, pour tout R < 1 et tout compact J C (—1,0), chaque f(-,t)

avec t € J est la restriction d’une fonction holomorphe sur un voisinage complexe fixe de B(R), bornée uniformément
ent e J.
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Ainsi u = v, et les bornes sur la moyenne angulaire de (1.7) deviennent des bornes sur le champ de
vitesse complet. Une fois u connu comme axisymétrique, nous moyennons (1.2) sur les rotations
H,, ce qui laisse les termes de vitesse inchangés et remplace seulement la pression et la force par
leurs moyennes angulaires. Par (1.5), la force moyennée en angle P f reste bornée dans C?.

Cela réduit le Théoreme 1.1 a la régularité des solutions axisymétriques des équations de Navier-
Stokes en 3D avec forcage C?, sous les bornes anisotropes héritées de (1.7). Ce résultat est le
Théoreme 1.3 ci-dessous, qui présente un intérét indépendant. Afin de 1’énoncer, nous fixons les
hypotheéses permanentes des Sections 3-5 : (u, ) est une solution faible convenable axisymétrique
des équations forcées (1.2) sur Q, qui est lisse sur les compacts de Q,% dans la classe décrite dans la
Section 1.1, et dont la force satisfait (1.5). Pour 0 < h < 1/2 nous définissons les longueurs radiale
et axiale comme dans [43] :

L(t) = (=), () = (=) P (1.10)

L’intervalle 0 < h < 1/2 assure que les deux longueurs tendent vers zéro quand t 1T 0. Les bornes
de (1.11) ci-dessous sont imposées sur les coefficients cylindriques scalaires de u et sur leurs dérivées
jusqu’a l'ordre total deux, chaque dérivée radiale cotitant un facteur £, !, et chaque dérivée axiale
colitant un facteur £, !. Le théoréme suivant est le pendant anisotrope du résultat principal de [14]

THEOREME 1.3 (Régularité des solutions axisymétriques sous bornes anisotropes).
Soit (u,7) une solution faible convenable azisymétrique de (1.2) dans Q, lisse sur les compacts
de Q, avec une force satisfaisant (1.5). Soit 0 < h < 1/2. Supposons qu’il existe une constante
Caxi > 0 telle que

10088, (1, 2, t)| < Can (—t)~H/270/27 (/2200 (1.11a)
0908, (r, z, t)| + |8%0%ug (r, 2, t)| < Caxg (—t)~V/2hma/2=(1/2=1)b, (1.11Db)
sur Q, pour tous les entiers non négatifs a,b avec a +b < 2. Alors, (0,0) est un point régulier.

REMARQUE 1.4. Nous faisons quelques commentaires sur les hypotheses du Théoreme 1.3.

(a) Les bornes de (1.11) disent que les champs remis & l’échelle (—t)'/2u,, (—t)'/2*hu,, et
()24, considérés comme fonctions de (r/€,(t),z/0.(t)), sont bornés dans C? uni-
formément en ¢ ; voir (4.6) ci-dessous.

(b) Ni (1.11) ni la borne de Type I |u| < C(—t)~'/2 n’impliquent autre : pour a = b = 0 les
bornes sur u, et ug dans (1.11) sont plus faibles du facteur (—t)~", tandis que pour tout b > 1
la borne imposée sur u, est plus petite du facteur (—t)hb que la borne (—t)*l/Q*(a*b)/2 que le
changement d’échelle parabolique attache a une borne de vitesse de Type 1. Le Théoreme 1.3
n’est donc pas contenu dans les résultats de Type I de Chen, Strain, Yau et Tsai [7], Chen,
Strain, Tsai et Yau [8], Koch, Nadirashvili, Seregin et Sverak [33], Seregin et Sverdk [54],
ou Zhang [65], et ces résultats n’y sont pas contenus non plus.

(c) Lapreuve du Théoreme 1.3 peut étre achevée en n’utilisant que les bornes sur u, et u, de (1.11),
les hypotheses sur ug étant completement abandonnées ; voir la Remarque 5.2. Pour des raisons
esthétiques, nous énongons néanmoins (1.11) pour les trois composantes de la méme facon, et
ne poursuivons pas ’hypotheése minimale.

Ensuite, nous esquissons la preuve du Théoreme 1.3 ; les estimations et la preuve complete sont
reportées aux Sections 3-5. La stratégie est celle de I'article compagnon [14], dont les étapes sont
les suivantes. Dans [14] nous considérons des solutions axisymétriques non forcées qui sont bornées
dans C? aprés changement d’échelle isotrope & une unique échelle de longueur tendant vers zéro
((t), pour laquelle (—t)/£(t)? tend vers zéro. A laide de cette échelle de longueur nous zoomons,

61,2 lissité en coordonnées cartésiennes donne Ur = up = Opu, = 0 en r = 0, pour tout t < 0.
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le long de temps et de points auxquels le gradient de la vitesse méridienne n’est pas petit comparé
a (—t)~!. Comme la pression n’est pas controlée aprés un tel zoom, la limite est prise dans les
équations de vorticité plutot que dans I’équation de quantité de mouvement. La régularité partielle
et le principe du maximum bornent la circulation rug sur une boule de rayon fixe, et le changement
d’échelle la multiplie par un facteur qui tend vers zéro, de sorte que la source de tourbillon de
I’équation de vorticité potentielle disparait dans la limite. Le scalaire transporté dans la limite est
alors soit la vorticité potentielle, soit la vorticité azimutale, selon que ’axe remis a 1’échelle reste a
distance finie ou s’éloigne a l'infini, et dans les deux cas nous prouvons que le scalaire limite s’annule
a 'extrémité supérieure de 'intervalle de temps remis a 1’échelle. Le champ méridien limite remis
a l’échelle est donc borné, avec vorticité azimutale nulle et divergence nulle ; par conséquent son
gradient s’annule, ce qui contredit la sélection des points auxquels nous avons zoomé. L’élimination
de la circulation d’abord, et de la vorticité potentielle ensuite, est aussi le mécanisme du théoreme
de rigidité d’Euler dans [13, Théoreme 4.5] ; ce que [14] ajoute, c’est que cet argument survit au
passage & une limite ancienne, dans laquelle le champ de transport n’est qu'une limite faible-*.

L’anisotropie inhérente aux longueurs (1.10) force la preuve de cet article a s’écarter de [14].
Pour le voir, notons qu’apres le zoom, le coefficient de diffusion radiale est (—t)/4.(t)? = 1, le
coefficient axial est (—t)/£,(t)2 = (—t)?", et le changement d’échelle multiplie la circulation par
(=) /(6 (t)L.(t)) = (—t)". Dans le cas isotrope ces trois quantités sont de taille (—t)/¢(t)?> — 0
quand t 17 0, et donc les trois termes s’annulent dans la limite du zoom. Ici les deux derniers
s’annulent, mais le premier ne s’annule pas. La premiere difficulté est donc que la diffusion radiale
survit dans la limite, qui n’est plus gouvernée par une équation de transport : I’étape qui élimine la
vorticité potentielle dans [13, 14], sa conservation le long des trajectoires méridiennes rétrogrades,
n’est pas disponible. Ala place d’un argument fondé sur les caractéristiques rétrogrades, nous
utilisons le Lemme 3.3, qui est un principe de comparaison pour les solutions distributionnelles
bornées d’une équation de dérive-diffusion dont la diffusion agit sur un (strict) sous-ensemble des
variables.

Comme dans [14], la limite du zoom n’a pas besoin d’étre une solution de (1.2), nous prenons
donc d’abord le rotationnel de (1.2), ce qui élimine la pression, et ne transportons dans la limite
que les équations de vorticité (3.3) et (3.4). Que l’axe remis a ’échelle reste a distance finie ou
s’éloigne, le scalaire limite est borné, résout une équation homogene sur tout ’espace, et tend
uniformément vers zéro dans le passé lointain ; le principe de comparaison implique alors qu’il
s’annule. L’incompressibilité et la bornitude de la vitesse limite donnent alors la petitesse de
(—=t)Oru, et (—t)0,u,, et, quand 'axe remis & 1’échelle reste a distance finie, de (—t)u,./r ; quand il
s’éloigne, ce quotient est petit par (1.11) seul. Enfin, la borne (—t)|0,u,| < C(—t)" est immédiate
de (1.11), et elle donne aussi la petitesse relative de ce terme.

La seconde difficulté est que 0,u, peut étre aussi grand que C (—t)*lfh, de sorte qu’une borne
o((—t)~1) sur le gradient complet de la vitesse méridienne b = u,.e, +u,e, n’est disponible & aucune
étape de I'argument. Nous ne suivons donc que les quatre quantités

Gp(t) = (]I ()] + g (- 2) /7] 4 [Bstas ()] + 102t (D | e 1 (1.12)

ou u, /7 est prolongé continiiment & travers 1’axe. La seconde quantité est dominée par la premiere
dans le supremum sur B(p), puisque u, s’annule sur 'axe et que le segment radial vers l'axe
reste dans B(p) ; nous la conservons parce que la Section 5 utilise u,/r comme coefficient de ug
dans (3.1c) et de wg dans (5.7). Le résultat de petitesse relative, qui remplace [14, Proposition 3.1],
est le suivant :

PROPOSITION 1.5 (Petitesse des quantités méridiennes). Sous les hypothéses du Théoréme 1.3,
pour tout 0 < p < 1 fizé on a

lim(—1)C,(1) = 0. (1.13)
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Pour déduire la régularité en (0,0) de (1.13), nous montrons d’abord que pour tout n > 0 la
borne [Jug(-,t)||re~ < Cy(—t)~" est valable sur une boule intérieure, a tous les temps suffisamment
tardifs ; nous obtenons cette borne en appliquant le principe du maximum dans I’équation du
tourbillon & la fonction (—¢)"uy. Nous considérons ensuite le bilan d’enstrophie local, qui contient le
terme non linéaire (9, u, )w,w,, dont le coefficient d,u, peut étre de taille (—t)_l_h, trop grand pour
étre placé dans L™ et soumis a I'inégalité de Gronwall. En invoquant plutot I'identité w, = —3d,ug,
nous intégrons par parties en z, ce qui déplace la dérivée du tourbillon sur le produit (0,u,)w,.
En conséquence, le tourbillon n’intervient que par son supremum, et les deux facteurs du produit
sont controlés par ’enstrophie et la dissipation d’enstrophie au moyen d’estimations locales de type
div-curl. L’estimation d’enstrophie qui en résulte se referme et donne une borne de Ladyzhenskaya-
Prodi-Serrin jusqu’au temps zéro, comme nous le montrons dans la Section 5.

1.5. Résultats antérieurs sur Navier-Stokes axisymétrique. Sans tourbillon, les solu-
tions axisymétriques de Navier-Stokes en 3D sont globalement régulieres ; voir Ladyzhenskaya [36]
et aussi Ukhovskii et Yudovich [62]. Avec tourbillon, la question de la régularité globale est ou-
verte et seuls des résultats conditionnels sont disponibles. Les singularités qui obéissent a une borne
ponctuelle invariante par changement d’échelle (dite de Type I) sont exclues : |u| < C(r? —t)~1/2
par Chen, Strain, Yau et Tsai [7] ; 7|u| < C par Koch, Nadirashvili, Seregin et Sverdk [33], et
lu| < C(—t)~'/2 par Chen, Strain, Tsai et Yau [8]. Seregin et Sverdk [54] ont prouvé un critére de
régularité de Type I local qui impose la borne < C (—t)_l/ 2 seulement sur la partie méridienne de
la vitesse. Zhang [65] a récemment prouvé la régularité sous ’hypothese de Type I unilatérale sur
une composante : u, > —C (—t)_l/ 2 pour un certain C > 0, avec rug borné. Pour un compte rendu
détaillé des nombreux autres résultats conditionnels disponibles pour Navier-Stokes axisymétrique,
nous renvoyons au livre de Tsai [61, Chapitre 10].

Au-dela du seuil de Type I, les singularités sont contraintes par la croissance des normes critiques
. le théoreme L°L3 d’Escauriaza, Seregin et Sverdk [24] a été rendu quantitatif par Tao [59], et a
été adapté a la classe axisymétrique, avec des améliorations quantitatives, par Palasek [46] et par
Ozanski et Palasek [45].

Plus proches des hypotheéses de cet article, Seregin [49] a montré qu’une singularité ax-
isymétrique doit étre de Type II, au sens des quantités intégrales locales invariantes par change-
ment d’échelle. De plus, dans [50, 51, 52, 53] il a réduit le scénario d’explosion de Type II &
un probleme de Liouville pour des solutions d’Euler anciennes, que 1’on peut exclure dans des cas
particuliers.

1.6. Contexte de recherche pour la construction d’OpenAl. Le probleme de la
génération spontanée de singularités dans les fluides incompressibles a une longue histoire et
une forte motivation scientifique. La recherche dans ce domaine a produit une vaste littérature qui
forme I'environnement fertile entourant la construction d’OpenAl. Nous n’avons pas la place ici de
rendre justice aux nombreuses idées et résultats de ce domaine, mais il ne serait pas déplacé de
mentionner certains des développements importants qui sont pertinents pour [43].

Pour les équations d’Euler incompressibles en 3D, Elgindi [22] a prouvé la formation de sin-
gularité en temps fini pour des solutions axisymétriques sans tourbillon, avec une vitesse de classe
C1® pour a > 0 suffisamment petit ; voir aussi la version a énergie finie dans Elgindi, Ghoul et
Masmoudi [23]. Plus tot cette année, des constructions d’explosion dans le cadre axisymétrique
sans tourbillon ont été obtenues pour toute la plage admissible o € (0,1/3), indépendamment,
par Shkoller [57], Chen [10, 11], et Shao, Wei, Zhang et Zhang [56]. Pour des données initiales
lisses en présence d’une frontiere solide, Chen et Hou [9] ont prouvé I’explosion en temps fini pour
Fuler 3D en utilisant une analyse auto-similaire modulée et un argument assisté par ordinateur.
Plus proche des équations de Navier-Stokes, Tao [58] a construit une explosion en temps fini pour
une équation de Navier-Stokes moyennée , dont la non-linéarité modifiée conserve la structure
d’échelle et d’énergie de ’'EDP originale. Des recherches numériques et guidées par ’apprentissage
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automatique pour un profil d’explosion auto-similaire pour Euler 3D et d’autres modeles de fluides
incompressibles ont été menées dans [29, 30, 63, 64, 26, 21]. Ces calculs ont fagonné les attentes
pour une construction rigoureuse : quels scénarios valent la peine d’étre poursuivis, et a quelle
régularité une singularité doit étre recherchée. Tous les résultats mentionnés dans ce paragraphe
concernent le probleme classique, non forcé.”

Une autre voie vers 1’explosion pour les équations d’Euler en 3D (et des modeles apparentés),
en présence d’une force de volume, a été ouverte par Cérdoba et Martinez-Zoroa. La force injecte,
a une suite de temps s’accumulant au temps d’explosion, de petites perturbations a des fréquences
de plus en plus élevées, que la non-linéarité amplifie. La question est alors de savoir combien la
force peut étre rendue lisse et petite. Nous renvoyons a [15] pour le résultat d’Euler 3D, avec une
force qui appartient & C11/2=¢ N L2 uniformément en temps, et & [16] pour le résultat de milieux
poreux incompressibles en 2D, avec une source qui est C'*° lisse en espace, uniformément en temps.
Dans cette direction, Alpoge et Buckmaster ont atteint une force qui est C*° a la fois en espace
et en temps. Tres récemment ils ont annoncé ’explosion en temps fini pour les équations d’Euler
en 3D [2], pour le systéme de Boussinesq visqueux en 2D [1], et, avec Coiculescu, pour I’équation
des milieux poreux incompressibles en 2D [3]. Chacun de ces trois articles considére une force C25%
lisse.

Au niveau technique, le manuscrit d’OpenAl nomme deux programmes de recherche supplémentaires
dont les idées ont influencé sa construction. Pour ’évolution des vecteurs d’onde et des polar-
isations de vitesse des impulsions oscillantes le long de 1’écoulement de fond, [43] consigne les
méthodes de Lifschitz et Hameiri [39] et de Friedlander et Vishik [25], qui détectent 'instabilité
d’un écoulement non visqueux sous des perturbations de courte longueur d’onde. Pour la réalisation
d’une contrainte prescrite par 'ajout d’oscillations & haute fréquence, [43] consigne 'utilisation
d’idées du programme d’intégration convexe pour les équations de fluides incompressibles, introduit
par De Lellis et Székelyhidi [18, 19], puis développé dans [17, 31, 5] et bien d’autres.

Nous soulignons que plusieurs décennies de résultats de régularité conditionnelle restreignent la
forme qu’une singularité putative de Navier-Stokes en 3D peut prendre ; cela aide énormément si ’on
tente de réduire I’espace de recherche d’'une solution explosante. Pour une solution faible convenable
dont la force est bornée, la théorie de régularité partielle de Caffarelli, Kohn et Nirenberg [6] force
I’ensemble singulier & avoir une mesure de Hausdorff parabolique unidimensionnelle nulle. La
singularité, de plus, ne peut pas étre de la forme auto-similaire rétrograde proposée par Leray,
cf. Necas, Ruzicka et Sverak [42] pour les profils L?, Tsai [60] pour les profils LP avec 3 < p < 0o
sous des hypotheses d’énergie locale, et Pineau et Vicol [48] pour les profils auto-similaires tournés
qui obéissent a une borne de Type I, a petites ou grandes vitesses de rotation. La direction de
la vorticité ne peut pas non plus rester cohérente, par le critere d’alignement de Constantin et
Fefferman [12]. Dans la classe axisymétrique, les bornes de Type I rappelées dans la Section 1.5
excluent de méme les singularités. Les profils auto-similaires d’Euler avec exposant de similarité
inférieur & 1/2, qui est la plage qu'un zoom de Navier-Stokes & une longueur d’Euler requerrait,
sont aussi exclus lorsque le profil est lisse et satisfait une propriété sortante [13]. Notons qu’a part
la théorie de la régularité partielle, ces résultats considerent le probleme de Navier-Stokes non forcé.
La liste ci-dessus est loin d’étre complete ; nous renvoyons au livre de Lemarié-Rieusset [38] pour
un excellent compte rendu récent.

REMARQUE 1.6 (Constructions de singularités forcées pour des modéles de coquilles).
Revenant aux constructions forcées, nous établissons une analogie avec les singularités en temps
fini construites pour des équations modeles motivées par Navier-Stokes. Palasek [47, Théoréme 1.3
et Remarque 1.5] a récemment prouvé l'explosion en temps fini dans la plage supercritique en

"Nous notons que récemment OpenAl a aussi affirmé prouver ’explosion en temps fini pour les équations d’Euler
en 3D, & partir de données initiales lisses & support compact [44].
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énergie pour un modele de coquilles visqueux de type Obukhov, avec des fréquences séparées super-
exponentiellement. Ses données initiales sont lisses, et la force lisse qu’il considere est telle que toutes
ses normes tendent vers zéro au temps d’explosion [47, Remarque 1.4]. La force est non nulle a
chaque temps avant ’explosion, de sorte qu’elle ne s’annule identiquement sur aucun intervalle de
temps se terminant a la singularité. La force est un résidu, comme dans [43] : ici ¢’est la dissipation
de chaque mode, désactivée jusqu’a ce que ce mode soit activé [47, Section 3.3]. Curieusement,
Palasek note que la force ne peut pas étre supprimée dans la plage de parametres qu’il associe
a trois dimensions [47, Remarque 1.4 et Section 1.3.2] ; cet énoncé est offert sans preuve, et est
attribué a un travail a venir de Looi.

1.7. Organisation de DParticle. La Section 2 prouve la réduction analytique de symétrie,
déduit le Théoreme 1.1 du Théoréme 1.3, et consigne les conséquences pour la force. Les Sections 3—
5 prouvent le Théoreme 1.3. L’Annexe A consigne les propriétés revendiquées pour la construction
d’OpenAl qui entrent dans les hypotheéses de nos résultats, et ce que ceux-ci donnent pour elle.

2. Réduction au probléme axisymétrique

Dans cette section nous déduisons le Théoreme 1.1 du Théoreme 1.3. Dans toute cette section
v ="Pu et w=wu— v sont comme en (1.4), Q@ = B(1) x (—1,0), et (u, ) est lisse sur les compacts
du cylindre sur lequel elle est donnée, de sorte que f y est lisse aussi.

2.1. Analyticité spatiale & un temps fixé avant ’explosion. Que u(-,t) soit réellement
analytique en espace a chaque t < 0 fixé est classique. Nous rappelons ’énoncé sous la forme dans
laquelle il est utilisé ici et dans la Remarque 2.6. Aucune analyticité en temps n’est supposée.

THEOREME 2.1 (Analyticité spatiale intérieure [32, Théoreme 1.2]). Soit R > 0, t; < to, et
soit (u, ) une solution de (1.2) sur le cylindre B(R) X (t1,t2), lisse sur les compacts de ce cylindre.
Supposons que la force est réellement analytique en les variables d’espace, localement uniformément
sur les cylindres strictement contenus dans B(R) X (t1,t2) : pour tout R’ < R et tout intervalle
compact J C (t1,t3) il existe M < oo et a > 0 tels que®

31615) 102 f ¢ oo (B(RrY) < Ma™lq! pour tout o € Nj . (2.1)

Alors, la vitesse obéit a une borne de méme forme : pour tout R' < R et tout intervalle compact
J C (t1,t2) il existe M' < 0o et a’ > 0 tels que

sup 102u(-, ) oo mary) < M'(d)"al!  pour tout a € Nj. (2.2)

En particulier, u(-,t) est réellement analytique sur B(R) pour tout t € (t1,t2). Les constantes M’
et a' dépendent de R’ et J, et elles n’ont pas besoin d’étre uniformes jusqu’a la frontiére parabolique
: ' peut tendre vers zéro quand J approche une extrémité de (t1,t2).

Pour une force conservative c’est le théoreme de Kahane [32, Théoreme 1.2], prouvé la pour
des solutions faibles, sous les hypothéses du théoréme de régularité intérieure de Serrin [55, Sec-
tion 3]. Pour une force non conservative, Kahane énonce p. 387 de [32] que la conclusion de [32,
Théoréme 1.2] persiste une fois que f obéit & (2.1) sous sa forme |a|!®!, Panalyticité étant comprise
comme la borne [32, équation (1.5)], qui est (2.2) ci-dessus. Le point n’est pas repris dans cet
article, aussi indiquons-nous pourquoi la preuve s’applique. Premierement, les dérivées spatiales
sont estimées dans [32] au moyen des formules de représentation de Serrin [55, équations (18)

t (20)]. Avec une force, le potentiel de la chaleur pour la vorticité porte f a 'ordre zéro, dans la
fente du terme bilinéaire [55, Section 4, équation (23) et l'affichage qui la suit]. Deuxiémement,
adjoindre f a l'inconnue (u,w) du systeme intégral abstrait de [32, Théoreme 1.3] fait de la force

8Comme k! < k* < k! pour k > 1, Ihypothese (2.1) est inchangée si || est remplacé par |a|l®!, qui est la
forme sous laquelle Kahane I’énonce p. 387 de [32].
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une composante supplémentaire de I’hétérogénéité, dans des lignes dont les deux blocs de noyaux
s’annulent. Troisiemement, les deux hypotheses de ce théoreme tiennent : I’'inconnue, désormais le
triplet (u,w, f), est bornée sur tout cylindre compact, par la lissité ici et par [32, Théoreme 1.1]
dans [32] ; et I'hétérogénéité obéit a [32, équation (1.5)], ce qui pour f est la borne (2.1). Les
estimations inductives de [32, Section 4] s’appliquent alors sans changement.

L’hypothese (1.6) du Théoreme 1.1 est (2.1) sur le cylindre parabolique unité. Dans cet article
nous appliquons le Théoreme 2.1 sous la forme suivante.

COROLLAIRE 2.2 (Analyticité spatiale & un temps fixé avant 1’explosion). Soit R, >
0, et soit (u,m) une solution de (1.2) sur B(R) x (—0,0), lisse sur les compacts de ce cylindre.
Supposons que pour un certain 0 < R’ < R, un certain —6 < t; < ty < 0, et certains M < oo et
a>0,

t S[llfl } 102 F ()| oo (Brry) < Ma~l™|al! pour tout o € N} . (2.3)
€lt1,t2

Alors, pour tout t € (t1,t2), la vitesse u(-,t) est réellement analytique sur B(R').

C’est le Théoreme 2.1 sur le cylindre B(R') x (t1,t2), sur lequel (2.3) donne (2.1) avec les mémes
M et a. Comme la force nulle satisfait (2.3) sur tout cylindre, pour les équations non forcées u(-,t)
est réellement analytique sur B(R) & tout ¢t € (—4,0).

Nous notons que 'analyticité en espace et en temps pour les équations de Navier-Stokes a été
prouvée par Masuda [41] ; ce résultat a été étendu & l'analyticité uniforme jusqu’a une frontiere
analytique par Komatsu [34]. Des bornes inférieures quantitatives sur le rayon d’analyticité spatiale
sont dues a Gruji¢ et Kukavica [27], en termes de normes LP de la donnée initiale. Aux points
intérieurs, et pour une force a divergence nulle analytique sur une boule, ce résultat est di a
Bradshaw, Gruji¢ et Kukavica [4].

2.2. Axisymétrie sur une boule fixe, et preuve du Théoréme 1.1.

PREUVE DU THEOREME 1.1. Par le Corollaire 2.2 sur Q, appliqué & chaque cylindre B(R) x J
de (1.6), la vitesse u(-,t) est réellement analytique sur B(1) pour tout ¢ € (—1,0). Nous fixons un
tel ¢ et un angle ¢ € [0,27). Avec la notation de (1.4), nous définissons

Fo(e) = ula, 1) — (Bou) (,) = u(, 1) — Quu(Q1a,1). (2.4
Comme @, préserve B(1), le champ F, est réellement analytique sur B(1). Comme @, préserve
aussi la boule centrale B(p(t)), sur laquelle u = v par (1.8), et comme v = Pu est invariant sous
R, nous avons F, = v—Z,v = 0 sur B(p(t)). Le théoreme d’identité sur I’ensemble connexe B(1)

donne alors F, = 0 sur B(1). Cela vaut pour tout ¢ € [0,27) et tout ¢t € (—1,0). En moyennant
l'identité u = Z,u sur @, et en rappelant la définition (1.4) de P, nous obtenons u = Pu, c’est-a-dire

u=v, w=0 sur Q. (2.5)

Notons que cet argument est fait a chaque temps fixé, de sorte que le rayon du coeur p(t) et les
rayons d’analyticité peuvent tendre vers zéro quand ¢ 1 0, a des rythmes sans rapport.

Ensuite, nous moyennons ’équation de quantité de mouvement de Navier-Stokes (1.2) par
rapport a I’angle azimutal. Comme, par (2.5), u est fixé par tout Z,, et comme %, commute avec
O, avec A, et avec u — (u - V)u, appliquer P & (1.2) laisse les trois termes de vitesse inchangés et
remplace seulement la pression et la force par leurs moyennes angulaires

27
Tt = - /0 nQ ety dp,  F=Pf.

o
La pression moyennée reste dans L;{f (voir (1.3)), et (1.5) donne | f]| recz < CMy. Le couple
(u, ) est convenable avec la force f : il est lisse sur les compacts de Q et résout classiquement
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I’équation moyennée, de sorte que l'inégalité d’énergie locale est une identité, avec 7 € Li/ tQ(Q) et
f bornée.

Ainsi (u, 7, f) est une solution faible convenable axisymétrique de (1.2) sur Q, dans la classe
de la Section 1.4, dont la force obéit a (1.5) avec C My a la place de M. De plus, par (2.5) les
bornes (1.7) sur la moyenne angulaire sont les bornes (1.11) sur u elle-méme, avec le méme exposant
h et la méme constante Cayi. Le Théoreme 1.3 rend (0,0) régulier, ce qui est (1.9). O

2.3. Conséquences pour la force. L’analyticité de la force intervient dans la preuve du
Théoréme 1.1 & exactement un endroit, le passage de la symétrie sur le coeur qui se contracte (1.8),
a la symétrie (2.5) sur la boule fixe ; pour une force simplement lisse nous ne savons pas faire ce
passage. En un point singulier, nous pouvons reformuler le Théoreme 1.1 comme un énoncé sur la
force seule.

COROLLAIRE 2.3 (La force sous un cceur axisymétrique). Soit (u,7) une solution faible
convenable de (1.2) sur Q, lisse sur les compacts de Q, avec une force f satisfaisant (1.5), sup-
posons (1.7) pour un certain 0 < h < 1/2 et Caxi < 00, et supposons (1.8). Si (0,0) est un point
singulier, alors f viole (1.6), et en particulier f # 0 la. De plus, f ne s’annule alors identiquement
sur aucun cylindre B(R') x (—=0’,0) avec 0 < R' <1 et 0< ¢ <1.

PREUVE DU COROLLAIRE 2.3. La premiere assertion est la contraposée du Théoreme 1.1, et
f = 0 satisfait (1.6). Pour la seconde, si f s’annulait identiquement sur un tel cylindre, les hy-
potheses du Théoréme 1.1 y seraient vérifiées avec p(t) remplacé par min{p(t), R'/2}, et le change-
ment d’échelle de Navier-Stokes rendrait (0,0) régulier. O

REMARQUE 2.4 (Bornes supérieures a la place de ’annulation exacte). Nous notons que
I'axisymétrie exacte sur le cceur peut étre remplacée par une borne sur la partie non axisymétrique
w de la vitesse, sur une boule fixe. C’est-a-dire que si dans le Théoréme 1.1 nous abandonnons (1.8)
et (1.6) et supposons a la place que

My = sup |Jw(,t)|cspay < o0, (2.6)
—1<t<0

alors (0,0) est encore régulier. Aucune petitesse de M, n’est requise, et 'analyticité ne joue aucun
role. En effet, moyenner (1.2) sur les rotations tue les termes mixtes (v - V)w et (w - V)v, puisque
v est invariant et Pw = 0, et donne

v+ (- Vv—Av+Vr=F+f, (2.7a)

dive =0, (2.7b)

F=-P((w-Vw), (2.7c)

sup || (1)l c2(pry < CMa, (2.7d)
~1<t<0

ot C est une constante universelle, et f = Pf. Le moyennage n’augmente pas les normes de (1.3),
et (v,7) est lisse sur les compacts de Q, donc c’est une solution faible convenable de (2.7) avec la
force F + f, dont la norme C? est au plus CM2 + CM f. Le Théoréme 1.3 rend v borné pres de
(0,0), et (2.6) rend u = v + w borné la aussi. Nous soulignons que le théoreme d’identité utilise
Pannulation exacte dans (1.8), et que nous ne savons pas comment la remplacer par un taux de
petitesse algébrique. La Section A.6 montre que (2.6) échoue pour la construction d’OpenAl.

REMARQUE 2.5 (La symétrie du rotationnel de la force). Aucune symétrie de f n’est
supposée dans le Théoréme 1.1, mais les hypotheses (1.8) et (1.6) ensemble en impliquent une :
pour tout ¢ € [0, 27),

Ry(curl f) =curl f, sur Q. (2.8)
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En effet, une fois Z,u = u connu par la preuve du Théoreme 1.1, appliquer %, a I'’équation de
quantité de mouvement donne f — Z,f =V(r —mo Q;l), et (2.8) suit en prenant le rotationnel.
11 serait intéressant de décider si dans le Théoréme 1.1 I’hypothese (1.6) peut étre remplacée par
I'invariance par rotation (2.8) de curl f.

REMARQUE 2.6 (Annulation extérieure et analyticité). Un second obstacle a I’analyticité
de la force n’utilise ni (1.7) ni (1.8), seulement un ouvert hors de I’axe sur lequel la vitesse méridienne
s’annule. Soit (u, ) une solution de (1.2) sur B(R) x (—4,0), lisse sur les compacts de ce cylindre,
et soit £ C B(R) N {r > 0} un ouvert non vide tel que

up=u, =0 sur E x (—0,0). (2.9)

Supposons que u,(0,ty) # 0 pour un certain ty € (—§,0).” Alors, sur toute boule B(R') avec
0 < R’ < R qui rencontre E, et pour tout t; € (—0,tg), il n’existe pas de constantes M < oo et
a > 0 telles que

sup |07 f (-, )|l oo (B(Rr)) < Ma™l%l|q)! pour tout o € N§ . (2.10)

t€[t1,to]

En particulier, f ne s’annule pas identiquement sur B(R') x (t1,tg), puisque la force nulle sat-
isfait (2.10). La preuve est courte. Supposons que (2.10) tienne pour certains M et a. Par le
Corollaire 2.2, u(-, ) est alors réellement analytique sur B(R') pour tout ¢ € (¢1,%y). A chacun de
ces t, le scalaire u,(+,t) s’annule sur 'ouvert non vide £ N B(R’) par (2.9), donc sur tout B(R') par
le théoreme d’identité, et en particulier u,(0,¢) = 0. En faisant ¢ 1 ¢y et en utilisant la continuité
de u(0, -), nous obtenons u(0,y) = 0, une contradiction.

3. Identités axisymétriques et résultats auxiliaires

Nous passons maintenant a la preuve du Théoreme 1.3. Dans les Sections 3-5, (u, ) est une
solution faible convenable axisymétrique de (1.2) sur Q, dans la classe de la Section 1.4, avec
une force satisfaisant (1.5) ; en moyennant sur les rotations comme dans la Section 2.2, nous
pouvons (et le faisons) prendre 7 et f axisymétriques aussi. Cette section consigne quelques-
uns des résultats auxiliaires dont la preuve a besoin : les équations en variables cylindriques, un
principe du maximum pour les fonctions qui s’annulent sur l’axe (Lemme 3.1), un anneau régulier
a circulation bornée (Lemme 3.2), et un principe de comparaison pour les scalaires bornés produits
par les limites anciennes de la Section 4 (Lemme 3.3). Hormis la force, les identités et le Lemme 3.2
sont les mémes que ceux de l'article compagnon [14] ; la force intervient comme (curl f)g dans (3.3),
comme g = (curl f)g/r dans (3.4), et comme 7 fy dans (3.5), et (1.5) borne les trois. Nous notons C
une constante qui peut dépendre de h, de My, de la constante C,y de (1.11), et de rayons intérieurs
fixés, mais jamais d’une suite de temps de remise a 1’échelle.

3.1. Identités axisymétriques. Dans le repere cylindrique (e, eq,€,), et avec 7 et f ax-
isymétriques, le systeme (1.2) s’écrit

u2 1 1
Oty + UpOptly + U Oyl — 79 = (83 + ;(% + 83 — 7ﬂ2> Up — OpT0 + fr, (3.1a)
1
Oty + U, Orty + U 0yu, = <8,2, + ;EL + 83) Uy — 0, + f,, (3.1b)
Uy 9 1 9 1
Oy + urOpug + u,0,ug + U= 0z + ;& +0; — ) u + fo, (3.1c)

9Pour la construction d’OpenAl cela vaut a tout temps suffisamment proche du temps d’explosion, ou u(0,t) =
jo(=t)7127" £ 0 par (A.12). La remarque dit donc qu’un écoulement qui est pur tourbillon sur un ouvert hors de
I’axe, et a une vitesse axiale non nulle en un point de I’axe, ne peut pas provenir d’une force spatialement analytique
: Panalyticité transporterait 'annulation extérieure de u, vers I'axe.
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Oruy + % +0,u, =0. (3.1d)

Nous appelons b = u,e, + u,e, la vitesse méridienne et ugey le tourbillon, et nous écrivons les
composantes de vorticité, la circulation, et la vorticité potentielle comme

wr = —0,uyp , wy = Oy — Oplly , w, = Opug + il , I'=rug, Q= “o . (3.2)
r r
En appliquant 9, & (3.1a) et 0, a (3.1b) et en soustrayant, nous éliminons la pression et obtenons
U 1 1 1
Orwy + UrOrwy + Uz 0wy = %we + ;@(uz) + (83 + ;@ + 0?2 — 7“2> wp + (curl f)g, (3.3)

ot (curl f)g = 0,f, — O-f.. En divisant (3.3) par r, et en utilisant I'identité r—1(0? + r=19, —
r=2)(rQ) = (0? 4+ 3r~19,)Q, nous obtenons aussi

0 + 1, 0, + u, 0,0 = <8§ + %3,, + 83) Q+0, (:fg) +g, g:= (Cur;f)g . (3.4)
Enfin, en multipliant I’équation du tourbillon (3.1¢) par r, nous obtenons

oL + 10,1 + u,0,T = (a,? — %ar + af) L+rfy. (3.5)

Prés de l'axe, un champ axisymétrique lisse a des composantes u, = ra(r? z,t), ug =

re(r?, z,t), et u, = d(r?, z,t), avec a, c et d lisses ; ainsi 2, ug/r et g sont des fonctions lisses de
(r?,2,t), et (3.4) tient & travers I’axe une fois que son opérateur radial 92 + 3r~19, est lu comme le
laplacien radial de R*, comme dans [33]. Comme u,, O,u,, Oy, O, f- et O,.f, s’annulent sur I’axe,
les quotients w,/r, O,u,/r, Oru,/r et g sont bornés, le long du segment radial vers 'axe, par les
suprema de Opuy, 0,0y, O%u,, 0,0, f. et O2f, sur B(1) ; en particulier

lg| < CMjy sur Q. (3.6)

3.2. Un principe du maximum pour les fonctions qui s’annulent sur ’axe. L’équation
du tourbillon (3.1c) et ’équation de circulation (3.5) ont des coefficients singuliers sur 'axe, et,
contrairement & (3.4), elles ne sont pas relevées a4 une dimension supérieure. Les preuves des
Lemmes 3.2 et 5.1, et de la Remarque 5.2, leur appliquent le principe du maximum sous la forme
suivante.

LEMME 3.1 (Principe du maximum pour les fonctions qui s’annulent sur ’axe). Soit
R>0,t <s, keR, et M >0, et définissons l’ensemble D = {(z,t): x € B(R), r = |2/| >
0, t1 <t <s}. Soit p = ¢(r,z,t) continue sur B(R) X [t1,s], avec ¢(0,z,t) = 0 pour |z| < R et
ty <t < s. Supposons que ¢ est de classe C% en x et C ent sur D, et satisfait

k
Bih + by Oy + b,Dp + b = (8,% + =0, +a§)¢+F, (3.7)

la. Ici by, by, v et F sont des fonctions réelles sur D, avec v > 0 et |F| < M ; aucune borne n’est
supposée sur b, b, ou vy, qui peuvent étre non bornés quand r — 0. Alors

|p(z,t)| < max |p| + M(t—t1) sur B(R) x [t1, s], (3.8)

ot ¥ = (B(R) x {t1}) U (0B(R) x [t1,s]) est la frontiére parabolique de B(R) x (t1,s].
La preuve de ce lemme est élémentaire ; nous la présentons pour la commodité du lecteur.

PREUVE DU LEMME 3.1. Comme —¢ satisfait les mémes hypotheses, avec —F a la place de
F, il suffit de borner ¢ par au-dessus. Soit m = maxy|¢| > 0 et ¢ > 0. Définissons ¢. =
¢ — (M +¢€)(t —t1), et soit (Z,%) un point de maximum de la fonction continue ¢, sur le compact
K = B(R) x [t1,s]. Supposons que ¢.(Z,t) > m. Sur X nous avons ¢. < ¢ < m, et sur I'axe
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nous avons ¢. < ¢ = 0 < m. Le point de maximum (Z, ) ne se trouve donc ni sur ¥ ni sur l’axe,
c’est-a-dire (Z,t) € D. Au temps ¢ les fonctions ¢ et ¢. different d’une constante, de sorte que
(r,2) + ¢(r, z,t) atteint son maximum sur le demi-disque ouvert {r > 0, 72 + 22 < R?} en z.
Par conséquent, 0,¢ = 0,¢ = 0, 92¢ < 0, et 92¢ < 0 1a. De plus, y¢ > 0 en (Z,%) parce que
o(z,t) > ¢(T,t) > m >0, et dpyp. > 0 1a parce que ¢.(7,t) < ¢p.(Z,t) pour t; <t < ¢ borne la
dérivée & gauche par en dessous. En (Z,t) les coefficients b, b, et k/r sont finis, et ils multiplient
des dérivées premieres qui s’annulent. Ainsi (3.7) donne Oype = p— M —c < F— M —e < —¢ 14,
une contradiction. Par conséquent ¢ < m + (M + €)(t — t1) sur K, et (3.8) suit en faisant tendre
e — 0. [l

3.3. L’anneau régulier. Le Lemme 3.2 ci-dessous est utilisé deux fois dans la preuve du
Théoréme 1.3 : sa borne de circulation (3.9) supprime la source de tourbillon dans le zoom de la
Section 4, et ses bornes de dérivées sur ’anneau, qui tiennent jusqu’au temps d’explosion, contrélent
les erreurs de troncature de I’estimation d’enstrophie de la Section 5, qui sont supportées dans cet
anneau.

LEMME 3.2 (Un anneau régulier et une circulation bornée). Soit 0 < R; < Ry < 1. Il
existe des rayons R < R_ < Ry < Ry et un temps tg € (—1,0) ayant la propriété suivante. La
vitesse u, ainsi que Vu et V2u, est bornée sur l'anneau cylindrique {R_ < |z| < Ry} x (t0,0), et,
pour chaque R, € (R_, R}), il existe une constante finie Cr telle que

1T poo (B(R ) (t0,0)) < CT - (3.9)

PREUVE DU LEMME 3.2. Soit Sy C B(Rp) l’ensemble des x pour lesquels (x,0) est un point
singulier. Appliquée au couple avec la force a divergence nulle de la note de bas de page 2, la
régularité partielle donne H!(Sp) = 0. En effet, le critere de e-régularité de Gustafson, Kang et
Tsai [28, Théoreme 1.1(ii)], avec (p, q) = (2,2) et la force dans I’espace de Morrey parabolique M??
de [28, Equation (6)], s’applique aux points (x,0) de la frontiére supérieure de Q.10 L’argument de
recouvrement de [6] (voir aussi [40, 37, 35]) est inchangé, puisque |’ B(1)x(=6,0) |Vul? — 0 quand
9 — 0 par (1.3). Nous pouvons donc choisir R € (Ry, Ry) tel que dB(R) ne porte aucun point de
So, et par compacité il existe § > 0, avec R1 < R—d < R+ J < Ry, et tg € (—1,0) tels que u
est bornée sur {R — ¢ < |z|] < R+ d} x (to,0). Nous fixons des R_ et R, quelconques tels que
R-0<R_<Ry<R+0.

Comme u est bornée sur cet anneau cylindrique et f est bornée dans C?, les estimations
intérieures de Serrin [55, Section 4, avec m = 1] bornent Vu et V2u sur les compacts de {R — 6 <
|| < R+ 6} x (to,0), par des constantes qui ne dépendent que du sous-ensemble, de My, de
sup |u| sur I'anneau cylindrique, et de [|[Vul[z2(gy. Ces bornes sont uniformes jusqu’a t = 0, parce
que les formules de représentation de Serrin [55, Equation (18), Equation (20), et laffichage apres
'Equation (23)] sont unilatérales en temps : la vorticité en un point (z,s) est la somme d'un
potentiel de la chaleur de w A u et de la force, et d’une solution de 1’équation de la chaleur, chacune
bornée en (z,s) en termes de la solution sur le cylindre rétrograde B(z, ) x (s — 0%, s), de sorte
que lestimation en (z,s) ne dépend de s que par les normes ci-dessus. En fixant un petit o, avec
0? < —tp, et en remplacant to par to + o2, on obtient la premiere assertion.

Nous fixons R, € (R_, R}). Pour s € (19, 0), 'ensemble B(R,) X [to, s] est un compact de Q, de
sorte que u y est lisse ; la circulation I' = rug est donc continue sur cet ensemble, lisse hors de 'axe,
et, comme |I'| < r|u|, elle s’annule sur 'axe. L’équation de circulation (3.5) est de la forme (3.7),

10pans [28] le critere est énoncé pour des points intérieurs au domaine spatio-temporel, alors qu’ici il est appliqué
a des points de la frontiere supérieure, au temps d’explosion. Cela est légitime pour deux raisons. Premiérement,
la preuve de [28] n’utilise la solution que sur les cylindres rétrogrades B(z, ¢) x (—g%,0), qui sont contenus dans Q,
et seulement a travers les équations et l'inégalité d’énergie locale sur ceux-ci. Deuxiemement, I'inégalité d’énergie
locale & un temps s < 0 n’implique la fonction test que sur (—1, s], de sorte qu’elle tient pour des fonctions test qui
ne s’annulent pas en ¢ = 0 ; pour un couple lisse sur les compacts de Q c’est en fait une identité a tout s < 0.
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avec k = —1, sans terme d’ordre zéro, et avec une source qui obéit a |rfg| < M. Le Lemme 3.1

borne donc |I'| sur B(Ry) X [to, s] par ses valeurs au temps to et sur 0B(Rx) x [to, s|, plus M|to|.
Les premieres sont bornées puisque u est lisse au temps tg, les secondes par R, fois la borne sur w
sur I’anneau cylindrique ; ni les unes ni les autres ne dépendent de s, et en faisant tendre s T 0 on
obtient (3.9). O

3.4. Un principe de comparaison avec diffusion en moins de variables. Dans les
limites anciennes de la Section 4 la diffusion radiale survit a la procédure de zoom, de sorte que
la vorticité potentielle n’est plus conservée le long des trajectoires méridiennes rétrogrades, comme
elle 'est dans [13] et [14]. On utilise a la place un principe de comparaison pour faire s’annuler
le scalaire limite. Ce scalaire, cependant, est seulement borné, il résout son équation seulement au
sens des distributions, et il ne vient avec aucune borne sur ses dérivées ni aucune trace initiale.
De plus, la diffusion n’agit que sur un sous-ensemble des variables (elle n’agit pas sur la variable
axiale), aussi le Lemme 3.3 est-il énoncé dans la généralité ou il est utilisé.

LEMME 3.3 (Comparaison pour une solution distributionnelle bornée). Soit 1 < d < m,
soit I C R un intervalle ouvert, et notons x = (X, Z) € RIxR™~4. Supposons que B: R™x I — R™
est mesurable, que B(-,7) € W1 (R™;R™) pour presque tout T € I, et que

Ay = esssup (I1BC ) poomy + IVBC | poomy ) < 00, (3.10)
pour tout intervalle compact J C I. Soit g € LS. (I; L(R™)) satisfaisant
0rq+ B-Vq=Axq sur R™ x I, (3.11)
au sens des distributions.'t Alors, pour presque tout 7o € I et presque tout 7 € I avec T > T,
laC )l oo @my < lla(; 70) | poo (memy - (3.12)
Si de plus I = (—o0,T) et, pour un certain C < oo et k > 0,
g, Tl oo mmy < CIr[77, (3.13)

pour presque tout T < min{—1,T}, alors ¢ = 0 presque partout sur R™ x I. Un représentant
continu de q sur un ouvert y est identiquement nul, et il en va de méme de toute trace continue a
Uextrémité supérieure obtenue a partir de ce représentant.

PREUVE DU LEMME 3.3. L’argument est standard : nous régularisons en espace, contrélons le
commutateur comme dans [20], et comparons avec une barriere qui croit linéairement & l'infini.
Nous fixons un intervalle compact J = [7_,74] C I, posons Mo, = [|q||foc(mmx.7), €t régularisons
en espace, g- = 1) * ¢ avec un mollifieur standard n. = e~"n(-/¢) avec n supporté dans B(1). En
convoitant (3.11) avec 7., nous obtenons

87Q5+B‘VQE:AX(]5+R57 REZB'V(UE*Q)_UE*(B'VQ)' (314)

Ici R, est le commutateur de DiPerna et Lions, borné de la maniére usuelle : |R.| < C(m,n)AyM
par (3.10). De plus, R-(-,7) — 0 dans L (R™) pour presque tout 7 € J par [20, Lemme II.1],
donc R. — 0 dans L?(B(R) x J) pour tout R > 0 par convergence dominée. Pour un ¢ > 0 fixé,
tout terme de (3.14) autre que 0,g- est borné, donc g. a un représentant qui est lipschitzien en
temps a valeurs dans L>°(R™) ; désormais ¢. désigne ce représentant. Si 7y est un point de Lebesgue
de 7+ q(-,7) € L{ (R™), ce qui est le cas pour presque tout 79, alors g(-, 70) = ne * q(-, 7o) pour
tout . Nous fixons un tel 79 € (7—, 74) et posons M = ||q(-, 70)|| oo (rm), de sorte que gc(-,70) < M.

Avec (z) = (1 + |z/?)"/2 nous avons |V(z)| < 1 et Ax(z) < d. En définissant K = A; + d, la
fonction

Uo(z,7) =M +0o((z) + K(T — 70)), o>0, (3.15)

Hei B . Vg signifie réellement div(Bq) — (div B)q.
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satisfait 9, V,+B-V¥,—Ax¥, > (K —Aj—d) = 0 presque partout sur R” x J, et ¥, > M+o|z|
pour 7 > 79. Donc v. = (¢- — ¥, )4 s’annule en 7 = 79 ; pour 7 € [79, 74] elle s’annule aussi sur le
complémentaire de B(R,) pour R, = 1+ My, /o. En soustrayant I'inégalité de sursolution de (3.14),
en multipliant par v., et en intégrant sur R™, nous obtenons

1d 1

En invoquant I'inégalité de Gronwall nous obtenons sup,¢fr, -, [v=(-, 7)II7> < CJHR5||%2(B(RG)><J) —

0 quand ¢ | 0. Comme ¢. — ¢ dans L120c7 en faisant ¢ | 0 puis ¢ | 0 on obtient ¢ < M presque
partout sur R X (79, 74+). Le méme argument pour —g, et un épuisement de I par des intervalles
compacts, donnent (3.12).

Pour la derniere assertion, nous appliquons (3.12) & des temps 7; = —oo auxquels (3.13) tient,
et obtenons [|q(-, 7)| zoc(mrm) < C|7;|™" pour presque tout 7 > 7; ; ainsi ¢ = 0 presque partout, et
un représentant continu, ainsi que sa trace a 'extrémité supérieure, s’annulent identiquement. [

4. Limites anciennes et petitesse des quantités méridiennes

Le but de cette section est de prouver la Proposition 1.5. Nous raisonnons par contradiction,
en zoomant la ou (1.13) échoue, & la longueur radiale ¢, et a la longueur axiale ¢,. Deux cas
se présentent alors, selon que l'axe remis a 1’échelle reste a distance finie, ou s’éloigne a l’infini.
Comme la pression n’est pas controlée apres le zoom, nous passons a la limite dans les équations de
vorticité (3.3) et (3.4), pas dans I’équation de quantité de mouvement. Dans les deux cas le change-
ment d’échelle rend la circulation bornée sous-critique, et cela supprime la source de tourbillon. La
diffusion radiale, cependant, survit au changement d’échelle, de sorte que la vorticité limite s’annule
par le principe de comparaison du Lemme 3.3, et non par transport le long des caractéristiques.
L’incompressibilité et la bornitude de la vitesse méridienne limite font alors s’annuler les quantités
sélectionnées dans la limite, ce qui contredit le choix des points auxquels nous avons zoomé.

PREUVE DE LA PROPOSITION 1.5. Fixons un 0 < p < 1 arbitraire. Par (1.11) le quatrieme
terme de (1.12) est borné comme (—t)[0.u,| < Caxi(—t)", et tend donc vers zéro dans la limite.

Supposons par contradiction que (1.13) échoue. Alors il existe ¢y > 0, des temps ¢, 1 0, et des
points z,, € B(p) auxquels les trois autres termes satisfont

U
(=ta) (10rur | + [ 55] + 10:02] ) (2, ) = co. (4.1)
Par invariance par rotation nous pouvons sans perte de généralité prendre =, = (ry,0,2,), ou
rn, = |x}| > 0. Par le Lemme 3.2, appliqué avec Ry = p et un certain Ry € (p,1), il existe
p<R. <1, t, € (—1,0), et Cr < oo tels que
lrug(x,t)] < Cr sur B(Ry) x (t4,0). (4.2)

Dans toute la preuve, C' désigne une constante qui peut dépendre de h, My, Cuyi, p, R, Cr, et de
I'intervalle de temps compact considéré, mais jamais de n.
Etape 1 : le changement d’échelle. Nous définissons

>

Ap = (_tn>1/2 , op = (_tn)h = )‘721h7 Mn = (5771 (—tn)1/2_h = /\711_2}1 . (4.3)

Clest-a-dire, A, = £(tn) et p, = £,(t,) sont les longueurs (1.10), et toutes deux tendent vers
zéro quand n — oo puisque 0 < h < 1/2. Leur rapport est 6, = A\,/pn, — 0. En passant a une
sous-suite, nous avons que 7, /A, soit reste borné, soit tend vers 'infini. Toute sous-suite extraite
dans cette preuve raffine les précédentes, et nous ne la renommons pas ; comme (4.1) tient pour
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tout n, elle tient le long de toute sous-suite. Nous zoomons d’abord autour du point (0, z,,) sur
I'axe, dans les variables

R:)\—:, Z:Z;nz”, T:(—ttn)’ (4.4)

de sorte que 7 = —1 est le temps sélectionné ¢, et 7 < —1 est son passé. Nous définissons ensuite
Va(R, Z,7) = Ap uy ()\nR, Zn + pnZ, (—tn)T) , (4.5a)

Wn(R, Z,T) = Apdp U ()\nR, Zn + n2, (—tn)T) , (4.5b)

Sn(R, Z,T) = A\pOn ug ()\nR, Zn + tn 2, (—tn)T) , (4.5¢)

Qn(R, Z,7) = X306, Q(MR, 2 + pnZ, (—t,)7) (4.5d)

ol les composantes cylindriques a droite sont écrites comme fonctions de (r, z,t). Dans ces variables
les bornes (1.11) se lisent

(020 Va| < Co|r|~AF0/2-(1/2=10 (4.6a)
|0%0Y Wil + 0504 S| < Cax|r|~1/27Rme/22 /2200 (4.6b)

pour tout a + b < 2.

Ces bornes tiennent en tout (R, Z, ) pour lequel le point (A, R, z, + punZ, (—t,)7T) appartient
a Q, et nous appelons 'ensemble de tels (R, Z, ) la préimage de Q sous le zoom (4.4). La borne
de circulation (4.2) tient sur la préimage du plus petit ensemble B(R,) X (t,0). Comme les
longueurs (4.3) tendent vers zéro et |z,| < p < Ry, les deux préimages contiennent tout compact
donné de [0,00) x R x (—00,0) pour tout n assez grand dépendant de ce compact.

En changeant les variables dans 1’équation de divergence (3.1d), dans les définitions (3.2), et
dans I’équation de vorticité potentielle (3.4), nous obtenons les identités

v, 20,4V, — OpW,,
ORVn + — +0,W, =0, Q=12 R7n (4.72)
R R
2
0.Q,, + V. 0rSY, + W09, — (aRR n %aR n 523ZZ) O +0,F,+Gr. = % . (4.7b)

en tout point de la préimage de Q, avec R > 0. Notons que la diffusion radiale a un coefficient un,
tandis que la diffusion axiale porte le facteur 62 — 0.

Nous consignons les deux termes de force a la fois : la force intervient dans (4.7b) par Gy, et
dans ’équation de vorticité azimutale (4.19b) de I’ Etape 3 par H,, o

Gun(R, Z,7) = Xobn g(MnR, 20 + pnZ, (—tn)T) (4.8a)
Hy(R,Z,7) = Xody (cwrl g (rn + MR, 20 + inZ, (—t2)T) . (4.8b)

Les préfacteurs sont les normalisations A2 4, de © dans (4.5) et A\26,, de wy dans (4.18), multipliées
par le facteur temporel (—t,) = A2. Comme |g| < CM; sur Q par (3.6) et |(curl f)g| < CM;
par (1.5), les deux termes tendent uniformément vers zéro : G, sur la préimage de Q sous (4.4),
jusqu'a l'axe, et H,, sur la préimage de Q sous (4.17).

Comme 9,V,, et OgW,, s’annulent en R = 0, tout comme 9d,u, et dyu, sur axe (Section 3.1),
les quotients 97V, /R et OrW,, /R sont bornés par les suprema de drzV,, et drrW,, sur le segment
radial qui joint (0,Z,7) & (R, Z,T) ; ce segment est encore dans la préimage de Q, puisque B(1)
est convexe. Ainsi (4.7a) et (4.6) donnent, sur la préimage de Q avec R > 0,

2] < Caxi (217720 4 |7 7270) (4.9)

La borne tient aussi en R = 0, puisque €2, est continue a travers ’axe. Notons que la constante
Caxi de (4.9) est celle de (4.6), qui ne dépend ni de n ni d’un intervalle de temps ; c’est ce que
I’hypothese de décroissance (3.13) du Lemme 3.3 requiert a 1’ Etape 2.
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Ensuite, nous passons au tourbillon, qui intervient dans (4.7b) par la source F, = S2/RZ.
Comme RS,, = 0, rug, la borne de circulation (4.2) donne

|RSy| < Crdn, (4.10a)

partout ou le point (4.4) appartient & B(R,) X (t«,0). Comme S,, s’annule en R = 0, tout comme
ug, |Sp|/R est borné par le supremum de |0rS,| le long du segment radial vers l’axe, et & son
tour (4.6) borne |0rS,| par Caxi|7| '™ < Caxi pour 7 < —1. Nous arrivons ainsi &

[Sn/RI < C, (4.10b)

en tout point de la préimage de Q avec 7 < —1. Comme le passage & la limite de I’Etape 2 est
effectué au sens des distributions, ce qui est requis de la source de tourbillon 0z F,, dans (4.7b) est
que F,, — 0 dans Ll sur {r < —1}, jusqu’a 'axe. Hors de I’axe nous écrivons F,, = (RS,)%/R*,
et (4.10a) donne F,, < C252¢~* — 0 quand n — oo, uniformément sur les compacts de {R > ¢},
pour tout € > 0. Prés de 'axe nous écrivons F,, = (S, /R)?, et (4.10b) donne F,, < C? pour 7 < —1,
jusqu'a R = 0. Comme {R < €} est de petite mesure dans tout compact, et € est arbitraire, les
deux bornes ensemble donnent cette convergence, et la source de tourbillon 0z F;, disparait dans la

limite distributionnelle.

B(p)

(a) rn/An borné

[1 la boite de zoom : demi-largeur radiale A, = (—t,)/2, demi-largeur axiale p, = (—t,)/?27" > \,

FIGURE 1. Le zoom anisotrope de I’E’tape 1, dessiné dans le plan passant par I’axe. La boite
est longue le long de 'axe et courte en travers, puisque h > 0. En (a) la boite est centrée au
point de laxe (0, z»), le point sélectionné x, se trouve & distance remise & I’échelle bornée de 'axe,
et la limite est une équation pour la vorticité potentielle, avec le laplacien de R* agissant sur les
fonctions radiales ; en (b) la boite est centrée en z,, comme dans les variables (4.17) de I’ Etape 3,
I’axe s'éloigne, et la limite est une équation pour la vorticité azimutale sur R?, avec diffusion dans
la seule variable radiale.

Etape 2 : le cas de laze a distance finie. Supposons que 7,/\, < A pour un certain A fixé,
comme sur la Figure 1(a). Dans cette étape nous prouvons que drVi,, dzW,, et V,,/R tendent vers
zéro en 7 = —1, uniformément sur les compacts, et nous en déduisons une contradiction avec (4.1).

L’opérateur radial Orp + 3R~ '0r dans (4.7b) est le laplacien de R* agissant sur les fonctions
radiales. Comme dans [33], nous considérons donc €2, comme une fonction de X € R* avec | X| = R,
de sorte que (4.7b) tient a travers ’axe. Ces variables relevées ne sont utilisées que la ot I'axe doit
étre traversé, dans la forme distributionnelle de 1’équation et dans les limites faible-* ; argument
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de compacité pour 2, a lieu dans le demi-plan (R, Z). Nous définissons la dérive
X
B.(X,Z,T)= (R Vi(R, Z,7), Wh(R, Z, 7')> . (4.11)

Par les développements radiaux consignés dans la Section 3.1, ,,, F},, V;, /R et W,, sont des fonctions

lisses de (R?, Z,7), de sorte que B, est lisse en (X, Z) & travers X = 0. Nous consignons l'identité

X Vo XX XX

Vx (Vo) = (|- T~ + o=

et notons que sa trace est égale a OrV,, + 3V,,/R. Comme V,, s’annule en R = 0, nous avons

|[Vo/R| < sup|OrVy| ; combinée a (4.6), cette estimation montre que les dérives B, sont uni-

formément bornées et uniformément lipschitziennes en espace sur les intervalles de temps com-

pacts,'? comme le Lemme 3.3 I'exige de la dérive limite. Conjointement & 'identité de divergence
de (4.7a), la trace donne

. 2
divx z B, = EVn.

Comme {X = 0} est de mesure nulle, et comme tout terme de (4.7b) qui porte une dérivée est
lisse a travers cet ensemble, ’équation

Vi,
0-Q + divyx 7(Ba) = AxQy + 620770 + 2§Qn + 0z F, + G, (4.12)

tient presque partout dans les variables relevées, sur la préimage de Q sous (4.4), donc aussi au sens
des distributions la. Notons que le terme de force G,, = G, (|X|, Z,7) dans (4.12) n’intervient que
par son supremum, et satisfait |G,,| < CMA24, — 0 sur cet ensemble, comme consigné apres (4.8).
Soit K C {R > 0} un rectangle fermé dans le demi-plan. La seconde identité de (4.7a)
et les bornes de (4.6) peuvent étre utilisées pour estimer les dérivées spatiales premieres de €2,
dans L*°(K), uniformément en n sur les intervalles de temps compacts dans (—oo, —1]. En util-
isant (4.7b), nous pouvons borner 9., dans W~2P(int K), uniformément sur les intervalles de
temps compacts, pour tout p € [1,00), puisque tout terme de (4.7b) autre que 0.8, est au plus
deux dérivées d’une fonction bornée sur K uniformément en n.'* Un argument de compacité
standard donne alors, pour tout 1 > 0, une constante C,, (qui dépend aussi de K et p) telle que

[E N cocrey < nllFllconxy + Cn 1E w20 (it 1) >

pour tout F € C%(K). En appliquant cette inégalité & ,(7) — Q,(7'), nous en déduisons que
les applications 7 +— €,(7) sont équicontinues & valeurs dans C°(K). Par Arzela-Ascoli et une
extraction diagonale, nous arrivons a

Q, - Qs localement uniformément sur {R >0, 7 < —1}. (4.13)

L’extrémité 7 = —1 est incluse parce que toutes les estimations ci-dessus tiennent sur chaque
intervalle fermé [T, —1].

Ensuite, nous prolongeons {2, par zéro sur I'ensemble de mesure nulle {X = 0}, et affirmons
que la convergence tient aussi a travers I'axe, en ce sens que

Qn = Qoo dans L (R* x R x (—00,—1]) pour tout 1 < p < oco. (4.14)

En effet, pour 7 < —1 la borne (4.9) donne [€2,,| < C uniformément en n, jusqu’a 'axe, et donc
Q00| < C aussi par (4.13), de sorte que le tube {|X| < ¢}, dont la mesure est de I'ordre de &*
(& Z et T fixés), contribue peu a la norme LP de Q,, — Q sur tout compact, uniformément en n

1213 borne que nous obtenons est |B,| + |[VB,| < C|7|~"/2 pour 7 < —1.
131¢i nous utilisons les bornes (4.6), (4.9), les bornes de dérivées premicres sur €, qui viennent d’étre établies,
Pestimation (4.10a), et Pannulation uniforme de G,.
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; hors du tube, la convergence (4.13) est uniforme sur les compacts. Nous avons utilisé le méme
raisonnement a I’Etape 1, pour la convergence F,, — 0 dans Llloc.

Nous passons ensuite a la limite dans (4.12), et montrons que 2, résout (4.15) ci-dessous au
sens faible. A cette fin, les bornes (4.6) nous permettent d’extraire des limites faible-* V et W de V/,
et W, sur les compacts du domaine spatio-temporel relevé. Comme X /R est une fonction bornée
indépendante de n, les dérives B, définies en (4.11) convergent faible-* vers B = (VX/R,W).
Ces dérives sont uniformément lipschitziennes en espace sur les intervalles de temps compacts, de
sorte que nous extrayons simultanément la limite faible-* des gradients VB, qui est le gradient
distributionnel de B. Les constantes de (4.6) ne dépendent pas de 1’ensemble spatial compact, de
sorte que |B| + |VB| < Cj presque partout sur R* x R x J, pour tout compact J C (—oo,—1).
Par Fubini, B(-,7) € WH°(R* x R) pour presque tout 7, avec la méme borne, de sorte que (3.10)
tient avec A; < Cj. De plus, comme |X|~! est localement intégrable en dimension quatre, /R
est intégrable pour tout ¢ € CX(R* x R x (—o0, —1)), de sorte que la convergence faible-* de V;,
donne V,,/R — V/R dans les distributions. En passant a la limite dans divx z B, = 2V,,/R on
obtient divx, z B = 2V/R. La convergence faible-* de B,, contre la convergence forte (4.14) de Q,,
conjointement a la borne uniforme |V,,/R| < sup |0rV,|, nous permet de passer a la limite dans les
produits de (4.12), tandis que §,, — 0, G, — 0 uniformément, et F,, — 0 dans LllOC suppriment les
termes restants. Au vu de divy z B = 2V/R, la limite est I'’équation du Lemme 3.3, sous la forme
divergence de sa note de bas de page, a savoir

0r Q%0 + B -V = AxQy  sur R* x R x (—oco, —1). (4.15)
Comme 62 |7|73/2h < 52 pour 7 < —1, la borne (4.9) implique
Qe (X, Z,7)| < Caailr| 227"

Ainsi Qu est borné sur R* x R x .J pour tout compact J C (—oo,—1), résout (4.15) dans les
distributions avec une dérive satisfaisant (3.10), et obéit & (3.13) avec k = 3/2 + h. La derniére
assertion du Lemme 3.3, avec (m,d) = (5,4), donne

Qoo =0.

Par (4.13), Q est continu sur {R > 0, 7 < —1}, de sorte qu’il s’annule en tout point de cet
ensemble, I'extrémité = = —1 étant incluse.

En 7 = —1, les bornes (4.6) rendent V,,(-, —1) et W,,(-, —1) bornés dans C? sur tout compact du
demi-plan fermé, avec une constante qui ne dépend pas du compact. En passant a une sous-suite
ultérieure, nous obtenons V;, (-, —1) — V% et W, (-, —1) — W dans C! sur les compacts, avec V? et
WO bornés sur tout le demi-plan. En passant & la limite dans la premiére identité de (4.7a), nous
obtenons

o, V° 0
OrV +§+OZW =0,
sur {R > 0}. Comme ,(-,—1) — 0 hors de l'axe, par (4.13) et Qs = 0, et comme d,, — 0 tandis
que 07V, (-, —1) est borné, la seconde identité de (4.7a) donne

W =0,

sur {R > 0}. Contrairement & [14], I'identité de vorticité ne donne que OgW? = 0, pas une
limite sans rotationnel ; & la place, la bornitude de V° remplace le théoreme de Liouville. Comme
WO ne dépend pas de R, nous pouvons réécrire l'identité de divergence pour (VO W?) comme
Or(RV®) = —RIz;WO(Z). En l'intégrant depuis I'axe, ot RV s’annule parce que V° est borné,
nous obtenons

VYR, Z) = —gazWO(Z) .
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La bornitude de V° pour tout R > 0 force 9zW° = 0, et alors aussi V°? = 0, sur {R > 0}, donc
sur le demi-plan fermé par continuité. Comme la convergence vers V° et W0 tient dans C! sur les
compacts du demi-plan fermé, nous concluons que, uniformément sur tout un tel compact,

aRVn('a_l) _>Oa 8ZWn<'7_1) _>07 Vn(7_1>/R_>0 (416)

Les convergences tiennent jusqu’a l’axe ; pour la derniere, c’est parce que V,(R,Z,—1)/R =
fol OrVn(oR,Z,—1)do pour R > 0, le membre de droite étant continu en R = 0.

Avec (4.16) en main, nous revenons aux points x, sélectionnés dans (4.1). Dans les vari-
ables (4.4), le point (x,,t,) a pour coordonnées (R,Z,7) = (rn/An,0,—1), et (rn/An,0) appar-
tient au compact [0, A] x {0} pour tout n. Comme Or = A\, 0r, Oz = updz;, R = r/X\,, et
A2 = MOppin = (—tn), les définitions (4.5) et la reégle de chaine montrent que le membre de
gauche de (4.1) vaut

(=t (1050 + ] 2|+ 10021 ) o ) = (10RVA] + |52

les deux quotients étant prolongés continiiment a ’axe. Comme la convergence (4.16) est uniforme
sur [0, A] x {0}, le membre de droite du dernier affichage tend vers zéro le long de la sous-suite, tandis
que son membre de gauche est borné inférieurement par ¢y > 0. L’ansatz de contradiction (4.1)
échoue donc dans le cas de I'axe a distance finie.

Etape 8 : le cas de 'axe qui s’éloigne. Nous passons maintenant a ’autre alternative de I’Etape 1
: supposons que A, = r,/\, — oo, comme sur la Figure 1(b). Dans cette étape nous prouvons
que OrV,, et 0zW,,, pris maintenant dans les variables recentrées (4.17), tendent vers zéro au point
sélectionné, et que le terme restant (—t,)u,/r y est petit par (1.11) seul ; nous en déduisons une
contradiction avec (4.1).

L’argument suit I’Etape 2, avec la vorticité azimutale & la place de la vorticité potentielle et
sans axe a traverser. Nous zoomons maintenant autour du point sélectionné x,, lui-méme, dans les
variables (R, Z, ) définies par

r=rn+\MR=M(A4,+R), z2=2zp~+ nZ, t=(—tp)T. (4.17)

Nous définissons V;,, W, S,, comme en (4.5), avec les mémes préfacteurs et avec le point de (4.17)
comme argument. La vorticité azimutale remise a I’échelle est

+ yaZWn\) (;—",0,4),

n

On(R, Z,7) = X268 wy(r, 2,t) = 6207Vn(R, Z,7) — OpWn(R, Z,T), (4.18)
ou (r,z,t) est le point (4.17). Comme \,, u, — 0 par (4.3), A, — oo par hypothese, et |z,| <
p < Ry, la préimage de Q sous (4.17), dont I'axe se trouve en R = —A,,, contient tout compact

donné de R? x (—o0, —1] pour tout n assez grand dépendant de ce compact ; il en va de méme de
la préimage de B(R.) X (t4,0), sur laquelle (4.2) tient. Les bornes (4.6) sont inchangées, puisque
Or = A0y et Oz = ppd, comme en (4.4), et puisque (1.11) tient en tout point de Q. L’équation
de divergence (3.1d) et I’équation de vorticité azimutale (3.3) deviennent

OrVn + AnV—T— I +0;W, =0, (4.19a)
et
Vi
0:0,, + V,,0r09,, + W,,0,0,, — A+ R@n
1 9 1 1 9
= <8RR + g RGR + 5nazz — W) 0, + maz(sn) + H,, (4.19b)

en tout point de la préimage de Q sous (4.17) avec A, + R > 0, et avec H, donné par (4.8b).
Par (4.18) et (4.6), sur la préimage de Q sous (4.17),

Ol < Caxi (277" 4 7717 . (4.20)
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Ceci joue le role de (4.9) & I'Etape 2.
Comme (A4, + R)S,, = 6, rug (voir (4.5¢) et (4.17)), la borne de circulation (4.2) donne

On

partout ot le point défini en (4.17) appartient & B(R.) x (t,0), et A, + R > 0.1

Soit K C R? un rectangle fermé. L’identité (4.18) et les bornes de (4.6) peuvent étre utilisées
pour estimer les dérivées spatiales premieres de ©,, dans L (K), uniformément en n sur les inter-
valles de temps compacts dans (—oo,—1]|. En utilisant (4.19b), nous pouvons borner 9,0, dans
W=2P(int K), uniformément sur les intervalles de temps compacts, pour tout p € [1,00), puisque
tout terme de (4.19b) autre que 0,0, est au plus deux dérivées d'une fonction bornée sur K
uniformément en n.'° L’argument de compacité de I’E’tape 2, sans axe a traverser, donne alors

0, - 06 localement uniformément sur R? x (—oo, —1].

Notre objectif suivant est de passer a la limite n — oo dans (4.19) et (4.20), et de montrer que
© résout ’équation limite (4.21a) ci-dessous. A cette fin, comme par (4.6) les champs V;, et W, sont
uniformément bornés et uniformément lipschitziens en espace sur les intervalles de temps compacts,
nous extrayons des limites faible-* V, W de V,,, W, sur les compacts de R? x (—oc, —1], ainsi que les
limites faible-* de leurs gradients spatiaux, qui sont les gradients distributionnels de V' et W. Trois
termes de (4.19b) disparaissent dans la limite parce que l’axe s’éloigne. Sur un ensemble spatial
compact les facteurs (A, + R)~! et (A, + R)~2 tendent uniformément vers zéro quand A, — oo,
tandis que ©, et OrO,, y sont bornés, uniformément en n sur les intervalles de temps compacts ;
donc les termes visqueux (A, + R)"10r0, et (A, + R)~20,, tendent uniformément vers zéro. La
source de tourbillon, écrite comme 97(S2/(A, + R)), tend vers zéro dans les distributions, puisque
S2/(An + R) < C%52/(An + R)? par la borne sur S, ci-dessus, et le membre de droite s’annule
uniformément quand n — oco. Le terme 620770, tend de méme vers zéro dans les distributions
parce que d, — 0. Rappelons, d’apres la discussion qui suit (4.8), que le terme de force H,, — 0
uniformément. Le terme d’étirement —(4,, + R)™1V,0,, au membre de gauche de (4.19b) n’est
pas écarté dans la limite. Par (4.19a) il vaut ©,, divg, z(V;, W,,), de sorte qu’au membre de gauche
de (4.19b) nous avons une divergence parfaite

Vi .
V00RO, + W,,07,0,, — m@n = dlvR,Z((Vna Wn)@n) :

En passant a la limite, en utilisant la convergence faible-* de (V,,,W,,) conjointement a la
convergence forte de ©,,, et avec V,, borné et A,, — oo dans (4.19a), nous obtenons

00 +VOrO + W0z0 = 0rrO, (4.21a)
OrV +0zW =0, (4.21Db)

sur R? x (—o0, —1). Pour 7 < —1, la borne
O(R, Z,7)| < Caalr| " (4.21c)

est héritée de (4.20), puisque 62|7|~!T" < §2 dans cette plage. Les termes autres que 9,0, au
membre de gauche de (4.19b) convergent dans les distributions vers divg z ((V, W)0), et la dérive
limite est & divergence nulle, de sorte que le terme de transport dans (4.21a) est celui de la note de
bas de page du Lemme 3.3.

MNous invoquons ici la borne de circulation plutét que l'estimation de S, dans (4.6), afin que les bornes sur ug
n’interviennent dans cette section qu’en un seul endroit ; voir la Remarque 5.2.

151¢i nous utilisons les bornes (4.6) et (4.20), les bornes de dérivées premiéres sur ©, qui viennent d’étre établies,
P’annulation uniforme de H,,, et la borne sur S, qui vient d’étre obtenue, appliquée & la source de tourbillon écrite
comme 0z (S2/(An + R)), ce qui est possible puisque A, + R ne dépend pas de Z.
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Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer le Lemme 3.3. Le champ limite © est continu
sur R? x (—oo, —1], étant une limite localement uniforme, et est borné sur R? x .J pour tout compact
J C (—o0,—1). Comme les bornes de (4.6) ne dépendent pas de I’ensemble spatial compact, la dérive
limite (V, W) appartient, comme & I’Etape 2, A W (R2?) pour presque tout 7, et satisfait (3.10)
sur tout intervalle de temps compact. La derniére assertion du Lemme 3.3, appliquée a (4.21) avec
(m,d) =(2,1) et kK =1+ h, donne donc

=0
sur R? x (—o0, —1], par continuité. En particulier, O(-, —1) = 0.

En 7 = —1, les bornes (4.6) rendent V,,(-,—1) et W, (-, —1) bornés dans C? sur tout compact
de R2. En passant & une sous-suite ultérieure, nous obtenons V,(-, —1) — V% et W, (-, —1) — WY
dans C! sur les compacts. Les limites V9 et W sont bornées sur R? par la constante C,y de (4.6),
qui ne dépend pas du compact. En passant & la limite dans l'identité de divergence (4.19a), dans
laquelle V,,/(A, + R) — 0 uniformément sur les compacts puisque V,, est borné et A, — oo, nous
obtenons

(9RV0 +0,W%=0.

Comme ©,(-, —1) — O(:,—1) = 0 localement uniformément, et comme d,, — 0 tandis que 97V}, est
borné, I'identité (4.18) donne

IrW' =0,

de sorte que W° = W9(Z). En intégrant l'identité de divergence OrV° + W = 0 en R, nous
obtenons

VYR, Z)=—-Ro;W°(2)+V°0,2).
Comme a I’Etape 2, la bornitude de V° pour tout R € R force 9;W° = 9pVY = 0. Comme la
convergence en 7 = —1 tient dans C! sur les compacts, nous obtenons
OrVn(0,0,—1) =0,  9zW,n(0,0,—1) — 0. (4.22)
Pour conclure, nous comparons (4.22) a la sélection (4.1). Dans les variables de (4.17) le point
(Tn, tyn) est (0,0,—1), et la régle de chaine donne
(_tn) arur(xm tn) = 8Rvn(0> 0, _1) 5 (_tn) azuz(xm tn) = 8ZVV11(()7 0, _1) .
Ainsi, les premier et troisieme termes du membre de gauche de (4.1) tendent vers zéro par (4.22).

Pour le second terme aucun argument de limite n’est nécessaire : comme A, — 00, nous avons
rn, > 0 pour tout n assez grand, et (1.11) donne
<C™=-—"—-0. (4.23)
r

(=tn) . AL

Le membre de gauche de (4.1) tend donc vers zéro le long de la sous-suite, ce qui contredit la borne
inférieure ¢y > 0 dans le cas de ’axe qui s’éloigne également, concluant ainsi la preuve de (1.13). O

Ur(@nstn) | - An _ C

Tn

5. Le critere de régularité locale

Dans cette section nous montrons que la petitesse relative fournie par la Proposition 1.5, con-
jointement & l’anneau régulier du Lemme 3.2, rend (0, 0) régulier, ce qui prouve le Théoréme 1.3.

LEMME 5.1 (La petitesse des quantités méridiennes implique la régularité). Soit (u, )
une solution faible convenable axisymétrique de (1.2) sur Q, lisse sur les compacts de Q, avec une
force axisymétrique satisfaisant (1.5) ; les bornes (1.11) ne sont pas supposées. Supposons que

lim(—4)G (1) = 0 (5.1)
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tienne pour un certain py € (0,1), avec Gp, défini comme en (1.12). Alors (0,0) est un point
régulier.

PREUVE DU LEMME 5.1. Nous fixons un anneau régulier pour u & l'intérieur de B(pp), comme
dans le Lemme 3.2 appliqué avec Ry = 0 et Ry = pg : sur I'anneau cylindrique {R_ < |z| <
R} x (t,0) la vitesse u, ainsi que Vu et V2u, est bornée. Nous fixons ensuite des rayons R_ <
p < R. < R, et une troncature radiale lisse x supportée dans B(R,), égale a un sur B(p), dont les
dérivées sont supportées dans 'anneau cylindrique. Dans toute la preuve, C' désigne une constante
qui ne dépend que de x, de My, des bornes sur u sur I’anneau cylindrique, mais jamais du parametre
7 choisi a la fin de la preuve. En particulier, tout terme dans lequel une dérivée tombe sur x est
borné par une telle constante, puisque son support est dans ’anneau cylindrique. Enfin, les normes
sans domaine spécifié sont prises sur R3, les champs localisés étant prolongés par zéro.

Nous écrivons G(t) = G,,(t), et pour chaque 1 > 0 nous fixons t,, € (ty,0) assez proche de zéro
pour que

G(t) < % sur (t,,0). (5.2)
Comme B(R.) C B(po), les quatre quantités de (1.12) sont bornées par G sur B(R,) ; en particulier
lur/T| < G la. La vitesse azimutale ug, de plus, s’annule sur ’axe, et est bornée sur 0B(R.) x (¢, 0)
et aussi sur la tranche temporelle initiale B(R,) x {t,}. Par I’équation du tourbillon (3.1c), la
fonction ¢ = (—t)"uy satisfait

-2, Ur n
O +b-Vip — A + (7’ +7+@)T/’: (=t)"fo

ou b = uye, +uze, est la vitesse méridienne. Par (5.2), le coefficient d’ordre zéro est donc au moins
r=2 > 0 sur B(R,) X (t;,0), et la source est bornée par M;. Comme A = 92 +r~19, + 92 sur
les scalaires axisymétriques, cette équation est de la forme (3.7) avec k = 1. Le coefficient 2 est
singulier sur ’axe, mais v s’y annule, et pour tout s € (¢,,0) elle est continue sur B(R,) x [t,, s] et
lisse hors de 'axe. Comme dans la preuve du Lemme 3.2, en invoquant le Lemme 3.1 nous obtenons
une borne pour [¢|, uniformément en s, par ses valeurs au temps ¢, et sur 0B(R.) x [t,,0), plus
My|t,|. C'est-a-dire qu'’il existe une constante C, > 0 telle que || < C), sur B(R,) x (t,,0), et

W) = o Ol gy < Cal=0)", 1y <t <0, (53)
Nous posons
Y(t) = Ixw(, 0l M) = x Vel )l
ou w = curlu. En prenant le rotationnel de (1.2), nous obtenons
Ow+u-Vw—Aw=w-Vu+curl f,

et nous testons cette équation contre y?w. Les termes de transport et de diffusion produisent alors
%%Y et M, a des erreurs de troncature pres qui sont bornées par C. Le terme de force, quant a

lui, est borné par C ||curl f|| . Y/2 < C(Y + 1), et nous arrivons &

1d

2th+M§/XQ(w-Vu)'wdx—l—C(Y—i—l). (5.4)
Borner le terme d’étirement requiert deux bornes elliptiques, que nous consignons ensuite. Comme
divh = 0 et curlb = wyey, les identités |[Vol|F. = [curlo||?, + |[divo|]3, et [[V20]F, =

[V curlv||3, 4+ ||[Vdivo||3,, valables pour v lisse & support compact, appliquées & xu et a xb,
donnent

IV ()l 2 + IXVbll 2 < C(Y +1)V2, (5.5a)
[xV2b|| ., < C(M +1)"/2. (5.5b)
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La seconde inégalité utilise aussi |V(wgeg)| < |Vw]|, qui découle de l'identité du gradient cartésien
pour un champ vectoriel axisymétrique,

2 2
wy +w
|Vw|? = Z (la,nwo|2 + |8zwo|2) + 2 i (5.6)
oe{r,0,z}
En particulier, nous notons que les termes d’axe w?/7? et wg /r? font partie de la dissipation.
ans le repere cylindrique, avec w, = —0,up et w, = Orug + ug/r, le terme d’étirement s’écri
D 1 ¢ lindri 0 t 19) le t d’éti t s’écrit
U U

(w-Vu) - w = (Opuy)w? + fwg + (s )w? + (D.uy + Opus )wpw, — 279wrwg . (5.7)

Apres multiplication par x? et intégration, les trois premiers termes du membre de droite de (5.7),
et le terme contenant d,u,., sont tous bornés par C GY', leurs coefficients étant les quatre quantités
de la définition en (1.12). Pour le terme contenant d,u, nous intégrons par parties en z en utilisant
que w, = —d,uy, et arrivons a

I:= /Xz((‘)ruz)wrwz dx = —/XQ((?T”U,Z)(@ZU@)WZ dx = /U9 0, (Xz(aruz)wz) dx . (5.8)

La borne (5.3) nous permet d’estimer le tourbillon dans L*°. Le terme contenant 0,y est borné par
C, comme noté au début de la preuve, tandis que pour les deux autres termes, (5.5) conjointement
A 0.0,u.| < |V?b| et |0pu,| < |Vb| donne

1] < C+ W [[x0:0ruz|| 2 I xwzl 2 + W [xOruz|| 12 [[XOzwz | 12
<CH+CWM+DY2YV2 L ow(y +1)V2Mm1/?

<IM+CW?+1)(Y +1). (5.9)
Revenant a (5.7), il reste donc a borner le dernier terme, qui contient w,/r. En utilisant (5.6) nous
obtenons
2 /XQU"WM dz| < 2W ||xwr /7|l 12 | xwell 2 < 2WMY2YY2 < Iar 4 aw?y . (5.10)
T

En insérant (5.9) et (5.10) dans (5.4), en absorbant M dans le membre de gauche, nous avons
donc montré qu’il existe Cx > 1, qui ne dépend que de x, de My, et des bornes sur u sur I’anneau
cylindrique, tel que

d

%Y+M§C*(G+W2+l)(Y+1). (5.11)

A ce stade nous fixons = 1/(16C,) < 1/16 ; ce choix est permis parce que C, a été fixé avant
que 1 ne soit choisi. En combinant (5.11) aux bornes (5.2) et (5.3), 'inégalité de Gronwall donne

Y () +1< (Y(ty) + 1) exp (/tt<<(i;7) n (?*5571 n C*)ds> < Cl (=)~

pour tout t € (t,,0), pour une constante convenable C7/7 > 0. Notons que Y (t,) est finie puisque u
est lisse au temps t,. La premiere inégalité de (5.5) et I'inégalité de Sobolev donnent alors

)l o(miey) < It Do < C 1V 0 1)l 2 < Co(—t)C1/2

pour tout t € (t,,0). Comme 2C,n = 1/8 < 1, cette borne implique la condition locale de
Ladyzhenskaya-Prodi-Serrin

u € L¥(ty, 0; L°(B(p)),
au couple d’exposants frontiere 3/6 +2/4 = 1. Par conséquent [[ul| pa(_,2 0.16(p5())) tend vers zéro

quand r | 0, pour r < min{p, (—tn)l/Q}. Le critere intérieur de Gustafson, Kang et Tsai [28,
Théoreme 1.1(i), avec p, = 6 et ¢ = 4], appliqué, comme dans la preuve du Lemme 3.2, au point
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central supérieur (0,0) au couple de la note de bas de page 2, dont la force bornée appartient a
I'espace de Morrey parabolique M?2 de [28, Equation (6)], borne donc w sur un cylindre rétrograde
a lorigine : (0,0) est un point régulier. O

PREUVE DU THEOREME 1.3. La Proposition 1.5 avec p = 1/2 donne (5.1) avec pg = 1/2, et le
Lemme 5.1 rend (0, 0) régulier. O

Enfin, nous précisons un commentaire que nous avons évoqué dans la Remarque 1.4(c).

REMARQUE 5.2 (Les bornes méridiennes suffisent). Le Théoreme 1.3 reste valable
si (1.11) est imposée sur wu, et u, seulement, sans borne sur ug ni sur ses dérivées. En effet,
le Lemme 5.1 n’utilise pas (1.11), et la Section 4 n’utilise les bornes sur ug qu’en un seul en-
droit, I’estimation (4.10b), dont le réle est de borner la source de tourbillon F,, = S2/R? preés de
laxe ; le summand S,, de (4.6) n’est utilisé nulle part ailleurs. Nous le remplagons comme suit.
Comme u, s’annule sur I’axe, la borne sur d,u, de (1.11) donne |u,/r| < Cayi(—t)~! sur B(1), de
sorte que pour un N > Cy fixé la fonction (—t)Nug résout I'équation affichée dans la preuve du
Lemme 5.1, avec N & la place de 7, dans laquelle le coefficient d’ordre zéro r=2 + u,./r + N(—t)~!
est au moins 772, et la source est bornée par My. De plus, u est bornée sur B(R.) X (t,0),
puisque le rayon R, et le temps t, de la Section 4 sont ceux du Lemme 3.2. Alors, le Lemme 3.1,
appliqué comme dans la preuve du Lemme 5.1 avec t, & la place de t,, donne |ug| < Cn(—t)™N
sur B(R.) x (t«,0), avec R, et t, comme dans la Section 4. Dans les variables de I’E’tape 1 cela se
lit |S,| < K, := Cn(—t,)"/**"=N sur les compacts de la tranche =T < 7 < —1, pour n grand, et
conjointement & (4.10a), |RSy| < D,, := Crdy,, cela donne, pour tout L > 0,

L L LK
/ FuR3dR < / min{ K2R, D?/R} dR < Di(% +1log, ”)
0 0 Dn
< Opn(—tn)? (1 + [log(—tn)]) = 0, (5.12)

ot log, a = max{0,loga} et Cr n dépend aussi de Cr. Ainsi F;, — 0 dans LllOC des variables
relevées de (4.12), ce qui est tout ce que requiert le passage a la limite dans dzF,, tandis que
I’argument de compacité pour €2, a I’Etape 2 est mené hors de l'axe, ou F,, < D2/R* est borné.
Le reste de la preuve est inchangé.

Appendix A. Propriétés de la construction d’OpenAl

Le manuscrit d’OpenAl [43] construit une solution des équations de Navier-Stokes forcées
qu’il affirme étre singuliere en (z,t) = (0,1) dans sa propre variable temporelle ; c’est-a-dire
en (0,0) apres le décalage temporel de cet article (1.1). Nous ne vérifions pas la construction
de [43]. A la place, cette annexe déduit, d’énoncés imprimés dans le manuscrit d’OpenAl, trois
propriétés du champ de vitesse de la construction d’OpenAl. [’Affirmation A.1 est 'axisymétrie
exacte de la vitesse sur un coeur qui se contracte, qui est I'hypothese (1.8) du Théoréme 1.1.
L’Affirmation A.2 est ’ensemble des bornes anisotropes sur la moyenne angulaire, qui est
I'hypothese (1.7). L’Affirmation A.3 est 'annulation exacte de la vitesse méridienne sur un
ouvert fixe conjointement aux valeurs sur l’axe, les deux propriétés que la Remarque 2.6 demande
a une solution. Aucune de ces affirmations n’est imprimée dans le manuscrit d’OpenAl sous la
forme sous laquelle nous 1’énoncons : chacune est déduite de définitions et d’énoncés qui y sont
imprimés, et la justification qui suit chaque affirmation donne cette déduction, en citant chaque
ingrédient utilisé. Nous écrivons que le manuscrit énonce un fait seulement lorsqu’il est imprimé a
I'endroit cité, et qu’un fait s’ensuit lorsque nous le déduisons.
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A.1. Coordonnées, notation, et décomposition de la vitesse. Temps, les exposants,
et les coordonnées de similarité. Le manuscrit d’OpenAl écrit 7 = 1 — ¢ pour le temps jusqu’a la
singularité dans sa propre variable temporelle. Apres le décalage (1.1) le temps jusqu’a la singularité
est —t, et avec x écrit dans les coordonnées cylindriques de la Section 1.2 nous posons

T = —t, x = (rcosf,rsinb, z),
A=24n, p=Lt_n Asp=1, 0<h<2 (A.1a)
T T -5 100 e

Toute formule écrite en 7 ci-dessous se lit donc de la méme fagon dans la variable temporelle de
I’article et dans celle du manuscrit, tandis que les énoncés cités du manuscrit sont dans sa propre
variable temporelle. L’exposant h est fixé par la construction, et A, D, et la borne sur A sont la
notation de [43, p. 7, Théoreme 3.1, p. 15, et Théoreme 4.6, p. 32]. Le manuscrit travaille dans les

coordonnées de similarité
2

z r
q_22q2h27—7 77:7,37 = a5 > q>07 _1<77<17 (Alb)
q 2q
qui satisfont, avec une constante Cy ne dépendant que des parametres de la construction,
T<g<Co(r+1[z["P),  g=xT+[zVP. (A.lc)

Le manuscrit énonce 7 = q(1 —n?), z = ¢”n, et X =r2/(2q) en [43, équation (4.1), p. 24], avec les
plages ¢ > 0 et —1 <7 < 1 en [43, équation (3.2), p. 7] ; il énonce en [43, p. 7] que ¢ — 2%¢*" = 7,
que cette équation détermine ¢ = ¢(z,7) de facon unique, et que ¢ =< 7+ |2|'/P ; et il énonce la
borne supérieure de (A.lc) avec la constante Cy en [43, équation (10.3), p. 118]. Comme |n| < 1,
la relation 7 = ¢(1 — n?) donne ¢ > 7 ; cette inégalité est imprimée en [43, p. 114, Etape 1].
Notons que ¢ et  ne dépendent pas de r. Nous notons C; la région que le manuscrit appelle son
coeur, c’est-a-dire I’ensemble des points dont les coordonnées de similarité au temps —7 satisfont
0<X <X, et|n| <ne, avec les constantes X, > 0 et 0 < n, < 1 fixées en [43, p. 8].

Le champ local et le champ final. Le manuscrit d’OpenAl construit d’abord une vitesse locale ujo¢
et une pression locale mj. sur le domaine €2, sous la forme

Qu:={(z,t): 7>0, ¢< g},  UWoc=curlA+Bey  sur, (A.2)

oll g« > 0 est une constante de la construction, A est un potentiel vectoriel, et B est un scalaire
indépendant de 6 [43, Théoreme 3.1 et sa partie (i) avec I’équation (3.3), p. 15, et I’équation (9.21),
p. 115]. Le manuscrit écrit ces deux champs A et B, et la seconde de ces lettres est la dérive de la
Section 4 dans 'article. La vitesse et la pression finales sont

u = curl(xzxtA) + xzxtBeo = XaXttioc + V(Xaxt) X A, T = Xz XtTloc » (A.3)

ol X, est une troncature axisymétrique en espace et x; une troncature en temps, toutes deux égales
a un pres de (0,1) [43, équation (10.4) et l'affichage qui la suit, p. 118, et Section 3.5, p. 16]. En
conséquence, nous fixons une fois pour toutes Ry > 0 et 79 > 0 tels que

Xz =1 sur B(Ryp), xt=1 pour0<7 <79, Co(To—i—R[l)/D) < (12—* (A.4)
Comme y,x: est alors identiquement un sur B(Ry) X (—70,0), son gradient y est nul, de sorte
que les champs finaux coincident avec les champs locaux par (A.3) : (u,7) = (Uoc, Moe) SUT
B(Ry) x (—10,0). Par (A.1c) ce cylindre est contenu dans {g < ¢./2}, donc dans Q.. Un tel choix
est possible : le manuscrit énonce en [43, p. 118] que x, = 1 pour r < ro/2 et |z| < 29/2, que
xt = L pour 0 <1—1t<7,/2 et que Co(7s + zé/D) < q«/2, ol 1o, 2o et T sont les constantes
positives choisies a cette page, le manuscrit écrivant 7y pour celle que nous appelons 7, ; tout
Ry < min{ro, z0}/2 et tout 79 < 7,/2 feront alors l'affaire, puisque 1/D > 0. Toutes les normes ci-
dessous sont des normes spatiales L> sur B(Ry) des champs finaux au temps —7, avec 0 < 7 < 79,
et les constantes peuvent dépendre de Ry et 9.
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Les trois régions radiales. Les seuils radiaux de la construction d’OpenAl sont
0< X, < Xp, 0< X, < Xext < 00, (A.5)

la premiére paire étant produite en [43, Théoreme 4.6, pp. 32-33], dont la partie (ii) énonce que le
profil de contrainte Ty s’annule pour X < X, et pour X > X, et est non nul pour tout X, < X < Xp,
et la seconde paire en [43, Théoreme 3.1, p. 15], avec Xyt fixé au-dela des supports de toutes les
corrections en [43, p. 116, Etape 4]. Nous appelons région extérieure ’ensemble {X > Xyt }. Le
manuscrit énonce que dans la région extérieure le résidu de quantité de mouvement du couple local
(o, Toe) S’annule identiquement et que

A=0, B=K(rrT), K(r,7) = ril*ZhHext(T/ﬂ) , (A.6)

ou K résout I’équation de la chaleur radiale du tourbillon et Hey est lisse sur [0,00) avec toute
dérivée fixée bornée [43, équation (3.5), p. 15] ; les mémes deux identités sont énoncées en [43,
p. 116, Etape 4]. Comme A s’annule sur l'ouvert {X > X}, il s’ensuit de (A.2) que wupe =
K(r,7)eg 1a ; le manuscrit ’énonce en mots en [43, p. 119].

La décomposition de la vitesse. Nous notons P la moyenne angulaire de (1.4), qui moyenne les
coefficients cylindriques en 6 ; c’est 'opérateur (-)p du manuscrit d’OpenAl [43, équation (3.7),
p. 17], qui commute avec I’évaluation de la variable auxiliaire parce que cette évaluation ne dépend
que de (r,t) [43, équation (6.3), p. 63, et p. 117]. Notons up la vitesse de fond de la construc-
tion d’OpenAl, que le manuscrit énonce faire partie d’un couple de champs axisymétriques lisses
(up,pp) avec divupg = 0 [43, Proposition 5.5, p. 60], et soit

v := Pu, wi=u—0v, m:=v—upg, de sorte que u=ugp+m+w, Pw=0.
(A.7)

Ainsi v et w sont la moyenne angulaire et la partie non axisymétrique de la Section 1.2, et m est
la correction qui sépare la moyenne angulaire du fond. Comme up est axisymétrique, Pup = up
et Pm = m. Le manuscrit construit uj,. a partir de ug et de corrections de deux sortes, et
nous utilisons ses noms pour elles : les corrections moyennes, dont les coefficients cylindriques
sont indépendants de 6 [43, Définition 6.4, p. 69], et les corrections d’onde, qui portent les phases
oscillatoires [43, équation (6.27) et Définition 6.5, p. 70] et dont la moyenne angulaire s’annule [43,
équation (9.7), p. 106]. Toutes deux sont supportées dans 'anneau fermé X, < X < X de (A.5),
et le manuscrit les appelle annulaires [43, pp. 115 et 117].

A.2. Axisymétrie exacte sur un cceur qui se contracte. La premiere affirmation est
I’hypothese (1.8) du Théoreme 1.1, avec p(t) = cy/—t ; voir le point (c) de la Remarque 1.2.

AFFIRMATION A.1 (Axisymétrie exacte sur un coeur qui se contracte). Soient Ry, 7
comme en (A.4), soit X, comme en (A.5), et soit

0<ec<V2X,, 7o(c) := min{ry, R%/c*} . (A.8)
Alors la vitesse u de la construction d’OpenAl, sa moyenne angulaire v, et la vitesse de fond up
de (A.7) satisfont

u=v=upg sur B(ey/T) x {7}, 0<7<79(c). (A.9)
De plus w(-,t) = 0 sur B(cy/—t) pour tout t € (—1,0), ce qui est (1.8) avec p(t) = c\/—t.

JUSTIFICATION DE L’AFFIRMATION A.1l. Les ingrédients sont les énoncés suivants du manuscrit
d’OpenAl : les coefficients moyens sont indépendants de 6 et sont supportés dans X, < X < X, [43,
Définition 6.4 et équation (6.24), p. 69] ; les amplitudes d’onde sont indépendantes de € et sont sup-
portées dans la méme coquille [43, équations (6.28)—(6.29) et Définition 6.5, p. 70] ; les incréments
de vitesse d’onde sont des rotationnels de potentiels supportés dans cette coquille, et la correction
de vitesse moyenne est la somme d’un rotationnel d’un potentiel azimutal, construit au moyen de
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la primitive radiale & support compact I. de [43, équation (8.4) avec le Lemme 8.2, p. 90], qui
s’annule pour X < X, et pour X > X, et d’'un champ azimutal direct dont le coefficient est
supporté dans la méme coquille [43, Définition 9.4 et équation (9.9), p. 106], de sorte que tous les
représentants annulaires s’annulent dans un voisinage de 1’axe a chaque ¢ < 1 [43, p. 115] ; et le
fond (up,pp) est un couple de champs axisymétriques lisses [43, Proposition 5.5, p. 60].

Soit 0 < 7 < m(c) et || < ¢y/7. Comme 7 < R3/c* nous avons ¢\/7 < Ry, de sorte que
x € B(Rp) et u = ujoe en (x,—7) par (A.4). De plus r < |z| < ¢/T, et ¢ > 7 par (A.lc), de sorte
que

’1"2 627' 62

X_2q< % < 5 < Xg,
la derniere inégalité par (A.8). En de tels points toute correction moyenne et toute correction
d’onde s’annulent, donc m = w = 0 dans (A.7) et la vitesse est le fond up, qui est axisymétrique.
Cela prouve (A.9).

La restriction 7 < 7y(c) n’intervient que par 1’égalité u = ujoc, et annulation de w n’en a pas
besoin. Soit ¢t € (—1,0) et 7 = —t. Le calcul ci-dessus donne X < X, sur B(cy/7T) pour un tel
7, de sorte qu’aux points de cette boule qui appartiennent a 2, les potentiels A et B sont ceux
du fond et sont indépendants de #. Par (A.3) la vitesse finale sur cette boule est le rotationnel de
Xz XtA plus xzx:Beg, oll x; est axisymétrique, étant une fonction lisse de r2 et z [43, p. 118], x¢
est une fonction de t, et le support de x,x: est contenu dans €, [43, p. 118] ; un rotationnel d’un
champ axisymétrique est axisymétrique, et la vitesse finale s’annule hors du support de x,x:. Donc
w(-,t) = 0 sur B(cy/—t) a tout ¢ € (—1,0).

Le manuscrit d’OpenAl énonce toutes les corrections annulaires s’annulent prés de I’axe pour
chaque t < 1 fixé [43, p. 117], les corrections annulaires s’annulent dans la région de similarité
intérieure fixée [43, p. 124], et, & un rayon fixé X;, € (0,X,), toutes les corrections annulaires
s’y annulent [43, p. 116, Etape 5]. L’annulation sur tout l’ensemble {X < X,}, et avec elle
Iaxisymétrie de la vitesse finale sur le coeur, est ce que nous déduisons ci-dessus. O

A.3. Les bornes anisotropes sur la moyenne angulaire. La seconde affirmation est
Ihypothese (1.7) du Théoreme 1.1, avec ’exposant h de la construction d’OpenAl ; voir le point (b)
de la Remarque 1.2. Le Théoréme 1.1 permet 0 < h < 1/2, de sorte que la plage 0 < h < 1/100
de (A.la) est admissible dans le Théoreme 1.1.

AFFIRMATION A.2 (Bornes anisotropes sur la moyenne angulaire). Soient A, D, h comme
en (A.la), soient Ry, 79 comme en (A.4), et soit 5, = % et By = B, = A. Il existe une constante
C > 0, dépendant de Ry, de 19, et des paramétres de la construction d’OpenAl (mais pas de T),
telle que les composantes cylindriques v; de la moyenne angulaire v = Pu de la vitesse construite
dans [43] satisfont

|ozatu;(.

Comme D = 1 — h, ce sont les bornes (1.7) sur le cylindre B(Rgy) x (—79,0) (et donc sur Q aprés
le changement d’échelle de la Section A.6), avec les longueurs £, = 74/2 et £, = 71/27" de (1.10).

SCT_ﬁj_a/Q_bD7 jE{?",H,Z}, a+b§2’ 0<T<7_0 (Al())

=) HLOO(B(RO))

JUSTIFICATION DE L’AFFIRMATION A.2. Le manuscrit d’OpenAl énonce ses bornes séparément
pour le fond et pour les corrections de chaque étape, et nous assemblons a partir d’elles une borne
sur la moyenne angulaire de la vitesse finale. Par (A.4) nous avons u = uje. sur B(Rp) x (—79,0),
et par (A.7) nous avons v = up + m la ; nous bornons ug et m tour a tour. Deux réductions
servent les deux étapes.

Premierement, 1a ou les dérivées cartésiennes d’un champ sont bornées uniformément en 7, les
dérivées cylindriques de (A.10) le sont aussi. Le repere (e, ey, e.) ne dépend que de 6, donc est



30 PETER CONSTANTIN, MIHAELA IGNATOVA, AND VLAD VICOL

constant le long des rayons radiaux, de sorte que (e, - V)e; = 0 et
g = ((er - V)aai’g) - en tout point avec r > 0

pour tout champ vectoriel lisse g et tout j € {r, 6, z}. Le membre de droite est une combinaison,
avec pour coefficients les composantes du vecteur unitaire e,., des dérivées cartésiennes de g d’ordre
a+ b ; comme laxe est de mesure nulle, cela donne ||0292g; | 15y S [gllcate(s), axe inclus, sur
tout ensemble S C B(Rp) invariant par rotations autour de l'axe. La méme borne vaut pour
9¢0%(Pg);, puisque (Pg); est la moyenne de g; en @ (voir la Section 1.2), et que cette moyenne
commute avec 0, et d,. Comme ¢ est une fonction de (z,7) seule, les ensembles B(Ry) N {qg < ¢}
et B(Rog) N{q > ¢}, ¢ > 0, auxquels nous appliquons cela ci-dessous, sont de ce type. Comme la
norme de C®*? ne distingue pas 9, de 9., et comme une composante cartésienne mélange g, avec
gg, dont les exposants [, et By different, les taux de (A.10) ne passent pas par cette réduction :
nous ne l'utilisons que pour les champs dont les dérivées cartésiennes d’ordre au plus deux sont
bornées uniformément en 7, et nous obtenons les bornes avec taux aux Etapes 1 et 2 directement
pour les composantes cylindriques de ug et de m.

Deuxiemement, les bornes citées ci-dessous sont énoncées dans le manuscrit d’OpenAl quand
q } 0, et nous devons couvrir tout le cylindre. Par (A.4) nous avons q < ¢./2 sur B(Ry) x (—70,0), et
pour tout ¢; € (0, ¢./2) le manuscrit énonce que toute dérivée spatio-temporelle cartésienne de A,
Bey et moc est bornée jusqu’au temps d’explosion sur les compacts spatiaux avec ¢1 < g < ¢./2 [43,
Théoreme 3.1(ii), p. 15], donc toute telle dérivée de u l’est par (A.2) et (A.4), et par conséquent, par
la premiére réduction, tout 920%v; I'est aussi. Comme r—Bi=a/2-bD > T(;BjiaﬂibD pour 0 < 7 < 79,
une quantité bornée obéit a (A.10), de sorte que (A.10) tient la o ¢ > ¢1. Seule la région ¢ < ¢
reste, et I’Etape 2 fixe la valeur de q.

Etape 1 : le fond. Le manuscrit d’OpenAl énonce les taux de son champ dominant «(9) sur la région

Cr, HuéO)H = Hugo)H = 774 et Hu&O)H = O(771/2) [43, p. 8], et, sur un élargissement radial fixe de
Ianneau fermé X, < X < Xj et quand ¢ | 0, que les composantes cylindriques u, g, ug,p, u, p de

up sont telles que un& B, unZ, B et gY/ 2u7«7 p different de leurs profils dominants de O(¢?") en toute

composition fixée des dérivées ¢0y, Ox, 0, [43, équation (5.42), p. 60], ces profils étant bornés sur cet
élargissement avec toute dérivée fixée en (X, n) [43, Théoreme 4.6(i), p. 33]. Pour la composante
radiale nous n'utilisons que la derniere ligne de [43, équation (5.42), p. 60], ¢ u, 5 = O(¢") au
méme sens, ce qui donne 3, = % puisque A — h = % Par (A.1b), sur les fonctions de (g, X, n) nous
avons 9, = (2X/q)"/?0x et 8, = ¢~ PL~! (2ng0; — 2nX0x + (1 —n?)dy), ot L =1 —2hn* > 1 —2h,
de sorte que la conversion en dérivées physiques d’une composante cylindrique coiite ¢~1/2 par 9,
et ¢~ P par 0, [43, équation (5.26), p. 55]. Entre I'axe et I'anneau élargi les mémes bornes suivent,
en utilisant 7? = 2X¢q, du développement [43, équation (5.1), p. 46], dans lequel le terme d’ordre n
a chacun de ¢4~ 2"y, ., qA+1/2*2"hu97n/r et ¢! =2y, , /7 qui est un profil lisse en (X,7) jusqu’a
X = 0[43, Théoreme 4.6(i), p. 33, et équation (5.17), p. 52|, et du reste [43, équations (5.34)—(5.35),
pp. 57-58], qui au-dela d’un ordre assez grand est borné en toute dérivée cartésienne d’ordre au plus
deux et est couvert par la premiere réduction. Dans la région extérieure X > Xy les corrections
s’annulent, puisque Xext est au-dela de leurs supports, de sorte que up = ujoc = K (7, 7)eg par (A.6),
et les bornes suivent de [43, équation (3.5), p. 15] avec [43, équations (10.7)—(10.8), p. 119], les
dérivées radiales de K venant de (10.7), 9, K étant nul, et 72 > 2Xoq la. Dans [43, Proposition 5.5,
p. 60] U'extrémité extérieure de I’élargissement est arbitraire, les constantes y dépendant, et nous
la fixons au-dela de Xyt ; les trois régions couvrent alors tout point de B(Ry). Toute puissance de
¢ ainsi produite a un exposant au moins —f; —a/2 —bD < 0. Comme 7 < ¢ < ¢; <1 par (A.lc),

—Bj—a/2—bD

chaque telle puissance est au plus 7 , et ces énoncés ensemble donnent (A.10) pour up

sur {g < q1}.
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E’tape 2 : la correction. Le manuscrit d’OpenAl construit son champ local par une induction dont
les étapes sont appelées stages, et il énonce qu’a chaque étape finie la vitesse normalisée est la
somme du fond de [43, Proposition 5.5, p. 60], maintenu fixe tout au long de la construction [43,
p. 62], d’une correction moyenne dont les coefficients sont indépendants de 6, et d’'une onde dont
la moyenne angulaire s’annule [43, équation (9.7) et Définition 9.4, p. 106, avec la Définition 6.4,
p. 69]. Les étapes sont sommées en [43, Lemme 5.4 et équations (5.34)—(5.35), pp. 57-58], tel
qu’appliqué en [43, Proposition 9.9, p. 114]. Les coupures de sommation sont de la forme x(a;q),
fonctions de ¢(z, ) seule, avec x égale & un sur [0,1/2] et aj41 > 2a; [43, équation (9.21), p. 115,
et Lemme 5.4, p. 57], de sorte que pour chaque étape J il existe gy > 0 avec x(ajq) = 1 pour tout
j < J et tout 0 < ¢ < qy ; la coupure unique appliquée aux champs avec lesquels la sommation
commence vaut de méme un pres de ¢ = 0 [43, p. 114, Etape 1, et p. 115]. L’estimation du
reste [43, équation (5.35), p. 58] donne alors, en tout ordre fixé de dérivées cartésiennes, que sur
{q < qs} le champ sommé differe du champ de I’étape J de O(¢"?), avec Nj — oo quand J — oo.
Nous fixons maintenant J assez grand pour que Nj; > 0 pour tout ordre de dérivée au plus deux,
et nous posons q; = ¢y, diminué si nécessaire pour que ¢; < min{l,q./2}, pour que la coupure
unique ci-dessus vaille un sur {q < ¢}, et pour que les énoncés cités a I’Etape 1, qui tiennent pour
q petit, tiennent sur {¢ < ¢1}. En appliquant P au champ de I’étape J, et en utilisant Pup = up
de (A.7), nous obtenons que sur {q < ¢} la correction m est la correction moyenne de cette étape,
a la moyenne angulaire pres d’une erreur dont les dérivées cartésiennes d’ordre au plus deux sont
O(¢"7), donc bornées ; par la premiere réduction, ce terme obéit & (A.10).

Il reste a borner la correction moyenne d’une étape fixée. Le manuscrit d’OpenAl travaille sur
des régions dyadiques indexées par un entier ¢, avec

Q=27 e=Q", S.=0* k=107,

sur chacune desquelles une vitesse physique est Q4 fois son représentant dans les coordonnées
remises a ’échelle de [43, équation (6.1), p. 62, et le texte qui la suit et I’équation (6.2), p. 63], et
q = @ sur les supports des corrections [43, pp. 62 et 113]. Le manuscrit énonce que la composante
radiale de la correction moyenne porte un facteur e et ses composantes azimutale et axiale un
facteur €29, en toute dérivée de coefficient, fois une puissance de S, et un poids qui est borné sur
Panneau X, < X < X, [43, équation (9.9), p. 106, avec la Définition 6.4 et les équations (6.23)—
(6.24), p. 69], et qu'une dérivée physique radiale perd un facteur Q~1/2~"%s et une dérivée axiale
un facteur QP [43, équation (9.19), p. 113]. Avec I'erreur bornée du paragraphe précédent, il
s’ensuit que sur {g < ¢}, sur anneau et trivialement hors de lui puisque les coefficients moyens y
sont nuls,

8ﬁ8§mj‘ < quAfa/szDJr(o‘j*a”S)h(l + |logq|)P, ar=19, ap=0a,=09, a+b<2,
(A.11)

ou P dépend de a + b et de I'étape J fixée ci-dessus. La ligne radiale de (A.11) porte g, = %
parce que —A + (1.9 — aks)h = —1 + (0.9 — ar,)h. En toute ligne I'exposant de ¢ dans (A.11) est
négatif, et il dépasse —3; —a/2 —bD de (0.9 —aks)h > 0 ; comme 7 < g < ¢./2, les puissances de g
deviennent des puissances de 7 et le logarithme est absorbé. Ainsi m satisfait (A.10) sur {¢ < ¢1},
et avec l’Etape 1 il en va de méme de v = up +m. Conjointement a la seconde réduction ci-dessus,
qui couvre {q > ¢}, cela prouve (A.10) sur B(Ry) x (—7p,0). O

A.4. Annulation exacte de la vitesse méridienne, et valeurs sur ’axe. La Remar-
que 2.6 demande deux choses d’une solution : I’annulation exacte (2.9) des composantes méridiennes
u, et u, sur un ouvert hors de I'axe qui ne dépend pas du temps, et un temps auquel u, ne s’annule
pas a lorigine. La troisieme affirmation fournit les deux.
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AFFIRMATION A.3 (Annulation de la vitesse méridienne sur un ouvert fixe, et valeurs
sur ’axe). Soient Ry, 79 comme en (A.4), et soit u la vitesse de la construction d’OpenAl

(a) Soit 0 < r_ <ry < Ry. Il existe z, > 0 et 0 < 0, < 79 tels que l'ouvert
E={zecR r_<r<ry, |z| <z}
est contenu dans B(Rp) N{r > 0}, et tel que
u=K(r,T)eq, et en particulier ur =u, =0, sur B x (—04,0),

ot K est la fonction de (A.6). C’est (2.9) avec R = Ry et 6 = .
(b) Il existe une constante jo avec 0 < jo < % telle que

4
uy(0,—7) = jonA, 0,u,(0,—7) = p 0<7t<m1p. (A.12)

En particulier u,(0,t) # 0 pour tout t € (—70,0).

JUSTIFICATION DE L’AFFIRMATION A.3. Partie (a). Par (A.6) et (A.2) nous avons uj,e =
K(r,T)eg, et en particulier ujpe, = Uoe,, = 0, sur Pouvert {X > Xe}. Etant donné 0 <
r— < r4 < Ry, nous choisissons z, > 0 et 0 < J, < 79 assez petits pour que

1/D

2

r
E B * * - )
C B(Ry), 00(5 +z ) < 9X ot

ce qui est possible puisque ry < Rg et 1/D > 0. Par la borne supérieure de (A.lc), tout point
de E x (—64,0) a ¢ < r2/(2Xext), et donc X = r2/(2q) > 72 /(2q) > Xext. Comme 6, < 79 et
E C B(Ry), nous avons u = uje. la par (A.4), et la partie (a) suit.

Partie (b). Le manuscrit d’OpenAl énonce uéo) = 0 sur l'axe et ||u,£°) |Lee =< 774 sur C;, la borne

inférieure étant attribuée dans le manuscrit a la donnée axiale non nulle [43, pp. 7-8] ; le manuscrit
n’énonce pas la valeur axiale ponctuelle ni sa dérivée axiale sur ’axe. Il choisit la donnée axiale
U. = 4n + jo, avec 0 < jp < .05, comme la valeur a l'axe du profil axial U [43, Section B.1 et
équation (B.1), p. 144], celle-ci étant I'un des parametres d’axe de [43, Proposition 4.10, pp. 36—
37], et il énonce que le profil analytique réalisant cette donnée a U — U, qui s’annule a 'axe [43,
Proposition B.2 et équation (B.12), pp. 146-147] ; que les coefficients axiaux du développement sont
Uy = ¢ AT, [43, équation (5.1), p. 46], qu’ils entrent dans le fond avec les coupures de [43,
équation (5.45), p. 61] comme g~ 42"y (¢, q)U,, le coefficient axial ne portant aucune dérivée de
sa coupure parce que g ne dépend pas de r [43, équation (10.1), p. 117], et que U,(0,n) = 0 pour
tout n > 1 [43, Lemme 5.1, p. 47] ; et que ¢ = 7 et n = 0 en z = 0 [43, p. 116, Etape 5]. Tout
terme avec n > 1 dans la somme des coefficients axiaux s’annule donc en X = 0, de sorte que

—A

Uy B = ¢ AU0,n) = ¢ (4n + jo) sur laxe .
Comme X = 0 < X, sur 'axe, m = w = 0 la comme dans la justification de ’Affirmation A.1,
et u = ule par (A.4) ; donc u, = q~4(4n + jo) sur le segment {r = 0, |z| < Ry} de l'axe, pour
0 < 7 < 79. En évaluant en z = 0, ot ¢ = 7 et n = 0, on obtient la premiére identité de (A.12). Pour
la seconde, en dérivant en z et en utilisant = zg~" conjointement & I'identité 9,q = 2n¢'~" /L,
ot L =1—2hn? [43, équation (4.1), p. 24, et la preuve du Lemme 4.1, p. 25], de sorte que 9,q = 0
en n = 0, nous obtenons d,u, (0, —7) = 47~4A77P | qui vaut 4/7 par (A.la). O

A.5. L’explosion et la partie non axisymétrique. L’ezplosion. Le manuscrit d’OpenAl
affirme que, le long des points
zr = (v/2XinT,0,0), ug(xr, —7) =74 (eo + O(T2h)) — 400, (A.13)

oun z = 0, ¢ = 7, et les deux coupures valent un pour tout 7 > 0 suffisamment petit [43,
équations (10.20)—(10.21), p. 124], avec Xj, € (0, X,) et eg > 0 produits en [43, Théoréme 3.1(iv)
et équation (3.6), p. 16]. Comme |z,| — 0, le point (0,0) est alors singulier pour la construction.



SOLUTIONS ASYMPTOTIQUEMENT AXISYMETRIQUES DE NAVIER-STOKES AVEC FORCAGE ANALYTIQUB3

La partie non axisymétrique. Dans les variables de carte les amplitudes des corrections d’onde
portent un facteur £'/2 relativement au fond [43, équation (9.9), p. 106, avec la Définition 6.5 et
P’équation (6.29), p. 70]. Nous ne convertissons pas cela en une borne pour w en variables physiques
: le Théoreme 1.1 n’utilise que I'axisymeétrie exacte sur le coceur de I’ Affirmation A.1 et les bornes sur
la moyenne angulaire de I’ Affirmation A.2. C’est en ce sens, 'axisymétrie exacte sur un coeur qui se
contracte au taux parabolique quand ¢ 1 0, que nous appelons de telles solutions asymptotiquement
axisymétriques.

A.6. Ce que les résultats de l’article donnent pour la construction d’OpenAl. Le
manuscrit d’OpenAl énonce que sa vitesse et sa pression sont lisses sur R3 x [0, 1), & divergence nulle,
toutes deux de support spatial compact fixe [43, Proposition 10.1, p. 117], que sa force, le résidu
de quantité de mouvement [43, équation (10.5), p. 118], appartient & C°(R3 x (0,00); R3) [43,
Lemme 10.3, p. 120], ce qui donne (1.5), et que son énergie cinétique est bornée sur [0,1) et sa
dissipation totale sur [0, 1) est finie [43, Lemme 10.4 et équation (10.13), p. 121], la partie vitesse
de (1.3). Comme u et 7 sont & support compact, 7 est la solution décroissante de 1’équation de
pression —Am = 0;0;(u;u;) — div f de [43, p. 118], de sorte que ||7(-, )| 3/2(p(1y) S u(- )38 + 1
par l'inégalité de Calderon-Zygmund et la bornitude de f ; linterpolation place u dans L%t, et
la partie pression de (1.3) suit. La lissité sur R? x [~1,0) rend I'inégalité d’énergie locale une
égalité, en testant (1.2) contre 2uwp, chaque terme étant fini par (1.3) ; la construction est donc une
solution faible convenable sur le cylindre B(Ry) x (—70(c),0) de P Affirmation A.1, transporté sur
Q par le changement d’échelle de la note de bas de page de la Section 1.1. Les Affirmations A.2
et A.1 fournissent (1.7) et (1.8), de sorte que le Corollaire 2.3 s’applique : conditionnellement &
Iexplosion (A.13), la force viole (1.6) et ne s’annule identiquement sur aucun cylindre autour de
(0,0). L’Affirmation A.3 donne le méme échec par la Remarque 2.6, sur toute boule B(R') avec
0 < R’ < Ry qui rencontre son ensemble E, sans utiliser ni (1.7) ni (1.8) ni I'explosion. Si (2.6)
devait tenir sur un cylindre B(R') x (—4’,0) avec 0 < R’ < Rp et 0 < §' < 79(c), la Remarque 2.4
rendrait (0,0) régulier, ce qui contredirait (A.13) ; donc la partie non axisymétrique de la vitesse
n’est pas bornée dans C? uniformément en temps sur un tel cylindre.
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Avertissement sur 'utilisation de systemes d’TA

Des versions publiquement disponibles de Claude (Opus 5 et Fable 5.1, dans Claude Code) et
de ChatGPT (Sol et Astra, dans Codex) ont été utilisées dans la préparation de ce manuscrit. De
loin I'utilisation la plus lourde de ces systemes d’IA a été le déchiffrement des énoncés de 'article
d’OpenAl [43]. Claude et ChatGPT ont été utilisés pour analyser ce manuscrit, et au cours de
plusieurs sessions interactives les principales propriétés des solutions de la construction d’OpenAl
ont été extraites ; voir ’Annexe A. Ces propriétés ont ensuite été recoupées avec la version PDF
publiquement disponible de [43] et le code Lean publié par OpenAl. Les systemes d’TA ont eu
acces a notre article [13] et & une version presque achevée de l'article [14], dont I'idée centrale de
cette preuve est tirée. Les systemes d’IA ont aussi re¢u une premiere ébauche de ce manuscrit,
entierement écrite par les auteurs, qui contenait toute la preuve du Théoreme 1.3 sous la forme
d’une esquisse de six pages, et une explication d’'une demi-page de la fagon dont la réduction par



34 PETER CONSTANTIN, MIHAELA IGNATOVA, AND VLAD VICOL

analyticité au cas axisymétrique devait fonctionner. Claude et ChatGPT ont été utilisés pour
transformer cette premiere ébauche en un manuscrit contenant des preuves completes de tous les
énoncés. Les systemes d’IA ont aussi produit la figure et cherché la bibliographie pertinente.
Au cours de quelques sessions interactives de Claude Code, le manuscrit a ensuite été réécrit
sous la direction et la supervision étroites des auteurs ; cela a inclus non seulement le polissage
de I'exposition, mais aussi la vérification de tous les calculs mathématiques. Chaque suggestion,
calcul et référence produits par les systemes d’TA ont été indépendamment vérifiés et, le cas échéant,
corrigés ou reformulés par les auteurs, qui assument l’entiere responsabilité du manuscrit tel qu’il
est actuellement écrit.
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