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Résumé : En 1973, Montgomery a introduit la méthode de corrélation par paires pour étudier
la distribution verticale des zéros de la fonction zéta de Riemann. Ce travail reposait sur
I'hypothese de Riemann (HR). Une application remarquable fut une démonstration concise qu’au
moins les deux tiers des zéros de la fonction zéta sont des zéros simples, un résultat inédit. Au
cours des cinquante derniéres années, la plupart des travaux sur la corrélation par paires des
zéros de la fonction zéta ont continué de supposer (HR). Nous montrons ici que si (HR) pouvait
étre levée dans la démonstration de Montgomery concernant les zéros simples, cela permettrait
également de prouver que les deux tiers des zéros se situent sur la droite critique. Bien que
nous ne puissions actuellement pas obtenir ce résultat de maniere inconditionnelle, nous avons
démontré, dans un travail commun, qu’il est vrai si I’on suppose que tous les zéros se trouvent
dans une région suffisamment étroite centrée sur la droite critique. Dans un travail commun
séparé, nous utilisons la méme idée avec une méthode de corrélation de paires apparentée pour
prouver qu’en supposant la conjecture de corrélation de paires, méme sans I'hypothese de (HR),
nous obtenons que 100 % des zéros sont simples et sur la ligne critique.

Dans cette note explicative, nous montrons que la méthode simple des zéros de Montgomery
(1973), sous réserve de I’hypothese que tous les zéros sont treés proches de la droite critique, permet
de démontrer trés facilement qu’au moins les 2/3 des zéros se situent sur la droite critique..

1 Introduction

En 1973, Montgomery [11] a démontré, sous I’hypothese de Riemann (HR), qu’au moins les
deux tiers des zéros de la fonction zéta de Riemann sont simples. Auparavant, 1’existence
d’une infinité de zéros simples était inconnue, que ce soit de maniere inconditionnelle ou sous
(HR). Plus récemment, en 2020, K. Pratt, N. Robles, A. Zaharescu et D. Zeindler [12] ont
démontré, grace a une version améliorée de la méthode de Levinson, qu’au moins 41,7 %
des zéros de ((s) se situent sur la droite critique, et qu’au moins 40,7 % de ces zéros sont
a la fois simples et situés sur la droite critique. Grace a des calculs a grande échelle et une
analyse d’erreur rigoureuse, Platt et Trudgian [13] ont démontré en 2021 que dans la bande
critique, jusqu’a la hauteur 3 000 175 332 800, on compte exactement 12 363 153 437 138
zéros, tous situés sur la ligne critique et de nature simple.

Sous I’hypothese de (HR), on peut affirmer qu’au moins 67,92 % des zéros de ((s) sont
simples, en utilisant la méthode de corrélation par paires de Montgomery [3], et qu’avec une
autre méthode [4,2], on obtient au moins 70,37 % de zéros simples.

On peut se demander pourquoi s’intéresser a la méthode de corrélation par paires de Mont-
gomery pour détecter les zéros simples, alors qu'une autre méthode permettrait d’obtenir
une meilleure proportion de zéros simples.

En fait, le résultat de 67,92 % de Chirre, Gongalves et de Laat [3] est apparu des années
apres que Bui et Heath-Brown [2] aient prouvé la proportion de 70,37 %, ce qui montre
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également un intérét particulier pour la méthode de corrélation par paires de Montgomery.
Nous n’entrerons pas dans les détails de ces articles.

La principale motivation réside dans les nombreuses applications de la méthode de corrélation
par paires de Montgomery, notamment a la distribution des nombres premiers.

Ceci est démontré dans plusieurs articles [7, 8, 9, 10] et de nombreux autres qui les ont suivis.

En particulier, la méthode de Montgomery offre une grande flexibilité, permettant de nom-
breuses améliorations, nous présenterons 'une d’elles dans cet exposé.

Dans cet exposé, nous introduisons une méthode simple utilisant la corrélation par paires
des zéros de ((s) qui, en supposant des informations supplémentaires sur ces zéros, démontre
sous condition qu’il existe de nombreux zéros sur la droite critique.

2 Les zéros de la fonction zéta de Riemann

Soit s = o+t un point quelconque du plan complexe. La fonction méromorphe ((s) possede
un pole simple en s = 1 de résidu 1 et est analytique ailleurs. Pour ¢ > 1, on a la formule
du produit d'Euler ¢(s) := 277, n~* = [[ (1 — p*)~', olt le produit porte sur les nombres
premiers p. Ainsi, on constate que ((s) # 0 dans le demi-plan ¢ > 1 puisque les termes
individuels du produit d’Euler ne sont pas nuls et convergent vers 1 lorsque p — oc.

L’équation fonctionnelle ¢(s) = x(s)((1—s), ot x(s) = 27" ' sin (Z)T(1 — s), nous permet
d’obtenir le prolongement analytique de ((s) pour o < 0. On constate que les seuls zéros de
ce demi-plan sont les zéros triviaux s = —2, —4, —6, —8, ... provenant du facteur sin(ws/2)
dans x(s). Ainsi, tous les zéros complexes de ((s) se situent dans la bande 0 < ¢ < 1. Cha-
cune des deux démonstrations du théoreme des nombres premiers en 1896, par Hadamard
et par de la Vallée Poussin, a donné des preuves différentes qu’il n’y a pas de zéros sur la
droite o = 1, et que par conséquent tous les zéros doivent se trouver dans la bande critique
0<o<l1.

Il existe une autre propriété de la fonction zéta de Riemann si facile a démontrer que son
importance est souvent négligée : elle n’a pas de zéros sur l'axe réel s = 0 pour 0 < o < 1.
Ceci découle de la formule :

e -1 n+1
(1 —2175)((s) :Z( ’TL)S , pour 0<o <1,
n=1

car cela montre que (1 — 2'77)((¢) > 0, donc ((o) < 0 sur la droite réelle pour 0 < o < 1.
On déduit également immédiatement de 1'équation fonctionnelle que ((0) = —1/2. Notons
que cette derniere formule donne le prolongement analytique de ((s) dans la bande critique.

Si une fonction analytique F'(s) est réelle sur un segment de ’axe réel, elle satisfait le principe
de réflexion F(5) = F(s) dans la région symétrique de part et d’autre de ce segment ou F' est
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analytique. En notant les zéros complexes de la fonction zéta de Riemann par p = S+, on
constate que ((p) = 0 = ((p) L’équation fonctionnelle donne également ((p) =0 = ((1 — p).
Ainsi, tous les zéros non triviaux se présentent par paires symétriques par rapport a l'axe
réel : p = [ +iyet p=p0—1iy, et les zéros avec f # 1/2 se présentent par quadruplets
symétriques par rapport a la fois a I’axe réel et a la droite critique (a savoir, la droite verti-
calec =1/2): p=pF+iy, p=F—iy, l—p=1—F—iy, 1 —p=1— 3+ iy. Ce fait
élémentaire s’avérera fondamental par la suite dans cet article.

Puisque les zéros de la bande critique située sous ’axe réel sont symétriques par rapport aux
zéros situés au-dessus de I'axe réel, il suffit d’étudier ces derniers. On pose donc :

=#{p=PB+iy : 0<y<T}= > 1, (2.1)

0<y<T

ou #’ signifie le nombre d’éléments dans I’ensemble comptés avec multiplicité, c’est-a-dire
que si p est un zéro avec multiplicité m,, alors nous avons m,, copies de p dans la séquence
de zéros. Ainsi, par exemple, un triple zéro est compté 3 fois dans N(T').

En 1905, von Mangoldt a démontré que, pour 1" > 3,

Z 1-—1g£—2£—|—0(10gT) (2.2)

0<~<T

et nous avons les cas particuliers utiles suivants :

T
N(T) ~ -logT lorsque T — oo, et N(T'+1)=N(T)=0(logT).  (23)

Nous définissons 1’espacement moyen entre des zéros consécutifs par

Longueur de [0, 7] T 27
N(T) ~logT  logT’

as T — o0. (2.4)

3 Démonstration de Montgomery sur les zéros simples
sous I’hypothese de Riemann

Dans cette section, nous supposons ’hypothese de Riemann (HR) telle que p = 1/2 + i, et
nous démontrons le résultat suivant.

Théoreme 1 (11). Sous U’hypothése de Riemann, au moins 2/8 des zéros de ((s) sont
simples.



La démonstration repose sur l'inégalité suivante :

in(l(v—+)logT)\> /4 T
Y o< (Sml(z(v 71) OgT )) - (5 —|—0(1)> o log T (3.1)
=

Ici, la premiere inégalité est trivialement vraie. La formule asymptotique de la somme du
noyau de Fejer sur les différences de zéros requiert (HR) ; le lecteur intéressé pourra consulter
la démonstration dans [11]. Pour analyser ces sommes doubles, il peut étre utile de considérer
la formule suivante :

s (e

0<y,y'<T

2

(1—a)da, (3.2)

Z Tia'y

0<~<T

ce qui découle immédiatement de la formule élémentaire :

1

1 1\ 2
2Re/ (1 — a)da = (Slrll 2w> : (3.3)
0

§w

Ainsi, dans (3.1), les sommes doubles peuvent étre vues comme deux copies de la suite de
zéros 0 < v < T, cette suite possédant déja m., copies de chaque zéro de multiplicité m.,.

Considérons maintenant la premiere somme dans (3.1) avec la condition v = +/. Si 'on
considere les termes comme des paires ordonnées (7y,7') ou v = «/, alors un zéro simple
est compté une fois, mais un double zéro avec m, = 2 est compté quatre fois, puisque
M =2 =7 = 75 et que I'on obtient les quatre termes (v1,71), (71,72), (v2:71), (72,75)-
Ainsi, un zéro de multiplicité m. est compté m% fois. La démonstration du théoreme du zéro
simple de Montgomery se résume alors a deux lignes.

Démonstration du théoreme 1. On a

doo1= ) m,< (g + 0(1)> %mgT, (3.4)

0<y,Y'<T 0<y<T
v='

et, en utilisant (2.1) et (2.3),

1= @2-m)=2> 1- Y m,

0<~y<T 0<y<T 0<~y<T 0<y<T
p simple

> (2 _ % + 0(1)) I (g + 0(1)> N(T)
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4 Meéthode simple des zéros de Montgomery si I’hypo-
theése de Riemann n’est pas vérifiée

Pendant 50 ans, il ne semblait venir & 'esprit de personne (y compris du premier auteur de
cet article) de se pencher sérieusement sur cette démonstration lorsque 1’hypothese de Rie-
mann n’est pas vérifiée. Comme nous le verrons, I'idée clé est que, malgré le titre de cette
section, ne pas supposer ’hypothese de Riemann ne suffit pas ; il faut envisager sérieusement
la possibilité que I'’hypothese de Riemann soit fausse et la considérer sans préjugés. Nous
avons en réalité passé pres de deux ans a démontrer que (3.1) est vérifiée avec des condi-
tions plus faibles que 'hypothese de Riemann avant de réaliser que ces résultats pouvaient
étre appliqués pour obtenir des zéros critiques. L’origine de ce blocage mental provient de

I’équation :
E 1 = E 1. (4.1)
0<y,y'<T PP’
= 0<y,Y'<T
7=y

La somme de gauche semble supposer une rotation horizontale (HR) car aucune dépendance
en [ n’est apparente dans I'équation. L’équation de droite suggere la dépendance en f3,
puisque p = 5+ iy et p = 5 + i/, mais il est encore facile de penser que la rotation hori-
zontale n’a pas d’importance car elle est égale a la somme de gauche*

Il nous faut revenir aux formules de la section 2.

Concernant la somme (4.1), nous souhaitons classer les paires de zéros situés sur la méme
ligne horizontale. Notons que, sous I’hypothese de (HR), il ne peut s’agir que de zéros

identiques.
E E 1 = E 1 = E mp. (4.2)
PR — 1
p=5+iy p'=5+iy 0 <T p=35+iy
0<v<T 0<v'<T 1 0<y<T
/
=/ B=pB =9

Sans supposer I'hypotheése de Riemann, il peut exister des zéros p = 3 +ivy, 8 # 1/2, situés
hors de la droite critique, et chacun d’eux est associé au zéro symétrique situé de 'autre coté
de la droite critique 1 —p =1 — 8+ i7.

*On trouve mis en commentaire dans le code source KTEX de D'article cette explication : Voyons :
supposons que 'hypothese de Riemann soit fausse, et qu’il existe donc un zéro p = § + iy avec 8 # 1/2.
Alors, le zéro symétrique situé de 'autre coté de la droite critique 1 —p = 1 — 5 4 iy a exactement la méme
hauteur que p, et nous avons une solution & ’équation v =+’ ot p # p’ | La conclusion est que si 5 # 1/2,
alors les paires de zéros (8 +iv,1—B+iv) et (1—B+iv, 8+iv) sont des solutions de I'équation v = +'. Nous
les appelons “termes diagonaux symétriques”. Que 1’on suppose ou non (HR), on obtient toujours les termes
diagonaux p’ = p qui sont (8 + iv, 8 + iv), comme lorsque (HR) est vérifiée. Chaque zéro est compté de
cette maniere, pondéré par sa multiplicité, comme dans (4.2). Mais chaque zéro hors de la ligne critique est
compté une seconde fois avec sa paire symétrique, également pondérée par leur multiplicité. Il existe aussi
un troisieme type de zéro compté s’il y a trois zéros ou plus sur la méme ligne horizontale, mais ceux-ci sont
moins importants. Puisque nous ne savons pas si (HR) est vraie ou pas, la seule chose que nous pouvons
utiliser dans nos analyses est la propriété des zéros que nous connaissons déja.



Par conséquent, si § # 1/2, les paires de zéros (8 +iv,1 — B +i7y) et (1 — B+, 5+ i) sont
solutions de I’équation v = /. On les appelle des termes diagonaux symétriques. Ainsi, en
plus de la somme (4.2), la sommation (4.1) inclut également une somme supplémentaire sur
ces termes diagonaux symétriques.

Remarquez également que, puisque nous ne supposons pas (HR), la somme sur les termes

diagonaux est
Z 1 = Z M.

p=p' p=PB+iy
0<vy,Y'<T 0<y<T
Est-ce la fin 7 Apparemment non. Puisque nous travaillons avec des paires de zéros, s’il y a
trois zéros ou plus sur la méme ligne horizontale, nous pouvons également avoir des termes
qui ne sont ni diagonaux ni symétriques.

En conclusion, nous avons

g 1 = E m, + g m, + g 1, (4.3)
, / p p /

=y’ B#3 B+B'#L,y="

ou la premiere somme du membre de droite provient des termes diagonaux, la seconde des
termes diagonaux symétriques, et tous les autres termes de la troisieme somme sont des
termes horizontaux non symétriques.

Nous pouvons maintenant démontrer immédiatement notre version sans (HR) du résultat
simple de Montgomery sur les zéros.

Théoreme 2. Supposons qu’il existe une constante C telle que 1 < C < 2 et que, lorsque
T — o0,

Y o< (c + 0(1))%1%7’. (4.4)

0, /
0<yY'<T
y=v'
Alors, asymptotiquement, au moins la proportion 2 — C' des zéros de ((s) sont simples ; au
moins la proportion 2 — C' des zéros de ((s) est sur la droite critique ; et si 1 < C < 3/2,
alors au moins la proportion 3 — 2C' des zéros de ((s) sont des zéros simples sur la ligne
critique.



Démonstration du théoréme 2. T

Nous commencons par une remarque concernant la restriction imposée a la constante C' dans
notre hypothese.

Remarquons que

Doz > 1= > m, > 1=N(T) ~ %logT (4.5)

p:p’ psp’ P L
0<v,y'<T 0<y =

=y p=p

lorsque T" — oc.
Ainsi, dans notre hypothese, C' doit satisfaire C' > 1.

En substituant (4.3) dans (4.4), on obtient :

Som+ Y me+ Y 1< (C’—i—o(l))%logT. (4.6)

/
0<~A<T 0<~y<T 0 <‘7’72’7<T

b#3 B+B/#1, 7=
Dans cette inégalité, supprimer n’importe quelle somme du membre de gauche donne une

quantité plus petite, puisque chaque terme est non négatif.

Premierement, nous avons :

T
<(c+o(1 )—1 T,
zp: mp_( +o(1) 5 log
0<~y<T
qui correspond & (3.4) avec C' = 4/3, et le méme raisonnement donne :

o1z <2—C’+0(1)> Yo (4.7)

0<y<T 0<y<T
p simple

fOn trouve mis en commentaire dans le source IATEX de l'article cette explication : Quelles sont les

solutions de I’équation v = 4/ 7 On le voit aisément en observant la bande critique, et 'on constate
immédiatement qu’il existe trois types de solutions. 1) Termes diagonauz lorsque p = p’. Ce sont les

seules solutions sous I'hypotheése (HR). 2) Termes diagonauz symétriques lorsque 8 # 1/2 et p' =1 —p.

3) Termes horizontaux asymétriques on v =+ et B+ ' # 1. Ces cas se produisent lorsqu’il y a 3 zéros
ou plus sur la méme ligne horizontale et n’incluent pas les termes diagonaux symétriques ci-dessus. Par
conséquent, comme dans ’équation 3.4, nous avons :

Z 1= Z m, + Z m, + Z 1.
/

0<y,y' <T P ) !
<A'7£f o<~<T 0<~y<T ()</:;i/f<1_
= ya I =
’ B#3 B+B'#1, y ="

En substituant ceci dans (4.4), et en supprimant les termes horizontaux asymétriques de I'inégalité puisqu’ils
sont non négatifs, on a (ici, fin de lexplication placée en commentaire dans le source.)
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ce qui prouve que la proportion de zéros simples de ((s) est > 2 — C' + o(1).

Ensuite, pour les termes diagonaux symétriques, nous avons :

Z m, < (C—l—o(l))%logT— Z mp.
p p

0<y<T 0<y<T
B#1/2

En reprenant (4.5) et en substituant la derniere inégalité dans I'inégalité ci-dessus, on obtient:

S om, < (C 1+ o(l))%logT. (4.8)

0<y<T
541/2

Ainsi :

1= 1- > 1=ND) - ) mp2(2—0+0(1))%10gT,

0<y<T 0<~y<T 0<y<T 0<y<T
p=1/2 B#1/2 B#1/2

et nous avons démontré que la proportion de zéros de ((s) sur la droite critique est >

2—-C+o(1).

Finalement, en utilisant (4.7) et (4.8), on obtient

> o= Y- Y 1z (2-Cre)ylwT - Y m,

P p
0<y<T 0<y<T 0<~y<T 0<~y<T
5:% and p simple p simple ,875% and p simple ,87&%

> (3 —20 + 0(1)> % log T',

ce qui prouve, si 1 < C' < 3/2, que la proportion de zéros simples de ((s) sur la droite
critique est > 3 — 2C' + o(1). O

5 Deux résultats sur les zéros critiques

En utilisant le théoréme 2, nous avons démontré dans [1] le résultat suivant.

Théoréme 3 (1). En supposant que tous les zéros de ((s) avec T" < v < 2T se trouvent

dans la région
1 b
B, = {s = 't:‘ e roi<om 5.1
p={s=oit s |o—o| <57 < 2T} (5:1)
Alors, sib=0,3185, pour les zéros de ((s) avec T < v < 2T, au moins 2/3 sont simples, au
moins 2/3 sont sur la droite critique, et au moins 1/3 sont a la fois simples et sur la droite

critique.



Peut-on obtenir, par cette méthode, que 100 % des zéros se trouvent asymptotiquement sur
la droite critique ? Etant donné que la proportion de zéros simples est égale a celle des zéros
critiques dans le théoreme 2, nous devons utiliser un résultat conditionnel sur la corrélation
par paires qui ne suppose pas (HR) et implique que 100 % des zéros sont simples.

Conjecture de corrélation des paires (PCC) Pour A > 0 fixé et lorsque T" — oo,

Yoo~ (/OA (1 - (8122“)2) du) %logT.

o0
0<y,y'<T

27T\
0<’7_’Y,§ 107gr T

Rappelons que la conjecture de corrélation par paires (PCC) de Montgomery fut la premiere
a suggérer que les zéros des fonctions L obéissent a un modele de valeurs propres de matrice
aléatoire ; pour ((s), il s’agit du modele d’ensemble unitaire gaussien (GUE).

Puisque (PCC) ne concerne que la distance verticale non nulle entre les zéros, elle est
indépendante de (HR). Par ailleurs, rien dans (PCC) n’implique directement que des zéros
quelconques se trouvent sur la droite critique.

Le raisonnement de Montgomery en faveur de (PCC) s’appuyait sur (HR), mais Gallagher
et Mueller [7] ont démontré que (PCC) implique asymptotiquement que 100 % des zéros
sont simples, en utilisant une méthode différente fondée sur des résultats inconditionnels de
Selberg et Fujii.

Cependant, comme (HR) a été utilisée dans de nombreuses parties de [7], nous I’avons précisé
dans [5] afin de montrer que les résultats concernant (PCC) restent valables sans (HR).

Par conséquent, d’apres le théoreme 2, nous obtenons également que, asymptotiquement,
100 % des zéros se situent sur la droite critique.

Théoréme 4 (5). La conjecture de corrélation par paires implique asymptotiquement que
100 % des zéros de ((s) sont simples et situés sur la droite critique.

La démonstration du théoreme 4 repose en fait sur la propriété suivante de la conjecture de
corrélation par paires :

Simplicité essentielle (SE). Si A — 0 lorsque T"— oo, alors on a :

Y- (1 + 0(1))%10gT. (5.2)

/

psP
0<v,y'<T
2T

=Y 1<ter

Clairement, (5.2) implique C' = 1, donc le théoréme 2 découle de (SE). Ceci ramene la
démonstration du théoreme 4 & démontrer, sans (HR), que (PCC) implique (SE).



D’autres conjectures de corrélation de paires, outre (PCC), impliquent également (SE).

Dans [6], nous avons démontré que 'hypothese alternative (HA) donne une fonction de den-
sité de corrélation de paires différente de celle de (PCC), ce qui, sous une certaine forme,
implique (SE) et donc le théoreme 4 avec (PCC) remplacé par cette forme alternative (HA).
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