Traduction d’un extrait de M. Bakonyi, H. Woerdeman, Matrix Completions, Mo-
ments, and Sums of Hermitian Squares, Princeton University Press, Princeton (2011)

1.1.2 Le coéne TPol®

k=n
On considére les polynomes trigonométriques p(z) = Z ez avec le produit intérieur
k=—n
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ou g(z) = Z grz". On s’intéresse particulicrement a l'espace de Hilbert TPol,, sur R constitué
k=—n
des polynomes trigonométriques p(z) qui sont & valeurs réelles sur le cercle unité, c’est-a-dire que
p € TPol,, si et seulement si p est de degré < n et p(z) € R pour z € T. Il n’est pas difficile de

voir que la derniére condition est équivalente & p, = p_x, k£ = 0,...,n. Pour de tels polyndémes
n

trigonométriques a valeurs réelles, on a que (p, g) = E Prg—_k- Le cone auquel nous nous intéressons

k=—-n
est formé par les polyndémes trigonométriques qui sont non négatifs sur le cercle unité :

TPolt = {p € TPol,, : p(z) >0 pour tout z € T}.

Une propriété cruciale de ces polynémes non négatifs est qu’ils se factorisent comme le module au

carré d’un polynéme unique. Cette propriété établie dans le prochain théoréme est connue sous le

nom de propriété de factorisation de Fejér-Riesz ; cette propriété est en fait la clef pour détermi-

ner le dual de TPol, et ses rayons extrémes. On dit qu'un polynome ¢ est extérieur si toutes ses

racines sont a lextérieur du disque unité ouvert; c’est-a-dire que ¢ est extérieur quand ¢(z) # 0
n

pour z € D. Le polynéme ¢(z) = Z g 7" de degré n est dit co-extérieur si toutes ses racines sont a
k=0
I'intérieur du disque unité fermé ¢, # 0 (dans certains contextes, il est pratique d’interpréter ¢, # 0

comme signifiant que co n’est pas une racine de ¢(z)). On voit facilement que ¢(z) est extérieur si
et seulement si 2"¢(1/Z) est co-extérieur.

Théoréme 1.1.5. Le polynéme trigonométrique p(z) = Z pez®, pn # 0, est non-négatif sur le

k=—n

n
cercle unité T si et seulement s’il existe un polynome q(z) = Z qe2" tel que
k=0

p(z) =q(2)q(1/z),z € C,z # 0.
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En particulier, p(z) = |q(2)|* pour tout z € T. Le polynéme q peut étre choisi pour étre extérieur

(co-extérieur) et dans ce cas, q est unique a un facteur scalaire de module 1 pres.

Quand le facteur ¢ est extérieur (co-extérieur), on se référe a I'égalité p = |g|*> comme & une facto-
risation extérieure (co-extérieure). Pour rendre la factorisation extérieure unique, on peut insister
sur le fait que qo > 0, auquel cas, on peut faire référence & ¢ comme au facteur extérieur de p. De
fagon similaire, pour rendre la factorisation co-extérieure unique, on peut insister sur le fait que
¢» > 0, auquel cas, on peut faire référence & ¢ comme au facteur co-extérieur de p.

Preuve. L’implication dans un sens (partie “si”) est triviale, on se focalise donc sur I'implication
dans 'autre sens (la partie “seulement si”). Donc soit p € TPol. En utilisant le fait que p_, = Dy
pour k£ =0,...,n, on voit que le polynéme

9(2) = 2"p(2) =P+ +poz" + a2

satisfait la relation

g(z) = 2*g(1/z), 2z # 0. (1.1.1)

Soit z1, ..., 22, 'ensemble de tous les zéros de g comptés selon leur multiplicité. Puisque tous les
z; sont différents de zéro, il découle de (1.1.1) que 1/Z; est également un zéro de g avec la méme
multiplicité que z;. On prouve que si z; € T auquel cas z; = 1/Z;, alors z; = € est de multiplicité
paire. La fonction ¢ : R — C définie par ¢(t) = p(e) est différentiable et non négative sur R.
Cela implique que la multiplicité de ¢; comme zéro de ¢ est paire puisque ¢ a un minimum local
en t; et par conséquent, z; est un zéro de multiplicité paire de g. On peut donc renuméroter les
zéros de g de telle fagon que z1,...,2,,1/Z1,...,1/Z, représente les 2n zéros de g. Notons qu’on
peut choisir 2y, ..., z, de telle fagon que |zx| > 1, k=1,...,n (ou, si on préfére, de telle facon que
2] <1, k=1,...,n). Alors on a

g<z):p"lj(z_2j)lj<z_%)’

et donc

n n 1
p(z) =27"g(z) = p | [:=2) | [ (1 — E) (1.1.2)
; ; j
ol c= Pn(H(—Zj))’l. Puisque p est non négatif sur T et positif quelque part, en o € T disons, on

j=1
. [1 e = 2 n -
obtient que ¢ > 0, | lorsque ¢ = =—=————|. Avec q(2) = V/c[]}_,(z — ), (1.1.2) implique que

p(@)
p(2z) = q(2)q(1/Z). Notons que choisir |zx| > 1, k=1,...,n, améne & une factorisation extérieure,
et que choisir |zx| <1, k=1,...,n, améne & une factorisation co-extérieure. L’unicité du facteur

(co-)extérieur & un facteur scalaire de module 1 prés est laissée comme exercice (voir Exercice 1.6.5).



Pour obtenir une description du céne dual de TPol, il serait utile de réécrire le produit intérieur

(p,g) en fonction de la factorisation p = |q|?. Dans ce but, introduisons la matrice de Toeplitz
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n

ou g(z) = Z gr2".

(’est maintenant un calcul évident qui permet de voir que p(z) = |qo + . .. + ¢,2"|?, 2 € T, améne

g Gg-1 ... G-n %
wo) =@ g |7 T T | =T
9n YGn—-1 .- 90 n

ot z = (qo...q,)" et I'exposant T' dénote le fait de prendre la transposée. A partir de la, il est
évident de voir que le cone dual de TPol est constitué exactement de ces polynomes trigonomé-
triques g pour lesquels la matrice de Toeplitz associée T} est positive semi-définie (notation : 7, > 0).

Lemme 1.1.6. Le cone dual de TPol?! est donné par
(TPol})* = {g € TPol,, : T, > 0}. (1.1.4)

Preuve. Clairement, si p = |q|*> € TPol et g € TPol, est tel que T, > 0, on obtient par (1.1.3)
que (p,g) > 0. Cela donne DO dans (1.1.4). Pour I'inverse, supposons que g € TPol,, est tel que T}
n’est pas positif semi-défini. Alors, choisissons z = (qo...¢,)7 tel que ngat < 0, et soit p € TPol,
donné via p(z) = |qo + ... + ¢.2"|?, z € T. Alors, (1.1.3) ameéne que (p, g) < 0, et par conséquent,
g & (TPol)*. Cela améne C dans (1.1.4).

Ensuite, on montre que les rayons extrémes de TPol! sont générés exactement par les polynomes
trigonométriques non négatifs qui ont 2n racines (en comptant les multiplicités) sur le cercle unité.

n
Proposition 1.1.7. Le polynome trigonométrique q(z) = Z qez" dans TPol! génére un rayon
k=—n
extréme de TPol! si et seulement si q, # 0 et toutes les racines de q sont sur le cercle unité ; de
fagon équivalente, q(z) est de la forme

o) = cﬁ(z _ it (% _ e—“k) | (1.1.5)

k=1

pour un certain ¢ >0 ett, € R, k=1,...,n.



Preuve. Supposons d’abord que ¢(z) est de la forme (1.1.5) et notons ¢ = g + h avec g, h € TPol?.
Lorsque g(e*) =0, k=1,...,n, et g et h sont non négatifs sur le cercle unité, on obtient que
g(e') = h(e™) =0, k=1,...,n. Remarquons que q > g sur T implique que la multiplicité¢ d’une
racine sur T de g doit étre au moins aussi grande que la multiplicité de la méme racine de ¢ (il
faut utiliser la construction de la fonction ¢ dans la preuve du théoréme 1.1.5). En utilisant cela,
on obtient que g et h doivent étre des multiples de ¢.

Ensuite, supposons que ¢ a moins de 2n racines sur le cercle unité (en comptant les multiplicités).
En utilisant la construction dans la preuve du théoréme 1.1.5, on peut factoriser ¢ comme g = gh ou
g € TPol! | m < n a toutes ses racines sur le cercle unité, h € TPol; n’a aucune de ses racines sur
le cercle unité, et k+m < n. Si h n’est pas une constante, on peut soustraire une constante positive
e, disons, de h tout en restant dans TPol (par exemple, on peut prendre € = min,erh(z) > 0).
Alors ¢ = €g + (h — €)g donne une maniére d’écrire ¢ comme une somme d’éléments dans TPol !
qui ne sont pas des multiples scalaires de ¢ (lorsque h n’est pas une fonction constante). Dans le
cas ol h = c est une fonction constante, on peut écrire

1 0 1 )
0(2) = 9(2)h(z) = g(2) (5o = b2 = ) () (et 02+ ),
2 z 2 z
ce qui, pour 0 < ¢ < ¢ donne une maniere d’écrire ¢ comme une somme d’éléments appartenant a
TPol 1 C TPol! qui ne sont pas des multiples scalaires de ¢. Cela prouve que g ne génére pas un
rayon extréme de TPol .

Notons que si 'on considére le cone des polynoémes trigonométriques non négatifs sans aucune
restriction sur le degré, 'argument dans la preuve de la proposition 1.1.7 montre qu’aucun de ses
éléments ne génére de rayon extréme. En d’autres termes, le cone TPol™ = [ J72 TPol n’a aucun
rayon extréme.



