Une formulation circulante du théoréme de Napoléon-Douglas-Neumann

Geng-zhe Chang, Philip J. Davis

Résumeé : Ce papier situe le théoréme de Napoléon-Douglas-Neumann dans la théorie des matrices cir-
culantes. Les “composantes symétriques” introduites par Neumann sont traitées de facon similaire.

1. Introduction

On se donne un triangle arbitraire ABC' (Figure 1). On note ses cotés a, b, ¢, son aire A. Sur chaque
coté du triangle, on érige, vers l'extérieur ou vers l'intérieur un triangle isocéle avec sur sa base
I'angle 7/6. On appelle les sommets libres (les sommets autres que A, B, C') Ay, By, Cy (A1, By, Ch).
Des considérations géométriques simples aménent a

- 1 2
Cody” = 6(a2 + 02+ + 3\/§A (1)

et similairement a

. 1 2
CiA = S(@+ 0 ) = 2VBA. (2)

Les trois conclusions suivantes proviennent immeédiatement de (1) et (2) :
(i) Les triangles AgByCy et Ay B1C} sont équilatéraux.

(i) A=Ay — Ay, o
AO = aire de A()B()C()

Ay = aire de A, BC;.

(iii) La somme des carrés des cotés de ABC =
la somme des carrés des cotés de AgByCy + la somme des carrés des cotés de A BC.

Tout ceci constitue le théoréme de Napoléon. Ce théoréme fournit la construction de deux triangles
équilatéraux, a partir de tout triangle donné, en construisant des triangles isoceles sur les cotés
dudit triangle.

Ceci a été généralisé a des polygones plans arbitraires. La généralisation de (i) a été menée in-
dépendamment et presque simultanément par Jesse Douglas [6, 7] et B. H. Neumann [8|. Pour le
dire rapidement, pour tout n-gone donné arbitraire P, on peut construire n — 1 n-gones réguliers
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P, P, ... P, i en construisant une quantité finie de triangles isocéles.

De nombreuses preuves de cette généralisation ont été données, par exemple dans [1], [2], [9], [10].
Dans [8], Neumann a généralisé (ii) et (iii) au cas polygonal en fonction de “composantes symétri-
ques”. Dans [10], Neumann a revisité ces faits en utilisant I’algébre linéaire des espaces vectoriels
de dimension finie. Dans cet article, nous allons un peu plus loin que ces théorémes et nous mon-
trons comment le théoréeme de Napoléon peut étre placé dans le contexte de la théorie des matrices
circulantes.

2. Préliminaires

Dénotons par les nombres complexes 21, 2o, ..., 2z, les sommets ordonnés d’'un polygone P, et posons
P = [z1, 29, ..., 2,7, ou I’élévation a la puissance T dénote l'opération de transposition matricielle.
Soit C' un nombre complexe. Maintenant sur chaque coté de P, érigeons un triangle qui est di-
rectement semblable au triangle 0, 1, ¢. Les n sommets libres ainsi obtenus, formant un nouveau
n-gone, peuvent étre exprimés par la multiplication matricielle (voir [2]) [(1 — ¢)I 4 ¢II] P, ou I est
la matrice identité de taille n x n et

0O 1 0 0
0 0 1 0
M=1... ... ...
0O 0 0 1
1 0 0 0

Il est bien connu [3-5] que IT peut étre diagonalisé par la matrice de Fourier F'. Plus précisément,
on a

Il = F*QF (3)



ou

F* = [l 6], (@)
Q = diag(1,w,w?, ..., w" ), (5)

w = exp(2mi/n); (6)

et * dénote 'opération de transposition conjuguée. Il est clair que F' est unitaire, et que

F*=F! (7)

ainsi que

F=TF (8)

Considérons les n —1 matrices K; = (1 —c¢;)I +¢;II ot les nombres complexes ¢, ¢a, ..., ¢,—1 doivent
étre déterminés. De (3) et (7), on voit que

K, = F*A;F 9)

ou
Ay =1 =)+ (10)
est une matrice diagonale avec 1’élément (1, 1) égal a 1, pour j = 1,2,...,n— 1. On choisit mainte-

nant ¢; de telle maniére que I’élément (5 + 1,7 + 1) dans A; devienne nul, i.e., (1 —¢;) + c;w? = 0.
Ainsi

L =1,2 1 (11)
;= — = ..o.,n— 1.
g 1 — Wi 9 J ) 4y )
Les matrices K4, Ko, ..., K,_1 sont maintenant bien définies.
En formant tous les produits possibles de n — 2 matrices a partir de K1, Ko, ..., K,,_1 :
NV:KI"'KV—IKV+1"'K7L—17 V:1,2,...7n—1, (12)
on a
N, = F*D,F, (13)



ou D, =Ay...A, 1A 1... A1 est une matrice diagonale avec

element (1,1) =1,

LY k
W’ —w
element (V+1,V+1) = Hl——u_)k
k=1
k#v
B nl W’ (1 — wk)
N 1—wk
k=1
k#v
— wu(n—Z) l —w — i’
1 — wnv wY
et nulle partout ailleurs. On peut donc écrire
E,
D, =B, — 22 (14)
wV
ou Ej; désigne la matrice n x n avec 1 en position (j, j) et zéro partout ailleurs, j =1,2,...,n.
En insérant (14) dans (13), on obtient la décomposition suivante de N, :
FE,  F
N, = F*E\F — — == (15)
wl/
Il est évident a partir de (4) et (8) que
L W wY Wt L W
—v —2v —nv
FoE, . F = 2 wl w W ’
v w (16)
w(nfl)u w w w
v=0,1,2,....,n—1
Considérons le n-gone P, = N, P, v=1,2,...,n— 1. Par (15) et (16), on a
P,=JP —[a,,w’a,,...,w" a,], (17)

ou
1 1 1
1
g1 1 1 1
1 1 1



et
1
a,,:—g w2, v=12,...,n—1 (18)

Puisque

JP = (Zl+zg+“’+2”> 1,1,...,1],

n

il est clair a partir de (17) que P, est un n-gone régulier de type w”, i.e. ses sommets consécutifs
se trouvent a intervalles réguliers d’un angle de 27v/n sur la circonférence du cercle de centre
Z=(z1+ 22+ ...+ z,)/n, le centroide du polygone original P.

On note qu’avec ¢; donné en fonction de (11), le triangle 0,1,¢; est isocele d’angle a la base
7/2 — jm/n. En rappelant la définition de N, [voir (12)] et les rdles joués par K, on a montré les
constructions suivantes de Napoléon-Douglas-Neumann.

Si des triangles isocéles d’angle a la base 7/2 — jm/n sont érigés sur les cotés d'un polygone arbi-
traire P, et si ce processus est répété avec les polygones formés par les sommets libres des triangles,
mais avec une valeur différente de j et etc. jusqu’a ce que toutes les valeurs de 7 =1,2,....n —1
exceptée v aient été utilisées dans un ordre arbitraire, alors un n-gone régulier P, de type w” est
obtenu. Son centroide coincide avec celui des sommets de P.

On souhaiterait faire la remarque que le second terme du coté droit de (17) est la v7*™¢ composante
symétrique de P, introduite par Neumann.

3. Autres résultats

Puisque Ef = Ey,E. | = E, 41, et E1E, 41 = 0 pour v > 0, alors on a par (15) que
1 1

N:Nu = F” El___VEV+1 El__ v+1 F

w wY

- F*<E1 -+ EV+1>F.
Ainsi

n—1
Y N;N, =F* [+ (n—2)E]F
v=1

— I+ (n—2)F*EF.
Puisque par (16),

n—1
Y ON;N, =1+ (n—2)J (19)
v=1



Supposons que () est une n X n matrice circulante, et considérons la forme quadratique associée a
Q : P*QP. Puisque N, et () sont circulantes et puisque tous les circulants commutent,

n—1 n—1
> PQP, =) P*N;QN,P
v=1 v=1

n—1 n—1

=> P*N;N,QP = P* (Z N;N,,) QP
v=1 v=1

= P*[I[+ (n—2)J]QP

= P*QP + (n —2)P*JQP.
En particulier, si J@) = 0 alors on voit que

n—1
P*QP =Y PQP,. (20)
v=1

Trois cas particuliers :

(i) Le moment d’inertie du n-gone P par rapport a son centroide est associé a une forme qua-
dratique dont la matrice @ est donnée par (voir [4], [5])

Q =(I-JyI-J)=0I-J)
=I-2]J+P=I1-2J+J=1-.
Il est clair que Q = I — J est un circulant et
JQ=JI—-J)=J—-J"=J—-J=0.

Par conséquent, on a par (20) que le moment d’inertie de P par rapport a son centroide Z est
égal a la somme des moments d’inertie de Py, P, ..., P,_1 par rapport a leur propre centroide
(également Z).

(ii) Aire signée. Dans ce cas, sélectionnons ) comme le circulant [4, 5]

S O-mr -1
4 4

Q

1 1
= —_— — T = —_— pR— fr— .
JQ = (U= JI') = =(J = J)=0

Donc on a par (21) que la somme des aires signées de Py, P, ..., P, est juste l'aire signée
de P.



(iii) Somme des carrés des cotés. Maintenant sélectionnons [4, 5]
Q=20 —T—TI"=2] —TI —1IT".

() est un circulant et
JQ=2J-JII—-JII"=2]J—-J—-J=0

Alors, & nouveau par (21), la somme des carrés des cotés est

S
—

(somme des carres des cotes de P,,).
1

N
Il

Un dernier mot. Soit () un circulant, et soit s la somme des éléments de la premiére ligne de Q).
Alors, il est clair que
JQ=QJ =sJ

de telle fagon que J@Q = 0 si et seulement si s = 0. Alors, par (20),

n—1
> PBQP, =P'QP+ (n—2)P*JQP
v=1
* n— 2 2
= P*QP + - Slz1 4+ 20+ .o+ 2]

= P*QP + n(n — 2)s|z|>.

Le second terme du coté droit est nul si et seulement si soit s = 0 soit Z = 0. Donc, si le n-gone
original est tel que Z = 0 (sont c.g. est a l'origine), on a le théoréme de décomposition (21) pour
toute forme quadratique circulante. La condition s = 0 qui est équivalente a la condition J@Q = 0
et que nous avons exploitée ci-dessus, est elle-méme équivalente a l'invariance par translation de la
forme quadratique P*QP.
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