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Résumé : Cette note documente et valide l’observation graphique d’une structure linéaire
parfaite dans la borne inférieure de la comète de Goldbach sous une échelle doublement
logarithmique (log-log). Nous restreignons cette étude aux nombres pairs de la forme n = 2p,
où p est un nombre premier.

Idée initiale : J’avais fourni en décembre 2024, une représentation python dite “en échelle log-log”
de la comète de Goldbach. L’observation visuelle de la comète de Goldbach projetée dans un tel
repère orthogonal dans lequel les deux axes subissent une transformation logarithmique (X = ln(x)
et Y = ln(y)) révèle une ligne plancher droite et continue.

Voici l’image que j’avais obtenue, elle illustre la superposition de la droite théorique calculée par
rapport aux points minimisants de la comète :

Figure 1 : Représentation log-log de la comète de Goldbach
et mise en évidence de la ligne droite des nombres 2p.
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En géométrie analytique, une droite dans un espace log-log correspond à une loi de puissance dans
l’espace standard. Si l’équation de la droite s’écrit :

Y = A · X + B (1)

L’application de la fonction réciproque (l’exponentielle) permet de retrouver l’évolution du nombre
de décompositions réelles y en fonction de x :

ln(y) = A · ln(x) + B =⇒ ythéorique = eB · xA (2)

Une régression linéaire globale effectuée sur l’ensemble des données du fichier nb2p.txt (pour x > 6)
fournit les paramètres optimaux suivants :

- Pente moyenne : A ≈ 0.8412
- Ordonnée à l’origine : B ≈ −3.2969

Justification mathématique de l’impression de linéarité : d’après la célèbre formule de
Hardy-Littlewood, le nombre de décompositions de Goldbach G(n) pour un entier pair n est donné
de manière asymptotique par :

G(n) ∼ 2C2
∏
q|n
q>2

q − 1
q − 2 · n

ln2(n)
(3)

où C2 ≈ 0.66016 est la constante des nombres premiers jumeaux.

Dans le cas spécifique des doubles de nombres premiers (n = 2p avec p premier impair), le produit
d’Euler s’effondre car n ne possède qu’un unique diviseur premier impair. Le terme produit vaut
p−1
p−2 , expression qui converge extrêmement vite vers 1 lorsque p grandit. On obtient alors la borne
inférieure absolue de la comète :

G(2p) ≈ 2C2
2p

ln2(2p)
(4)

En passant cette relation au logarithme pour analyser sa pente théorique dans l’espace de votre
graphique, nous obtenons :

ln(G(2p)) ≈ ln(2p) − 2 ln(ln(2p)) + ln(2C2) (5)

Bien que le terme −2 ln(ln(x)) brise la linéarité pure à l’infini en faisant varier la pente locale de
manière continue, la fonction double logarithme grandit si lentement que sur toute la plage de
calcul numérique accessible (x ≤ 107), l’écart à la linéarité est imperceptible à l’œil nu, validant
pleinement l’ajustement par une droite.
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Comportement du Rapport Réel / Théorique

- Avec une droite fixe (A = 0.85) : Si la droite est calée de façon rigide sur un point local, le
rapport s’écarte progressivement de 1 sur le long terme car la vraie pente de la courbe varie
lentement (la dérivée locale vaut 1 − 2

ln(x)).
- Avec la droite de régression globale : En calculant la droite optimale sur l’ensemble du

domaine, le rapport réel/théorique oscille de manière très serrée autour de 1, ce qui confirme
numériquement la pertinence géométrique du modèle linéaire visuel.

Programme de vérification numérique : voici le code Python utilisé pour charger les données,
exécuter la régression linéaire pour obtenir les coefficients de l’équation linéaire collant le mieux à
la courbe obtenue par la mise à l’échelle log-log et calculer les différentiels :

import math

va l eu r s = [ ]
# 1. Lecture du f i c h i e r f ou rn i par Denise Vel la−Chemla
with open( ’ nb2p . txt ’ , ’ r ’ ) as f :

for l i n e in f :
l i n e = l i n e . s t r i p ( )
i f not l i n e or l i n e . s t a r t s w i t h ( ’ ∗∗∗ ’ ) :

continue
try :

i f ’= ’ in l i n e :
partie_gauche , pa r t i e_dro i t e = l i n e . s p l i t ( ’= ’ )
e lements = par t i e_dro i t e . s p l i t ( )
i f len ( e lements ) >= 2 :

x = int ( e lements [ 0 ] )
y = int ( e lements [ 1 ] )
# On e v i t e x=4 e t x=6 pour ne pas f a u s s e r l a d r o i t e
# avec l e s t r e s p e t i t s nombres
i f x > 6 :

va l eu r s . append ( ( x , y ) )
except ValueError :

continue

# 2. Ca lcu l automatique de l a DROITE REELLE du graph ique
# ( Regress ion l i n e a i r e sur ln ( x ) e t ln ( y ) )
n = len ( va l eu r s )
somme_X = sum(math . l og ( v [ 0 ] ) for v in va l eu r s )
somme_Y = sum(math . l og ( v [ 1 ] ) for v in va l eu r s )
somme_XX = sum(math . l og ( v [ 0 ] ) ∗ ∗ 2 for v in va l eu r s )
somme_XY = sum(math . l og ( v [ 0 ] ) ∗ math . l og ( v [ 1 ] ) for v in va l eu r s )
# Pente A e t Constante B de l a d r o i t e Y = A∗X + B
A = (n ∗ somme_XY − somme_X ∗ somme_Y) / (n ∗ somme_XX − somme_X∗∗2)
B = (somme_Y − A ∗ somme_X) / n
print ( f "La d r o i t e opt imale c a l c u l \ ’{ e}e sur vos donn \ ’{ e} es a pour \ ’{ e} quat ion :

ln ( y ) = {A: . 4 f } ∗ ln ( x ) + ({B: . 4 f }) " )
print ( "−" ∗ 85)
print ( f " { ’ x (2p) ’ : <10} | { ’ ln ( x ) ’ : <8} | { ’ y Reel ’: <10} | { ’ y Dro i te Graphique ’: <20}

| { ’ Rapport Reel / Dro i te ’} " )
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print ( "−" ∗ 85)
# S\ ’{ e} l e c t i o n d ’ i n d i c e s pour vo i r l ’\ ’{ e} v o l u t i o n
i nd i c e s_a_a f f i ch e r = [ 0 , 5 , 10 , 50 , 200 , 1000 , 5000 , 20000 , 100000 , len ( va l eu r s ) −1]
for idx in i nd i c e s_a_a f f i ch e r :

i f idx < len ( va l eu r s ) :
x , y = va l eu r s [ idx ]
ln_x = math . l og ( x )
# On c a l c u l e l a va l eu r sur l a d r o i t e log −log , pu i s on prend l ’ e x p o n e n t i e l l e
ln_y_droite = A ∗ ln_x + B
y_droite = math . exp ( ln_y_droite )
rapport = y / y_droite
print ( f " {x:<10} | {ln_x : <8.2 f } | {y:<10} | { y_droite : <20.2 f }

| { rapport : . 4 f } " )

Résultat du programme Python

Le test de linéarité n’a lieu que pour les nombres de décompositions de Goldbach des nombres pairs
(i.e. les nombres de la forme 2p pour p un nombre premier), c’est-à-dire pour les nombres qui ont
leur image qui est tout en bas de la comète de Goldbach.

Le fichier des nombres de décompositions de Goldbach des doubles de nombres premiers a été stocké
ici.

La d r o i t e opt imale c a l c u l e e sur vos donnees a pour equat ion :
ln ( y ) = 0.8412 \ t imes ln ( x ) + ( −3.2969)

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
x (2p) | ln ( x ) | y Reel | y Dro i te Graphique | Rapport Reel / Dro i te
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
10 | 2 .30 | 2 | 0 .26 | 7 .7916
38 | 3 .64 | 2 | 0 .79 | 2 .5345
82 | 4 .41 | 5 | 1 .51 | 3 .3177
482 | 6 .18 | 11 | 6 .69 | 1 .6450
2474 | 7 .81 | 39 | 26 .47 | 1 .4732
15874 | 9 .67 | 148 | 126 .45 | 1 .1704
97322 | 11 .49 | 600 | 581 .32 | 1 .0321
449738 | 13 .02 | 2079 | 2106.81 | 0 .9868
2600614 | 14 .77 | 9009 | 9220.23 | 0 .9771
9999998 | 16 .12 | 28983 | 28628.55 | 1 .0124
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https://denisevellachemla.eu/nb2p-dvc.pdf

