Suites fractales de valuations et mise a 1’échelle
Denise Vella-Chemla pilotant chatgpt, septembre 2026

J’ai fourni a chatgpt les documents
https://denisevellachemla.eu/fevrier2006.pdf et cette adresse
https://denisevellachemla.eu/fractalesnp.html et
https://denisevellachemla.eu/castafiore.pdf

en lui demandant de les étudier, de les relier et de les formaliser.

Fournissons une illustration pour rappel :

Accueil Notes Vidéos Bibli i Wehbic hie d'Alain Connes Webiographie de Pierre Cartier

En février 20086, j'ai écrit une note Fractales, symétries et conjecture de Goldbach : elle présentait la suite des
nombres premiers comme une séquence fractale d'entiers.

En résumé, on s'intéresse a la séquence des valuations 2-adiques des nombres entiers successifs (I'exposant
de la puissance de 2 dans leur décomposition). On la représente sur le graphique suivant :

Cette séguence peut s'obtenir récursivement de la fagon suivante :

- la séquence initiale est "01".

- pour passer de la séquence d'un niveau n a la séquence du niveau n+1, concaténer deux séguences de niveau
n et changer le dernier chiffre en son successeur.

On obtient 01 puis 0102 puis 01020103 puis 0102010301020104, etc...

La suite de cette note a été rédigée par chatgpt (avec quelques petites modifications de Denise
Vella-Chemla).

1. Objet de I’étude

Pour un nombre premier p, on considere la suite

ap(n) = vp(n),


https://denisevellachemla.eu/fevrier2006.pdf
https://denisevellachemla.eu/fractalesnp.html
https://denisevellachemla.eu/castafiore.pdf

ou v,(n) désigne 'exposant de p dans la factorisation de n.
Pour p =2
0,1,0,2,0,1,0,3,0,1,0,2,...

Cette suite possede la propriété
ay(pn) = ay(n) + 1.

Ainsi, apres extraction des termes d’indices multiples de p et soustraction de 1, on retrouve la suite
initiale. C’est la structure auto-contenue discrete considérée ici.

2. Pourquoi Inp n’est pas directement la dimension eucli-
dienne
Considérons les points
(n, ap(n))

et la courbe polygonale obtenue en les reliant.

Sur tout intervalle borné, cette courbe est une courbe polygonale finie, donc rectifiable. Sa dimension

de Hausdorf est donc
s = 1)

Par conséquent, In2 et In 3 ne sont pas les dimensions de Hausdorff des courbes polygonales asso-
ciées respectivement a vy et vs.

La raison est que la transformation fondamentale n’est pas une similitude euclidienne. Elle est
donnée par
ay(pn) = a,(n) + 1.

Le facteur p agit sur I’échelle horizontale, tandis que +1 agit par translation verticale.

3. Loi d’échelle logarithmique
[térons la relation :
ay(p'n) = ay(n) + k.
Une multiplication de I’échelle horizontale par p* produit donc une augmentation verticale de k.

Si N = pF, alors
_ InN

k=——.
Inp

La hauteur caractéristique des pics vérifie donc une loi logarithmique

In N




On peut ainsi définir une quantité d’échelle, différente d’'une dimension de Hausdorff :

. H(N) 1
Dt = Jiy 2T = 1

lorsque H,(N) = maxj<,<y vp(n).

En effet,
Hy(N) = |log, N|

et donc

H,(N
lim p(V) = i
N—oco In N Inp

Cette quantité n’est pas une dimension fractale euclidienne : c’est un coefficient de croissance
logarithmique.

4. Casp=2et p=3

Pour p =2

Hy(N) = |logy N, Diog(2) = lr112
Pour p=3:

H3(N) = |logs N, Diog(3) = 1nl3

Ainsi, si 'on cherche une quantité qui mesure la profondeur verticale produite par une dilatation
horizontale, les nombres naturels sont

et non In2,1n 3.

5. Addition des valuations vy et v;

Définissons
s(n) = va(n) + v3(n).
Alors
v9(6n) = va(n) + 1, v3(6n) = v3(n) + 1,
d’on

s(6n) = s(n) + 2|

Par itération,

s(6"n) = s(n) + 2k |

La suite s(n) est donc elle aussi auto-contenue au sens discret : en ne conservant que les indices
multiples de 6 et en retranchant 2, on retrouve la suite initiale.



6. Hauteur maximale de la somme

Posons
Hy3(N) = max (Ug(n) + ’U3(Tl)).

1<n<N

Comme 273" < N donne vy(n) + v3(n) = a + b, la maximisation consiste & maximiser a + b sous la
contrainte
aln2+bln3 <InN.

Puisque
In2 <In3,

chaque unité de a colite moins d’échelle logarithmique qu’une unité de b. Le maximum est donc
obtenu en privilégiant les facteurs 2.

Plus précisément,

H273(N) = UOgZ NJ

pour tout N suffisamment grand, et en fait pour tout N > 1.

En effet, pour m = |log, N |,

2" <N
donne Hjy3(N) > m, tandis que
2a3b Z 2a+b
implique, si 223* < N, que
a+b<log, N.

Donc

H3(N) = [logy N |

Il en résulte

. Hy3(N) 1
11m = .
N—oo InN In2

C’est un point important : la loi de croissance maximale de la somme vy + v3 est dominée par le
premier 2, et non par une combinaison naive des coefficients associés a 2 et 3.

7. Une autre loi d’échelle, directement liée a I’auto-contenance
La relation de reproduction de la somme est
s(6n) = s(n) + 2.

Si ’on mesure uniquement le déplacement vertical produit par une reproduction complete de facteur
6, on obtient

In6’



On peut appeler

6repr0(2) 3) =

le coefficient logarithmique de reproduction.

Il faut cependant distinguer cette quantité de
1
o
qui décrit la croissance du maximum global jusqu’a N.

Ces deux nombres répondent a deux questions différentes :

2
—— mesure une itération de I’auto-contenance,
In6
tandis que
™ mesure la croissance du maximum global.
n

Il serait donc incorrect de les identifier sans préciser la définition retenue.

8. Généralisation a plusieurs premiers

Soit
P=A{py,...,p}
un ensemble de nombres premiers, et posons
Ap(n) =D vy(n), M =] ».
pepP peP
Pour chaque p € P,
vp(Mn) = v,(n) + 1.

Par conséquent,

Ap(Mn) = Ap(n) +r.
La suite Ap est donc fractale au sens discret considéré :
Ap(Mn) —r = Ap(n).

Apres k reproductions,
Ap(M*n) = Ap(n) + kr.

Le coefficient logarithmique associé a cette reproduction est

5repro (P)

o T
S InM Y,eplnp

Pour un seul premier p :

Orepro({P}) = -
Pour {2,3} :

2
5repro({273}) = R



9. Conclusion

Il apparait donc trois objets différents qu’il ne faut pas confondre :

1. la dimension géométrique de la courbe polygonale :

(=1

2. le coefficient de croissance logarithmique du maximum :

max,
lim <v p(n) 1
N0 In N Inp

3. le coefficient logarithmique de la reproduction discrete :

1P|
(Srepro(P) = 17
n HpEP p
Pour wvs, v3 et vy + v3, on obtient respectivement
1 1 2

In2’ In3’ In 6

pour la loi de reproduction.

La propriété la plus fondamentale reste toutefois I'identité discrete
Ap(Mn) — |P| = Ap(n),

qui constitue une véritable auto-similarité additive des suites d’entiers, méme si elle n’est pas
une auto-similarité euclidienne au sens usuel.
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