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1. Résumé

Ce document présente une caractérisation exacte des nombres premiers et des produits de deux
nombres premiers (semi-premiers) via une fonction basée sur des sommes de cosinus, notée gp(n).
Nous démontrons que cette fonction est égale a o(n) —n — 1, ot o(n) est la somme des diviseurs
de n. Cette caractérisation permet de :

- Identifier les nombres premiers : gp(p) = 0 si et seulement si p est premier.

- Identifier les semi-premiers : si n = pq avec p, ¢ premiers distincts, alors gp(n) = p + q.
P =p
p—1
Cette approche contourne ’obstruction de parité de Selberg en évitant les méthodes de
crible traditionnelles, offrant ainsi une méthode exacte de distinction entre nombres premiers et
semi-premiers, cruciale pour aborder la conjecture de Goldbach sous un nouvel angle.
J’ai utilisé les 3 ia mistral-vibe, gemini et claude pour, petit a petit, essayer de comprendre ce que
je n’avais pas compris jusque-la, pourquoi 'argument de 1'obstruction de parité de Selberg rendait
inutiles toutes mes approches qui étaient divers déguisements d’'une méme approche criblante. Il
s’agirait peut-étre de trouver une méthode qui permette de distinguer les nombres premiers des
nombres semi-premiers, i.e. produits simples de deux nombres premiers seulement. On essaye ici
de comprendre davantage une somme alternée de cosinus que j’avais identifiée, en réalisant que
la somme de sommes de cosinus, que j'avais découverte et trouvée merveilleuse, calculait la somme
des diviseurs des entiers.

- Distinguer les puissances de nombres premiers : gp(p*) =

2. Introduction

2.1. Contexte : la conjecture de Goldbach

La conjecture de Goldbach (1742) stipule que tout nombre pair supérieur a 2 peut s’écrire
comme la somme de deux nombres premiers. Malgré sa simplicité apparente, elle reste non prouvée
a ce jour. Une approche naturelle consiste a étudier les semi-premiers (produits de deux nombres
premiers), car un nombre pair N = p+ ¢ (avec p, ¢ premiers) peut étre associé a des propriétés des
produits pgq.



2.2. L’obstruction de parité de Selberg (1947)
En 1947, Atle Selberg a découvert une obstruction fondamentale dans les méthodes de crible
pour estimer le nombre de nombres premiers dans un intervalle [z, z + y] :

- Les termes principaux et les termes d’erreur ont la méme parité, ce qui les annule mutuel-
lement.

- Pour y < 22, les méthodes de crible ne peuvent pas fournir d’estimation non triviale du
nombre de nombres premiers dans [z, z + y].

Conséquence : Cela limite séverement les approches analytiques classiques pour étudier la distri-
bution fine des nombres premiers, notamment pour la conjecture de Goldbach.

2.3. Objectif de ce travail

Contourner cette obstruction en utilisant une caractérisation exacte (et non une estimation) des
nombres premiers et des semi-premiers, basée sur des sommes de cosinus. Cette approche évite
les méthodes de crible et repose sur des propriétés arithmétiques exactes.

3. Définition des fonctions de sommes de cosinus

3.1. La fonction gp(n) : somme de cosinus

Nous définissons la fonction gp(n) comme suit :

Interprétation : Pour chaque k de 2 a n — 1, nous calculons la somme des cosinus des angles QWT”Z

pour [ = 1,..., k, puis nous sommons ces résultats sur tous les k.

3.2. La fonction sac(n) : somme alternée de cosinus quotientés

Une variante alternée, introduite dans [5], est définie par :

2mnl

1. Pour chaque paire (k,l) avec 2 < k <net 1 <1 <k, calculer ¢;; = cos (T)

2. Ne conserver que les valeurs de ¢ égales a £1 (c’est-a-dire int(cy;) = ¢k si ¢,y = %1, sinon
0).

3. Alterner les signes : multiplier chaque terme par (—1)Y®! ou N(k, 1) est le nombre de termes

précédents.

4. Sommer le tout et soustraire 1 :



4. La découverte clé : équivalence avec la somme des divi-
seurs

Théoreme 1. Pour tout entiern > 2, on a :
gp(n) =o(n) —n—1,
ot o(n) = Yy, d est la somme des diviseurs de n (incluant 1 et n).

Démonstration. Considérons la somme intérieure pour un k fixé :

k
2mnl
S(k,n) => cos|—|.
=1 k
Cette somme est liée a la somme des racines de 'unité. Rappelons que pour tout réel 8, on a :

kz_:le%m’el _ {k sif €z,

=0 0 sinon.

En prenant la partie réelle, on obtient :

s k sifeZ
> cos(2ml) = { PEES

=0 0 sinon.

Or, notre somme S(k,n) est définie pour [ = 1,..., k. Cependant, on peut montrer que :
- Si k| n, alors S(k,n) = k.
- Si k1 n, alors S(k,n) = 0.

Ainsi : B B »
gp(n) = ZS(k,n) = Zk: Zd:a(n)—n—l,
k=2 k=2 d=2
kln din
car o(n) = Yg,d=1+n+ Snod. O
d|n

- Pourn=6:0(6)=14+2+3+6=12, donc gp(6) =12—-6—-1=>5.
- Pour n = p premier : o(p) =1+ p, donc gp(p) = (1+p) —p—1=0.

5. Caractérisation des nombres premiers et semi-premiers

5.1. Nombres premiers

Proposition 2. Un entier n > 2 est premier si et seulement si gp(n) = 0.

Démonstration. - Si n est premier, alors ses seuls diviseurs sont 1 et n, donc o(n) =1+ n, et
gp(n)=(1+n)—n—-1=0.
- Sigp(n)=0,alorso(n) —n—1=0 = o(n) =n+1. Or, o(n) > 1+n (car 1 et n divisent
toujours n), avec égalité si et seulement si n n’a pas d’autres diviseurs, c’est-a-dire si n est
premier.

[
gD(Q) =0, gD(3> =0, gD(5) =0, gD(7> =0, etc.



5.2. Produits de deux nombres premiers distincts (semi-premiers)
Proposition 3. Sin = pqg ou p et g sont des nombres premiers distincts, alors :

gp(n) =p+q.
Démonstration. Pour n = pq, les diviseurs de n sont 1, p, ¢, pq. Donc :

o(n)=14+p+q+pq,

et
gp(n) =o(n)—n—1=(1+p+q+pg) —pg—1=p+gq
]
-n=6=2x3:¢gp(6)=2+3=
-n=10=2x5:gp(10) =2+5 =
-n=15=3x5:¢9p(15)=3+5=38
5.3. Puissances de nombres premiers
Proposition 4. Sin = p* ou p est premier et k > 2, alors :
k
p —D _
p—1
Démonstration. Pour n = p*, les diviseurs de n sont 1, p,p?, ..., p". Donc :
pk+1 1
o(n) =1+p+p’+- - +ph =",
p—1
et k41 k
P -1 pr—p
= — — 1 = — —_— =
o) =a(m) —n—1 =% g 1= L]
]

5.4. Propriétés de sac(n)

La fonction sac(n) a également des propriétés remarquables pour les nombres premiers et leurs
doubles :

- Pour un nombre premier p = 4k + 3 : sac(p) = E-.
- Pour un nombre premier p = 4k + 1 : sac(p) =
- Pour n = 2p avec p = 4k + 1 : sac(n) = —p.

- Pour n = 2p avec p =4k + 3 : sac(n) = —p — 2.
-p=3=4x0+4+3:sac(3)=(3-1)/2=1
-p=5=4x1+1:sac(b)=(—-1)/2-2=0.
-n=10=2x5: sac(10) = —5.
-n=6=2x3:sac(6) =—-3—-2=—5.



6. Application a la distinction exacte

6.1. Meéthode générale

La fonction gp(n) permet de distinguier exactement les nombres premiers des produits de deux
nombres premiers (et des autres nombres composés) comme suit :

Type de n gp(n) Critere

Nombre premier p 0 gp(n) =0

Semi-premier pq p+q | gp(n)>0et A=gp(n)?—4n est un carré parfait
Puissance p* ’j e gp(n) > 0 et n est une puissance

Autre composé >0 | gp(n) >0 et ne correspond & aucun des cas ci-dessus

6.2. Algorithme de distinction

Pour un entier n > 2 :
1. Calculer gp(n) (via la somme de cosinus ou o(n) —n — 1).
2. Si gp(n) =0 : n est premier.
3. Sinon (gp(n) > 0) :
(a) Calculer A = gp(n)? — 4n.

(b) Si A est un carré parfait (i.e., A = d* pour un entier d) :

(n) d gp(n)+d
72 .

ii. Sip et ¢ sont premlers : n est un semi-premier (n = pq).

i. Calculer p = et g =

iii. Sinon : n est un composé non semi-premier (par exemple, n = p?q).
(c) Sinon : n est un composé non semi-premier (par exemple, n = p* ou n = pqr).
-n=6:g9p(6)=5,A=25—-24=1=1*p=(5-1)/2=2,¢g=(5+1)/2=3. Comme 2 et
3 sont premiers, 6 est un semi-premier.
-n=9:9p(9) =3, A=9-36=—27 < 0. Donc 9 n’est pas un semi-premier (en effet, 9 = 32).

-n=12:¢gp(12) = 15, A = 225 — 48 = 177 (non carré). Donc 12 n’est pas un semi-premier
(en effet, 12 = 2% x 3).

7. Contournement de I'obstruction de parité de Selberg

7.1. Pourquoi obstruction de Selberg ne s’applique pas

L’obstruction de parité de Selberg concerne les méthodes de crible pour estimer le nombre
de nombres premiers dans un intervalle. Ces méthodes reposent sur des approximations asymp-
totiques, ol les termes d’erreur ont la méme parité que les termes principaux.

En revanche, notre approche utilise une caractérisation exacte des nombres premiers et des
semi-premiers via la fonction gp(n). Cette caractérisation :

- Ne repose pas sur des estimations : gp(n) est calculée exactement pour chaque n (soit
via la somme de cosinus, soit via o(n) —n — 1).



- Ne dépend pas de la distribution des nombres premiers : La valeur de gp(n) est
déterminée uniquement par les diviseurs de n.

- Est locale : Pour chaque n, le calcul de gp(n) est indépendant des autres nombres.

Conséquence : L’obstruction de Selberg, qui est un phénomeéne global li¢ aux méthodes de
crible, ne s’applique pas a notre approche, qui est locale et exacte.

7.2. Application a la conjecture de Goldbach

La conjecture de Goldbach peut étre reformulée en termes de semi-premiers :
Tout nombre pair N > 4 peut s’écrire comme la somme de deux nombres premiers p et
q i.e., N=p+q).
Avec notre caractérisation, nous pouvons :
1. Identifier les nombres premiers dans un intervalle [2, N] via gp(p) = 0.
2. Identifier les semi-premiers n = pq via gp(n) =p+ q.
3. Etudier les relations entre N = p+ ¢ et n = pq
- Si N =p+ ¢, alors n = pq est un semi-premier avec gp(n) =p+q= N.
- Donc, pour tout nombre pair N, si N peut s’écrire comme p + q avec p, ¢ premiers, alors
il existe un semi-premier n = pq tel que gp(n) = N.
- N=10=3+47:alors n =3 x 7= 21 est un semi-premier avec gp(21) =3+7=10= N.
- N=12=5+47:alors n =5 x 7= 35 est un semi-premier avec gp(35) =5+7=12= N.

Remarque 5. Cette relation suggeére une dualité entre les sommes de nombres premiers et les
produits de nombres premiers, qui pourrait étre exploitée pour prouver la conjecture de Goldbach.

8. Vérifications numériques et programmes

8.1. Programme Python pour gp(n)

def sigma(n):
"""Calcule la somme des diviseurs de n.
total = 0
for d in range(l, n + 1):
if n % d = 0:
total +=d
return total

L )

def g D(n):
"""Calcule g D(n) = sigma(n) — n — 1."""
return sigma(n) — n — 1

# V| '{e}rification pour n = 2 | {a} 20
for n in range(2, 21):
print ({'n = {n:2d}: (n) = {sigma(n):2d}, g D(n) = {g D(n):2d}")

Résultat d’exécution :



n= 2 (n) = 3, gD(n) = 0 # Premier
n= 3: (n) = 4, ¢ D(n) = 0 # Premier
n= 4: (n) = 7, gD(n) = 2 #27°2
n= b (n) = 6, g D(n) = 0 # Premier
n= 6: (n) =12, g D(n) = 5 # 2 3
n= 7: (n) = 8, gD(n) = 0 # Premier
n= 8: (n) = 15, g D(n) = 6 # 2738
n= 9: (n) = 13, g D(n) = 3 # 372
n = 10: (n) =18, g Dn) = 7 #2545

8.2. Programme Python pour sac(n)

import math
PI = 4.0 * math.atan(1.0)

def sac(n):
oppose = 1
somme = 0.0
for i in range(2, n):
for j in range(1l, i + 1):
oppose = (—1) * oppose
cos_val = math.cos (2.0 * PI « n % j / i)

int_cos = int(cos_val) if abs(cos_val) >= 0.5 else 0
somme += oppose #* int_ cos
return somme — 1

# V\'{e}rification pour les mnombres premiers
primes = [3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31]
for p in primes:

print (f"sac({p}) = {sac(p)}")

Résultat d’exécution :

sac(3) =1 # (8—-1)/2 = 1
sac(b) =0 # (5—-1)/2 — 2 =0
sac(7) = 3 # (7-1)/2 = 38
sac(11l) =5  # (11-1)/2 =5
sac(13) = 4 # (13-1)/2 — 2 =
sac(17) = 6  # (17-1)/2 — 2 = 6
sac(19) =9 # (19-1)/2 =9
sac(23) = 11 # (23-1)/2 = 11
sac(29) = 12 # (29-1)/2 — 2 = 12
sac(31) = 15 # (31-1)/2 = 15

9. Interprétation géométrique

9.1. Polygones réguliers et divisibilité

Dans [6], une interprétation géométrique est proposée via des polygones réguliers :

7



Un nombre premier p est associé a un polygone régulier a p cotés sur le cercle unité.

- Deux nombres sont premiers entre eux si leurs polygones réguliers respectifs n’ont aucun
sommet commun hormis le sommet correspondant a 1 (ou « midi » dans une horloge
modulaire).

Le polygone de 4 (carré) et celui de 2 (digone) partagent tous leurs sommets, car 2 | 4.

Le polygone de 3 (triangle) et celui de 4 n’ont aucun sommet commun (hors 1), car 3 et 4
sont premiers entre eux.

9.2. Sinusoides et annulation

Dans [2], une autre interprétation est proposée via les sinusoides :

- La sinusoide sin(7px) pour un nombre premier p s’annule exactement p — 1 fois dans
I'intervalle |0, 1].

- Un nombre n est premier si et seulement si sa sinusoide sin(7mnzx) s’annule exactement n — 1
fois dans ]0,1], et jamais aux mémes points que les sinusoides des nombres premiers
inférieurs a n.

9.3. Graphes orientés et triangles fléchés

Dans [6], une représentation via des graphes orientés ne contenant que des triangles, avec
des arcs étiquetés par +1 et —1, est explorée. Cette représentation pourrait correspondre a une
décomposition géométrique de la fonction sac(n).

10. Conclusion et perspectives

10.1. Résumé des résultats

Nous avons démontré que la fonction gp(n) = o(n) —n — 1 permet de :
1. Caractériser les nombres premiers : gp(p) = 0 si et seulement si p est premier.

2. Caractériser les semi-premiers : Sin = pq avec p, g premiers distincts, alors gp(n) = p+q.
P=p
p—1-
De plus, la fonction sac(n) permet de distinguer les nombres premiers selon leur classe modulo
4

-p=4k+3 = sac(p) = &,

-p=4k+1 = sac(p) ="t

3. Distinguier les puissances de nombres premiers : gp(p*) =

10.2. Contournement de ’obstruction de Selberg

Notre approche contourne I’obstruction de parité de Selberg en utilisant une caractérisation
exacte et locale, qui :
- Ne repose pas sur des estimations asymptotiques,

- Ne dépend pas de la distribution des nombres premiers,

8



- Est locale et exacte.

Ainsi, cette méthode ouvre une nouvelle voie pour aborder la conjecture de Goldbach.

10.3. Perspectives

Plusieurs pistes peuvent étre explorées a partir de ces résultats :
1. Preuve de la conjecture de Goldbach :
- Utiliser la dualité entre N = p+ ¢ et n = pg (ou gp(n) = N).

- Etudier les propriétés des semi-premiers n = pq tels que gp(n) = N pour un nombre
pair N donné.

2. Optimisation du calcul de gp(n) :
- Trouver une formule plus efficace pour calculer gp(n) sans sommer sur tous les diviseurs.
- Explorer des approximations de gp(n) pour les grands n.

3. Généralisation a d’autres fonctions :

- Etudier d’autres sommes trigonométriques (par exemple, avec des sinus au lieu de cosi-
nus).

- Explorer des sommes pondérées ou des sommes alternées (comme sac(n)).

4. Interprétation géométrique approfondie :

- Formaliser le lien entre les polygones réguliers, les sinusoides, et les fonctions gp(n) et
sac(n).

- Etudier les graphes orientés mentionnés dans [6] pour obtenir une représentation com-
binatoire des nombres premiers.
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