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UBER DEN VARIABILITATSBEREICH DER FOURIER’SCHEN
KONSTANTEN VON POSITIVEN HARMONISCHEN FUNKTIONEN.

Von C. Garathéodory (Breslau).

Adunanza del 26 marzo 1911,

EINLEITUNG.

1. Die folgende Arbeit schliesst sich Untersuchungen an, die ich im Zusammen-
hange mit dem Picarp’schen Satz im Band LXIV der Mathematischen Annalen *)
verfolgt habe. Seit dieser Publikation habe ich nicht nur neue Resultate gewonnen
sondern auch die Darstellung des Ganzen in eine iibersichtlichere Form gebracht. Deshalb
schien es mir zweckmissig die vorliegende Arbeit unabhingig von dem Fritheren zu
gestalten.

Dort wurde u. A. auseinandergesetzt, dass die Reihe

(1) ~+ )Er"(a,, cosnb - b sin #6)

nur dann eine harmonische Funktion U(r, 8) darstellen kann, die fir » < 1 regulir
und positiv ist, wenn die Koeffizienten a, und b, gewissen angebbaren Beschrinkungen

unterworfen sind. Insbesondere musste der Punkt des 2#-dimensionalen Raumes mit
den Koordinaten

a, b, a, b,...,a, b

notwendig im Inneren oder héchstens auf der Begrenzung des kleinsten konvexen
Kérpers K dieses Raumes liegen, der die Kurve mit den Koordinaten
cosf, sinf, cos28, sin20, ..., cosnb, sinnb
:nthilt, wobei § einen variablen Parameter bedeutet.
2. Eine Umkehrung dieses Satzes hatte ich damals ebenfalls bewiesen, indem ich
seigte, dass, wenn die Zahlen

a;’ by, a, b

2 R

,an’ b

7

lie Koordinaten eines Punktes darstellen, der nicht ausserhalb des Korpers K, liegt,
nindestens eine harmonische Funktion existiert, die im Einheitskreise regulir und po-
itiv ist und deren Entwickelung (1) mit den gegebenen 2 Koeffizienten beginnt.

1) C. CaraTHEODORY, Uber den Variabilitatsbereich der Koqﬁi{iéntm von Polenzreihen, die gegebene
Zerte wicht annehmen [Mathematische Annalen, Bd. LXIV (1907), S. 95-115].
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In dieser Arbeit werde ich nun eine andere Umkehrung desselben Satzes geben,

die fir die Anwendungen von Bedeutung ist, indem ich zeige, dass folgender Satz gilt:
Wenn die 2n Koefizienten

a, b, a

b

n? "

by by ooy a

der Rethe
% -+ ir"(an cosnf 4 b sinnB)

die Koordinaten eines Punktes darstellen, der fitr jedes n im Inneren des jeweiligen kon-
vexen Korpers K liegt, so stellt diese Reihe eine im Einbeitskreise regulire, positive bar-
monische Funktion dar.

3. Fur die Begrenzung des Korpers K, hatte ich eine Parameterdarstellung auf-
gestellt, die diese Begrenzung durch trigonometrische Polynome vollstindig beherrscht.
Es ist nun Herrn TogpLitz gelungen, eine sehr schone und sehr einfache Darstellung
dieser Begrenzung in Determinantenform zu entdecken, durch welche simtliche gefun-
denen Sitze in algebraische Form gebracht werden kénnen ?).

Der Ubergang von der Parameterdarstellung der Begrenzung von K, zu der
ToepLrtz’schen Darstellung hat uns auf ein Gleichungssystem gefithrt, das in der Litte-
ratur mehrfach behandelt worden ist. Man begegnet nimlich demselben algebraischer
Problem, bei der Kanonisierung von biniren Formen ungerader Ordnung %), bei der
mechanischen Quadratur *), und bei der Theorie der Kettenbriiche °).

Diese Bemerkung hat uns erlaubt das Toerritz’sche Resultat abzuleiten, ohne
von der Theorie quadratischer Formen von unendlich vielen Variabeln gebrauch zu
machen.

Eine rein algebraische Darstellung sowohl meiner fritheren Sitze als auch der
ToepLirz’schen Resultate ist vor Kurzem Herrn E. Fiscuer gelungen %), dem ich auch
die obigen Litteraturangaben verdanke.

Eine auf das Stievtje’sche Integral begriindete Methode, die zu einem ganz neuen
Beweise fiir viele dieser Sitze fithrt, hat Herr Frieprica Riesz gegeben 7).

2y O. Torrerrrz: a) Uber die Fourier’sche Entwickelung positiver Funktionen [Rendiconti del Cir-
colo Matematico di Palermo, Bd. XXXII (2. Semester 1911), S. 191-192]; &) Zur Theorie der quadra-
tischen Formen von unendlichvielen Verinderlichen [Nachrichten von der Kgl. Gesellschaft der Wissen-
schaften zu Géttingen, Mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang 1910, S. 489-506].

3) F. Fah b1 Bruno, Einleitung in die Theorie der bindren Formen ‘(deutsch bearbeitet von Dr.
TH. WaLTer) (Leipzig, Teubner, 1881), S. 94.

4) E. Hewg, Handbuch der Kugelfunctionen, Theorie und Anwendungen (Berlin, Reimer), Bd. 11
(1881), Kap. L

5) HerMrtE et STIELTJES, Correspondance d HERMITE ef de St1enTjEs (Paris, Gauthier-Villars, 1905);
Cu. Possg, Sur quelques applications des fractions continues algébriques (St-Pétersbourg, 1886), S. 93.

6y E. Fiscuer, Uber das CARATHEODORY'sclie Problem, Potengreihen mit positivem reellen Teil be-
treffend [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. XXXII (2. Semester 1911), S. 240-256
(Sitzung 11. Juni 1911)].

7) F. Rugsz, Sur certains systémes singuliers d’équations intégrales [Annales Scientifiques de PEcole
Normale supéricure (Paris), Ser, lII, Bd. XXVIII (1911), S. 33-62].
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4. Die Betrachtungen sind in der folgenden Arbeit ebenso wie in meiner fritheren
vorwiegend geometrisch geblieben. Ich beginne in Anschluss an Minkowskr mit der
Behandiung der konvexen Kérper im n-dimensionalen Raume und beschiftige mich
insbesondere mit dem kleinsten konvexen Korper, der eine gegebene abgeschlossene
Punktmenge MM enthilt. Dabei ist es sehr vorteilhaft die Punkte dieses Gebildes als
Schwerpunkte von positiven Massenbelegungen auf M zu betrachten, eine Bemerkung
die ich einer mindlichen Mitteilung von Herrn G. HercroTz zu verdanken habe.

Speziell werden dann die allgemeinen Resultate angewandt auf die Bestimmung
der Eigenschaften des kleinsten konvexen Korpers des 2n-dimensionalen Raumes

xl’ Yoo X1y yz""7xn’ yn’
der die Kurve mit den Gleichungen
x, ==cosh, y =sinf, x =cos20, y,=sin28, ..., x —=cosnb, y =sinnb
enthilt.
Die zu Beginn der Einleitung erwihnten Umkehrungssitze iiber positive harmo-

nische Funktionen lassen sich dann mit Benutzung der geometrischen Resultate ganz
leicht erledigen.

L

Die kleinsten konvexen Bereiche, die eine abgeschlossene
Punktmenge enthalten.

5. Die Sitze, die wir aufstellen wollen, werden sehr tibersichtlich und leicht fass-
lich, wenn wir uns der Sprache der Geometrie im n-dimensionalen Raume bedienen.
Man darf aber dabei nicht vergessen, dass die Geometrie der hoéheren Riume micht
eine Plausibelmachung durch Analogie zu Sitzen der gewohnlichen Geometrie bedeutet,
sondern, dass auch hier eine strenge Arithmetisierung durchfithrbar und durchgefiihrt
ist. Um dies in Erinnerung zu bringen, wollen wir die allerelementarsten Begriffe kurz
erkliren :

Ein Punkt ¢ des n-dimensionalen Raumes ist gegeben, wenn man seine Koordi-
naten

Xy Ky eeoy X

"

kennt. Der Abstand E, von zwei Punkten ¢ und y wird gegeben durch die Formel

0 E,=1/3 6y
Gleichungen wie
=9,0) x,=9¢(0), ..., x,=¢,(
deren rechten Seiten von einem Parameter ¢ abhingen, stellen eine Linie dar; sind die
¢ (t) simtlich lineare Funktionen von ¢, also von der Form

x, =mt -+ n,
so ist die Linie eine Gerade. Die Grossen m, heissen die Richtungskoeffizienten der



196 C. CARATHEODORY.

Geraden. Der Winkel 6 von zwei Geraden x, = m,t -} n, und x, = m,t 4 n, wird
durch die Formel gegeben
imk m,

(2) COSy — —— k=t

I

2
(i m;. i m;f)
=
Ist > m,m, = o0 so heissen die beiden Geraden zu einander orthogonal.

Die Begriffe Entfernung und Winkel sind absolute Invarianten gegeniiber einer jeden
orthogonalen Transformation des n-dimensionalen Raumes, wie eine leichte Rechnung
zeigt. Sind drei beliebige Punkte gegeben, so kann man immer eine derartige Trans-
formation finden, welche diese Punkte in die 2-dimensionale Ebene der x , x, (fur
welche also x, =0, x, = o, ..., x, = o sind) uberfiuhrt. Wihlt man diese letzte
Ebene als Zeichenebene, so kann man das Dreieck, dessen Ecken in den transformierten
Punkten liegen, ausfithren und simtliche metrische Eigenschaften dieses Dreiecks sind
denen des urspriinglichen gleich.

Unter einer Ebene des R verstehen wir eine (# — 1)-dimensionale lineare Mannig-
faltigkeit, also ein Gebilde, das durch die Gleichung

() wx, dux, 4 o fux,fd=o
dargestellt wird. Die u, sind Konstanten, die nicht alle verschwinden sollen, und man
kann immer voraussetzen, dass sie der Bedingung geniigen

R R Tt
Man sagt dann, dass die Gleichang der Ebene die Normalform hat. Zwei Ebenen,
deren Gleichungen die Normalform haben sind Parallel, wenu die entsprechenden
Koeflizienten der x, in beiden Gleichungen gleich oder entgegengesetzt sind.

Der Abstand p eines Punktes (a,, 4,, ..., a,) von der Ebene (3) ist gegeben
durch die Formel
(4) p=uwa Fua -+ - Fua +d
Jede Ebene trennt daher den Raum in zwei Gebiete, von denen jedes diejenigen Punkte
des Raumes umfasst, fiir welche p ein und dasselbe Vorzeichen besitzt.

Unter einer p-dimensionalen linearen Mannigfaltigkeit P verstehen wir die Gesam-
theit der Punkte des R , die (# — p) von einander linear unabhingigen Ebenen, die
cinen gemeinsamen Punkt besitzen, gemeinsam sind. Jede Ebene, die einer Ebene, die
simtliche Punkte von P enthilt, parallel ist, soll parallel zu P heissen. Durch jeden
Punkt a, der kein Punkt von P ist, kann man mindestens eine zu P parallele Ebene
fuhren, da es unter den (# —p) Ebenen, die P definieren, sicher eine gibt, die a nicht
enthilt.

Sind zwei von einander verschiedene Punkte

a: a, a

2y * 2 n
b: b, b, ..
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gegeben, so enthilt die Gerade

(5) x, = a,t + (1 — t)b, (k=1,2,..., %)
beide Punkte a und 6. Dasjenige Stiick dieser Geraden, das. man erhdlt, wenn man
t zwischen Null und Eins variieren lisst, wenn also

oLt L1

ist, soll die, die Punkte a und b verbindende Strecke ab heissen.
6. Ein konvexer Bereich ®) ® des R, soll jede Punktmenge heissen, die folgende
Eigenschaften zugleich besitzt: '
4. Sie ist abgeschlossen, d. h. sie enthilt ihre Hiufungspunkte.
B. Gehoren zwei Punkte a und b dem Bereiche ® an, so soll dasselbe fir die

ganze Strecke ab gelten, die diese Punkte verbindet.

Aus diesen beiden Eigenschaften folgt ohne weiteres, dass die Punkimenge & per-
fekt sein muss (d.h. dass jeder ihrer Punkte ein Hiufungspunkt ist) sobald sie nur
zwei von einander verschiedene Punkte enthilt, und ferner, dass ® ganz im Endlichen
liegt.

Sind ein konvexer Bereich & und eine Gerade im Raume gegeben, so haben beide
Gebilde entweder keinen Punkt, oder nur einen Punkt, oder eine zwei Punkte verbin-
dende Strecke gemeinsam; eine vierte Moglichkeit, wo die den beiden Gebilden gemein-
same Punkte isoliert oder getrennt liegen, ist nach der Definition ausgeschlossen.

Es gibt Konvexe Bereiche: jede Strecke ab z. B. ist ein derartiger Bereich.

Jeder Punkt, der in der Punktmenge & nicht enthalten ist, soll ein dusserer Punkt
von ® heissen.

Unter Begrenzung eines konvexen Bereiches verstehen wir die Gesamtheit der
Punkte, die Hiufungspunkte von iusseren Punkten sind. Insbesondere sind die End-
punkte der Strecke, die eine Gerade mit dem Bereiche & gemeinsam hat, Punkte der
Begrenzung von .

Es sei jetzt a ein idusserer Punkt von ®; da die Punkimenge & abgeschlossen ist
und die Entfernung von zwei Punkten eine stetige Funktion ihrer 27 Argumente ist,
so wird, nach dem bekannten Satze von WEIERSTRASS, die untere Grenze der Entfernung
von a bis zu den Punkten von ®, fir einen bestimmten Punkt

. b Py Pus -ees P
erreicht werden.

Wir betrachten die Ebene

(6) (Pr - ai)(xx .,._al) + (pz - az)(xz"—’ az) + ot + (pn :—-‘aﬁ)(xn - a‘n) =0,

8) Die Theorie der konvexen Bereiche und Korper ist-von H. MiNROWSKI zu einer grossen
Vollkommenheit gebracht worden. Das hier Folgende ist eine freie Beatbeitung einiger seiner Unter-
suchungen. Vgl.: H. MINKOWSKI, Geometrie der Zahlen (Leipzig, Teubner, 1896), Kap. I und II;
H. Mivkowski, Polumen und Oberfijche [Mathematische Annalen, Bd. LVII (1903), S. 447-4951;
H. MINKOWSKL, Gesammelten Schriften (Leipzig, Teubner), Bd. II (1911), S, 131 u. f,
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die man erhilt, wenn man das innere Produkt der n-dimensionalen Vektoren (p — a)
und (z—a) gleich Null setzt. Diese Ebene enthilt den Punkt a und jede Gerade, die in
(6) enthalten ist und durch a geht, ist zu der Strecke ap orthogonal. Hieraus folgt
aber, dass die Ebene (6) ganz ausserhalb & liegt: wiirde nimlich ein Punkt q von
(6) zu dem Bereiche & gehoren, so miisste dies fiir die ganze Strecke pq auch der
Fall sein. Die Betrachtung des Dreiecks apg, das wir, wie wir oben erklirten, in die
Zeichenebene transformieren konnen, fiirt aber zu einem Widerspruch: dieses Dreieck

ist nimlich rechtwinkelig in a und seine Hypothenuse pq besteht aus lauter Punkten
von ®; die untere Grenze des Abstandes von a bis ® wiirde daher nicht fiir den
Punkt p erreicht sein. Aus dieser Tatsache folgt ferner, dass von den zwei Gebieten
in denen der Raum R durch die Ebene (6) getrennt wird, das eine keinen einzigen
Punkt von & enthaiten kann; wiirden zwei Punkte p und v von ® auf verschiedenen
Seiten der Ebene (6) liegen, so miisste die Strecke pr die zu & gehort, einen Punkt
q von (6) enthalten, was, wie wir gesehen haben, nicht moglich ist.

Jede Ebene, die, wie (6) die Punkte von ® nicht trennt und keinen einzigen
Punkt von & enthilt, soll eine Schranke des konvexen Bereiches heissen.

Jeder Punkt b der Begrenzung ist nach Voraussetzung Hiufungspunkt von Punkten,
die ausserhalb & liegen. Betrachtet man eine abzihlbare Menge derartiger Punkte a,,
G, ...y @, ..., die b zom Hiufungspunkt haben, so kann man durch’jeden dieser
Punkte eine Schranke des Konvexen Bereiches konstruieren, deren Gleichung

ukxxx —l_ uk2x2 + Tt + uknxn + dk =0
in Normalform geschrieben zu denken ist. Aus diesen unendlich vielen Gleichungen
kann man eine Teilfolge aussondern, fiir welche die Grenzwerte

limukl.—_—uj und limd, =d G=1,2 ..., %)

k=0 k=2

existieren; dann hat die Ebene

) ux 4 ux, 4 o +ux f+d=o

folgende Eigenschaften: &) sie enthilt den Punkt b; &) simtliche Punkte von & liegen
auf einer und derselben Seite der Ebene (7). Jede derartige Ebene soll nach Minkowskr
eine Stitzebene des Bereiches ® heissen.

Unsere Resultate lassen sich folgendermassen zusammenfassen: Durch jeden dusseren
Punkt eines konvexen Bereiches kann man eine Schranke durch jeden Punkt seiner Be-
grenzung eine Stitgebene legen.

7. Wir betrachten jetzt eine im Endlichen gelegene, abgeschlossene, aber beliebige
Punktmenge 9 und nennen wieder Stiitzebene und Schranke fiir M jede Ebene, die die
Punkte von 9 nicht trennt, je nachdem sie Punkte von t enthilt oder nicht.

Die Punkte des R, zerfallen sodann in zwei Klassen, je nachdem man durch sie
eine Schranke fir M legen kann, oder nicht. Die Gesamtheit § der Punkte, durch welche
man keine Schranke fir M legen kann, bilden, wie wir beweisen wollen, einen konvexen
Bereich:
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a) Die Punktmenge ® liegt im Endlichen; bedeutet nimlich 4 das Maximum der
Entfernung der Punkte von M vom Anfangspunkte o der Koordinaten, so ist jede
Ebene, deren Entfernung von o grosser als A ist, eine Schranke fir M folglich ist
jeder Punkt dessen Abstand von o grosser als A4 ist kein Punkt von Q.

b) Die Punktmenge ® ist abgeschlossen. Es sei a ein Hiufungspunkt von Punkten
a,, a,, &, ..., die alle zu der Punktmenge & gehoren. Ist a kein Punkt von &, so
geht durch a eine Schranke s von 9, deren Abstand von dieser abgeschlossenen Punkt-
menge gleich p sei. Durch jeden Punkt, dessen Entfernung von a weniger als p betrigt,
wiitde man Schranken zu M legen konnen, nimlich die Parallelebenen zu s; der Punkt
a konnte somit nicht Hiufungspunkt von Punkten sein, die alle zu ® gehoren.

¢) Sind a und b zwei von einander verschiedene Punkte von &, und ¢ ein Punkt

der Strecke ab, so gehdrt ¢ zu ®. Wire es nimlich moglich durch ¢ eine Schranke s
far & zu legen, so kann nach Voraussetzung die Ebene s weder a noch b enthalten;
diese Punkte liegen dann auf verschiedenen Seiten von s; und von den beiden durch
a und b gehenden Parallelebenen zu s, miisste die eine eine Schranke sein, was unmo-
glich ist.

Die Punktmenge ist also ein konvexer Bereich, der iiberdies simtliche Punkte von
M enthilt. Es sei &' ein zweiter konvexer Bereich, der dieselbe Eigenschaft besitat.
Durch jeden Punkt a' der ausserhalb &' liegt, kann man eine Schranke zu &' und
folglich zu M legen. Der Punkt o’ liegt folglich auch ausserhalb ®, womit wir bewiesen
haben, dass simtliche Punkte von & in & enthalten sein miissen.

Der Bereich & ist mit anderen Worten der kleinste konvexe Bereich, der die Menge
M enthilt.

Liegt die Menge Wt ganz in einer p-dimensionalen linearen Mannigfaltigkeit L ,
p <, so ist dies auch der Fall fir & Denn man kann durch jeden Punkt ausserhalb
L, mindestens eine Ebene legen, die zu L parallel ist, und diese Ebene wire eine
Schranke fur M.

8. Es sei b irgend ein Punkt der Begrenzung von & und s eine Stiitzebene an &
durch diesen Punkt. Die Ebene s enthilt notwendig Punkte von M; sonst wire nimlich
s eine Schranke fur M und b konnte kein Punkt von ® sein.

Wir bezeichnen mit ' die abgeschlossene Punktmenge, welche durch die Ge-
samtheit der Punkte von I gebildet wird, die auf s liegen, und mit & den kleinsten
konvexen Korper, der M’ enthilt und der folglich ganz in s liegt. & bildet natirlich
einen Teil von ®; wir wollen aber umgekehrt zeigen, dass simtliche Punkte von &,
die auf s liegen, in &' enthalten sind.

Es sei nimlich a ein Punkt von s, der ausserhalb @' liegt; dann gibt es durch a
eine Schranke t zu &

Wenn man die Abkiirzungen ¢, 5 fir die linken Seiten der Gleichungen

n_ n
kaxkzo, thkxkzo
k=1 k=1

gebraucht, die in Normalform zu schreiben sind und die Ebenen ¢, s darstellen, kann
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man ferner festsetzen, dass fiir simtliche Punkte von M die Grosse s\ o und fir
simtliche Punkte von M’ die Grosse ¢t <o ist. Die Gesamtheit der Punkte von M fiir
welche ¢ o ist, bilden eine abgeschlossene Punktmenge M, die keinen einzigen Punkt
mit s gemeinsam hat. Es sei b der Abstand zwischen M" und s; mit % bezeichne man
die grosste Entfernung eines Punktes der Punktmenge MM von t=o. Betrachten wir
den Ausdruck (s —_ -;—%t); fir die Punkte von '’ ist

s>Nbh>o0 r<k
und folglich o ’

b b
S — E—kt > —2—— > 0,

fir die tbrigen Punkte von M fiir welche ja t <o und s>\ o ist, ist dieser Ausdruck
ebenfalls positiv und von Null verschieden. Die Ebene

5§ — ﬁt =0
ist also eine Schranke fiir M womit wir bewiesen haben, dass a ein iusserer Punkt
von & ist.

9. Die Punkte des kleinsten konvexen Bereiches ®, der eine abgeschlossene Punkt-
menge M enthilt, konnen simtlich als Schwerpunkte von Massenbelegungen auf der
Menge M gedeutet werden, wobei alle in betracht kommenden Massen positiv sind
und die Gesamtmasse 1 besitzen.

Fiir eindimensionale R4ume ist der Satz selbstverstindlich: man behafte die extremen
Punkte der Menge I mit den Massen ¢ und (1 — ¢); dann durchliuft der Schwer-
punkt dieser beiden Massen den ganzen Bereich ®, wenn ¢ von Null bis Eins mit
Einschluss der Grenzen variiert. 4

Wir nehmen jetzt an, der Satz bestehe fiir (# — r)-dimensionale Riume [oder was
dasselbe ist fiir (n — r1)-dimensionale lineare Mannigfaltigkeiten im n-dimensionalen
Raum), und betrachten ® und M im #-dimensionalen Raum. Es sei ¢ ein Punkt von
®, m ein beliebiger Punkt von M, den wir mit ¢ durch eine Gerade verbinden; wir
verlingern wenn notig die Strecke me bis zu threm Schnittpunkte b mit der Begrenzung
von ®. Durch b legen wir eine Stiitzebene an ®, welche die Teilmenge MM’ von M
enthalten mdge. Wir konnen nach Voraussetzung eine Verteilung von positiven Massen
von Gesamtmasse Eins auf MM’ vornehmen, deren Schwerpunkt in b liegt; multipliziert
man jede dieser Massen mit einem positiven Faktor ¢ so idndert sich der Schwerpunkt
nicht; fuigt man aber jetat zu diesen Massen eine Masse (1 —¢t) in m hizu indem man
zugleich bedenkt, dass ¢ auf der Strecke mb (oder in einem ihrer Endpunkte) liegt, so
sicht man, dass fiir einen geeigneten Wert von t zwischen Null und Eins der Schwer-
punkt der Gesamtmasse in ¢ zu liegen kommt. Dabei hat unsere Beweisfihrung gezeigt,
dass jeder Punkt von & als Schwerpunkt von hochstens (# -+ 1) positiven Massen
angesehen werden kann, die simtlich in Punkten der Menge 9 angebracht sind.

Umgekehrt ist aber der Schwerpunkt ¢ einer jeden positiven Massenverteilung auf
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9 ein Punkt des Bereiches ®. Im entgegengesetzten Falle wiirde man durch ¢ eine
Schranke legen konnen, deren Abstand d von 9 von Null verschieden wire. Der
Schwerpunkt jeder diskreten oder kontinuierlichen Massenverteilung wiirde aber dann
auch auf derselben Seite der Schranke liegen wie M und seine Entfernung von dieser
Ebene wiirde mindestens d betragen; er konnte also, entgegen der Voraussetzung, nie
mit ¢ zusammenfallen.

10. Wenn ein konvexer Bereich K des n-dimensionalen Raumes (# - 1) Punkte
enthilt, die nicht alle in einer (# — 1)-dimensionalen Ebene liegen so heisst K ein
konvexer Korper. Ein konvexer Korper ist dadurch charakterisiert, dass er innere Punkte
enthilt.

Ein Punkt ¢ heisst innerer Punkt von K, wenn eine gewisse Umgebung von ¢
aus lauter Punkten des Korpers K besteht, oder, was dasselbe ist, wenn die untere
Grenze des Abstandes zwischen i und den dusseren Punkten von K nicht Null ist.

Es seien a, a,, ..., a, die (# 4 1) Punkte von M, von denen man weiss, dass
sie nicht alle in einer (# — 1)-dimensionalen Ebene liegen: ich will beweisen, dass der
Schwerpunkt ¢ von (n -+ 1) positiven Massen, von denen keine einzige verschwindet
und die in diesen Punkten konzentriert sind, mit einem inneren Punkte von K zu-
sammenfillt. Es sei s eine beliebige Ebene durch ¢; mindestens einer der Punkte g,
z.B. a_, liegt nicht in s; ¢ fillt aber mit einem inneren Punkte der Strecke zusammen
die a, mit dem Schwerpunkte derjenigen Massen verbindet, die in a , a,, ..., a,
konzentriert sind. Diese Strecke liegt aber ganz in K und durchsetzt andererseits s;
folglich ist s weder Stiitzebene noch Schranke von K, womit bewiesen ist, dass ¢
weder auf der Begrenzung noch ausserhalb von K liegen kann.

Nachdem die Existens eines inneren Punktes bewiesen worden ist, ist es nun ein
Leichtes zu zeigen, dass die Punkte der Begrenzung eines konvexen Korpers des
n-dimensionalen Raumes, diesen Raum in zwei Gebiete zerlegen, von denen jedes aus
lauter inneren resp. aus lauter dusseren Punkten bestehen.

1L

Die kleinsten konvexen Korper K, , die eine sphérische Normkurve
des 2n-dimensionalen Raumes enthalten.

11. Die Uberlegungen des vorigen Abschnittes fithren zu besonders einfachen Ge-
bilden, wenn man als Punktmenge M ein Stiick einer Normkurve des 2 n-dimensionalen
Raumes wihlt.

Eine algebraische Kurve £** Ordnung heisst bekanntlich Normkurve, wenn sie
(k 4 1) Punkte enthilt, die nicht alle in einer (¥ — 1)-dimensionalen linearen Man-
nigfaltigkeit des Raumes R, liegen. So sind z.B. nicht zerfallende Kegelschnitte oder
nicht ebene Kurven dritter Ordnung Normkurven.

In Riumen R,, von gerader Anzahl von Dimensionen, gibt es Normkurven, die
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einen ganz im Endlichen liegenden geschlossenen reellen Zug besitzen und ganz auf
einer (# — 1)-dimensionalen Kugel liegen. Die Gleichung dieser Kurven kann, wenn
man von einer Ahnlichkeitstransformation und einer Drehung des 2 #-dimensionalen
Raumes absieht, auf die Form gebracht werden:

(x, =cosb, x,=cos2f, ..., x, =cosnb,

8 al %2 =
) ! x, = sin®, x, =sin20, ..., x, =sinn.

I
Diese Kurve ist 2#™ Ordnung, wie man sofort einsieht, wenn man

d.k + O!?k k
2

fzk-—f/.‘

21

coskh = , sinkf =

o =298
setzt und « als Parameter einfithrt. Jede Gleichung der Form
(9) u cos® 4w sinh 4 oo 4w, cosnd 4 u, sinnh =d,
bei welcher nicht alle Koeffizienten u,, #, verschwinden, wird in « hochsten 2n'

Grades sein und wird daher nie mehr als 2 reelle Wurzeln besitzen, wenn sie nicht
identisch verschwindet. Mit anderen Worten: die (22 — 1)-dimensionale Ebene

ux o x - Fux fux=d
hat hochstens 2n Punkte mit der Kurve gemein, wenn sie nicht die ganze Kurve
enthilt. Letzteres ist aber ausgeschlossen, weil man aus dem identischen Verschwinden
eines beliebigen trigonometrischen Polynoms auf das Nullsein eines jeden seiner Koef-
fizienten schliessen kann.

Die Kurve (8) ist also eine Normkurve; wir wollen jetzt den kleinsten konvexen
Korper K, , der diese Kurve enthilt, eingehend betrachten. Unsere Uberlegungen lassen
sich {ibrigens mit geringfiigigen Modifikationen auf jede andere Normkurve, wie z. B.
auf die Kurve

x, =1t x, =, .., =1
oder auch auf Stiicke dieser Kurven leicht tbertragen.

Da, wie wir sahen, jede Ebene mit der Kurve (8) hochstens 2 # Punkte gemeinsam
hat, wird eine beliebige Ebene — und folglich auch jede Stitzebene — die Kurve hichstens
in n Punkten berihren. Umgekehrt gilt aber hier der Satz, dass jede Ebene, welche
die Kurve (8) in # getrennten Punkten berihrt, eine Stiitzebene sein muss. Wiirde
nimlich diese Ebene die Kurve in einem von den Berithrungspunkten verschiedenen
Punkte treffen, so wiirde die Gleichung (9) mehr als 2 1 (einfache und doppelte) Wurzeln
besitzen, und das Gleiche wiirde der Fall sein, wenn die Kurve in einem ihrer Be-
rithrungspunkte mit der Ebene, diesc durchsctzen wiirde, wobei die entsprechende Wurzel
dreifach zu ziblen wire.

12. Aus diesen einfachen Tatsachen kann man fir den kleinsten konvexen Be-
reich K, , der die Kurve (8) enthilt, folgende Eigenschaften entnehmen:

a) Der Bereich K, ist ein konvexer Kirper, weil (2n -1) beliebige Punkte der
Normkurve (8), nie alle in einer (2# — 1)-dimensionalen Ebene liegen konnen.
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Insbesondere ist der Anfangspunkt der Koordinaten ein immerer Punkt von K,
weil die Kurve (8) jede Ebene

ulxl+u1xl+ e +unxn+unxn::o

durchsetzt und eine solche Ebene folglich nie Stiitzebene sein kann. Dieses sieht man

am einfachsten, wenn man den Ausdruck

f(H = iuk coskB -4 u, sin k6
k=

fomf(:)ds:o

b) Jeder Schwerpunkt b von p positiven Massen, die auf der Kurve (8) liegen
ist ein Punkt der Begrenzung von K, so lange p £ n ist.

Fugt man ndmlich zu den p Punkten in welchen die Massen liegen, (n — p),
von diesen verschiedene, Punkte hinzu, so gibt es eine (# — 1)-dimensionale Ebene,
welche simtliche # Punkte (die urspringlichen und die hinzugefigten) sowie auch die
Tangenten der Normkurve in diesen Punkten enthilt; diese Ebene ist eine Stiitzebene
von K, und enthilt den Punkt 6. Dieser Punkt ist aber als Schwerpunkt einer Mas-
der auf der Begrenzung

bildet und bedenkt, dass

ist.

senverteilung von positiven Massen auf (8) ein Punkt von K
dieses Korpers liegt, weil er einer Stiitzebene angehort.

¢) Jeder Punkt b der Begrenzung von K, kann als Schwerpunkt von p positiven
Massen auf der Kurve (8) angesehen werden, wo p £ n ist. Es geht nimlich min-
destens eine Stiitzebene durch b, die nach Vorhergehendem, hochstens n Berithrungs-
punkte mit der Normkurve besitzt. Der Punkt 6 gehort aber zu dem kleinsten konvexen
Bereich den diese Beriirungspunkte bestimmen.

d) Die Darstellung der Punkte der Begrenzung von K, durch eine Massenbelegung
von positiven Massen auf (8) ist eindeutig, d. h. es konnen zwei Massenbelegungen
von Gesamtmasse Eins, von denen die Eine aus hochstens # Punkten besteht, wihrend
die Andere beliebig ist, nur dann denselben Schwerpunkt & besitzen, wenn sie identisch
sind. | .

Es sei nimlich a irgend ein Punkt der zweiten Massenverteilung, der nicht mit
einem Punkte der ersten iibereinstimmt; wir konnen dann immer durch den Schwer-
punkt b der ersten Massenbelegung eine Stiitzebene s an K, legen, die den Punkt a
nicht enthilt: Dazu brauchen wir nur zu den p £ n Punkten des ersten Aggregats
(n — p) Punkte hinzuzufiigen, die alle von a verschieden sind und die Stiitzebene
von K, zu betrachten, die diese # Punkte enthilt. Es sei jetzt m, die in a konzentrierte
Masse und s, die Entfernung von a bis zu der Ebene s; dann ist der Schwerpunkt
der zweiten Massenbelegung in einer Entfernung von s die mindestens =, s, betrigt.

Die zwei Massenverteilungen miissen daher aus genau denselben p Punkten bestehen,
wobet p . n ist. Durch (p — 1) dieser Punkte kann man aber dann immer eine
Stitzebene an die Normkurve legen, die den p*** nicht enthilt; die p Punkte liegen

m?
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also nicht in einer (p — 1)-dimensionalen linearen Mannigfaltigkeit. Jeder Punkt b
des kleinsten konvexen Bereiches, der dieses Aggregat von p Punkten enthilt kann
daher pur auf eine Weise als Schwerpunkt von nicht negativen Massen von Gesamt-
masse Eins dargestellt werden, die auf dem Aggregate liegen, wie aus § 9 dieser
Arbeit folgt. Hiermit ist aber die Eindeutigkeit der Darstellung bewiesen.

¢) Aus diesem letzten Umstande folgt nun, dass der Schwerpunkt von mebr als
n positiven Massen, die auf der Normkurve liegen notwendig im Inneren des Korpers
K, liegt.

Dasselbe gilt von jeder kontinuierlichen Massenverteilung, deren Schwerpunkt, wie
wir wissen, auch zu K, gehort.

Nimmt man insbesondere die Dichte ¢ einer Massenverteilung auf der ganzen
Kurve konstant an, so fillt der Schwerpunkt mit dem Anfangspunkte o der Koordi-
naten zusammen, was einen neuen Beweis liefert, dass o im Inneren von K liegt.

13. Wir kénnen jetzt unsere Resultate in Formeln zusammentfassen und eine Pa-
rameterdarstellung fiir die Begrenzung von K, geben.

Wenn wir nimlich die Massen A, X,, ..., %, wobei p £ n ist, auf die p

s Moo
Punkte der Kurve (8) verteilen, die den Werten 6, 6,, ..., 0 des Parameters 9
entsprechen, so bekommen die Koordinaten 4, a,, a, a,, ..., a, a, des Schwer-
punktes folgende Gestalt:
3 _ r
ak221jcosk9j, ak:zxj51nk0i k=1, 2, ..., n);
j=1 j=1

wir miissen aber dabei voraussetzen, dass die %, alle positiv sind und die Summe Eins
besitzen. Diese Formeln sind identisch mit den folgenden in denen p nicht unmittelbar
vorkommt :

a, = Z)\icoskel., a, :lesin k8,
j=1

j=r
(x0) N P W
e |
hier hat man &, =12, = -+ =1, = o gesetzt.
II.

Algebraische Darstellung der Begrenzung von K.

14. Es seien
(11) a,, a, a4, @, ...,4, a,
die Koefhzienten eines beliebigen Punktes p des 2#n-dimensionalen Raumes R,,. Wir
verbinden diesen Punkt mit dem Anfangspunkt o der Koordinaten durch eine Strecke,
die wir eventuell bis zu ihrem Schnittpunkte q mit der Begrenzung von K, verlingern.
Dieser Punkt q kann auf eine und nur eine Weise als Schwerpunkt von p Massen

(p £ n) angesehen werden, die auf der Normkurve (8) liegen. Es kann daher p auf
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eine und nur eine Weise durch die Formeln:
. pu—
ak:Z)‘iCOSkei’ akzi)\ismkﬁj
=1 j=1

dargestellt werden, wo die 9, reell und die %; reell und nicht negativ sind, im Allge-
meinen aber eine von Eins verschiedene Summe besitzen: die Grosse

H

Z‘A}.:(I—'}\O)/\O

j=1

stellt nimlich das Verhilnis der Strecken C%)D— dar, und ist nur dann gleich Eins, wenn

p sich auf der Begrenzung von K, befindet, d. h. wenn p und q zusammenfallen.
Die Grosse &, die negativ ist wenn der Punkt p ausserhalb des Korpers K, liegt,
kann als Masse angesehen werden, die im Anfangspunkte o der Koordinaten konzen-
triert ist. Dann ist der Punkt Schwerpunkt der (p1) Massen X,y %, %, ..., Ao

15. Um die Parameter A und 8 zu bestimmen, wenn die Grossen (11) gegeben
sind, fithrt man zweckmissig die Bezeichnung ein:

(12) Sak+ia-k:“k> @ —ia =0,
{2, =1 —12

H, _
S /_cosej—{—zsm@j_c]..

Man erhilt dann das Gleichungssystem

Aot —=a
4 i n
j=1
n

Ao =ua

1 / H-~1

j=1
23

Ao . =u
‘ F ) ¥
]=l

(13)

i)\j = «, = I — 7\0
j=1
i3 I

rooT =
4 77 a—‘
j=1

H
—4
Z )\1 cj =a,
j=1

von (2 #n -} 1) Gleichungen fiir die (2#4-1) Unbekannten 2,2, ..., X ;5 ,6,,...,0,.

Dieses Gleichungssystem ist demjenigen ganz analog, das man bei der Kanonisierung
binirer Formen ungerader Ordnung erhilt ®) und man kann es, mindestens formal
auflosen mit Hiilfe einer Methode, die SyLvesTER entwickelt hat *©).

9) Vgl. FaA b1 Bruno, loc. cit. 3), Kap. III, S. 94.
%) J. J. SYLVESTER, On a remarkable Discovery in the Theory of Canonical Forms and of Hyper-
determinants [Philosophical Magazine, Ser. IV, Bd. II (1851), S. 391-410].
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Wir werden ausserdem zeigen, indem wir unsere fritheren Resultate benutzen,
dass diese formale Auflosung des Gleichungssystems (13) immer zum gewiinschten
Ziele fiihrt.

Wir wissen nimlich, dass dieses System eine Losung besitzt, bei welcher die p
ersten A; von Null verschieden und positiv und mit den p ersten s eindeutig bestimmt
sind; die tbrigen %, ,, X,.,, ..., A, sind dabei alle Null; die Gréssen o, o, ..., o,
sind komplex haben den absoluten Betrag Eins und keine zwei dieser Grossen sind
einander gleich; die ganze Zahl p ist von Null verschieden und nicht grosser als #.

Wir denken jetzt, dass die Werte ¢ , o

weitere (n — p) komplexe Grossen ¢

.5 6, bestinmt sind, und fihren
5, vom absoluten Betrage Eins
ein, derart, dass von den n Zahlen ¢ , 5, ..., &, keine zwei einander gleich seien;
dann wird die Determinante

2 *°

pery Tpazy oo

l'e 6

. I 2 " “

i O_(ﬂ—:) (—2) G(ﬂ—~2) 1‘

‘ i 2 " i
e == FE | s

l Gl 62 Gﬂ i

1 1 I r

die wir, nach den Potenzen von ¢, entwickelt, folgendermassen schreiben wollen

(14) A=d,+ Ao, +do]4 - 44, 07,
sowohl wie die Unterdeterminante 4 , von Null verschieden sein.

Wenn wir jetzt in das Gleichungssystem (13) diese Werte von o, eingesetzt denken,
gibt es sicher ein System von Gréssen %, welche diese simtlichen Gleichungen befrie-
digen. Wir konnen zwischen den # ersten Gleichungen des Systems (13) die Grossen
A,y A, ..., X, eliminieren und erhalten:

GIXIA:AOaI+Ala2+ et +Aﬂ—-laﬂ;
lisst man die erste Gleichung in (13) weg und eliminiert X,, ..., X zwischen den
n ersten Gleichungen des so reduzierten Systems, so kommt:

)\'A et Aoao + A,aI + et + An—lan—l;

indem man so fortfihrt, erhilt man ein System von (# 4 2) Gleichungen, nimlich
folgendes:

'Gx )\x A= Aoax + Ax 0(2 + vt + An—l an
)\l A = Aoao + A] “[ + e + An—r aﬂ*l
(IS) 6;‘x )\IA = Al)a*l + Alal + et +A”—l u”’*z

ax_" )\IA = Ao“-—w + Ax a—(ﬂ——l) + tt + An—r a-—r'

Wir multiplizieren jetzt je zwei auf einander folgende Gleichungen dieses Systems resp.
mit Eins und — o, und addieren sie zu einander; dapn erhalten wir, wenn wir noch
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die Bezeichnungen einfihren,
—6,A=B, A—5A4d=B, A—cA4=B,.,4, —¢4, =B

o:Bolo +B17'1 +Bzaz+"'+Bna‘n
(16) o=B, + B« +Bo+ -8Bz,

4 8 e & o 4 a4 & 8 8 4 + B s 8 & 2 e & + & e+ s 2 e s v s

0=Box—-n+B1a—(n-—x)+ ot r e +Bna’o‘
Da in diesem Gleichungsysteme von linearen Gleichungen fur die B;, die Grosse B,
als Produkt von zwei nicht verschwindenden Grossen, sicher von Null verschieden ist,
so muss die Determinante

12

o 2 |
] 1 2 n
J o x
—t [ 1 n—1
(17) Dn - a_;z a_l a() n—2
a’—-u —{n—1) d’o

verschwinden.

Diese Determinante ist eine sogenannte rekurrente Determinante, d.h. die Elemente
in jeder Parallele zur Hauptdiagonale sind einander gleich; ausserdem sind zwei belie-
bige Elemente, die zur Hauptdiagonale symmetrisch liegen, konjugiert komplex. Hieraus
folgt, dass die Determinante (17) bestimmt ist, wenn man die Elemente der ersten
Zeile kennt. Wir wollen, im Folgenden, Determinanten, die dasselbe Bildungsgesetz
wie (17) haben, durch ihre erste Zeile, also folgendermassen
bezeichnen. Dullos @y oes %)

16. Wir sind durch unsere Rechnung auf die Gleichung
(18) D(,2,...,a)=o0
gefithrt worden, die, wenn wir fiir «_ seinen Wert (1 — X)) einfiihren, in eine Glei-
chung (n 4 1) Grades fur X ibergeht.

Diese Gleichung ,

(19) Dji(x—n)a,...,2]=0

besitzt als charakteristische Gleichung einer HerMrre’schen Form lauter reelle Wurzeln;
fir uns kommt aber nur eine dieser Wurzeln in Betracht, da wir wissen, dass die
Losung von (13), die wir suchen eindentiy bestimmt ist.

Um diese spezielle Wurzel zu bestimmen, miissen wir auf die geometrische Bedeu-
tung von (19) niher eingehen. Der Punkt « , « ., @, des 2n-dimensionalen
Raumes befindet sich nimlich nur dann auf der Begrenzung von K, , wenn %\ =o
ist. Fiir jeden Punkt dieser Begrenzung muss also die Gleichung
(20) D (1, 2,a,..,0)=0
bestehen.

2

Die Begrenzung von K, besteht aus einem Teile einer einzigen algebraischen Fliche,
deren Gleichung durch (20) gegeben ist.
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Dieses wichtige Resultat, das von TorpLrrz gefunden worden ist, kann man
durch eine Eigenschaft von K, vervollstindigen, die dieser Autor ebenfalls bewiesen
hat ). Man kann nimlich zeigen, dass im Inneren des konvexen Korpers K, die
Determinante D, immer positiv und von Null verschieden ist.

Es sei nimlich

a: a, a, a,, a,,...,4, 4a,

ein Punkt des Inneren von K, . Wir betrachten den Schnitt des konvexen Korpers
K, mit der 2-dimensionalen lincaren Mannigfaltigkeit, die man erhalt, wenn man die
Koordinaten

(21) X, Z=a, X, TSl ey X, = a4,y X, =4,
festhilt und x_ , x, frei variieren lisst.

Dieser Schnitt ist seiner Natur nach eine geschlossene konvexe Kurve, die den
Punkt a in ihrem Inmeren enthilt. Andererseits kann der Schnitt der 2-dimensionalen
Ebene (21) mit der Fliche (20), die die ganze Begrenzung von K, enthilt, geschrie-

ben werden

1 al T a'n—x (xn+i;n)

D(1, 2, %, .., 0 % +ix)=

oder wenn man entwickelt

(22) (+ )L 4 x,M+4+x M-+ N=o.

Dieses ist die Gleichung eines Kreises, der folglich mit unserer konvexen Kurve
zusammenfallen muss. Fiir cinen inneren Punkt dieses Kreises kann D, unméglich
verschwinden, womit zugleich bewiesen ist, dass D, fiir jeden Punkt des Inneren von
K,, von Null verschieden ist. Da andererseits

D (1, a,0,...,a)
eine stetige Funktion des Ortes ist, und fiir den Anfangspunkt o der Koordinaten den
Wert
D/(1,0,0,...,0)=1>0

besitzt, ist unsere Behauptung, dass D, fur innere Punkte von K, positiv und von
Null verschieden ist, vollstindig erbracht.

Man bemerke, dass der konvexe Korper K, fir p <'n die Projektion von K,
auf eine 2 p-dimensionale Mannigfaltigkeit bedeutet und dass innere Punkte von K,
sich immer auf innere Punkte von K, projizieren. Hieraus folgt, dass fiir innere Punkte
von K, die » Bedingungen

(23) D, (1, a.l,ocz,,..,ocP)>o (p=1,2...,1)

INlec 2, a
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erfillt sein missen und ferner, dass fir jeden Punkt von K, einschliesslich der Be-
grenzung, die ja aus Grenzpunkten von inneren Punkten besteht, die Bedingungen

D (1,2, a,...,2)>N0 (=12 ...,1)
gelten.

Die Bedingungen (23), die sich fur die inneren Punkte von K, als notwendig
erwiesen haben, sind auch hinreichend: nehmen wir nimlich an, die Behauptung sei
fir den (27— 2)-dimensionalen Raum schon erbracht und ¢, a,, a,, a,, ..., a,, 4,
sei ein Punkt fir welchen die Ungleichheiten (23) bestehen. Dann ist 2, 2, ..., a
, und es gibt mindestens einen Punkt von

n—g I

a, . ein Punkt des konvexen Korpers K

-1 20~2

K, der sich in a, ..., a,, projiziert. Setzen wir diese Werte in die Gleichung (22)
ein, so werden simtliche Punkte des Inneren oder des Randes des durch diese Gleichung
dargestellten Kreises Punkten des Inneren oder der Begrenzung von K, entsprechen;
danun L=—D,_, <o ist, so fallen die Punkte, die nicht ausserhalb des Kreises (22)
liegen, zusammen mit denen fir welche D, )\ o ist, womit unsere Behauptung, dass
der von uns betrachtete Punkt @, ..., a, zu dem Korper K, gehort bewiesen ist.

Im obigen Beweise haben wir nur das Nichtverschwinden der Determinante D, _

benutzt. Er zeigt also, dass dic Bedingungen
D, (1,25 050 )>0 (=12 ..., (n—2))
Dn—ax(l’ 7’1’ crt auvx)é o
D (1, %,...,2 )Mo
hinreichen, damit der Punkt @ , @, ..., a,, @, im Inneren oder auf der Begrenzung

des Korpers K, liege.
Verschwindet aber eine der fritheren Determinanten, so kann man aus dem Nicht-
negativsein der D, fur p==1, 2, ..., n keineswegs schliessen, dass der betreflende

2

Punkt in K, liegt. Fir n =7 erhilt man z B., wenn man @, =1, , =1, a = 2,
2, =1, o =j5 macht D, =D,=D =o und D, = D =1. Trotzdem liegt der
betreffende Punkt ausserhalb des Korpers K, weil der reelle Teil von « und von
o die Zahl 1 dbersteigt.

Um eine Bedingung aufzustellen, die in jedem Falle hinreichend ist, bemerken

wir, dass es geniigt zu zeigen, dass fir jedes v > 1 der Punkt

a

1

v

a

n
2 > v ?

<’_&|
<]=§l

b

im Inmeren von K, liege. Dazn geniigt seinerseits, wie im niichsten § ausfithrlicher
gezeigt wird, dass die Gleichung in v
D (vya,a,. ..,a2a)=o0
keine Wurzel besitze, die grosser als - 1 ist.
Ist fir irgend einen Punkt von K, die Determinante D, = o und p<n so muss
der Punkt

@iy Ay Gy Gy ...y 4y, 4

Rend. Cire. Matem, Palermo t. XXXII (2© sem. 1911). -~ Stampato il 18 agosto 1911, 27
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aul der Begrenzung von K, liegen und kann nicht als Projektion cines Punktes des
Inneren von K, (g > p) angesehen werden. Aus der Tatsache, dass der betreffende
Punkt auf K, liegt und aus D, = o folgen also die Gleichungen

D, ,=o D, ,=0,...,D =0
17. Jetzt konnen wir zu unserem urspriinglichen Probleme zurickkehren und zu-
nichst den Wert des Parameters A bestimmen, der der Gleichung (19) genligen muss.
Wir bemerken dazu, dass nach den Austuhrungen des § 1y der Punkt mit den

Koordinaten

" _ ‘,{L,_ LI k==1,2, ..., 1
(“4) I-—)\ ’ I_.)\U ( T ~’)

bis ++ 1 wachsen,
so beschreibt dieser Punkt einen Radiusvektor dessen erster Schnittpunkt mit der Fliche

auf der Begrenzung von K, liegen muss. Lisst man %, von — oo

D,=o aul der Begrenzung von K, liegen muss. Wir missen danach fir 3, die alge-

braisch kleinstc Wurzel der Gleichung

x o
D(I ! 2 .
" I ) Y v
I— A, 1 — X,

1’
"1 — 2, =9

oder was dasselbe ist, der Gleichung (19)
(19) Dn[(I —)\)’ "1 ? d

nehmen.

‘XHJ =0

Zugleich haben wir bewiesen, dass diese Gleichung, in allen Fillen eine Wurzel
besitzt, die kleiner als < 1 ist.
18. Nachdem A, bestimmt ist, konnen wir dic Anzahl p der von Null verschic-
denen %; in der Parameterdarstellung bestimmen. Wir betrachten dazu dic Folge
D2, o, 0, oy %) k=1, 2, ..., u),
wo wir fiir =, den soeben bestimmten Wert (1—12,) eingesetzt haben. Es sei D, die
erste verschwindende Zahl dieser Folge. Das bedeutet nach den Resultaten des § 16,
dass der Punkt mit den Koordinaten (24) in das Innere des Korpers K,, , aber auf
die Begrenzung von K, fillt. Nach unseren Ausfuhrungen des § 12 w1rd
Punkt durch den Schwerpunkt von genau p von einander verschiedenen diskreten
Massen, die auf der Normkurve (8) verteilt sind, dargestellt werden.
Es werden mit anderen Worten nur noch 2p Gréssen X, ..., A ; 5

also dieser

far die Autlosung des Gleichungsystems (13) zu ermitteln sein.

19. Fithrt man in die (# - 1) ersten Gleichungen des Gleichungsystems (15) die
Bezeichnung
A —_— c-l»—)l+l)\l A

”

ein, so nehmen sie die Form an:
():Aoozl +‘4;7‘2 + - .]LAHQ” +A qu
0 = AU 10 + A! 1] + : : + ‘471—‘I z?l—[ + A o

D L L T S S S S P S ) e s e

O - AO“—%‘FI + A[ 7‘-—H+2 +‘ e + Aﬂ——l 7‘0 + ‘4;[’
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Von—1

' 61 [ i n—1

‘671——2 o o

| - o . -

| T 1 o -2 | —
| N . e s .

|

l 61 OL~("_2) (7._(11__3) ... OLI

| I

—(n—1) a»»(n—’z) o %
geniigen muss. Man wiirde genau auf dieselbe Weise einschen, dass alle iibrigen s,

dieselbe Bedingung befriedigen.
Wir erhalten also fir simtliche o, eine einzige Gleichung

ki
. o cee
H—1
G o L [ aw s
"« ' a RN
(25) -1 (] LR — 0.
G Ay gy s % 1
I —(n—1) a_(n—z) o au i‘
Im allgemeinen Falle, wo D, (=, 2, ..., 2,) > o ist, ist in dieser Gleichung der

"

Koeffizient von 4" von Null verschicden; dann gibt es hichstens # von einander ver-
schiedene Zahlen die dieser Gleichung geniigen. Andererseits wissen wir aus den Aus-
fihrungen des § 18, dass wirklich # von einander verschiedene ; existieren miissen,
folglich hat die Gleichung (25) lauter einfache Wurzeln und wir konnen unsere simtli-
chen &; bestimmen.

Sind die s, bestimmt, so kann man die zugehorigen A, durch Aufldsung von #
belicbigen unter den linearen Gleichungen (13) erhalten, wie aus dem Eindeutigkeits-
beweise § 12 J) folgt.

Ist D, («,, ..., 2,) =0 so wird die Gleichung (25) illusorisch und es ver-
schwinden ihre simtlichen Koefhizienten identisch; in der Tat, sie miisste fir beliebige
Werte von s fiir welche |s| == 1 ist, erfiillt sein.

Es sei dann in der Folge
D(ayy 2, ...y 2) (k=1,2,..., 1)

Dp der erste verschwindende Audruck; nach § 18 sind dann nur 2p Grossen %, und
o, zu bestimmen und wir konnen die Frage auf die frithere zuriickfiihren indem wir
im Systeme (13) die (n — p) ersten und die (n — p) letzten Gleichungen streichen
und X ..., &, von vorn herein gleich Null setzen.

P+
20. Die Fliche D (1, « , o, ..., o) =0, welche die Begrenzung von K

17 2? 3
enthilt besitzt die bemerkenswerte Eigenschaft, rational zu sein. Legt man nimlich

20

durch den Punkt mit den Koordinaten x, == 1, x, = o eine Gerade deren Richtungs-
koeffizienten mit ¢,, ¢, bezeichnet sein mogen und fithrt die Bezeichnung ein y,=¢,~ic,,
Yy =6, —1c, Y, =0, so werden die Schnittpunkte dieser Gerade mit der Fliche
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gegeben sein durch die Gleichung

IR R AN R R 147yt 14yt
|
‘ I+Y»~1t I+Yot I+Yl,"‘I+Tu—~1t — 0.
Iyt Ty gt e 1yt
Diese Gleichung lisst sich schreiben, wenn man von der vorletzten Reihe aus beginnend
jede Reihe von der folgenden abzieht:

}! I+Y0t I+Ylt st I—'_Ynt
f”f Y'I —YO TO——YI D {n—l —Yﬂ

l
]

P I Y S} Yo e e

A B e NI A
sic besitzt ausser einer #-fachen Wurzel ¢ = o nur noch eine andere Wurzel, die sich
rational in den gegebenen Richtungskoefhzienten ausdriicken lisst. Der Wert dieser letzten
Wurzel kann besonders elegant und kurz geschrieben werden, wenn man die folgende
Bezeichnung einfithrt:

b =29, ~ Vi, — Yioo

die sowohl fiir positive wie auch fiir negative % gelten soll. Man erhilt nimlich dann

1::_Dn—1(807 817 et 811-1):D¢1(Y07 Yl’ AR | ‘]'71)7

wie eine leichte Rechnung zeigt.

Der Punkt a, = 1, a, = o, der auf der Normkurve (8) liegt, ist demnach ein
n-facher Punkt der Fliche D, = o. Es ist zu vermuten, dass die ganze Normkurve
eine n-fache Kurve dieser Fliche sein wird. Um dies zu beweisen, wollen wir zeigen,
dass es eine einparametrige kontinuierliche Gruppe von Drebungen im R, gibt, welche
die Normkurve und den Ausdruck D, sowohl wie auch die Begrenzung von K, in-
variant lassen.

Diese Drehungen sind durch die Formeln

(26) x4 ix, = (x) F ix})e*" k=12, ...,
charakterisiert, wo = den Parameter der Gruppe bedeutet. Man sieht leicht, dass bei

diesen Transformationen die Entfernungen erhalten Dbleiben, so dass man es wirklich
mit Drehungen zu tun hat, deren einziger Fixpunkt der Anfangspunkt der Koordi-

naten ist.
Ubt man die Transformation (26) auf die «, in D, aus, so erhilt man:
k ” )
72 ”
%y a‘z %,s .. (Zﬂ:
a0 o, «l ... o
—n —R+1
L S T S e 2
wo wir { statt ¢'° geschrieben haben. Dieser Ausdruck geht aber in D, (2., « , «,, ..., «,)
iiber, wenn man die k' Kolonne mit {"™**' und die k" Reihe mit {~"** multipliziert

und diese Operation fir k =1, 2, ..., n ausfihrt.
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Bei allen diesen Drehungen bleibt also der Ausdruck D, invariant und die Fliche
D, = o ebenfalls.

21. In einer letzten Bemerkung, die niitzlich sein kann, wollen wir die grosste
und kleinste Entfernung des Anfangspunkts der Koordinaten von der Begrenzung von
K, untersuchen. Das Maximum E, der Entfernung muss mit der Entfernung der sphi-
rischen Normkurve vom Anfangspunkte der Koordinaten zusammenfallen; die Ober-
fliche der Kugel mit dem Radivs #/# enthile die Normkurve und kann, als Begrenzung

eines Konvexen Korpers, keinen inneren Punkt von K enthalten. Es ist also
Eﬂ ] 1/11

Das Minimum ¢, zu berechnen ist ziemlich kompliziert, man kann aber leicht fiir
diese Grosse eine obere Schranke finden. In der Tat schneidet die Gerade

. . . . I
unseren konvexen Korper in zwei Punkten die den Werten f =1 und { = — —

n
des Parameters entsprechen; es ist also sicher

1

e, L —=
Vn
diese Zahl ist i. A. zu gross; schon fir # = 2 findet man
V7 1
£ = = < —
o4 T2
sie zeigt aber, dass wihrend
limE, = o
ist,
lime, = o
- . =
sein wird.
Iv.

Die positiven harmonischen Funktionen.

22. Es sei U(r, 9) eine harmonische Funktion von zwei Verinderlichen, 7 und 9
Polarkoordinaten in der Ebene dieser Verinderlichen. Wir setzen voraus, dass U(r, 6)

im Kreise 7 < 1 regulir positiv und im Anfangspunkte der Koordinaten gleich — sei.
2

Dann gilt folgende Entwickelung

0

(27) U(r, ) =— +

r"(a,cosnb + a sinn9),
I

H=

die fur jedes r £ p (wobei p eine belicbige feste positive Konstante bedeutet, fiir welche
o <p < 1 ist) absolut und gleichmissig konvergiert.
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Daher gelten fiir jedes r < 1 die Formeln:
(28) %f U(r, 0)dd =1,

1

™

4270
/ U(r, B)coskdb = a,7*,

(29) L _
?f U(r, 8)sin k04D = 2,7

Die linken Seiten der 27 ersten unter den Gleichungen (29) koénnen gedeutet
werden [wenn man (28), sowie die Eigenschaft von U(r, 6) X\ o zu scin beriick-

sichtigt] als Schwerpunktskoordinaten einer Massenverteilung mit der Dichte Ly (r, ®)
i
auf der sphirischen Normkurve des R,
cos k9, sin k6 (k=1,2,...,u)

die wir in den fritheren Paragraphen untersucht haben,

Hieraus folgt, dass der Punkt mit den Koordinaten

art, art k=1, 2, ..., 1)

im Inneren des kleinsten konvexen Korpers K, liegt, der diese Kurve enthilt; da nun
diese Eigenschaft fir jeden Wert von r <1 erhalten bleibt, so folgt, dass der Punkt
mit den Koordinaten a,, @, den wir den #*" geometrischen Representanten von U
nennen wollen, im Inneren oder auf der Begrenzung von K, liegen muss.

Nach den Resultaten der fritheren Paragraphen sehen wir jetzt, dass in Folge der
Bedingungen

(30) AU=o0, U(r, ) o und regulir fir r <1, U(0o)=+

eine Reihe von Ungleichheiten fiir die Koeffizienten a,, a, notwendig erfiillt sein miissen,
nimlich folgende:

(31) D,(1,a,4ia,, a,+ia,...;a,+ia)N0 (n=1,2,..., in inf).
23. Wir wollen das soeben ausgesprochene Resultat auf zweifache Weise umkehren
und zeigen, dass:
1°) Wenn die 2# ersten Koeffizienten

4, 4., 4, @, ...,4, 4,
gegeben sind und der entsprechende geometrische Representant im Inneren oder auf
der Begrenzung von K, liegt, immer eine Funktion U(r, 8) gefunden werden kann,
die den Bedingungen (30) geniigt und deren Entwickelung (27) mit den gegebenen
Koefhzienten beginnt.

2°) Wenn unendlich viele Zahlen

a, a, a, a , @, 4,y ...Iin inf.

1)

willkirlich gegeben sind, und wenn fiir jedes # der entsprechende geometrische Re-

9 29
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presentant im Inneren oder auf der Begrenzung von K, liegt, so stellt die formal
hingeschriebene Entwickelung (27) eine Funktion dar, die simtlichen Bedingungen
(30) geniigt; sie ist harmonisch, regulir und positiv fir » < 1.

Um den ersten Teil dieses Satzes zu beweisen, bemerken wir zunichst, dass es
Funktionen gibt, deren geometrische Representanten fiir jedes # auf der Normkurve
liegen und ausserdem die Bedingungen (30) simtlich erfillen. Betrachten wir in der
Tat die Entwickelung

e(p; ry, B) = —i— -+ i r"(cos ng cos nh 4 sin ny sin n ),

n=1

deren geometrische Representanten fiir jedes # auf der Normkurve liegen und die
fiir r < 1 absolut konvergiert. Man kann schreiben:

ir” cos n(p — )

ir_(ein(’\c——ﬂ) + e_in(q:—e))

=t 2
rei(q)J)) ’,e—i(q)—e) )

Vo Te
(I + I — re®® [ e

S(‘P; ry 0) ==

I—r
1 —2rcos(p — B) 4
woraus folgt, dass €(g; r, §) eine positive harmonische Funktion ist.
Ferner folgt aus dem soeben gewonnenen Resultat, dass fiir nicht negative %,

y A, die der Bedingung » % = 1 geniigen, die Funktion

j=o0

I "
—2—7\0 + D Ne(s;5 7, %)

j=1

0y ot

simtliche Bedingungen (30) erfillt. Thr »" geometrischer Representant besitzt die Koor-
dinaten
4= Ncosks, a = D A sinks,
Jje=1 j=1

und, wie wir wissen, konnen bei geeigneter Wahl der (27 4 1) Gréssen

A, >0, A XMoo, Ao, ..., A No, 6, 0,...,0

mit der Nebenbedingung

bt e, =
die Koordinaten eines jeden Punktes des Inneren oder der Begrenzung von K, durch
diese Formeln dargestellt werden.

Wir haben mit anderen Worten jedem Punkte unseres konvexen Korpers K, eine
Funktion zugeordnet, die diesen Punkt zum n'" geometrischen Representanten besitzt und
die Bedingungen (30) erfiillt.

Um nun den zweiten Teil unseres Satzes zu beweisen bemerken wir, dass, bei
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gegebenen unendlich vielen Zahlen

a, a, a,, a,, ...in inf,
nur dann fir jedes n der Punkt 2, @, ..., a,, a, in K, liegt, wenn fir jedes &
la,) £ 1, |a) L1 (k=1, 2, ... in inf)
sind. In der Tat ist der Wiirfel
x|=1 Ix|=1,...,|r|=1 [x|=1

der Normkurve (8) umschrieben und enthilt daher den konvexen Korper K .
Die Reihe

(32) é_ + Z r" ({Zu cos n (’ —l_ TZ" Sin n (’)

ist also fur alle r <1 absolut konvergent und stellt eine harmonische Funktion U(r, )
dar. Wir bilden jetzt der Reihe nach Funktionen

(33) U(r,®, U(r,®), ..., U(r,9),...ad inf.

so dass die # ersten Koeffizienten von U, (r, ) mit a,, @,, ..., a,, 4, zusammen-
fallen und dass U, (r, ) den Bedingungen (30) geniige d.h. fir r <1 harmonisch
und positiv sei. Wir kénnen z B. zu diesem Zwecke die soeben benutzte Konstruktion
mit Hilfe der ¢(9; r, 0) widerholen. Wir bemerken, dass simtliche Koeffizienten der
Funktionen der Folge (33) dem absoluten Betrage nach ebenfalls kleiner als Eins sind.
Hieraus folgt, dass der Rest RY" der Entwickelung von U, fiir jeden Punke des
Inneren des Kreises r £ p < 1 dem absoluten Betrage nach kleiner sein wird als
. e
S a4 16,2 2
F—p P

und dass folglich fiir n > p fir jeden Punkt des Kreises v < p

U,(r ) — UG, )] < A
sein muss. ‘
Mit anderen Worten ist (da man p beliebig nahe an Eins wihlen kann) fiir jeden
Wert von r < 1
U(r, 8) =1m U, (r, H) X\ o.

Unsere Funktion U(r, §) geniigt also, wie wir behaupteten, simtlichen Bedin-

gungen (30).
24. Wir wollen endlich jetzt noch beweisen, dass wenn der n* geometrische

Representant einer fiir 7 < 1 positiven, harmonischen, mit dem konstanten Gliede -
beginnenden Funktion auf die Begrenzung von K, zu liegen kommt, diese Funktion
durch ihre (2# - 1) ersten Koeflizienten eindeutig bestimmt ist und von der Form

> el B).

Es sei nimlich U(r, 9) eine beliebige Funktion, welche die besagten Eigenschaften
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besitzt; ihr (n--p)' geometrischer Representant wird auf der Begrenzung von K, .,
liegen und als Schwerpunkt von » diskreten Massen auf der Normkurve dargestellt

sein. Es sind also die Koefhzienten a durch die a,, a,, ..., a,, a, eindeutig

napd z+p

bestimmt. Es gibt daher nur eine Funktion, die unseren Bedmgungen geniigt und sie
muss mit der von uns aufgestellten zusammenfallen.

Breslau, Mirz 1911.
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