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UBER DEN VARIABILIT.~TSBEREICH DER FOURIER'SCHEN 
KONSTANTEN V0N POSITIVEN HARMONISCHEN FUNKTIONEN. 

Yon O. 0 a r a t h o o d o r y (Breslau). 

Adunanza del 26 marzo i g t i .  

EII,I L EITU I~ G. 

I. Die folgende Arbeit schliesst sich Untersuchungen an, die ich irn Zusarnrnen- 
hange rnit dern PIcAnt)'schen Satz irn Band LXIV der Mathernatischen Annalen 5) 
verfolgt habe. Seit dieser Publikation habe ich nicht nur neue Resultate gewonnen 
sondern auch die DarsteIlung des Ganzen in eine tibersichtlichere Form gebracht. Deshalb 
schien es rnir zweckm~issig die vorliegende Arbeit unabh~ingig yon dem Friiheren zu 
gestaiten. 

Dort wurde u. A. auseinandergesetzt, dass die Reihe 

(I) • + ~_r"(a cosnO + b sinn0) 

nur dann eine harmonische Funktion U(r, 0) darstellen kann, die ftir r ,~ I regular 
und positivist, wenn die Koeffizienten a und b gewissen angebbaren Beschr~inkungen 
Lrnterworfen sind. Insbesondere rnusste der Punkt des 2n-dirnensionalen Raumes mit 
den Koordinaten 

a, ,  b ,  a : ,  b 2, . . . ,  a ,  b 

notwendig im Inneren oder h6chstens auf der Begrenzung des kleinsten konvexen 
K6rpers K,., dieses Raurnes liegen, der die Kurve mit den Koordinaten 

cos0, sin0, cos20, sin20, . . . ,  cosn0, sinn0 
.~nthiilt, wobei @ einen variabIen Parameter bedeutet. 

2. Eine Umkehrung dieses Satzes hatte ich damals ebenfaUs bewiesen, indern ich 
,eigte, dass, wenn die Zahlen 

a,, b,, %, b ,  . . . ,  a,, b 

tie Koordinaten eines Punktes d~rstellen, der nicht ausserhalb des K6rpers /(2,, liegt, 
nindestens eine harmonische Funktion existiert, die irn Einheitskreise regul~ir und po- 
itiv ist und deren Entwickelung ( i )  rnit den gegebenen 2n Koeffizienten beginnt. 

I) C. CARATH~ODORY, Uber den Variabilitd~tsbereich der Koe~ienten yon Potenzreihen , die gegebene 

Zerte nicht annebm.~n [Mathernatische Annalen, Bd. LXIV 09o7), S. 9i-xi5]. 
Rend. Circ. Matem, Palerraos t. XXXII  (2 ~ sere. 19it  ) .  ~ S t a m p J t o  il z6 agosto xg l t .  ~5 



194 c. CARATH~ODORu 

In dieser Arbeit werde ich nun eine andere Umkehrung desselben Satzes geben, 
die for die Anwendungen von Bedeutung ist, indem ich zeige, dass folgender Satz gilt: 

Wenn die 2 n Koeffi~ienten 
a ~ b ~ a 2, b ~ . . . ,  a,,~ b 

der Reihe 

+ +  -e(a cos.0 + b. in.0) 
die Koordinaten eines Punktes darstellen, der fiir ]edes n im [uneren des ]eweiligen kon- 
vexen KOrpers K liegt, so stellt diese Reihe eine im Einheitskreise regulare, positive bar- 

moniscbe Funktion dar. 
8. FOr die Begrenzung des K6rpers K~,, hatte ich eine Parameterdarstellung auf- 

gestellt, die diese Begrenzung dutch trigonometrische Polynome vollst~tndig beherrscbt. 
Es ist nun Herrn TOEPLITZ gelungen, eine sehr sch6ne und sehr einfache Darstellung 
dieser Begrenzung in Determinantenform zu entdecken, dutch welche s~imtliche gefun- 
denen Satze in algebraische Form gebracht werden k6nnen "). 

Der Obergang yon der Parameterdarstellung der Begrenzung yon K~. zu der 
ToEPLXTZ'schen DarsteUung hat uns auf ein Gleichungssystem geftihrt, das in der Litte- 
ratur mehrfach behandelt worden ist. Man begegnet namlich demselben algebraischer 
Problem, bei der Kanonisierung yon binaren Formen ungerader Ordnung z), bei der 
mechanischen Quadratur 4), und bei der Tbeorie der Kettenbrtiche s). 

Diese Bemerkung bat uns erlaubt das TOEvLlXZ'sche Resultat abzuleiten, ohne 
vonder Theorie quadratischer Formen yon unendlich vielen Variabeln gebrauch zu 
machen. 

Eine rein algebraische Darstellung sowohl mdner frtiheren S~ttze als auch der 
TotvLtTZ'schen Resultate ist vor Kurzem Herrn E. FISCUER gelungen 6), dem ich auch 
die obigen Litteraturangaben verdanke. 

Eine auf ,das STIELTJE'sche Integral begrtindete Methode, die zu einem ganz neuen 
Beweise ftir viele dieser S~itze fflhrt, hat Herr FRtEDRmU RtESZ gegeben 7). 

2) O. TOEVLITZ : a) Obe, die FOORIER'SCbe E,,twickelung positiver Funktionen [Rendiconti del Cir- 
colo Matematico di Palermo, Bd. XXXII (2. Semester 1911 ), S. I9I-I92]; b) Zur Tbeorie der quadra. 
tiscben Formen yon unendlichvieIen Ver?inderlicben [Nachrichten yon der Kgl. Gesellschaft tier Wissen- 
schaften zu G6ttingen, Mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang I9to , S. 489-5o6]. 

a) F. FA.k DI BRUNO, Einleitung in die Tbeorie der binSren Formen(deutsch bearbeitet yon Dr. 
TH. WALTER) (Leipzig, Teubner, I88 0, S. 9'4. 

4) E. HEINE, Handbucb der Kugelfunctionen, Tbeorie un~l Anwenclungen (Berlin, Reimer), Bd. II 

O88I), Kap. I. 
s) HERmTE et STIELTJES, Correspondance d'HERmTE et de STmLrJES (Paris, Gauthier-Villars, t9o5); 

CH. Poss~, Sur quelques applications des fractious continues algdbriques (St.-P&ersbourg, I886), S. 93. 
6) E. FISCHER, Ober das CARATH~ODORY'SChe Problem, Potenzreibet~ mit positivem reellen Tell be- 

treffend [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. XXXII (2. Semester I9Ii) ,  S. 24o-256 
(Sitzung I L Juni I91I)]. 

7) F. RIESZ, Sur certains syst~mes singuliers d'dquations intdgrales [Annales Scientifiques de l'l~cole 
Normale sup&ieurr (Paris), Ser. III, Bd. XXVIII (tgrI),  S. 33-6z.]. 
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4. Die Betrachtungen sind in der folgenden Arbeit ebenso wie in meiner fr/iheren 
vorwiegend geometrisch geblieben. Ich beginne in Anschluss an MINKOWSKI mit der 
Behandiung der konvexen K6rper im n-dimensionalen Raume und bescMftige reich 
insbesondere mit dem kleinsten konvexen K6rper, der eine gegebene abgeschlossene 
Punktmenge ~ entMk. Dabei ist es sehr vorteilhaft die Punkte dieses Gebildes als 
Schwerpunkte yon positiven Massenbelegungen auf ~ zu betrachten, eine Bemerkung 
die ich dner mt/ndlichen Mitteilung von Herrn G. HERGLOTZ ZU verdanken habe. 

Spezidl werden dann die allgemeinen Resultate angewandt auf die Bestimmung 
der Eigenschaften des kleinsten konvexen K6rpers des 2 n-dimensionalen Raumes 

x~ y,~ x~ Y2, " " ~  x ~ y,,~ 

der die Kurve mit den Gleichungen 

x ---cos0, y , ~ s i n 0 ,  x =:cos20,  y, ~--- sin 2 0, . . . ,  x ~ c o s n 0 ,  y , - - - s inn0  

enth~ilt. 
Die zu Beginn der Einleitung erw~ihnten Umkehrungss~itze fiber positive harmo- 

nische Funktionen lassen sich dann mit Benutzung der geometrischen Resultate ganz 
leicht erledigen. 

I. 

Die k le ins ten  k o n v e x e n  Bereiche,  die e ine a b g e s e h l o s s e n e  
P u n k t m e n g e  enthal ten .  

8. Die S~itze, die wir aufstellen wollen, werden sehr iibersichtlich und leicht lass. 
tich, wenn wit uns der Sprache der Geometrie im n-dimensionalen Raume bedienen. 
Man daft aber dabei nicht vergessen, dass die Geometrie der h6heren Riiume nicbt 

eine Plausibelmachung dutch Analogie zu Siitzen der gew6hnlichen Geometrie bedeutet, 
sondern, dass auch bier eine strenge Arithmetisierung durchftihrbar und durchgeftihrt 
ist, Um dies in Erinnerung zu bringen, wollen wit die allerelementarsten Begriffe kurz 
erkl~ren : 

Ein Punkt ~ des n-dimensionalen Raumes ist gegeben, wenn man seine Koordi- 
naten 

kennt. Der Abstand E xy 

(i) 
Gleichungen wie 

X x ~ X= ~ . �9 . ~ X n 

yon zwei Punkten ~ und ~ wird gegeben durch die Formel 

. 

E,,, ~- v k = ,  (xk - -  yk)~" 

x ,  = x . . . ,  x ( t ) ,  

deren rechten Seiten yon einem Parameter t abhangen, stdlen eine Linie dar; sind die 
~,(t) s~tmtlich lineare Funktionen yon t, also yon der Form 

X~ - - -  m k t -JI- nk  

so ist die Linie eine Gerade. Die Gr6ssen m k heissen die Richtungskoeffazienten der 
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! P Geraden. Der Winkel 0 von zwei Geraden x k ---mkt + n k und x k -----mkt + n k wird 
durch die Formel gegeben 

2 ,n~ m'~ 
C2) cos = : 

2 t2 
n k . m k 

Ist }- ~ ' - - -  n k m k o so heissen die beiden Geraden zu einander orthogonal. 
Die Begriffe Entfernung und tITinkel sind absolute Invarianten gegeniiber einer jeden 

orthogonalen Transformation des n-dimensionalen Raumes, wie eine leichte Rechnung 
zeigt. Sind drei beliebige Punkte gegeben, so kann man immer eine derartige Trans- 
formation finden, welche diese Punkte in die 2-dimensionale Ebene der x ,  x~ (fiir 
welche also x - -  o, x 4 ----- o, . . . ,  x - -  o sind) aberfiahrt. W~ihlt man diese letzte 
Ebene als Zeichenebene, so kann man das Dreieck, dessen Ecken in den transformierten 
Punkten liegen, ausftihren und s~tmtliche metrische Eigenschaften dieses Dreiecks sind 
denen des urspranglichen gleich. 

Unter einer Ebene des R,, verstehen wir eine ( n -  I)-dimensionale lineare Mannig- 
faltigkeit, also ein Gebilde, das durch die Gleichung 

(3 )  , x  + . . .  + , x , , + a = o  

dargestellt wird. Die u~ sind Konstanten, die nicht alle verschwinden sollen~ und man 
kann immer voraussetzen, dass sie der Bedingung genagen 

+ ": + . . -  + "; = 

Man sagt dann, dass die Gleichung der Ebene die Normalform hat. Zwei Ebenen, 
deren GMchungen die Normalform haben sind Parallel, wenn die entsprechenden 
Koeflizienten der x k in beiden Gleichungen gleich oder entgegengesetzt sind. 

Der Abstand p eines Punktes ( a ,  a~, . . . ,  a.) von der Ebene (3) ist gegeben 
durch die Formel 

(4) p = " i  a` + .2a2 + *** + . lan  + d, 

Jede Ebene trennt daher den Raum in zwei Gebiete, yon denen jedes diejenigen Punkte 
des Raumes umfasst, fiir welche p ein und dasselbe Vorzeichen besitzt. 

Unter einer p-dimensionalen linearen Mannigfaltigkeit P verstehen wir die Gesam- 
theit der Punkte des R.,  die ( n -  p) von einander linear unabh~ingigen Ebenen, die 
einen gemeJnsamen Punkt besitzen, gemeinsam sind. Jede Ebene, die einer Ebene, die 
s~tmtliche Punkte yon P enth~ilt, parallel ist, soil parallel zd~ P heissen. Durch jeden 
Punkt a, der kein Punkt yon P ist, kann man mindestens eine zu P paralMe Ebene 
ftihren, da es unter den ( n - - p )  Ebenen, die P definieren, sicher eine gibt, die a nicht 

enth~ilt. 
Sind zwei yon einander verschiedene Punkte 

a:  a , ,  a , ,  . . . ,  a .  

5: b,, b~, . . . ,  b 
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gegeben, so enth~ilt die Gerade 

( s )  xk = + ( i  - t)b  (k = 2 . . . . . .  . 3  

beide Punkte a und b. Dasjenige Sttick dieser Geraden, das. man m:h~ilt, wenn man 
t zwischen Null und Eins variieren l~isst, wenn also 

o . ~ t , ~  ~ 

ist, soil die, die Punkte ct und b verbindende Strecke a b heissen. 
6. Ein konvexer Bereicb s) R des R,, soil jede Punktmenge heissen, die folgende 

Eigenschaften zugleich besitzt: 
A. Sie ist abgeschlossen, d.h. sie enth~ilt ihre H/iufungspunkte. 
B. Geh6ren zwei Punkte a und b dem Bereiche ~ an, so soil dasselbe fiir die 

ganze Strecke a b gelten, die diese Punkte verbindet. 

Aus diesen beiden Eigenschaften folgt ohne weiteres, dass die Punktmenge R per- 

fekt  sein muss (d. h. dass jeder ihrer Punkte ein H/iufungspunkt ist) sobald sie nur 
zwei von einander verschiedene Punkte enth'alt, und ferner, dass R ganz im Endlichen 

liegt. 
Sind ein konvexer Bereich ~ und eine Gerade im Raume gegeben, so haben beide 

Gebilde entweder keinen Punkt, oder nur einen Punkt, oder eine zwei Punkte verbin- 
dende Strecke gemeinsam; eine vierte M6glichkeit, wo die den beiden Gebilden gemein- 

same Punkte isoliert oder getrennt liegen, ist nach der Definition ausgeschlossen. 

Es gibt Konvexe Bereiche: jede Strecke a b z.B. ist ein derartiger Bereich. 

Jeder Punkt, der in der Punktmenge ~ nicht enthalten ist, soil ein ausserer Punkt 

yon ~ heissen. 

Unter Begrenzung eines konvexen Bereiches verstehen wir die Gesamtheit der 
Punkte, die H'aufungspunkte yon ~iusseren Punkten sind. Insbesondere sind die End- 
punkte der Strecke, die eine Gerade mit dem Bereiche ~ gemeinsam hat, Punkte der 
Begrenzung von fl'. 

Es sei jetzt a ein /iusserer Punkt yon ~;  da die Punktmenge ~ abgeschlossen ist 
und die Entfernung yon zwei Punkten eine stetige Funktion ihrer 2 n Argumente ist, 
so wird, nach dem bekannten Satze von WEIERSTaASS, die untere Grenze der Entfernung 

von a bis zu den Punkten yon ~, ftir einen bestimmten Punkt 

O: P,, P = , . . . , P ~  
erreicht werden. 

Wir betrachten die Ebene 

(6) (p, - a l ) ( x  ` - - . a , )  + (p~ - -  a , ) ( x , -  a~).-3t- . . . .  + (p,  ---- a~)(x - -  a.~) - -  o, 

s) Die Theorie der konvexen Bereiche und K6rper ist yon H. MIIqKOWSKI-ZU einer grossen 
Vollkommenheit gebracht worden. Das hier Folgende ist eine freie Bearbeitung einiger selner Unter- 
s, udmngen. Vgl. : H. MnaKOWSKI, Geometrie der Zablen (Leipzig, Tgulaner, I896),. Kap. I *and II ; 
H. MINKOWSKI, Volumen und Oberfl~cbe [Mathematische Anna!en, Bd. LVII (I9o3) , S. 44-7-'495]; 
H. MlmiOWSKI, Gesammelten Scbrifien (Leipzig, Teubner), Bd. II (I9II), S. I31 u. f. 
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die man erhslt, wenn man das innere Produkt der n-dimensionalen Vektoren (13 -  a) 
und (~ - -a )  gleich Null setzt. Diese Ebene entMlt den Punkt a und jede Gerade, die ill 

(6) enthalten ist und dutch ct geht, ist zu der Strecke l~13 orthogonal. Hieraus folgt 
aber, dass die Ebene (6) ganz ausserhalb ~ liegt: wC~rde n~imlich ein Punkt q yon 

(6) zu dem Bereiche f13 geh6ren, so mfisste dies for die ganze Strecke t3 q auch der 
Fall sein. Die Betrachtung des Dreiecks a13q, das wir, wie wir oben erkl~irten, in die 
Zeichenebene transformieren k6nnen, fort aber zu einem Widerspruch: dieses Dreieck 

ist n:imlich rechtwinkelig in ct und seine Hypothenuse 13 q besteht aus lauter Punkten 
von ~;  die untere Grenze des Abstandes von ct bis fl~ war& daher nicht fflr den 
Punkt 13 erreicht sein. Aus dieser Tatsache folgt ferner, dass von den zwei Gebieten 
in denen der Raum R,, durch die Ebene (6) getrennt wird, das eine keinen einzigen 
Punkt yon ff enthalten kann; wfirden zwei Punkte 13 und r von ~ auf verschiedenen 
Seiten der Ebene (6) liegen, so mtisste die Strecke 13r die zu ~i' geh6rt, einen Punkt 
q yon (6) enthalten, was, wie wit gesehen haben, nicht m6glich ist. 

Jede Ebene, die, wie (6 )d i e  Punkte von ~ nicht trennt und keinen einzigen 
Punkt yon f13 entMlt, soll eine Schranke des konvexen Bereiches heissen. 

Jeder Punkt 13 der Begrenzung ist nach Voraussetzung H:iufungspunkt yon Punkten, 
die ausserhalb ~ liegen. Betrachtet man eine abz:ihlbare Menge derartiger Punkte a ,  
%, . . . ,  %, . . . ,  die 13 zum H:iufungspunkt haben, so kann man durch ]eden dieser 
Punkte eine Schranke des Konvexen Bereiches konstruieren, deren Gleichung 

x + + . . .  + + = o 

in Normalform geschrieben zu denken ist. Aus diesen unendlich vielen Gleichungen 
kann man eine Teilfolge aussondern, far welche die Grenzwerte 

l i m u k j = u  i und l imd e---:-d ( j = i ,  2 . . . . .  n) 

existieren; dann hat die Ebene 

(7)  u, x, -Sr- u~ x~ -~ " '"-ar-u, ,x ,n  t - d = ~  

folgende Eigenschaften: a) sie enthSlt den Punkt 13; b) sSmtliche Punkte yon ~ liegen 
auf einer und dersdben Seite der Ebene (7). Jede derartige Ebene soil nach MISKOWSKI 

eine Stiitzebene des Bereiches ~ heissen. 
Unsere Resultate lassen sich folgendermassen zusammenfassen : Durcb jeden ausseren 

Punkt eines konvexen Bereicbes kann man eine Schranke dutch ]eden Punkt seiner Be- 
gren:ung eine Sttitzebene legen. 

7. Wir betrachten jetzt eine im Endlichen gelegene, abgeschlossene, aber beliebige 
Punktmenge ~t und nennen wieder Stiit:ebene und Sdoranke far ~t jede Ebene, die die 
Punkte yon ~ nicht trennt, je nachdem sie Punkte yon ~ enth'alt oder nicht. 

Die Punkte des R,, zerfallen sodann in zwei Klassen, je nachdem man durch sie 
eine Si~hranke fiir ~ legen kann, oder nicht. Die Gesamtheit fl? der Punkte, durch welche 
man keine Schranke far ~ legen kann, bilden, wie wir beweisen wollen, einen konvexen 

Bereich : 
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a) Die Punktmenge fl~ liegt im Endlichen; bedeutet n~imlich A das Maximum der 
Entfernung der Punkte yon 92 vom Anfangspunkte 0 der Koordinaten, so ist jede 
Ebene, deren Entfernung yon 0 gr6sser als A ist, eine Schranke far 92 folglich ist 
jeder Punkt dessen Abstand yon 0 gr6sser als A ist kein Punkt von ~. 

b) Die Punktmenge ~ ist abgeschlossen. Es sei a ein H~tufungspunkt yon Punkten 
a ,  %, a3, . . . ,  die alle zu der Punktmenge ~ geh6ren. Ist a kein Punkt yon ~, so 
geht durch a eine Schranke s yon 92, deren Abstand yon dieser abgeschlossenen Punkt- 
menge gleich p sei. Durch jeden Punkt, dessen Entfernung yon a weniger als p betr~igt, 
wfirde man Schranken zu g2 legen kbnnen, namlich die ParaUelebenen zu s; der Punkt 
a k6nnte somit nicht H/iufungspunkt yon Punkten sein, die alle zu ~ geh6ren. 

c) Sind a und I~ zwei yon einander verschiedene Punkte yon ~, und e ein Punkt 

der Strecke a~, so geh6rt c zu ~. W/ire es n~imlich m6glich durch c eine Schranke s 
far f13 zu legen, so kann nach Voraussetzung die Ebene s weder a noch ~ enthalten; 
diese Punkte liegen dann auf verschiedenen Seiten yon s; und yon den beiden durch 
a und to gehenden ParalMebenen zu s, miisste die eine eine Schranke sein, was unmb- 
glich ist. 

Die Punktmenge ist also ein konvexer Bereich, der tiberdies s/imtliche Punkte yon 
92 enth/ilt. Es sei fl~' ein zweiter konvexer Bereich, der dieselbe Eigenschaft besitzt. 
Durch jeden Punkt ct' der ausserhalb f13' liegt, kann man eine Schranke zu ~' und 
folglich zu 92 legen. Der Punkt a' liegt folglich auch ausserhalb fl~, womit wir bewiesen 
haben, dass samtliche Punkte von ~ in f13' enthalten sein mfissen. 

Der Bereich ~ ist mit anderen Worten der kleinste konvexe Bereich, der die Meuge 
92 enthiilt. 

Liegt die Menge 92 ganz in einer p-dimensionalen linearen Mannigfaltigkeit Lp, 
p ~ n, so ist dies auch der Fall f/Jr ~. Denn man kann durch jeden Punkt ausserhalb 
Lp mindestens eine Ebene legen, die zu L; parallel i.st, und diese Ebene w~tre eine 
Schranke ftir 92. 

8. Es sei I~ irgend ein Punkt der Begrenzung yon ~ und seine Stfitzebene an 
{lurch diesen Punkt. Die Ebene s entMlt notwendig Punkte yon 92; sonst wlire n~imlich 
se ine  Schranke ftir 92 und l~ k6nnte kein Punkt yon ~ sein. 

Wir bezeichnen mit ~ '  die abgeschlossene Punktmenge, welche durch die Ge- 
samtheit der Punkte yon g2 gebildet wird, die auf s liegen, und mit ~' den kleinsten 
konvexen K6rper, der g2' enth~ilt und der folglich ganz in s liegt. ~' bildet natiirlich 
einen Tell yon ~; wir wollen aber umgekehrt zeigen, dass s/imtliche Punkte yon R, 
die auf s liegen, in ~' enthalten sind. 

Es sei n/imlich a ein Punkt von s, der ausserhalb R' liegt; dann gibt es durch 
eine Schranke t zu R'. 

Wenn man die AbkClrzungen t, s ffir die linken Seiten der Gleichungen 

~ - V  k x k ~ O~ I~ i x  k - - -  0 
k~l k=l 

gebraucht, die in Normalform zu schreiben sind und die Ebenen t, s darstellen, kann 
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man ferner festsetzen, dass ftir s~imtliche Punkte von 2 die Gr/~sse s ~ o und ftir 
s~imtliche Punkte von 2 '  die Gr6sse t .< o ist. Die Gesamtheit der Punkte von 2 fiir 
welche t ~  o ist, bilden eine abgeschlossene Punktmenge 2 " ,  die keinen einzigen Punkt 
mit s gemeinsam hat. Es sei b der Abstand zwischen 2 "  und s; mit k bezeichne man 
die gr6sste Entfernung eines Punktes der Punktmenge 2 "  von t = o. Betrachten wit 

den Ausdruck s--~--~ ; ffir die Punkte yon ~ "  ist 

s ~ . h > o ,  t < k  
und folglich - -  

h h 
s - > > o  

2 T ; 

for die tibrigen Punkte von 2 fiir welche j a t  ~ o und s ~5_ o ist, ist dieser Ausdruck 
ebenfalls positiv und yon Null verschieden. Die Ebene 

h 
s - -  - ~  t -= o 

ist also eine Schranke far 2 womit wir bewiesen haben, dass a ein ~iusserer Punkt 
yon ~ ist. 

9. Die Punkte des kleinsten konvexen Bereiches fl?, der eine abgeschlossene Punkt- 
menge ~ enthalt, k6nnen s~imtlich als Schwerpunkte von Massenbelegungen auf der 
Menge ~ gedeutet werden, wobei alle in betracht kommenden Massen positiv sind 
und die Gesamtmasse I besitzen. 

Ftir eindimensionale R~iume ist der Satz selbstversta.ndlich : man behafte die extremen 
Punkte der Menge ~ mit den Massen t u n d  (I  - -  t); dann durchlauft der Schwer- 
punkt dieser beiden Massen den ganzen Bereich ~, wenn t von Null bis Eins mit 
Einschluss der Grenzen variiert. 

Wir nehmen jetzt an, der Satz bestehe ft'~r ( n -  r)-dimensionale R~iume [oder was 
dasselbe ist for ( n -  r)-dimensionale lineare Maunigfaltigkeiten im n-dimensionalen 
Raum], und betrachten ~ und ~ im n-dimensionalen Raum. Es sei c ein Punkt yon 
~, ra ein beliebiger Puukt yon ~ ,  den wir m i t c  durch eine Gerade verbinden; wir 
verl~ingern wenn n6tig die Strecke me bis zu ihrem Schnittpunkte f, mit der Begrenzung 
yon f13. Dutch I~ legen wir eine Sttitzebene an ~, welche die Teilmenge 2 '  von 2 
enthalten m6ge. Wir k6nnen nach Voraussetzung eine Verteilung von positiven Massen 
von Gesamtmasse Eins auf ~ '  vornehmen, deren Schwerpunkt in ~ liegt; multipliziert 
man jede dieser Massen mit einem positiven Faktor t so ~tndert sich der Schwerpunkt 
nicht; ftigt man abet jetzt zu diesen Massen eine Masse (I - -  t) in trt hizu indem man 
zugleich bedenkt, dass c auf der Strecke nt~ (oder in einem ihrer Endpunkte) liegt, so 
sieht man, dass far einen geeigneten Wert von t zwischen Null und Eins der Schwer- 
punkt der Gesamtmasse in c zu liegen kommt. Dabei hat unsere Beweisf~ihrung gezeigt, 
dass jeder Punkt yon ff als Schwerpunkt von h6chstens (n-{--r)  positiven Massen 
angesehen werden kann, die s~imtlich in Punkten der Menge ~ angebracht siud. 

Umgekehrt ist aber der Schwerpunkt c einer jeden positiven Massenverteilung auf 
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ein Punkt des Bereiches ft. Im entgegengesetzten FaUe wfirde man durch c eine 
Schranke legen k6nnen, deren Abstand d yon ~ von Null verschieden w~ire. Der 
Schwerpunkt jeder diskreten oder kontinuierlichen Massenverteilung wfirde abet dann 
auch auf derselben Seite der Schranke liegen wie ~ und seine Entfernung von dieser 
Ebene wfirde mindestens d betragen; er k6nnte also, entgegen der Voraussetzung, nie 

mit c zusammenfallen. 
IO. Wenn ein konvexer Bereich K des n-dimensionalen Raumes (n + i) Punkte 

enth~ilt, die nicht alle in einer ( n -  I)-dimensionalen Ebene liegen so heisst K ein 
konvexer KOrper. Ein konvexer K6rper ist dadurch charakterisiert, class er inhere Punkte 
enth~ilt. 

Ein Punkt i heisst innerer Punkt yon K, wenn eine gewisse Umgebung von i 
aus lauter Punkten des K6rpers K besteht, oder, was dasselbe ist, wenn die untere 

Grenze des Abstandes zwischen i und den /iusseren Punkten von K nicht Null ist. 
Es seien ao, a,, . . . ,  a die (n-{- 0 Punkte von ~ ,  von denen man weiss, dass 

sie nicht aUe in einer (n - -  I)-dimensionalen Ebene liegen: ich will beweisen, dass der 
Schwerpunkt c yon (n -J- I) positiven Massen, von denen keine einzige verschwindet 
und die in diesen Punkten konzentriert sind, mit einem inneren Punkte yon K zu- 
sammenf~illt. Es sei se ine  beliebige Ebene dutch c; mindestens einer der Punkte a, 
z.B. a o, liegt nicht in s; c f~illt abet mit einem inneren Punkte der Strecke zusammen 
die a omi t  dem Schwerpunkte derjenigen Massen verbindet, die in a,, %, . . . ,  a. 
konzentriert sind. Diese Strecke liegt aber ganz in K und durchsetzt andererseits s; 
folglich ist s weder Stfitzebene noch Schranke yon K, womit bewiesen ist, dass c 
weder auf der Begrenzung noch ausserhalb yon K liegen kann. 

Nachdem die Existens eines inneren Punktes bewiesen worden ist, ist es nun ein 
Leichtes zu zeigen, dass die Punkte der Begrenzung eines konvexen K6rpers des 
n-dimensionalen Raumes, diesen Raum in zwei Gebiete zerlegen, yon denen jedes aus 
lauter inneren resp. aus lauter ~iusseren Punkten bestehen. 

II. 

Die kleinsten k o n v e x e n  KSrper K2. , die eine spharische Normkurve  
des 2 n-dimensionalen R a u m e s  enthalten.  

I I. Die Oberlegungen des vorigen Abschnittes ffihren zu besonders einfachen Ge- 
bilden, wenn man als Punktmenge ~ ein Sttick einer Normkurve des 2 n-dimensionalen 
Raumes w~ihlt. 

Eine algebraische Kurve k ~"' Ordnung heisst bekanntlich Normkurve, wenn sie 
(k + I) Punkte enthalt, die nicht alle in einer (k ~ i)-dimensionalen linearen Man- 
nigfaltigkeit des Raumes R. liegen. So sind z.B. nicht zerfallende Kegelschnitte oder 
nicht ebene Kurven dritter Ordnung Normkurven. 

In R~tumen R:. yon gerader Anzahl yon Dimensionen, gibt es Normkurven, die 

Re,  el. Girt. Martin. Pa.ltrmo, t. XXXII (2 ~ sere. * 9 t * ) . -  Stampato il I8 agosto *9*~, 26 
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einen ganz im Endlichen liegenden geschlossenen reellen Zug besitzen und ganz auf 
finer (n - -  i)-dimensionalen Kugel liegen. Die Gleichung dieser Kurven kann, wenn 
man yon einer ~hnlichkeitstransformation und einer Drehung des 2n-dimensionalen 
Raumes absieht, auf die Form gebracht werden: 

x - - co s0 ,  x 2 - c o s 2 0 , . . . , x  - - c o s n 0 ,  

(8) t~--sin0, x,_--sin20, . . . ,  ~=sinn0. 
Diese Kurve ist 2n ~r Ordnung, wie man sofort einsieht, wenn man 

cos k 0 - -  + sin k 0 __ 2 i 
2 

- - -  eiO 

setzt und ~ als Parameter einhihrt. Jede Gleichung der Form 

(9) u c o s 0 + t - 7  sin0~ . . .  + u  c o s n 0 - ~ - u  s i n n 0 = d ,  

bei wdcher nicht alle Koefflzienten uk, u~ verschwinden, wird in = h6chsten 2n t~= 
Grades sein und wird daher hie mehr als 2 n reelle Wurzeln besitzen, wenn sie nicht 
identisch verschwindet. Mit anderen Worten: die ( 2 n -  I)-dimensionale Ebene 

, ,  x, + , ,  x + . . .  + , ,  x + , ,  x,, - 

hat hschstens 2 n Punkte mit der Kurve gemein, wenn sie nicht die ganze Kurve 
enth~ilt. Letzteres ist aber ausgeschlossen, well man aus dem identischen Verschwinden 
eines beliebigen trigonometrischen Polynoms auf das Nullsein eines jeden seiner Koef- 

fizienten schliessen kann. 
Die Kurve (8) ist also eine Normkurve; wir wollen jetzt den kleinsten konvexen 

KSrper K=,,, der diese Kurve enthalt, eingehend betrachten. Unsere Uberlegungen lassen 
sich tibrigens mit geringffigigen Modifikationen auf jede andere Normkurve, wie z. B. 
auf die Kurve 

x ~ t, x~ ~ t a . .  t" 

oder auch auf Stticke dieser Kurven leicht tibertragen. 
Da, wie wir sahen, jede Ebene mit der Kurve (8) h&bstens 2 n Punkte gemeinsam 

hat, wird eine beliebige Ebene--und folglich auch jede Sttitzebene ~ die Kurve hOchstens 

in  n P u n k t e n  beriihren. Umgekehrt gilt aber bier der Satz, dass jede Ebene, welche 
die Kurve (8) in n getrennten Punkten bertihrb eine Sttitzebene sein muss. Wtirde 
n'amlich diese Ebene die Kurve in einem yon den Bertihrungspunkten verschiedenen 
Pmakte treffen, so wtirde die gleichung (9) mehr als 2 n (einfache und doppelte) Wurzeln 
besitzen, und das Gleiche wtirde der Fall sein, wenn die Kurve in einem ihrer Be- 
rtihrungspunkte mit der Ebene, diese durchsctzen wtirde, wobei die entsprechende Wurzel 
dreffach zu z~ihlen w~ire. 

Ia. Aus diesen einfachen Tatsachen kann man fiir den kleinsten konvexen Be- 
reich K .... der die Kurve (8) entMlt, folgende Eigenschaften entnehmen: 

a) Der Bereich K~= ist ein konvexer K & p e r ,  weil (2n + I )  beliebige Punkte der 
Normkurve (8), nie aUe in einer (2 n -  1)-dimensionalen Ebene liegen kSnnen. 
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Insbesondere ist der Anfangspunkt der Koordinaten ein innerer Punkt von Ks. 
weit die Kurve (8) jede Ebene 

. . .  + .  x + .  x = o  

durchsetzt und eine solche Ebene folglich hie Stt'atzebene sein kann. Dieses sieht man 
am einfachsten, wenn man den Ausdruck 

f (o) = 5- k o + .L k o 
bildet und bedenkt, dass 

~ ~ O  

ist. 
b) Jeder Schwerpunkt I~ yon p positiven Massen, die auf der Kurve (8) liegen 

ist ein Punkt der Begrenumg yon K~. so lange p / n  ist. 
Fagt man n'~mlich zu den p Punkten in welchen die Massen liegen, (n - - p ) ,  

yon diesen verschiedene, Punkte hinzu, so gibt es eine (n ~ i)-dimensionale Ebene, 
welche sSmtliche n Punkte (die ursprtinglichen und die hinzugeft~gten)sowie auch die 
Tangenten der Normkurve in diesen Punkten enthslt; diese Ebene ist eine Stt~tzebene 
yon K~. und enth~lt den Punkt l~. Dieser Punkt ist aber als Schwerpunkt einer Mas- 
senverteilung yon positiven Massen auf (8) ein Punkt yon K,, ,  der auf der Begrenzung 
dieses K6rpers liegt, wei| er einer Stfitzebene angeh/Srt. 

c) Jeder Punkt ~ der Begrenzung yon K kann als Schwerpunkt yon p positiven 
Massen auf der Kurve (8) angesehen werden, wo p _~ nis t .  Es geht n ~ | i c h  min- 
destens eine Stfitzebene durch ~, die nach Vorhergehendem~ h6chstens n Berahrungs- 
punkte mit der Normkurve besitzt. I)er Punkt ~ geh6rt aber zu dem kleinsten k~vexen 
Bereich den diese Berarungspunkte bestimmen. 

d) Die Darstellung der Punkte der Begrenzung yon K~,, durch eine Massenbeleg~ag 
yon positiven Massen auf (8) ist eindeutig, d.h. es k6nnen zwei Massenbelegungen 
yon Gesamtmasse Eins, yon denen die Eine aus h6chstens n Punkten besteht, w~thrend 
die Andere beliebig ist, nur dann de.nsetben Schwerpunkt g beskzen, wenn sie idemi~.h- 
find. 

Es sei n~mlich a irgend ein Punkt der zweiten Massenverteilung, der nicht mit 
einem Punkte der ersten fibereinstimmt; wir k6nnen dann immer durch den Schwer- 
punkt ~ der erston Massentmlegung eine Sttitzeimne s an K~. legen, die den Punkt a 
nicht enth~lt: Dazu brauchen wir nut zu den p ~ n Punkten des ersten Aggregats 
( n -  p )Punkte  hinzuzuft~gen, die alle yon a verschieden find und die Sttitzebene 
von Ks, ' zu betrachten, die diese n Punkte enth~ilt. Es sei jetzt m s die in a konzentrierte 
Masse und s die Emfernung yon a bis zu der Ebene s; dann ist der Sch~aerpunkt 
der zwei t~ Massenbelegung in einer Entfernung yon s die minde~tens m~s betr~igt. 

Die zwei Massenverteitunge~ mtissen daher aus genau denselben p Punkten bestehen, 
wobei p ~ n ist. Dutch ( p -  i)  dieser Punkte kann man aber dann immer eine 
St~tzebene an ~ie. Normkurve legen, die den p'~ nicht enth~ik; die p Punkte liegen 
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also nicht in einer ( p -  Q-dimensionalen linearen Mannigfaltigkeit. Jeder Punkt b 
des kleinsten konvexen Bereiches, der dieses Aggregat yon p Punkten enth~ilt kann 
daher nut auf eine Weise als Schwerpunkt yon nicht negativen Massen yon Gesamt- 
masse Eins dargestellt werden, die auf dem Aggregate liegen, wie aus ~ 9 dieser 
Arbeit folgt. Hiermit ist abet die Eindeutigkeit der Darstellung bewiesen. 

e) Aus diesem letzten Umstande folgt nun, dass der Schwerpunkt von mehr als 
n positiven Massen~ die auf der Normkurve liegen notwendig im Inneren des K6rpers 
K~,, liegt. 

Dasselbe gilt yon jeder kontinuierlichen Massenverteilung, deren Schwerpunkt, wie 
wit wissen, auch zu K2, ' geh6rt. 

Nimmt man insbesondere die Dichte ~ einer Massenverteilung auf der ganzen 
Kurve konstant an, so f~illt der Schwerpunkt mit dem Anfangspunkte 0 der Koordi- 
naten zusammen, was einen neuen Beweis liefert, dass o im Inneren yon K liegt. 

18. Wit k6nnen jetzt unsere Resultate in Formeln zusammenfassen und eine Pa- 
rameterdarsteUung f~r die Begrenzung von K geben. 

Wenn wir n~imlich die Massen ;~,~).~, . . . ,  ),~, wobei p / n  ist, auf die p 
Punkte der Kurve (8)verteilen, die den Werten 0 ,  0 ,  . . . ,  0p des Parameters 0 

entsprechen, so bekommen die Koordinaten a ,  a ,  a~, a2, . . . ,  a ,  a des Schwer- 
punktes folgende Gestalt: 

a k --- .~), i  cos k0j, a~ - -  ~_.),j sin k 0i (/~= ~, 2 . . . . .  n); 

wir m/~ssen aber dabei voraussetzen, dass die ),j alle positiv sind und die Summe Eins 
besitzen. Diese Formeln sind identisch mit den folgenden in denen p nicht unmittelbar 
vorkommt : 

a k =  s  cos k 0/, ak =-= s  sin k % 
j=, i=~ 0o) X, o, 

x , + L + . . .  
hier hat man Xp§ = ).p+~ - -  . . .  --- ~,,, = o gesetzt. 

III. 

Algebraische Darstellung der Begrenzung yon K .  

z4. Es seien 
( I I )  a~ ,  a , a2~ aa ,  . . .  , an ,  a n 

die Koeffizienten eines beliebigen Punktes I) des 2 n-dimensionalen Raumes R2,. Wir 
verbinden diesen Punkt mit dem Anfangspunkt ~ der Koordinaten dutch eine Strecke, 
die wit eventuell bis zu ihrem Schnittpunkte q mit der Begrenzung von K2~ verl~ingern. 

Dieser Punkt q kann auf eine und nur eine Weise als Schwerpunkt von p Massen 
(p , ~  n) angesehen werden, die auf der Normkurve (8) liegen. Es kann daher • auf 
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eine und nur eine Weise durch die Formeln: 

%--- ~-),icoskOi, % - -  ~--),: sin kO; 
1"=I l'=t 

dargestellt werden, wo die 0i reell und die ),; reell und nicht negativ sind, im Allge- 
meinen abet eine yon Eins verschiedene Summe besitzen: die Gr/3sse 

y % = (i - %) > o 

stellt n~imlich das Verh~ilmis der Strecken p oo dar, und ist nut dann gleich Eins, wenn 
qo 

p sich auf der Begrenzung yon K2, befindet, d.h. wenn p und q zusammenfallen. 
Die Gr6sse ;to, die negativ ist wenn der Punkt p ausserhalb des K6rpers K liegt, 
kann als Masse angesehen werden, die im Anfangspunkte o der Koordinaten konzen- 
triert ist. Dann ist der Punkt Schwerpunkt der (p- I - I )  Massen )'o, )',, )',, . . . ,  )'.0" 

I 5. Um die Parameter ), und 0 zu bestimmen, wenn die Gr6ssen (1I) gegeben 
sind, ftihrt man zweckm/issig die Bezeichnung ein: 

. ~ ' .  I % ~  I --) ,o,  el~ cos 0: -[- i sin 0j J" 

Man erh~ilt dann das Gleichungssystem 

j~r  

�9 �9 , . . , . . , 

~- kjaj  "-'-" r 

0 3 )  J=' 
- ) , i  - -  0% ---  I - -  )'o 

j ~  

�9 �9 �9 ~ �9 . ~ . 

J J - .  
j = l  

yon (2n-{- 0 Gleichungen ffir die (2n-l- 0 Unbekannten )'o, )',, " " ,  )',,; %, %, . - ' ,  %- 
Dieses Gleichungssystem ist demjenigen ganz analog, das man bei der Kanonisierung 

bin~irer Formen ungerader Ordnung erh~ilt 9)und man kann es, mindestens formal 
aufl6sen mit Htilfe einer Methode, die S~LVESTER entwickelt hat '~ 

9) Vgl. FA.k Di BRUNO, IOC. cit. a), Kap. III, S. 94. 
,,~) j .  j .  SYLVESTER, On a remarkable Discovery in the Theory of Canonical Forms and of Hyper- 

determinants [Philosophical Magazine, Set. IV, Bd. II 0 8 5 0 ,  S. 39I-4zo]. 
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Wir werden ausserdem zeigen, indem wir unsere frtiheren Resultate benutzen; 
dass diese formale Aufl6sung des Gleichungssystems (13) immer zum gewtinschten 
Ziele ftihrt. 

Wir wissen n~imlich, dass dieses System eine L6sung besitzt, bei welcher die p 
ersten Xi von Null verschieden und positiv und mit den p ersten ,r i eindeutig bestimmt 
sind; die iibrigen ;~+,, ),p+2, . . . ,  ),,, sind dabei alle Null; die GrOssen ~ ,  %, . . . ,  ,p 
sind komplex haben den absoluten Betrag Eins und keine zwei dieser Gr6ssen sind 
einander gleich; die ganze Zahl p ist von Null verschieden und nicht gr6sser als n. 

Wit denken jetzt, dass die Werte %, %, . . . ,  ~r~ bestimmt sind, und ftihren 
weitere ( n -  p)komplexe Gr6ssen ,p+,, ,p+2, . . . ,  ~ yore absoluten Betrage Eins 
ein, derart, dass yon den n Zahlen %, %, . . . ,  % keine zwei einander gleich seien; 
dann wird die Determinante 

~(n ~) O.(n-  ~) ~ ( n - ~ )  
I 2 " " " t l  

( ~ ( [ n  2 ) ( ~ ; t - - 2 ) . . .  ( ~ ( ~ - - 2 )  

. # t  ~ �9 ~ �9 . ~ �9 ~ �9 . �9 �9 

6"t if2 " " " ~ n  

I I . . . I 

die wir, nach den Potenzen von ~ entwickelt, folgendermassen schreiben wollen 

( i 4 )  I = A ~ -31- A ~, -[- A2~ ~ + . . .  -}- A ~7-' , 

sowohl wie die Unterdeterminante Ao, von Null verschieden sein. 
Wenn wir jetzt in das Glei~ (I3) diese Werte von r eingesetzt denken, 

gibt es sicher ein System yon GrOssen ),j, welche diese s':imtlichen Gleichungen befrie- 
digen. Wir k6nnen zwischen den n ersten Gleichungen des Systems 0 3 ) d i e  GrOssen 
;~' ~3, " " '  ;% eliminieren und erhalten: 

~ , x , a = ~ o ~ , + . 4 , ~ +  . . .  + . 4  .... ~ ;  

l~isst man die erste Gleichung in (13) weg und eliminiert X2, . . . ,  ) .  zwischen den 
n ersten Gleichungen des so reduzierten Systems, so kommt: 

x , ~ = , L ~ o + - Z ~ , + . . .  + , 4  .... ~ .... ; 

indem man so fortflihrt, erh/ilt man ein System yon (n Jv 2) Gleichungen, n~imlich 
folgendes : 

0s) 

a, ; ~ , A = A o %  + A , %  

r ),, ~ - -  Ao~{_ , + A,% 

- F  . �9 �9 - t -  ~ 4 . _ , ~ .  

+ . . .  + A._,~ .... 

+ . . .  + ~ . _ , ~ . _ ~  
. . . . . .  , ~ ~ ~ ~ ~ * ~ ~ ~ * * , * * ~ * * * * * * 

Wir multiplizieren jetzt je zwei auf einander folgende Gleichungen dieses Systems resp. 
mit Eins und - -~ ,  und addierea sie zu einander; dann erhalten wi U wenn wir n0r 
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die Bezeichnungen einftihren, 

--%Ao---Bo, Ao--%A,---B,, A,--%A~--B, , . . . ,A ,--~,A ,=B,_~, A .... - -B 

o=Bo,o 
o =  Bo~%, + B,% -[- B~% + . . . + B,%_, 

0 6 )  
�9 �9 . �9 �9 , ~ �9 , �9 �9 �9 �9 . ~ �9 ~ �9 �9 �9 . o ~ . �9 �9 . . �9 

o - - B o : %  - l t -B,~l ._~)+ . . . . . . . .  - [ -B .%.  

Da in diesem Gleichungsysteme yon linearen Gleichungen ftir die Bj, die Gr6sse Bo, 
als Produkt von zwei nicht verschwindenden Gr6ssen, richer yon Null verschieden isb 
so muss die Determinante 

~o 0r Gr . . . $r 

~ " - - t  0r ~r " " " OCn-I 

(I7) Dn"- ~-~ ~-~ ~o"""  ~n-z 
�9 �9 . �9 , �9 �9 o o �9 . �9 o o �9 

g"--,~ ~--(n--x) " " " ~o 
verschwinden. 

Diese Determinante ist eine sogenannte rekurrente Determinante, d.h. die Elemente 
in jeder Parallele zur Hauptdiagonale find einander gleich; ausserdem sind zwei belie- 
bige Elemente, die zur Hauptdiagonale symmetrisch liegen, konjugiert komplex. Hieraus 
folgt, dass die Determinante ( i7)  bestimmt ist, wenn man die Elemente der ersten 
Zeile kennt. Wit wollen, im Folgenden, Determinanten, die dasselbe Bildungsgesetz 
wie (17) haben, dutch ihre erste Z~ile, also folgendermassen 

D ( % ,  % , . . . ,  ~ )  
bezeichnen. 

I6. Wir sind durch unsere Rechnung auf die Gleichung 

0 8 )  D,,(~o, ~ , . . . ,  ~ ) = o  

geftihrt worden, die, wenn wit ftir z ~ seinen Wert (r ~ Xo) einftihren, in eine Glei- 
chung (n-[ -  x) ~~ Grades fiir X ~ tibergeht. 

Diese Gleichung 
( r g )  D . [ O  - L ) ,  . . . ,  = o 

besitzt als charakteristische Gleichung einer HEr, MITE'schen Form lauter reelle Wurzeln; 
for uns kommt aber nut eine dieser Wurzeln in Betrach b da wir wissen, dass die 
L6sung yon ( i3)  , die wir suchen eindeutig bestimmt ist. 

Um diese spezielle WurzeI zu bestimmen~ mtissen wit auf die geometrische Bedeu- 
tung yon (19) n~iher eingehen. Der Punkt %, %, . . . ,  ~ des 2n-dimensionalen 
Raumes befindet sich niimlich nur dann auf der Begrenzung yon Ks,, wenn ~ o - - o  
ist. FOr jeden Punkt dieser Begrenzung muss also die Gleichung 

b2O) D ( I ,  ~ , ,  ~(21 " ' ' '  0 r  = O 
estehen. 

Die Begren~ung yon K:. bestebt aus einem Teile einer ein~igen algebraiscben FMcbe, 
deren Gleicbung dutch (2o) gegeben ist. 
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Dieses wichtige Resultat, das von TOEPLITZ gefunden worden ist, kann man 
dutch eine Eigenschaft von /(2, ' vervollstSndigen, die dieser Autor ebenfal!s bewiesen 
hat ").  Man kann n~tmlich zeigen, dass im Inneren des konvexen K6rpers K2,, die 
Determinante D. immer positiv und von Null verschieden ist. 

Es sei n~imlich 

Ct: a :, a t ~ a 2~ a 2~ . . . ) a n )  a n 

ein Punkt des Inneren yon K : .  Wir betrachten den Schnitt des konvexen K&pers 
K~. mit der 2-dimensionalen linearen Mannigfaltigkeit, die man erh~tlt, wenn man die 

Koordinaten 

( 2 I )  X l - - -  a 1~ X l = a ,  ~ . . .  ~ x , , _  1 " - -  a . _ t  ~ x , ~ _  t = a , t _ ,  

festh~ilt und x ,  x- frei variieren l~isst. 
Dieser Schnitt ist seiner Natur nach eine geschlossene konvexe Kurve, die den 

Punkt a in ihrem Inneren enth~ilt. Andererseits kann der Schnitt der 2-dimensionalen 
Ebene (2 0 mit der Fl~iche (20), die die ganze Begrenzung yon K~. enth~ilt, geschrie- 

ben werden 
, ~, . . .  ~.~_, (x , ,+ iL)  

D.( I ,  %, %, . . . ,  %_,, x + i x ) =  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

0~_(,,_~) 0r (n_,) . . . . . . . .  ~ 

(x  - - i ~ )  ~ (._, ,  . . . . . . . .  , 
oder wenn man entwickelt 

(22) (X~ + X~) L + x M + x M + N = o. 

Dieses ist die Gleichung eines Kreises, der folglich mit unserer konvexen Kurve 
zusammenfaUen muss. F~ir einen inneren Punkt dieses Kreises kann D unm6glich 
verschwinden, womit zugleich bewiesen ist, dass D ftir jeden Punkt des hmeren yon 
K von Null verschieden ist. Da andererseits 

D ( i ,  x , 0c , . . . ,  o ~ )  

eine stetige Funktion des Ortes ist, und ffir den Anfangspunkt t~ der Koordinaten den 
Wert 

D ( , ,  o, o, . . . ,  o ) ~ - ,  > o  

besitzt, ist unsere Behauptung, dass D ffir innere Punkte yon K~. positiv und yon 
Null verschieden ist, vollst~indig erbracht. 

Man bemerke, dass der konvexe K6rper K=t ffir p ~ n die Projektion yon K=. 
auf eine 2p-dimensionale Mannigfaltigkeit bedeutet und dass inhere Punkte yon K=,, 
sich immer auf innere Punkte yon K=t projizieren. Hieraus folgt, dass ffir innere Punkte 
yon K2. die n Bedingungen 

(~3) D~0, ~ , ,  ~ , ,  . . . ,  % )  > o (p= ~, . ,  . . . .  , , )  

~) 1. c. ~), a. 
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erffillt sein mflssen und ferner, dass ffir jeden Punkt yon K=. einschliesslich der Be- 
grenzung, die ja aus Grenzpunkten yon inneren Punkteu besteht, die Bedingungen 

D; ( I ,  %, %, . . . ,  ~ p ) ~ o  ( p = t ,  2 . . . .  , ,0  
gdten. 

Die Bedingungen (23) , die sich fflr die inneren Punkte yon K,~ als notwendig 
erwiesen haben, sind auch hinreichend: nehrnen wir n~trnlich an, die Behauptung sei 

ffir den (2n--2)-dirnensionalen Raum schon erbracht und a ,  a ,  a=, a-~, . . . ,  a ,  a,, 

sei ein Punkt f/.ir welchen die Ungleichheiten (23) bestehen. Dann ist a ,  a ,  . . . ,  a ,  

a .... ein Punkt des konvexen K6rpers K ..... , und es gibt mindestens einen Punkt von 

K , der sich in a ,  . . . ,  a .... projiziert. Setzen wit diese Werte in die Gleichung (22) 
ein, so werden s~hntliche Punkte des Inneren oder des Randes des durch diese Gleichung 
dargestellten Kreises Punkten des Inneren oder der Begrenzung yon K=,, entsprechen; 
da nun L - - - - D  ....  d o  ist, so fallen die Punkte, die nicht ausserhalb des Kreises (22) 
liegen, zusarnmen mit denen ffir welche D,, ~ o ist, womit unsere Behauptung, dass 

der von uns betrachtete Punkt a, ,  . . . ,  a zu dem K6rper K=. geh6rt bewiesen ist. 
Im obigen Beweise haben wir nur das Nichtverschwinden der Determinante D .... 

benutzt. Er zeigt also, dass die Bedingungen 

De(i, . . . ,  ) > o ( e = , ,  =, . . . ,  0 , -  

D , ( , ,  % , . . . ,  = .... )__~o 

D . 0 ,  %, . . . ,  % ) G  ~ 

hinreichen, damit der Punkt a , a ,  . . . ,  a ,  a .  irn Inneren oder auf der Begrenzung 
des K6rpers K~. liege. 

Verschwindet aber eine der fr~heren Deterrninanten, so kann man aus dern Nicht- 
negativsein der Dp far p--= i, 2, . . . ,  n keineswegs schliessen, dass der betreffende 
Punkt in K,,, liegt. Ffir n = 5 erh~tlt man z.B., wenn man ~i ~ I) ~2 ~ I~ ~-  ~ 2~ 
%---= 1, ~ = 5  macht D , = D , ~ - - - D  = o  und D - - D  s~--I .  Trotzdem liegt der 
betreffende Punkt ausserhalb des K6rpers K o , well der reelle Teil yon % und yon 
% die Zahl i fibersteigt. 

Urn eine Bedingung aufzustellen, die in jedem Falle hinreichend ist, bernerken 
wit, dass es genfigt zu zeigen, dass for jedes v ~ I der Punkt 

dl, a a n a n  

im Inneren yon K=. liege. Dazu genfigt seinerseits, wie im n~tchsten ~ ausffihrlicher 
gezeigt wird, dass die Gleichung in v 

. . . ,  = ) = o  

keine Wurzel besitze, die gr6sser als -qt-I ist. 

Ist fflr irgend einen Punkt yon K~,, die Determinante D e = o und p ~ n  so muss 
der Punkt 

a ~ El ~ a2~ a2~ . . .  ~ ap~ ap 

Rend. Girt, Matem. Palermo t, XXXII (u ~ sere. 19ix ). --Stampato il ~8 agosto igx,. 2 7 
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auf der Begrenzung von Kp liegen und kann nicht als Projektion cincs Punktes des 
Inneren von K~9 ( q / ~  p) angesehen werden. Aus der Tatsache, dass der betreffende 
Punkt auf K~,, liegt und aus D e - -  o folgen also die Gleichungen 

Dp+~- -o ,  D p §  . . . ,  D,,-----o 

I7. Jetzt k6nnen wir zu unserem ursprfinglichen Prob[eme zurtickkehren und zu- 
nachst den Wert des Parameters ;% bestirnmen, der der Gieichung (~9)gen~igen muss. 

Wit bemcrken dazu, dass nach den Ausftihrungen ,.tc:s 5 14 dcr Punkt mit den 

Koordinaten 

ak aa" (k = 1, 2 . . . . .  ~) 
(-'4) ~ ~-:~i '  ~ -~,o 
auf der Begrenzung yon K.,, liegen muss. Liisst man ),o yon - -oo bis --~ I wachsen, 
so beschreibt dieser Punkt einen Radiusvektor dessen erster Schnittpunkt mit der Flache 
D = o  auf der Begrenzung von K~,, liegcn muss. Wir mClsscn danach ftir Xo die alge- 
braisch kleinstc Wurzel der Gleichung 

D I, I - -  X o' I - - ) , '  ' " '  I - -  ;%1 
o 

oder was dasselbe ist, der Glcichung ( I9)  

09) D [(~ - Xo), , . ,  ~,:, . . . , ~ ' , , 1 -  o 
nehmen. 

Zugleich haben wir bewiesen, dass diese Gleichung, in allen Fallen eine Wurzel 
besitzt, die kleiner als -1-I ist. 

18. Nachdcm ~'o bestimlnt ist, k6nnen wir die Anzahl p der von Null verschie- 
denen ?'i in dcr Parameterdarstellung bestimmen. Wit betrachten dazu die Folge 

D k(%, %, %, . - . ,  %) (k = J, 2 . . . .  , '0, 

wo wit ftir % den soeben bestimmten Wert ( I - - ) . )  eingesetzt baben. Es sei Dp die 
erste verschwindende Zahl dieser Folge. Das bedeutet na.:h den Resultaten des ~ 16, 
dass der Punkt mit den Koordinaten (24) in das Innere des K6rpers K p_~ aber auf 
die Begrenzung von K~ f~illt. Nach unseren Ausftlhrungen des ~ i2 wird also dieser 
Punkt durch den Schwerpunkt von genau p von einander verschiedenen diskreten 
Massen, die auf der Normkurve (8) verteilt sind, dargestellt werden. 

Es werden mit anderen Worten nut noch 2p Gr6ssen ~., . . . ,  ~.p; r  . . . ,  ~p 
ftir die Aufl6sung des Gleichungsystems (~3) zu ermitteha sein. 

I9. Fahrt man in die (,z @ ~) crsten Gleichungen des Gleichungsystems (I5)  die 
Bezeichnung 

d,, ~--- - -  ,~, ...... ),, a 

ein, so nehmen sie die Form an: 

o = . 4 o ~ ,  + ~ 4 . , .  + . . . + A,, ~ + e t a ' ;  

o = , 4 o ~  o + . 4  ~ + . . . + , 4  .... ~ .... + A ~,'; ' 
�9 , �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 , �9 �9 , . . . .  , . . . . . . . .  , * �9 �9 �9 

o - - . 4 o ~ ,  . . . .  + . 4  ,. .~  + . . . .  + ~1,,_ ,.o + , 4 ,  
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woraus folgt, dass % der Gleichung 

G ~ O~ q. . . . ~ 

I 0 ~ _  ~ 

i 

I . . . . .  ~ " " ~ ~ ~ " ~ " ~ " 

6" ~ - - ( n - z )  ~ - ( n - - 3 )  " " " ~ 

I I g- - (n - -~)  g - ( n - - ~ )  " " " % 

gen[~gen muss. Man wc, rde 
dieselbe Bedingung befriedigen. 

Wit erhalten also ftir s~imtliche r 

z O  

genau auf dieselbe Weise einsehen, dass alle ~brigen ~'i 

eine einzige Gleichung 

( 2 5 )  - - ,  " " " ~ . . . .  : O .  
�9 �9 . �9 * . �9 �9 ~ �9 �9 , �9 ~ �9 �9 

I ~ ' - ( . - H  g - ( u - 2 )  " " ' g o  

Im allgemeinen Falte, wo D ..... (%~ %, . . ,  % ) >  o ist, ist in dieser Gleichung der 

KoefFizient yon ,~" yon Null verschicden; dann g[bt es h~chstens n yon einander ver- 

schiedene Zahlen die dieser Gleichung gentigen. Anderersdts wissen wir aus den Aus- 

ftihrungen des ~ I8, dass wirklich n yon einander verschiedene ~i existieren mi~ssen~ 

folglich hat die Gleichung (25) lauter einfaclse Wurzeln und wit k6nnen unsere samtli- 
chen -.. bestimmen. J 

Sind die ~i bestimm b so kann man die zugeh6rigen )'i din'oh Aufl6sung yon n 
beliebigen unter den linearen Gldchungen (13) erhalten, wie aus dem tZindeutigkeits- 
beweise ~ r2 d) folgt. 

Ist D .... ( % , . . . ,  % ) - ~  o so wird die Gleichung (-05) illusorisclo und es ver- 
schwinden ihre s':inltlichen Koeflqzienten identisch; in der Tat, sie mi~sste f~r beliebige 

Werte yon ,r fcu" welche 1,~[ -_-=_ I ist~ erfiillt sein. 
Es sei dann in der Folge 

D~(%, ~ ,  . . . ,  %) ( k = I , =  . . . . .  n) 

Dp der erste verschwindende Audruck; nach ~ I8 sind dann nut up Gr6ssen ;~i und 

~j zu bestimmen und wir k6nnen die Frage auf die frtihere zuri~ckftihren indem wit 

im Systeme 0 3 )  die ( n - - p )  ersten und die ( n -  p) letzten Gleichungen streichen 

und )'t+,' " " '  )',, yon vorn herein gleich Null setzen. 
uo. Die Fl~iche D,,(I, %~ %, . . . ~  % ) =  o, welche die Begrenzung yon K,,, 

enth~ilt besitzt die bemerkenswerte Eigenschaft, rational zu sein. Legt man namlich 

durch den Punkt mit den Koordinaten x k ~ I, x k ~ o eine Gerade deren Richtungs- 

koe~zienten mit c~, c~ bezeichnet sein m6gen und ftihrt die Bezeichnung ein %=ck-~-ic~. , 

"T-~ = c~,-  ic~, % = o, so werden die Schnittpunkte dieser Gerade mit tier Fl~tche 
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gegeben sein dutch die Gleichung 

I + , ( o  t I n t - y t  1 n t - T t  . . . I + ' l , t  
I , + y  t 1 + , g o t  i + , ; t  . .  ~+,~, t 

7 - ' -  O .  

i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ] 

] I'-}-T-,,t ' + T - (  .... )t . . . . . . . . .  I " + - ' ( o t  I 

Diese Gleichung liisst sich schreiben, wenn man yon der vorletzten Reihe aus beginnend 

jede Reihe von der folgenden abzieht: 

I + T o  t I + y t  . . . I + y , t  

t ~ 7 - ~ m u  "go--'f, - ' .  "( .... --T,,  = o  
�9 �9 �9 . . . �9 �9 . . . . . .  �9 . . . ~ . . �9 ~ . �9 ~ 

Y - , , - - ? - (  .... ~ Y - (  . . . . .  ~ - - 7 - i  .... ~ �9 �9 �9 Y o - - 7 ,  

sie besitzt ausser einer n-fachen Wurzel t - - :  o nut noch eine andere Wurzel, die sich 
rational in den gegebenen Richtungskoeffizienten ausdrticken l~isst. Der Weft dieser letzten 

Wurzel kann besonders elegant und kurz geschrieben werden, wenn man die folgende 

Bezeichnung einftihrt : 

,~ = 2 7k - -  7k+, - -  Y~-,, 

die sowohl ftir positive wie auch ftir negative k gelten soil. Man erMh n~imlich dann 

t = - - D  .... (8o, a , . . . ,  a .... ) :D, , (%, , ' , . . . ,  ~,), 

wie eine leichte Rechnung zeigt. 

Der Punkt a~. ~--- I, a k = o, der auf der Normkurve (8) liegt, ist demnach ein 

n-facher Punkt der Fl~iche D,- -"  o. Es ist zu vermuten, dass die ganze Normkurve 
eine n-fache Kurve dieser Fl~iche sein wird. Um dies zu beweisen, wollen wir zeigen, 
dass es eine einparametrige kominuierliche Gruppe von Drehungen im R=,, gibt, welche 
die Normkurve und den Ausdruck D ,  sowohl wie auch die Begrenzung yon K,,, in- 
variant lassen. 

Diese Drehungen sind durch die Formeln 

(26) x~ + ix- k ---- (x~ o r- i x ~ ) e  '~'~ ( k =  1 , 2  . . . . .  n) 

charakterisiert, wo "r den Parameter der Gruppe bedeutet. Man sieht leicht, dass bei 

diesen Transformationen die Entferlmngen erhalten bleiben, so dass man es wirklich 

mit Drehungen zu tun hat, deren einziger Fixpunkt der Anfangspunkt der Koordi- 

naten ist. 
Ubt man die Transformation (26) auf die % in D aus, so erh~ilt man: 

~ ' 2  n 

~ o  0 C  ~ 0 t  2 ,  . . . ~ . , ,  

�9 �9 �9 . �9 ~ . . �9 ~ . ~ . ~ . �9 . . . . . . . . 

- - * i  _ ~ - - # l + i  . ~ . ~ . . . 

wo wit ~ statt e ;* geschrieben haben. Dieser Ausdruck geht aber in D (%, %, %, ..., %) 
tiber, wenn man die k 'r Kolonne mit ~,,-k+, und die k '* Reihe mit ~--~-}-x multipliziert 

und diese Operation ftir k _7_-- I, 2, . . .  , n ausf/~hrt. 
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Bei allen diesen Drehungen bleibt also der Ausdruck D invariant und die Fl~iche 

D - -  o ebenfalls. 
2I.  In einer letzten Bemerkung, die nfitzlich sein kann, wollen wit die gr6sste 

und kleinste Entfernung des Anfangspunkts der Koordinaten yon der Begrenzung yon 
K2, , untersuchen. Das Maximum E der Enffernung muss mit der Entfernung der sph~i- 
rischen Normkurve vom Anfangspunkte der Koordinaten zusammenfallen; die Ober- 

fl~iche der Kugel mit dem Radius l /n enth~ilt die Normkurve und kann, als Begrenzung 
eines Konvexen K6rpers, keinen inneren Punkt yon K~. enthalten. Es ist also 

E = 

Das Minimum e zu berechnen ist ziemlich kompliziert, man kann aber leicht ftir 
diese Gr6sse eine obere Schranke finden. In der Tat schneidet die Gerade 

X k ~  I~ X~, " - -  0 

unseren konvexen K6rper in zwei Punkten die den Werten t==. I u n d  t - - _  I 
n 

des Parameters entsprechen; es ist also sicher 

I 

diese Zahl ist i.A. zu gross; schon far n == 2 finder man 

4 1 ~ '  
sie zeigt aber, dass w~ihrend 

lim E ~ oo 

isb 
lira e --~ o 
n=c~ 

sein wird. 

IV. 

Die pos i t iven  harmonischen  Funktionen.  

22. Es sei U(r,  0) eine harmonische Funktion yon zwei Ver~inderlichen, r und 0 
Polarkoordinaten in der Ebene dieser Vefiinderlichen. Wir setzen voraus, dass U(r ,  O) 

im Kreise r < I regul~ir positiv und im Anfangspunkte der Koordinaten gleich ! sei. 
2 

Dann gilt folgende Entwickelung 

(27) 
Qo 

I ~-r"(a o) : 7 +  os. o + si . % 

die far jedes r / p (wobei p eine beliebige feste positive Konstante bedeutet, ffir welche 
o ~ p <~ I ist) absolut und gleichm~issig konvergiert. 
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Daher geken ftir jedes r ~  i die Formdn: 

(28) Z u(~, o)do = ~, 

! ["~ U(r, 0) cos k 0 d 0 = a k r ~, 
7~ do  

(~9) 
I_  f2~U(r, O)sinkOdO__a~r~. 
~do 

Die linken Seiten den" 2n ersten unter den Gleichungen (29) k6nnen gedeutet 
werden [wenn man (28), sowie die Eigenschaft yon U(r, 0 ) ~  o zu scin beriick- 

sichtigt] als Schwerpunktskoordinaten einer Massenverteilung mit der Dichte ~_i U(r, 0) 
7r 

auf der sphiirischen Normkurve des R._,, 

cos k 0, sin k 0 

die wit in den fifiheren Paragraphen untersucht haben. 
Hieraus folgt, dass der Punkt mit den Koordinaten 

- -  k 

a krk~ a kr  ( k ~ -  i, 2, . . . ,  n) 

im Inneren des kleinsten konvexen K6rpers K~,, liegt, der diese Kurve enthalt; da nun 
diese Eigenschaft ftir jeden Wert yon r ~ I erhalten bleibt, so folgt, dass der Punkt 

mit den Koordinaten ak, ak, den wir den n '~'' geometrischen Representanten yon U 
nennen wollen, im Inneren oder auf der Begrenzun~ yon K~,, liegen nmss. 

Nach den Resultaten der frtiheren Paragraphen sehen wir jetzt, dass in Folge der 
Bedingungen 

(3o) A U : o ,  U(r, 0 ) ' ~ o  und regul'ar ffir r < I, U(o) : - '2  

eine Reihe yon Ungleichheiten ftir die Koeffizienten ak, a k notwendig erfflllt sein mtissen, 
n/imlich folgende : 

( 3 0  D~ 0 ,  ~, + i ~ ,  a + i ~ ,  ..., < , + i ~ ) ~ o  ( , ,=  ,, ~ . . . . .  ~ ~r.). 

a3. Wir wollen das soeben ausgesprochene Resultat auf zweifache Weise umkehren 
und zeigen, dass: 

i ~ Wenn die 2** ersten Koeffizienten 

- - a .  

a,,  a ~ a_, ~ a 2 ~ . . . ~ a 

gegeben sind und der entsprechende geometrische Representant inn Inneren oder auf 
der Begrenzung yon K~,~ liegt, immer eine Funktion U(r, 0) gefunden werden kann, 
die den Bedingungen (30) gentigt und deren Entwickelung (27) mit den gegebenen 
Koeffizienten beginnt. 

2") Wenn unendlich vide Zahlen 

a ,  a ,  a ,  a=, . . . ,  a ,  a ,  . . .  in inf. 

willktirlich gegeben sind, und wenn ftir jedes n der entsprechende geometrische Re- 

( k ~  I ,  2 ,  . . . ,  n ) ,  
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presentant im Inneren oder auf der Begrenzung von K~. liegt, so stellt die formal 
hingeschriebene Entwickelung (27) eine Funktion dar, die s~tmtlichen Bedingungen 
(30) genfigt; sie ist harmonisch, regular und positiv far r ~ i. 

Um den ersten Teil dieses Satzes zu beweisen, bemerken wir zun~tchst, dass es 
Funktionen gibt, deren geometrische Representanten for jedes n auf der Normkurve 
liegen und ausserdem die Bedingungen (3o) s~tmtlich erf~llen. Betrachten wir in der 
Tat die Entwickelung 

(? ,  r, O) I ~- �9 ~ - 7  + r" (cos n ? cos n 0 -t- sin n ? sin n 0), 

deren geometrische Representanten ffir jedes n auf der Normkurve liegen und die 
~tir r ~ x absolut konvergiert. Man kann schreiben: 

r, 0 ) -  ' : 5 -  + - r" c o s .  - -  0) 
I oc n 

I ~ r e  "*-~  r e  - " ~ - ~  ) - -  + 

2 i - -  r e  ~ - ~  [ - -  r e - " ~ - ~  

I I ~ r 2 

2 i - -  2 r c o s ( ? - -  0)-~- r ~ 

woraus folgt, dass ~(?; r, O) eine positive harmonische Funktion ist. 
Ferner folgt aus dem soeben gewonnenen Resultat, dass ffir nicht negative ?, ,  

) , ,  . . .  , ?, ,  die der Bedingung ~-Xi = I gen/igen, die Funktion 
j =o  

2 o :="7 

slimtliche Bedingungen ( ~ )  erffillt. Ihr E ~' -o geometrischer Representant besitzt die Koor- 
dinaten 

a~= 2 ),jcoskz,, a2 = 2) , j s ink~/  

und, wie wit wissen, k6nnen bei geeigneter Wahl der (2n + I )  Gr6ssen 

~o~O, ~ ~ o ,  ; ~ o , . . . , ; L ~ o  , o, % , . . . , 0  

mit der Nebenbedingung 

die Koordinaten eines jeden Punktes des Inneren oder der Begrenzung yon K~,, durch 
diese Formeln dargestellt werden. 

ICir haben mit anderen IVorten jedem Pmlkte unseres konvexen KOrpers K eine 
Funktion zugeordnet, die diesen Punkt Zttm n"" geometrischen Representanten besit~t und 
die Bedingungen (3o) erfiillt. 

Um nun den zweiten Tei[ unseres Satzes zu beweisen bemerken wir, class, bei 
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gegebenen unendlich vielen Zahlen 

a ,  G,  G,  G ,  "-- in inf., 

nut dann for jedes n der Punkt a,  a - , . . . ,  a ,  ~ in K~. liegt, wenn for jedes k 

ra~t ~ ~, I~1 ~ i  (~ = ~, 2 . . . .  in inf.) 

sin& In der Tat ist der Wiirfel 

ix, I - - x ,  0 x , [ = x , . . . , [ G ] - - x ,  I G [ ' - - I  

der Normkurve (8) umschrieben und enth~ilt daher den konvexen K6rper K.,,. 
Die Reihe 

(32) + + _.y r"(,, ~os ,,0 + c sin ,0) 

ist also for alle r ~ x absolut konvergent und stelk eine harmonische Funktion U(r, O) 
dar. Wir bilden jetzt der Reihe nacb Funktionen 

(33) U,(r, 0), U~(r, 0), . . . ,  U ( r ,  0), . . .  ad inf. 

so dass die n ersten Koeffizienten yon U,,(r, 0) mit a,, a , ,  . . . ,  a,,, a,, zusammen- 
fallen und dass U ( r ,  0) den Bedingungen (30) genfige d.h. for r ,~ I harmonisch 
und positiv sei. Wit k6nnen z.B. zu diesem Zwecke die soeben benutzte Konstruktion 
mit Hiilfe der , ( ? ;  r, O) widerholen. Wir bemerken, dass s~mtliche Koeffizienten der 
Funktionen der Folge (33) dem absoluten Betrage nach ebenfalls kleiner als Eins sind. 

Hieraus folgt, dass der Rest R~ "1 der Entwickelung von U ffir jeden Punkt des 
Inneren des Kreises r _~ p < I dem absoluten Betrage nach kleiner sein wird als 

2t~ P 

und dass folglich for n ~ p for jeden Punkt des Kreises r (  ? 

[ v (r, 0) - v(r ,  0) 1 < 4 P ~  

sein  m u s s .  

Mit anderen Worten ist (da man ? beliebig nahe an Eins wtthlen kann) ft~r jeden 

Wert yon r ~ I 
U(r, 0) - - l i ra  U ( r ,  0) _~ o. 

n = o o  

U(r, 0) gentigt also, wie wir behaupteten, s~imtlichen Bedin- Unsere Funktion 

gungen (3o). 
2 4. Wir wollen endlich jetzt noch beweisen, dass wenn der n ~ geometrische 

Representant einer for r ~ I positiven, harmonischen, mit dem konstanten Gliede 

beginnenden Funktion auf die Begren~ung yon K~,, zu liegen kommt, diese Funktion 
durch ihre ( 2 n - l - s )  ersten Koeflizienten eiMeutig bestimmt ist und yon der Form 

Es sei n~imlich U(r, O) eine beliebige Funktion, welche die besagten Eigenschaften 
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besitzt; ihr ( n + p )  tc~ geometrischer Representant wird auf der Begrenzung yon K~i,,+e ) 

liegen und als Schwerpunkt yon ~a diskreten Massen auf der Normkurve dargestellt 

sein. Es sind also die Koefl:izienten a p, a . p  dutch die a ~  a ,  . . . ,  a,,, a,, eindelttig 

bestimmt. Es gibt daher nur eine Funktion, die unseren Bedingungen gent~gt und sie 

muss mit dcr von uns aufgestellten zusammenfallen. 

Breslau, M~rz 191I. 
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