D PROBLEMES MATHEMATIOUES

Alain Connes

Une réalité
mathématique
archaique
précede

es concepts

«La plupart des énoncés vrais sont non démontrables »

Bien que ématiciens
pas, il existe une « réalité mathématique archaique ».

LA RECHERCHE. Danis votre livre Triangfe de pen-
‘séas, André Lichonrowicz dit : « Les mathémat:
ont appris que I'étre des cho:

< sur lesquelles Ils |
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: - 3% } Insutgez contre ce point g rausi?
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théoreme de Godel*. Pour eux, ce théoreme dit sim-
plement que dans un systeme donné il y aura toujours
une proposition indécidable, dont on ne peut pas savoir
si elle et vraie ou fausse. Or le théoreme de Godel est
ien plus méchant que cela. 1] dit quily a aura toujours
une proposition viaie qui ne sera pas démontrable dans
icoup plus dérangeant.

le systeme. Ce qui est be

Lichnerowicz dit : « Je ne sais pas ce qu'est une pro-
position vraie non démontrable. » Apparemment, vous
'étes pas de cetavis 2
A.C.Clestun point relativement délicat. On n'a aucune
chance de comprendre le sens de cette assertion tant
qu'on ne fait pas certaines distinctions de nature quali-
tative entreles propositions mathématiques. 1 fautainsi
distinguer entre une proposition de nature universelle et
une proposition de nature existeniell, Terions nous en &
Parithmétique. oici un exemple de proposition univer-
selle : tout nombre entier n pair plus grand que 6 s'rit
premiers. Pourquoi
e Parce que je
dis « quel que it n », aprés quoi je donne un énoncé qui
st décidable i je prends le nombre 100, on va pouvoir
décider si oui ou non il est la somme de deux nombres
ique est
que, i une proposition universelle est démontrable,clle
estvraie. Maisla réciprogue est fausse. 1] cxiste des pro-
positions universelles qui sont vraics mais qui ne sont pas
démontrables. Pour le comprendre, faisons une analogic
avec la réalité d'un tribunal.
quand on fait des raisonnements logiques a I
d'un systéme d'axiomes, 'est comme si Ton éait au ri-
bunal. Iy des piéces 3 conviction : ce sont les axiomes
La déduction logique s'opére 3 partr de ccs axiomes, Si
certains aits sont démontrables  lintéricur du tribunal,
ils sont automatiquement vrais, Mais Finverse n'est pas
viai. Il se peut qu'un fait soit vra sans étre démontrable
aTintérieur du tribunal

Donnez un exemple de proposition mathématique
existentielle.

A1l existe un entier n qui est pair et 't pas asomme
de deux nombres premiers. C'estinverse d'une propo-
sition universelle. Or un théoréme dit:5i une proposi-
tion existentiell est vaie, el est démontrable. Mais la

Les énoncés qui sont démontrables
dans un systéme formel sont comme |
les suites dont la complexité est réduite.

On prend un nomb

Tarithmétique la plus simple.
s cestadite

hasard, par exemple 9, et on Iéerit en ba
en 'utilisant que des puissances de 2. Ainsi, 9 Cest§ +
1,018, c'est 2, donc 9 = 2+ 1. O iles 3 en
base 2 soit2+ 1. Done 2+ 1 séerit 2 Le lievre
arive, et remplace tous les 2 par des 3. 2047 + 1 devient
30141, 50it 81 + 1. Le nombre obtenu est beaucoup
plus grand, on a limpression que le liévre fat des bonds
immenses. Puisa tortue arrive, et soustait 1. Cela donne:
81. Lelitvie revient,rééerit le nombre obtenu en base 3,
done 3611, etremplace tous les 3 par des 4. Cela donne
4440, Latortue arrive, elle soustait . Le lievre revient,
réécrit le résultat en base 4, et remplace tous les 4 par

5 at, viaiment étonnant, est que, quel que
soit le nombre n, cest Ia ortue qui gagne : bien qu'elle
ne fasse que soustraire | chaque fois, au bout d'un nom-
bre fin détapes on obtient zéro. Or cet énonceé est vrai,
mais'est pas démontrable dans Faxiomatique de Peano,

P
Peanos sortir e lenceinte du fribunal. Ce qu'il faut bien
comprendre, Cest qu'un tel énoncé n'a rien d'exception-
nel. Au contraire, on sait maintenant que |a plupast des
énoncés viaissont non démontrables.

Voila une forte assertion!
Cavancer

- C.On peut Iexpliquer par une analogie avec la notion
de complexité d'un systéme. Voici un exemple permettant
de saisr ce que signifie la complexité d'un systeme.
Je veux transmettre en Australie deu types de rensei-
gnement : 1) les heures de lever et de coucher du solil
 Paris depuis dix ans; 2) les résultats du Loto a Paris
tous ls jours depuis dix ans. Pour
tésultat, il me sufft d

u'est-ce qui permet de.

pour simplifir a tiche. La complexité d'une informa.

skeiprogue et fause, Clest I premidre chose que nous w1 tion, cest I longueur en bits du plus peit programme
i faut disi f qui la géndre, U

i st démontabl a ribunal, dans eyt dedcti grec antos, heures de lever et de concher du soleilest plus simplel

dans lequel on travaill, et Ia éalité, Juiconcerne (d1re  qu'une suite comme celle des résultats du Loto, O 5]

Pouvez-vous donner un exemple parlant de propos
tion vraie non démontrable 7

A.C. La fable du livre et de I totuc. Nous nous pla-
ons & Vintérieur d'un certain systeme d'axiomes, cn
Toccurrence les axiomes de Peano, ceux qui gouvernent

sechence ¢ 20 o 2005

* Le logicien
luvk’ﬁ“ n Kurt
Gddel a démontré
son célébre
théoréme en 1931,
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regroupés par classes. On le voit dans e langage courant.
Lc mot chaise désigne une classe, c'est un mot projectif
Avignon désigne un lieu, c'est un mot inductif. Mais
comme une notion mathématique, un mot n'estjamais
entiérement inductif ou entiérement projecti, il est un
peu Iun et un peu autre, De ce point de vue, la réalit
thématique archaique apparait de manire inductive

s que les concepts, eus, découpent des classes. Lidéal

se produit lorsqu’on a tellement bien décou asses

quon se trouve devant un objet unique.... que 'on con

maniére 3 la fois inductive et projective

projective
a position vraie non  ALAIN CONNES lors  A. C. Les ultafiltres™®, par exemple. Jamais personne ne

de La remise de (a  scra capable disoler un ultrafilre. On sat qu'on ne peut
A. C.On s'apergoit que les énoncés qui sont démontrables g‘:;;‘e":vzn::f 94U pommer que des classes d'ultrafiltres. Lebesgue, qui a éla-

rel sont comme les suites dont I boré la théorie des fonctions mesurables, savit bien quron
une fonction non mesurable

Cest un obiet chimérique, comme les ultrailtres.

tivement courte du systeme d'axiomes que

aique se distin

lité mathématique at

quence ¢
Von aau départ

gue-t-elle d n
A. €. Quoique non Tondeée principalement sur les cinq
sens, a perception que nous avons de la réalité mathé-
matique fit que celle-ci manifeste

les de la réalité extérieure

té mathématique archaique:
e résistance et une

cohérence comparables 3
La difference essentielle, fondamentale, eest qu'ele

A. €. Oui, on pourrait par exemple parler de réalité

mathématique primitive. Liessentiel est de comprendre

qu'lle précéde lexploration qu'on va en fare — un peu échappe 3 toute forme de localisation dans Tespace o
Comme la réalité extérieure. C'estla position platoni dans e temps. Si bien que lorsqu'on en dévoile ne serait
cienne, renouvelée par le théoreme de Gode “ﬂ”v‘“m’w“:““”“’ ce qu'une infime partie, on éprouve un sentiment d'ée
Bl A partir du moment oi 'on comprend que la position it nité, Tous les mathématiciens le savent.
B structuraliste, formaliste, n'est pas tenable, il faut bien wmmrh»n nmn
Teet aéfini comme  Qu'y a-t-il de moins objectif qu'un sentiment éter

quon se rattache  une certaine réalité, La meilleure
e réalité, c'est Varithmétique. Or un wwwh Dds | pitg
A C. 11 y a la pourtant quelque chose d'obicctif : une

point saillan de la démonsration de Codel estla possi-  Go1 000G
Dilite de projeter tout raisonnement sur Varthmétique. 1) ensemble vide  téalit wmmn Une réalité dotée dun aussi grand
3 e e pouroir de ésistance que la ralié extéricure. Laquelle
B (.t dentiier s bjots qul appartemnentata 30 Tt aussbin g mur. Alorscomment pergoiton
21518 sont e celte réalité? Sans doute avee un sens distnct des.

. €. Chaque 'mw‘uru' t devant une notion mathémati- P, “‘ “\“mhuulw sommes en présence e
erla portion qui falt réérence 5} 5t A o
ansembi do B st
A ast n D, siors
i on D

lus élaboré. N

sens, et p
Téalité et nous disposons d'un mode

B il faut essay
B calité mathématique archalque et |a portion qui est
elle. A ce sujet, il importe de saisir une autre

fais qu'évo-

cette éalité

S onceptu
est-elle pas plutdt de lordre
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ductive laisse 3 son carac
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Je suis prét 3 parier qu.nn s'apercevra un A. C. Absolument. Cest une position extréme.
jour que la réalité matérielle se situe en fait avestce qui vous fait penser que cette idée va faire

a lintérieur de la réalité mathématique. T chemg

D> de cette perception, c'est quily a des mathématiciens
qui,sans avoir regu une éducation sophistiquéc, ont une
perception extraordinairement aigué de ccte réalit.
Lichnerowicz lui-méme fait observer que le mathéma.

ticien en action exerce un tel sens

1 concde : « Si un mathématicien travaille, il efléchit

un certain champ o, a, il y a des tres mathématigues

il finit par ouer ave eus, suffisamment pour les rendre

familiers » Tous les mathématiciens sont d'accord I3-

dessus. Clestlorsqu'on leur demande de réfléchir i ce
quils font viaiment que les uns sc.disent formalistes,
dautres platoniciens

Enquoiles mathématiques ne sont-elles pas une dis-
cipline scientifique comme les autres ?
A.C. Les autres sciences sintéressent a lorganisation de
lamatier a diverses échelles. Comme ls ares sciences,
les mathématiques s'intéressent a 'organisation d'une
réalité, sauf que celle-ci n'est pas matericlle.

Ce n'est pas une réalité matérielle, mais elle résiste
comme (a réalité extérieure, Ly a ce mur auguel vous
Vous heurtez..

A.C. Oui, bien str. De plus,cette réalié est une source
inépuisable d'informatior
réme de Godel. De ce point de vue, e crois que l réalite
mathématique nous réserve encore de grandes surpriscs.
Je suis préta parier qu'on s'aperceva un jour que la
séalité matérielle e situe en faita Vintérieur de la réalite
mathématique.

Voila une proposition ambitieuse !
A.C. Oui. Je Iai déja plus ou moins évoquée i Ia fin de
mon lvre avee Changeux(1.Je crois qu'un des criferes
dune viaic compréhension du monde physique exté

st notre capacité de comprendre sa position a lint
sieur du monde mathématique. On en est loin encore.
Mais les indices abondent. Ainsi le tableau périodique
des éléments. Il t€ déduit par Mendelcic a partr des
sésultats expérimentau de la chimic, mais quand on
comprend qu'il résulte en fait de mathématiques extré-
mement simples, cest impressionnant....

in?
A.C. On ne cesse de progesser vers une simplification
dela compréhension d
1a physique. J sais bien qu'l ne faut pas non plus étre
trop simplificatcur, que des lois tres simples comme les
équations qui gouvernent le modele standard du monde
Physique peuvent avoir des conséquences extrémement
diffciles 3 appréhender. Et que I'on ne peut rendre
compte de la complexité des phénomenes observables
quau prix de calculs pratiquement infaisables, Mais
fondamentalement je pense qu'on ne peut pas du tout
exclure la possibilité qu'en fin de compte les lois fon-
damentales soient incroyablement simples, bien plus
simples que tout ce quon peut imaginer aujourd hui.

Des loistrés simples..., ce qui n'est pas incompatibe
avec lidée du caractére inépuisable des deux types
deréalité, physique et mathématique 2

A. C. Le fit que tout repose en fin de compte sur une.
stiucture frés imple n'est pas incompatible avee e carsc-
e inépuisable de l'information contenue tant dans la
Physique que dans les mathématiques

Une structure trés simple, de nature mathématique 2
A. €. Oui. Les grandes découertes de la physique en
oignent. Les lois de Newton, la relativté expliquent
des phénomenes extrémement complexes avee des lois
dune simplicité désarmante. Des lois de nature mathé.
matique, qui exploitent des outis trouvés par les mathé.
maticiens.

Dans votre livre Triangle de pensées, Schitzenber-
ger dit que pour lui, le probléme de lefficacité des |
mathématiques est un probléme non résolu. Etes-
Vous moins de cet avis 2

A-C.Ce qui est vraiment surprenant c'est que on arivea
comprendre des pans

auxmathémat

u platonisme le plus
profond! penstss, Ol ot
A.C. Touta ait B )

Voulez-vous dire que le monde des idéaux mathéma-
tiques précéde la réalité physique ?

i T ———

Propos recueilis par Olivier Postel-Vi




