
Un Invariant Révolutionnaire : La 
Classification par Alain Connes des 
Facteurs de von Neumann de Type III et 
son Héritage
1. Introduction : La Quête d'une Structure Cachée

1.1. Le Grand Défi de la Classification

Le domaine des algèbres de von Neumann est un pilier de l'analyse fonctionnelle 
moderne et de la physique mathématique, cherchant à généraliser la notion d'observables 
en mécanique quantique. Au cœur de cette théorie se trouve le problème fondamental de 
la classification de ces algèbres, et en particulier de leurs briques élémentaires appelées 
"facteurs", à isomorphisme près.1 Une algèbre de von Neumann est une 

∗-algèbre d'opérateurs bornés sur un espace de Hilbert, distinguée par sa fermeture dans 
la topologie d'opérateur faible et par la présence de l'opérateur identité.3

La première classification majeure, œuvre de John von Neumann et F.J. Murray dans les 
années 1930, a réussi à organiser ces facteurs en trois grandes familles : les types I, II et 
III.2 Les facteurs de 

type I sont les plus simples et les mieux compris, car ils sont isomorphes à l'algèbre de 
tous les opérateurs bornés sur un espace de Hilbert. Leur dimension est, par nature, 
discrète (finie ou infinie).3 Les facteurs de 

type II sont une découverte plus subtile ; ils admettent une "trace" canonique, une sorte 
de mesure qui permet d'attribuer une dimension continue aux projections, mais ils n'ont 
pas de projections minimales.4 Enfin, les facteurs de 

type III constituent la classe la plus énigmatique. Ils sont définis par l'absence d'une trace 
non triviale et semi-finie, une caractéristique qui les rendaient particulièrement difficiles à 
analyser.

1.2. L'Énigme des Facteurs de Type III

Pendant des décennies, l'absence d'une trace, qui est un outil essentiel pour "mesurer" les 
opérateurs au sein de l'algèbre, a rendu les facteurs de type III quasiment impénétrables. 
Ils étaient largement considérés comme des "objets pathologiques" 4 et semblaient 
dépourvus de la structure fine nécessaire à une classification robuste. Ce problème a 
posé un défi majeur : trouver un nouvel invariant, indépendant de la notion de trace, qui 
pourrait révéler une structure cachée et permettre de distinguer ces facteurs les uns des 
autres. C'est dans ce contexte que la contribution d'Alain Connes a été révolutionnaire.



2. Le Fondement Mathématique : La Théorie de Tomita–
Takesaki

2.1. L'Avancée Venue d'un Autre Domaine

La solution au problème des facteurs de type III n'est pas venue d'une approche directe, 
mais d'une théorie développée indépendamment par Minoru Tomita et Masamichi 
Takesaki à la fin des années 1960 et au début des années 1970.5 Leur travail, connu sous 
le nom de théorie de Tomita–Takesaki, a établi un lien fondamental entre les propriétés 
algébriques d'une algèbre de von Neumann et une "évolution temporelle" canonique. La 
théorie est considérée comme essentielle pour la compréhension des facteurs de type III 
et a fourni le cadre nécessaire à leur étude.5

Pour toute algèbre de von Neumann M agissant sur un espace de Hilbert et pour tout état 
normal fidèle φ sur M, la théorie de Tomita–Takesaki construit un opérateur positif et auto-
adjoint appelé l'opérateur modulaire, noté Δφ.5 Cet opérateur, via sa décomposition 
polaire, donne naissance à un groupe à un paramètre d'automorphismes modulaires, 

σtφ(x)=ΔφitxΔφ−it pour x M et t R.∈ ∈ 5 Ce groupe décrit une "évolution temporelle" 
intrinsèque à l'algèbre, relative à l'état choisi.

2.2. L'Idée Fondamentale : Le Flux Modulaire Invariant

À première vue, le groupe d'automorphismes modulaires σtφ semble dépendre de 
manière cruciale du choix de l'état φ. Si tel était le cas, il serait un outil inadéquat pour 
définir un invariant universel de l'algèbre elle-même. C'est à ce stade qu'Alain Connes a 
réalisé l'étape décisive. Il a démontré que, bien que les groupes σtφ et σtψ associés à 
deux états fidèles différents φ et ψ ne soient pas identiques, leurs images dans le groupe 
des automorphismes extérieurs de M sont les mêmes.5 En d'autres termes, les deux 
groupes d'automorphismes ne diffèrent que par un automorphisme intérieur, c'est-à-dire 
une conjugaison par un opérateur unitaire de l'algèbre.5

Cette découverte est d'une importance capitale. Elle a démontré que le "flux" modulaire 
est une propriété intrinsèque et canonique de l'algèbre, indépendante de l'état choisi. 
Cette percée conceptuelle a permis de passer d'un problème de mesure statique à un 
problème de classification dynamique. Il ne s'agissait plus de trouver une trace qui n'existe 
pas, mais d'étudier la structure dynamique inhérente à l'algèbre pour révéler ses 
propriétés fondamentales.

3. L'Invariant Révolutionnaire : L'Invariant S(M)

3.1. Définition et Rôle de l'Invariant S(M)

S'appuyant sur cette nouvelle compréhension du flux modulaire, Alain Connes a défini un 
invariant qui a permis de résoudre le problème de classification. Cet invariant, noté S(M), 
est l'intersection des spectres des opérateurs modulaires Δφ pour tous les états normaux 
fidèles φ sur un facteur M.1 L'invariant 

S(M) se concentre sur les valeurs propres de ces opérateurs, qui capturent l'essence du 
flux.



En parallèle, Connes a également défini un invariant connexe, T(M), qui est l'ensemble 
des périodes possibles des groupes d'automorphismes modulaires.1 Bien que les deux 
invariants soient cruciaux pour la théorie, la structure élégante de 

S(M) a fourni la classification définitive des facteurs de type III.

3.2. La Propriété de Groupe et la Subdivision des Facteurs de Type III

Le résultat le plus profond n'était pas seulement l'existence de S(M), mais la 
démonstration de sa structure hautement restrictive et élégante : S(M) est un sous-groupe 
fermé du groupe multiplicatif des nombres réels positifs, R +∗ .1 Cette propriété structurelle 
est d'une puissance surprenante, car les sous-groupes fermés de 

R +∗  sont de trois types seulement :

1. Le groupe trivial {1}.

2. Un groupe cyclique discret généré par un élément λ avec 0<λ<1, c'est-à-dire de la 
forme {λn n Z}.∣ ∈

3. Le groupe entier R +∗ .

Cette découverte a transformé la théorie des facteurs de type III, qui semblait chaotique, 
en un schéma de classification propre, complet et élégant.1 La nature même de l'invariant 
a permis de subdiviser les facteurs de type III en trois sous-classes, comme le montre le 
tableau ci-dessous :

Type de Facteur
Propriété 
de S(M)

Caractéristiques

Type III₀ S(M)={1}
Ce type correspond à une structure particulièrement 
"sauvage", où la synthèse du facteur par un produit croisé 
est impossible.1

Type 
III$_{\lambda}$, 
λ (0,1)∈

$S(M) = 
{\lambda^n

n \in \mathbb{Z}}$

Type III₁ S(M)=R +∗

C'est le cas "générique" 5, où le spectre de l'opérateur 
modulaire est un sous-ensemble dense des nombres réels 
positifs. Ce type possède des propriétés uniques qui le 
distinguent des autres.1

4. L'Impact Plus Large : De l'Algèbre à la Géométrie et 
au-delà

4.1. La Naissance de la Géométrie Non Commutative (GNC)

La classification des facteurs de type III par l'invariant S(M) n'était pas une simple 
résolution de problème ; elle fut un pilier et une motivation principale pour le 
développement par Connes de la Géométrie Non Commutative (GNC).8 La GNC fournit 
un cadre pour étudier des "espaces" dont les algèbres de coordonnées sont non 



commutatives.10 Cette transition de la géométrie classique à la géométrie non 
commutative est analogue au passage historique de la mécanique classique à la 
mécanique quantique, où les observables classiques, qui formaient une algèbre 
commutative de fonctions, ont été remplacées par des opérateurs non commutatifs sur un 
espace de Hilbert.10

Le flux modulaire, qui est au cœur de l'invariant S(M), est devenu un concept fondamental 
de la GNC.11 Il fournit un "calcul différentiel" ou une "évolution temporelle" canonique 
dans ce nouveau cadre géométrique. C'est ce lien entre la structure algébrique d'un 
espace non commutatif et une dynamique intrinsèque qui a permis à Connes de construire 
une théorie unifiée.

4.2. Une Analogie Profonde : Le Flux Modulaire et l'Endomorphisme de 
Frobenius

Connes a établi une connexion particulièrement profonde et inattendue en suggérant que 
le flux modulaire de la théorie de Tomita–Takesaki peut être vu comme une "analogie de 
l'endomorphisme de Frobenius en caractéristique zéro".13 Le morphisme de Frobenius 
est une application canonique essentielle en théorie des nombres pour les anneaux de 
caractéristique 

p. Le flux modulaire est, quant à lui, un groupe d'automorphismes canonique en analyse 
fonctionnelle. En rapprochant ces deux concepts, qui semblent appartenir à des mondes 
mathématiques totalement différents, Connes suggère un parallélisme profond et sous-
jacent entre les structures des algèbres non commutatives et celles des objets 
arithmétiques.13 Cette vision est un moteur majeur dans son application de la GNC à 
l'hypothèse de Riemann et à d'autres problèmes de la théorie des nombres.9

4.3. Le Problème d'Encastrement de Connes

Il est crucial de distinguer l'invariant S(M) (un outil de classification prouvé) du problème 
d'encastrement de Connes (une conjecture majeure).15 Formulé également dans les 
années 1970, le problème d'encastrement se demande si chaque facteur de type II₁ sur un 
espace de Hilbert séparable peut être "encastré" (embarqué) dans une ultrapuissance 

Rω du facteur de type II₁ hyperfini.15 Ce problème illustre la vaste portée des travaux de 
Connes, car il établit des liens entre les algèbres de von Neumann et d'autres domaines 
comme la théorie de l'information quantique, où sa résolution (qui serait négative) aurait 
des implications fondamentales pour la complexité quantique.15

5. Conclusion : Un Héritage de Révolution 
Mathématique
La découverte par Alain Connes de l'invariant S(M) a résolu un problème majeur en 
théorie des algèbres de von Neumann en offrant une classification complète et élégante 
des facteurs de type III. En tirant parti de la théorie de Tomita–Takesaki, il a révélé que ces 
facteurs, malgré l'absence d'une trace, possédaient une structure canonique dictée par la 
propriété de groupe de S(M).



Son travail a initié un changement de paradigme profond, déplaçant l'attention de la 
théorie des algèbres d'opérateurs des propriétés statiques des algèbres vers leur structure 
dynamique et évoluant dans le temps. Cette nouvelle perspective a jeté les bases de la 
Géométrie Non Commutative, un domaine qui a étendu les outils de la géométrie au-delà 
des espaces traditionnels. Le flux modulaire, qui sous-tend l'invariant S(M), est devenu un 
concept fondamental dans les mathématiques modernes. La contribution de Connes, qui 
lui a valu la médaille Fields, témoigne de la puissance de la recherche du bon invariant 
pour révéler un univers mathématique caché.8
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