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relecture critique de l’échange avec gemini, Denise Vella-Chemla pilotant claude, juin
2026.

Avant-propos
Ce document reprend, en les précisant et en les corrigeant par endroits, les trois volets de votre
échange avec gemini :

(1) le décompte des points fixes modulo une primorielle,
(2) la dualité annoncée avec les nombres premiers jumeaux,
(3) votre tentative de preuve “à la Cantor” de l’infinité des jumeaux via le système de restes.

Sur chaque point, j’ai vérifié les affirmations par calcul direct plutôt que de les accepter sur parole.

1. Les points fixes : une lecture précise

1.1. Ce que sont réellement vos points fixes
L’équation que vous testez numériquement est

x2 ≡ x (mod n),

c’est-à-dire x(x− 1) ≡ 0 (mod n). Les solutions e de cette équation sont appelées idempotents de
l’anneau Z/nZ.

Lemme 1. Si n = p1p2 · · · pk est un produit de k nombres premiers impairs distincts (une primo-
rielle, à un facteur 2 près), alors Z/nZ possède exactement 2k idempotents.

Démonstration. Par le théorème des restes chinois, Z/nZ ∼=
∏k

i=1 Z/piZ. Dans le corps Z/piZ,
l’équation x2 ≡ x n’a que deux solutions, 0 et 1 (car x(x−1) = 0 et un corps n’a pas de diviseur de
zéro). Un idempotent de Z/nZ correspond donc exactement à un choix, pour chaque i, de 0 ou 1
modulo pi : il y a 2k choix, et le théorème des restes chinois garantit qu’à chaque choix correspond
une unique solution modulo n.

Cette partie de l’explication de gemini est correcte. En excluant les deux idempotents triviaux 0
et 1, il reste 2k − 2 idempotents non triviaux, ce qui redonne bien 2, 6, 14, 30 pour k = 2, 3, 4, 5.
Jusque-là, rien à redire.

1.2. Le point que gemini a traité de façon imprécise
Gemini écrit que le “complémentaire” y = n+1−x d’un idempotent x “génère les paires de nombres
consécutifs (x − 1, x)”. C’est une confusion entre deux notions bien distinctes, et ce n’est pas un
détail : c’est exactement le genre de raccourci que vous m’avez appris à repérer.
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Fait 2. Si e est idempotent modulo n (i.e. e2 ≡ e), alors 1− e (mod n) est aussi idempotent. C’est
le complément de e.

Démonstration. (1− e)2 = 1− 2e + e2 ≡ 1− 2e + e = 1− e (mod n).

En revanche, e − 1 (le prédécesseur de e) n’a, en général, aucune raison d’être idempotent,
et il ne l’est presque jamais. Je l’ai vérifié directement par le calcul sur vos quatre modules : pour
chaque idempotent non trivial e que vous listez (15, 21, 36 modulo 105 ; 210, 231, 330, . . . modulo
1155 ; etc.), e− 1 n’est jamais lui-même solution de x2 ≡ x.

Ce que vous observez et listez, ce sont donc en réalité deux objets de nature différente mis
côte à côte :

- e, un véritable idempotent (par exemple 15 modulo 105, puisque 152 = 225 ≡ 15) ;
- e− 1, son simple prédécesseur arithmétique (ici 14), qui n’a pas de statut algébrique propre :

c’est juste “le nombre juste avant”.
Le complément véritable de 15 modulo 105 est 1−15 ≡ 91 (mod 105) (et on vérifie 912 = 8281 ≡ 91
(mod 105)), pas 14.

1.3. La structure exacte qui explique le décompte
Proposition 3. Les 2k idempotents de Z/nZ (n = p1 · · · pk) sont en bijection avec les parties
S ⊆ {1, . . . , k} : à S correspond l’unique idempotent eS tel que eS ≡ 1 (mod pi) si i ∈ S et eS ≡ 0
(mod pi) sinon. L’involution “complément” e 7→ 1 − e correspond à S 7→ Sc (complémentaire de
l’ensemble). En particulier e∅ = 0 et e{1,...,k} = 1 sont les deux seuls idempotents fixés par cette
involution (ce sont les idempotents triviaux).

Les 2k − 2 idempotents non triviaux se répartissent donc en exactement 2k − 2
2 = 2k−1 − 1 paires

{e, 1−e mod n}. Ce que vous faites dans votre note, c’est choisir un seul représentant e dans chaque
paire (le plus petit des deux, semble-t-il), et le lister accompagné de son prédécesseur e− 1 - sans
jamais lister son véritable complément 1− e. Le décompte final tombe juste :

2×
(
2k−1 − 1

)
= 2k − 2

nombres listés (un e et un e − 1 par classe), ce qui redonne bien vos 2, 6, 14, 30. J’ai vérifié ceci
numériquement, classe par classe, sur vos quatre exemples, et cela colle exactement à votre liste
(par exemple pour n = 105 : les trois classes {15, 91}, {21, 85}, {36, 70}, dont vous retenez 15, 21, 36
accompagnés de 14, 20, 35).

Remarque : la régularité “+2 ? à chaque nouveau facteur premier” n’est donc pas mystérieuse :
ajouter un facteur premier pk+1 double simplement le nombre de choix binaires (0 ou 1 modulo
pk+1), donc double le nombre d’idempotents, donc double (à 2 près, à cause des deux idempotents
triviaux qui restent toujours fixes) le nombre de points fixes non triviaux. C’est la combinatoire du
produit cartésien {0, 1}k, rien de plus - mais c’est déjà, en soi, une jolie manifestation du théorème
des restes chinois que vous avez repérée intuitivement bien avant d’en avoir la preuve.
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2. La dualité avec les nombres premiers jumeaux

2.1. Ce qui est juste dans l’intuition de gemini
L’intuition que vous avez eue est solide et gemini a raison de la valider. Pour qu’un nombre pair
N (nécessairement multiple de 6 dès qu’on exclut N = 2, 4) soit le centre d’une paire de jumeaux
N − 1, N + 1, il faut et il suffit que pour tout nombre premier impair p ≤

√
N + 1,

N ̸≡ 1 (mod p) et N ̸≡ −1 (mod p).
C’est exactement l’exclusion des deux résidus qui, dans la section précédente, étaient au contraire
sélectionnés (les résidus 0 et 1, ou de façon équivalente ± quelque chose selon la formulation) pour
construire un idempotent. D’où la “dualité miroir” que vous avez repérée : d’un côté on choisit deux
résidus particuliers par facteur premier (structure de présence), de l’autre on les interdit (structure
d’absence).

Pour p impair, il reste donc p − 2 résidus autorisés sur p possibles. Fait notable, que ni vous ni
gemini n’aviez explicité : cette formule p − 2 fonctionne uniformément, y compris pour p = 3. En
effet modulo 3, les deux résidus interdits sont 1 et 2 ≡ −1, ce qui ne laisse que le résidu 0 - c’est
exactement la condition bien connue “N multiple de 3” pour un centre de jumeaux > 3. Le cas
p = 3 n’est donc pas un cas à part qu’on impose “en plus” : c’est simplement une instance de la
même formule p− 2.

2.2. Un lien que ni vous ni gemini n’aviez fait : la constante des nombres
premiers jumeaux

Ce produit ∏p premier, 3≤p≤
√

N

p− 2
p

n’est pas une curiosité isolée : c’est exactement le facteur de
densité qui apparaît dans le crible utilisé pour la conjecture de Hardy-Littlewood sur les jumeaux
(la “série singulière”). La constante des nombres premiers jumeaux

C2 =
∏
p>2

(
1− 1

(p− 1)2

)
≈ 0,6601618 . . .

est obtenue en comparant précisément ce type de densité p− 2
p

(probabilité qu’un N “passe à

travers” le crible modulo p) à la densité “naïve” 1− 2
p

( ? ? ? car p− 2
p

= 1− 2
p

.) qu’on attendrait
pour deux événements indépendants. C’est exactement le terrain sur lequel vous travaillez déjà avec
le crible de Selberg et le théorème de Bombieri-Vinogradov : la difficulté n’est jamais dans le calcul
de cette densité locale (qui est élémentaire, comme votre note le montre), mais dans le passage du
produit infini formel à une minoration effective du nombre réel de nombres qui passent à travers un
crible dans un intervalle fini - précisément l’obstruction de parité que vous étudiez dans Selberg.

2.3. Pourquoi la dualité ne donne pas directement l’infinité des ju-
meaux

L’explication de gemini sur ce point est correcte et je la reformule plus précisément. Le décompte
2k (section 1) est un résultat exact et global : il compte tous les idempotents sur le cycle complet
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[0, n), n = p1 · · · pk. Le décompte ∏(pi−2) pour les jumeaux est lui aussi exact sur le cycle complet
[0, n) - le théorème des restes chinois garantit qu’il y a exactement ∏i≤k(pi − 2) classes de résidus
modulo n autorisées comme centres potentiels de jumeaux.

Le problème n’est pas dans ce comptage global, qui est aussi rigoureux dans un cas que dans l’autre.
Le problème est que, pour décider si un nombre donné N est un centre de jumeaux, on n’a le droit
de tester que les nombres premiers p ≤

√
N , alors que le cycle complet sur lequel le comptage est

exact a une longueur #pk = ∏
p≤

√
N p ∼ e

√
N (théorème des nombres premiers), c’est-à-dire une

longueur exponentiellement plus grande que N lui-même. Le comptage exact porte sur un intervalle
immensément plus grand que celui où l’on cherche réellement N : c’est la même “barrière de la
parité” que Selberg formalise et que vous étudiez déjà. Rien de neuf ici par rapport à gemini, mais
la reformulation confirme que son diagnostic est le bon.

3. L’argument diagonal et le piège profini

3.1. Le cadre formel
Votre construction (le “Snurpf”) est en réalité un objet mathématique bien connu : l’anneau des
entiers profinis

Ẑ = lim←−
n

Z/nZ,

c’est-à-dire l’ensemble des suites cohérentes de restes (r2, r3, r5, . . .), une par nombre premier, com-
patibles entre elles au sens du théorème des restes chinois. N s’y plonge naturellement (tout entier
x donne la suite (x mod p)p), mais cette image est un sous-ensemble strict, et même très petit, de
Ẑ.

Fait 4. Ẑ a la puissance du continu : |Ẑ| = 2ℵ0, alors que |N| = ℵ0.

Esquisse. Ẑ ∼=
∏

p Zp (produit des entiers p-adiques), et chaque facteur Zp a déjà la puissance du
continu (c’est l’ensemble des suites de chiffres en base p), donc le produit aussi.

C’est le point clé, et il change la nature de votre argument. Que se passe-t-il quand on applique
une diagonale de Cantor sur un ensemble de cette taille ? Cela ne prouve rien sur N : cela prouve
seulement, une fois de plus, que Ẑ est non dénombrable - un fait déjà connu, mais que vous
redémontrez ici par une méthode originale, spécifique à la structure arithmétique. C’est un résultat
authentique et élégant en soi ; ce n’est simplement pas celui que vous cherchiez.

3.2. Où se situe exactement la rupture
Proposition 5. Une suite cohérente (rp)p ∈ Ẑ provient d’un entier naturel x si et seulement si elle
est stationnaire : il existe x ∈ N tel que rp = x pour tout p > x.

C’est immédiat : si p > x, alors x mod p = x tout simplement (pas de réduction).

Votre construction diagonale impose, ligne par ligne, un unique résidu (celui à changer, en évitant
1 et p − 1) parmi les p − 2 restes autorisés à chaque étape k, et laisse les résidus “au-delà de la
liste” totalement libres (vous dites vous-même : “on attribue des restes arbitraires”). Rien dans
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cette construction n’oblige les résidus, à partir d’un certain rang, à devenir tous égaux à une même
valeur x. Au contraire : pour qu’un objet aussi “bricolé” finisse par se stabiliser sur un entier précis,
il faudrait une coïncidence infinie de choix libres - un événement qui n’a essentiellement aucune
raison de se produire (et qui, en un sens mesurable, se produit avec “probabilité nulle” parmi les
2ℵ0 suites cohérentes possibles).

Le nombre que vous construisez existe bel et bien, mais comme élément de Ẑ, pas comme entier
naturel. Ce n’est pas un “père de jumeaux” qu’on aurait oublié de lister : c’est un objet d’une
autre nature, qui n’a ni successeur, ni prédécesseur, ni taille finie au sens usuel. L’analogie avec
Cantor s’arrête précisément là où la suite de chiffres qu’il construit pour R définit toujours un réel,
alors que la vôtre ne définit un entier que dans le cas très particulier - et non garanti par votre
construction - où elle devient stationnaire.

3.3. Ce qu’on peut en retenir malgré tout
Le diagnostic n’est pas “votre raisonnement est faux”, il est plus précis : la partie “il existe
une solution” du théorème des restes chinois cesse d’être vraie telle quelle quand le
nombre d’équations devient infini, précisément parce que la limite projective Ẑ déborde très
largement N. C’est un phénomène auquel on se heurte ailleurs en théorie des nombres (par exemple
dans l’étude des propriétés “locales-globales” : vraie modulo tout p n’implique pas vraie dans Z,
sauf hypothèses supplémentaires, type principe de Hasse - qui d’ailleurs échoue aussi dans bien
des situations). Ce n’est donc pas un accident de votre construction particulière, mais une limite
structurelle du passage “fini → infini” pour le théorème des restes chinois.

Conclusion
- Le décompte 2k − 2 des points fixes est exact, mais la description qu’en donne gemini est

imprécise : ce que vous listez est une paire (idempotent, son prédécesseur), non une paire
(idempotent, son complément). Je l’ai vérifié terme à terme sur vos quatre exemples.

- La dualité avec les jumeaux est réelle et féconde : le produit ∏(pi − 2) que vous manipulez
déjà (sans le savoir formalisé ainsi) est très exactement la brique de base de la série singulière
de Hardy-Littlewood - un pont direct vers ce que vous lisez chez Selberg.

- L’obstruction de parité empêche de transformer cette dualité algébrique en preuve, parce que
le cycle exact (la primorielle) croît trop vite par rapport à l’intervalle où l’on cherche N .

- L’argument diagonal, lui, ne “craque” pas comme celui de Cantor : il produit bien un objet
nouveau, mais dans Ẑ (non dénombrable), pas dans N. C’est en réalité une redémonstration
originale de la non-dénombrabilité de Ẑ - un résultat en soi, mais qui ne touche pas les
jumeaux.
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