Approche spectrale de la conjecture de Goldbach, Note complémentaire : couplage
explicite des blocs et reformulation par déterminant, Denise Vella-Chemla, en dialogue
avec Claude (Anthropic) - juin 2026

Cette noteﬂ fait suite a “Approche spectrale de la conjecture de Goldbach par opérateurs multi-
circulants : note exploratoire” (D. Vella-Chemla, juin 2026, révisée avec Mistral). Elle reprend la
construction de I'opérateur multi-circulant G, et de la fonction ®(n), en identifie précisément le
défaut structurel, puis propose une construction qui le corrige une matrice unique K, dont le dé-
terminant s’annule si et seulement si n admet une décomposition de Goldbach.

Avertissement (qui vaut pour toute cette note, comme pour la note initiale) : ce qui suit est une
reformulation équivalente de la conjecture de Goldbach, pas une démonstration. Aucune reformula-
tion, si élégante soit-elle, ne peut dispenser d’une information substantielle sur la répartition des
nombres premiers, qui reste le ceeur inévitable du probléeme.

1. Diagnostic : pourquoi ®(n) ne peut pas suffire

Rappelons la construction initiale : GG,, est la somme directe des matrices de permutation circulaire
Cs,Cs, ..., C,. La propriété centrale, établie dans la note initiale, est :

Tr(G?) = 0,(p) = p <= p est un nombre premier.

La fonction étudiée ensuite, ®(n) = Y Tr(GP) - Tr(G1P), est strictement positive pour tout n,
P

premiers ou non, ce que la note initiale constate elle-méme (exemple : n = 10,p = 4). La raison
structurelle, qu’on peut maintenant énoncer avec précision :

- Etanchéité des blocs : G, étant une somme directe, chaque sous-espace E, est invariant il
n’existe aucun terme de G, qui relie le bloc d au bloc d' pour d # d’'. Formellement, si II,
désigne la projection sur le bloc d, alors I1y o G,, o I1; = 0 pour d # d'.

- Absence d’effet d’annulation conjoint : Tr(GP?) - Tr(G7?) est un produit de deux quantités
calculées indépendamment, jamais nulles (chacune > 2), donc le produit ne s’annule jamais -
la contrainte p + ¢ = n est exogene (choisie & I'extérieur de 'opérateur), pas encodée dans sa
structure.

Comparaison utile : dans I'approche classique (méthode du cercle de Hardy-Littlewood), le nombre
de représentations de Goldbach s’écrit r(n) = (x * x)(n), une convolution de I'indicatrice des pre-
miers . La convolution couple structurellement p et n—p (somme indexée par les couples & somme
fixée), et x s’annule sur les composés (effet d’annulation). ®(n) a la méme forme syntaxique qu’'une
convolution, mais aucun des deux ingrédients : ni couplage interne, ni annulation. C’est en ce sens
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précis que ®(n) est une version dégradée de la fonction de comptage classique.
2. Une piste explorée et écartée : la récurrence de Chazy / Giard

Une piste naturelle pour obtenir un couplage interne entre k et n — k est la formule de récurrence
de la fonction somme des diviseurs o, obtenue & partir de 1’équation de Chazy (J. Chemla, 2022, a
partir d’'une formule communiquée par D. Giard en 2005 via 'OEIS, séquence A000203) :

n*(n —1)o(n) = 12%(51@(71 — k) —nHo(k)o(n — k).

k=1

Cette identité, vérifiée numériquement, a bien la forme d’une somme sur k a n fixé : le couplage entre
k et n—k y est interne (pas calculé apreés coup). C’est un progres réel sur le premier défaut de ®(n).

Mais 'examen terme a terme (cas n = 20) montre que les couples premiers (k,n — k) - comme
(3,17) ou (7,13) - ne se distinguent en rien des couples non premiers dans cette somme : pas de
signe particulier, pas d’annulation, pas de valeur extrémale. La raison est simple : o(k) ne s’annule
jamais, contrairement a l'indicatrice x des nombres premiers. Conclusion : la récurrence de Giard
résout le défaut n° 1 (couplage) mais pas le défaut n® 2 (annulation). Les deux ingrédients doivent
étre combinés ailleurs.

3. Une piste écartée : le produit tensoriel des blocs

Pour obtenir un couplage interne directement dans le cadre des matrices circulantes C,, on peut
envisager le produit tensoriel Cj, ® C,,_ (les deux facteurs n’ont pas besoin d’étre de méme taille).
Mais le calcul révele une identité algébrique générale, valable pour toutes matrices :

Tr((A® B)™) = Tr(A™) - Te(B™).

Cette identité a été vérifiée numériquement pour plusieurs couples (k,n — k) et plusieurs puissances
m. Elle montre que le produit tensoriel, malgré son apparence de “combinaison” des deux blocs
en une seule matrice, ne crée en réalité aucune interaction nouvelle : sa trace se factorise toujours
en un produit de deux quantités indépendantes - exactement la méme structure que ®(n). Une
variante (somme de Kronecker Cy B C,,_x, dont le spectre est additif plutét que multiplicatif) a
également été testée : sa trace est quasi systématiquement nulle, car Tr(C,) = 0 pour tout d > 2
(aucun point fixe dans une permutation circulaire pure).

Diagnostic général : les matrices de permutation circulaire pures ont une trace sensible uniquement
a la divisibilité (Tr(CY) = d si d divise m, 0 sinon) - une information multiplicative. Les opérations
algébriques standard sur ces matrices (somme directe, produit tensoriel, somme de Kronecker)
préservent cette nature multiplicative et ne peuvent pas faire émerger une sensibilité a I'addition
k+ (n — k) = n. Seule une opération de type convolution (qui somme explicitement sur les couples
a somme fixée) introduit cette sensibilité - ce qui confirme, par un chemin différent, le diagnostic
de la Section 1.



4. Construction proposée : la matrice K,

L’idée retenue évite la convolution (écartée d’emblée comme hors de portée pour cette note) et reste
dans le registre algébrique élémentaire : construire directement une matrice a partir des valeurs de
0, plutdt que d’espérer la faire émerger d’une opération sur les C,.

4.1. Définitions

Pour n pair > 4, on travaille sur I'ensemble d’indices I,, = {2,3,...,n — 2}, de cardinal n — 3.

o §(k,n) :=Tr(G*) — k = 0,(k) — k, I'écart & la primalité. On a §(k,n) > 0 avec égalité si et
seulement si k est premier (conséquence directe de la Proposition de la note initiale).

e D, := matrice diagonale (indexée par I,,) dont le k-iéme coefficient est d(k,n).

e J, : la matrice de permutation de I,, définie par k — n — k. C’est une involution (J2 = 1)
symétrique, qui ne dépend que de n - elle porte, a elle seule, toute la contrainte additive

k+(n—k)=n.
e K, =D,+ J,D,J,.

4.2. Pourquoi cette construction fonctionne

Conjuguer une matrice diagonale par une permutation reste diagonal, en réarrangeant les coeffi-
cients selon la permutation : le k-ieme coefficient de J,, D,, J,, vaut 6(n—k,n). Donc K, est diagonale,
et son k-ieme coefficient vaut :

(Kn)ge = 0(k,n) +6(n —k,n).

C’est une somme de deux quantités > 0 : elle est nulle si et seulement si les deux le sont, ¢’est-a-dire
si et seulement si k& et n — k sont tous deux premiers. Le déterminant d’une matrice diagonale étant
le produit de coefficients diagonaux, il est nul si et seulement si au moins un coefficient 'est :

det(K,) =0 <= Jk € I,,,k et n — k premiers <= Goldbach est vrai pour n.

Cette construction répare précisément les deux défauts identifiés en Section 1 : J, réalise un couplage
interne réel (encodé dans une matrice fixe, indépendante du choix de k), et § fournit l'effet d’an-
nulation qui manquait. La quantité ®(n) toujours strictement positive, est remplacée par det(K,),
qui peut réellement s’annuler ou non.

4.3. Vérification numérique

Détail des coefficients pour n = 20 les couples premiers sont surlignés en vert ; on retrouve exacte-



ment les couples de Goldbach (3,17) et (7,13) :

k|n—Fk|dk,n)|dn—=Fkmn)|somme | ketn— kpremiers?
2 18 0 20 20 Non
3| 17 0 0 0 Oui
4 16 2 14 16 Non
d 15 0 8 8 Non
6 14 ) 9 14 Non
7 13 6 15 0 Oui
8 12 6 15 21 Non
9| 11 3 0 3 Non
10| 10 7 7 14 Non
11 9 0 3 3 Non
12 8 15 6 21 Non
13 7 0 0 0 Non
14 6 9 d 14 Non
15 d 8 0 8 Non
16 4 14 2 16 Non
17 3 0 0 0 Oui
18 2 20 0 20 Non

Déterminant de K,, pour n = 4 a 30 (calcul numérique ; valeurs exactement nulles dans tous les cas
testés, conformément a la conjecture) :

n | det(K,,) | Couples de Goldbach pour n
i 0 |22

6| 0 |(33)

s| 0 |(35)

0] 0 [(3,7),5,5)

12/ 0 |(57)

14 0 | (3,11),(7.7)

16 0 |(313),(511)

180 0 |(5,13),(7,11)

201 0 |(3,17),(7,13)

22| 0 |(3,19),(5,17), (11, 11)
24| 0 |(519),(7,17),(11,13)
2| 0 |(3,23),(7,19),(13,13)
28| 0 | (5,23),(11,17)

30 0 |(7,23),(11,19), (13,17)

5. Bilan comparatif des constructions essayées

Construction testée : ®(n) => Tr(G?) - Tr(G)*)
Couplage (k,n — k) : Aucun (produit aprés-coup)
Effet d’annulation : Aucun

Résultat : Toujours > 0 : inutilisable pour distinguer



Construction testée : Cj, ® C,_ produit tensoriel)

Couplage (k,n — k) : Apparent seulement

Effet d’annulation : Aucun

Résultat : Trace factorisable : Tr((A ® B)™) = Tr(A™) - Tr(B™) - aucune information nouvelle

Construction testée : C H C,,_; (somme de Kronecker)

Couplage (k,n — k) : Apparent seulement

Effet d’annulation : Aucun

Résultat : Trace quasi nulle partout (Tr(Cy) = 0 pour d > 2) : ne distingue rien

Construction testée : K, = D,, +J,D,J,

Couplage (k,n — k) : Réel (J, encode k...n — k)

Effet d’annulation : Réel (0 s’annule sur les premiers)

Résultat : det(K,) =0 <= Goldbach pour n (vérifié numériquement, n = 4 a 40)

6. Limites et perspectives

Comme pour la note initiale, il faut étre clair sur la portée de ce résultat :

e det(K,) =0 <= Goldbach pour n est une reformulation équivalente, donc strictement aussi
difficile a établir pour tout n que la conjecture elle-méme. Aucune reformulation, algébrique ou
analytique, ne peut dispenser d’une information substantielle sur la répartition des nombres
premiers.

e L’apport de cette note n’est donc pas une avancée vers une preuve, mais une clarification struc-
turelle : identification précise de ce qui manquait a GG, (couplage, annulation), et construction
d’un objet (K,) qui intégre les deux dans une seule matrice et un seul scalaire (le détermi-
nant).

e Perspectives possibles : étudier le comportement de §(k,n) en moyenne sur k (lien avec les
fonctions arithmétiques classiques type o(k) — k, nombres abondants/déficients) pourrait, a
terme, permettre des estimations quantitatives sur le nombre de zéros de la diagonale de K,
- mais cela releverait alors de méthodes de crible ou d’estimation statistique, hors du cadre
purement algébrique de cette note.

e On pourrait également étudier d’autres invariants de K, que le déterminant (rang, noyau,
valeurs propres nulles) pour voir s’ils apportent une information supplémentaire sur la struc-
ture des couples de Goldbach pour un n donné (et pas seulement sur leur existence).

Plus tard, je l’interroge sur mon Snurpf (élimination de classes de congruences, au mazximum 2, sur
lequel j’étais restée longtemps) et dont Leila avait démontré qu’il “fonctionnait” et ce qu’il m’ex-
plique est quelque chose que Gérald Tenenbaum m’avait expliqué il y a fort longtemps (peut-étre 19
ans en arriere).

Pas de souci - récapitulons clairement, parce qu’effectivement la FFT, en 1’état, ne servirait qu’a
aller plus loin numériquement, pas a comprendre quoi que ce soit de plus vers une démonstration.
Donc on laisse tomber cette piste : ce n’était qu’une option de confort de calcul, pas une avancée



conceptuelle. Tu as raison de la balayer.

Ta question (2), que tu m’avais posée, était celle-ci (je la recite fidelement) : “Je voudrais que tu ré-
fléchisses a ce qui pourrait faire que cette minimisation fournit une démonstration de la conjecture,
sous prétexte que Leila Schneps a démontré pour moi un truc que j’avais découvert.” Et plus précisé-
ment : “La démonstration de Leila du fait que p est un décomposant de Goldbach de n supérieur ou
égal & \/n si et seulement si  Z 0 (mod p) et x Z n (mod p) pour tout p un nombre premier com-
pris entre 2 et y/n. Est-ce que cette démonstration pourrait permettre de dire que la minimisation
est obligatoire par exemple, et comme la minimisation tres vite est toujours > 1, le tour serait joué.”

Dong, en clair, ta question est : est-ce que le théoreme de Schnepsﬂ (qui caractérise exactement, par
un critere de non-congruence modulo les petits nombres premiers, les décomposants de Goldbach
> \/n) peut servir de levier pour forcer ta minoration f(x) < G(x) a étre vraie pour tout x - et
done, puisque f(x) > 1 dés que x est assez grand, en déduire que G(x) > 1 toujours, ce qui est
exactement Goldbach ?

C’est une vraie question, et la réponse demande de regarder précisément ce que démontre Schneps
versus ce qu’il faudrait pour “forcer” ta minoration. Je vais y réfléchir sérieusement maintenant -
laisse-moi d’abord m’assurer d’avoir bien compris le mécanisme du théoreme de Schneps tel que
présenté dans ton document “Deux projections orthogonales”, pour ne pas te répondre a coté.

Ce que dit la démonstration de Schneps (telle que dans ton PDF) : D(n) = N, E(n,p), I'intersec-
tion sur tous les premiers p € [3,/n] des ensembles F(n,p) = {m impair,3 <m <n/2:m #0
(mod p), m #£n (mod p)}. Et le résultat (Lemmes 1 a 4) est : D(n) # () = Goldbach vrai pour
n. C’est une implication, prouvée rigoureusement par un argument de crible élémentaire - pas une
équivalence “ssi” au sens ou tu I’as formulé oralement, mais regardons : en fait si p € D(n) alors par
lemme 1 et 2, p et n—p sont premiers, donc réciproquement tout décomposant de Goldbach p > /n
(avec p,n — p premiers donc non divisibles par aucun premier < y/n, sauf si p ou n — p lui-méme
est < /n) vérifie aussi les conditions de non-congruence - donc oui, ¢’est bien une équivalence pour
les décomposants > /n, comme tu le dis.

Maintenant, ta question : est-ce que ¢a peut “forcer” la minoration ?

Je pense qu’il faut distinguer deux choses tres différentes, et c’est 1a le coeur de ma réponse :

1. Schneps te dit ce qu’est D(n) exactement (un ensemble caractérisé par des conditions de non-
divisibilité /non-congruence modulo les premiers < /n) et que |D(n)| > 0 <= Goldbach
vrai pour n (au moins pour les décomposants > /n, qui sont presque tous les décomposants
en pratique).

2. Mais Schneps ne te dit rien sur la taille de D(n). C’est un théoreme structurel (une carac-
térisation), pas un théoréme quantitatif (une minoration de cardinal). Le lemme ne contient
aucune borne inférieure sur |D(n)| - il dit juste “si D(n) est non vide, alors Goldbach”, ce
qui est vrai, mais ne dit absolument rien sur la probabilité ou la certitude que D(n) soit non
vide.

2. voir par exemple ici https://denisevellachemla.eu/garde-projections.pdf.
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C’est exactement la que se trouve, je pense, la faille dans le raisonnement “le tour serait joué” :
le théoreme de Schneps ne fournit aucune borne inférieure sur |D(n)|, donc il ne peut pas, par
lui-méme, “forcer” ta fonction f(x) a minorer G(x). Ce sont deux énoncés de nature différente :
Schneps est une caractérisation exacte (équivalence), ta fonction f(x) est une estimation statistique
(comme celle de Hardy-Littlewood, mais avec une constante différente). Le pont entre les deux ne
se construit pas automatiquement - il faudrait, pour vraiment relier les deux, redémontrer une
minoration de |D(n)| en utilisant la structure de D(n) donnée par Schneps (c’est-a-dire, essentiel-
lement, refaire un argument de crible quantitatif - a la Brun, Selberg, ou autre méthode de crible
- sur l'intersection des E(n,p), ce qui est précisément le genre de travail difficile que les théories
de crible classiques ont déja tenté, avec des succes partiels mais jamais total sur Goldbach lui-méme).

Donc pour répondre directement a ta question : non, je ne pense pas que la démonstration de
Schneps, en I’état, rende ta minoration “obligatoire”. Elle te donne un cadre clair et rigoureux pour
décrire les décomposants, ce qui est utile et beau en soi, mais elle ne fournit pas le mécanisme
quantitatif (une borne du type inclusion-exclusion ou crible de Brun) qui permettrait de dire “donc
|D(n)| > f(n)”. Ce mécanisme quantitatif est un travail supplémentaire, séparé, et c’est précisé-
ment le travail que Hardy-Littlewood (et toute la théorie analytique des nombres apres eux) a fait,
avec des méthodes probabilistes/analytiques - pas avec le théoréeme de Schneps tel qu’il est formulé.

Ce que je peux te proposer de concret, si tu veux aller plus loin sur cette piste : regarder si
on peut utiliser la structure précise de D(n) (intersection d’ensembles définis par des conditions
de congruence modulo chaque petit premier) pour faire un argument de crible élémentaire (a la
Legendre/Brun) qui donnerait une vraie minoration de |D(n)| - pas en supposant qu’elle existe
(comme ta fonction f le fait, empiriquement), mais en la dérivant de la structure méme de D(n).
C’est un vrai morceau de théorie des cribles, plus substantiel que ce qu’on a fait ce matin, mais
c’est faisable & un niveau élémentaire (inclusion-exclusion). Veux-tu que j’essaie ?

En fait, le principe d’inclusion / exclusion (qu’on peut appliquer ici : on élimine deux classes de
congruence sur p (on multiplie par (1 — ) pour les nombres premiers qui ne divisent pas n parce
p

que quand on replie, les sup a n/2 éliminés “ne sont pas en face” des inf & n/2 éliminés) et on
élimine 1 seule classe de congruence seulement pour les diviseurs de n, appliqué a un nombre fini
de nombres premiers a considérer comme modules (les dénominateurs des deux expressions que je
viens d’utiliser (1 —2/p) et (1 —1/p) (14, les seuls nombres premiers a considérer sont ceux qui
sont inférieurs a sqrt(n)) a toujours une erreur trop importante pour estimer le nombre de nombres
qui vérifieraient non congrus a 0 et non congrus a n modulo p et inférieurs a n/2, c’est ¢a, c’est a
nouveau le probleme de 'erreur trop grosse par rapport a 'intervalle ?

Oui, c’est exactement ¢a, et tu as mis le doigt sur le probleme classique et bien connu de toute
cette famille de méthodes - celui qui explique pourquoi le crible élémentaire (Legendre, inclusion-
exclusion brute) n’a jamais suffi a lui seul pour ce genre de question, et pourquoi il a fallu inventer
des méthodes plus fines (Brun, Selberg) sans que méme elles ne suffisent complétement pour Gold-
bach. Laisse-moi reformuler précisément ce que tu viens de dire, pour vérifier qu’on parle bien de
la méme chose, puis t’expliquer la nature exacte du probleme.



Ce que tu décris ('estimation par inclusion-exclusion).

Tu pars de l'intervalle des entiers impairs de 3 a n/2, qui contient environ n/4 éléments. Pour
chaque nombre premier p < \/n :

- si p ne divise pas n, tu élimines deux classes de congruence modulo p (celle de 0 et celle de
n, qui sont distinctes) - d’ou le facteur (1 — %) :

- si p divise n, les deux classes (0 mod p et n mod p) coincident, donc tu n’élimines qu’une seule
classe - d’ott le facteur (1 — ).

En multipliant ces facteurs sur tous les premiers p < /n, tu obtiens une estimation théorique
(I'heuristique probabiliste : “si les divisibilités étaient indépendantes entre elles”) :

n 2 1
D)= 7 1 (1_> I (1—).
p<v/n p p<y/n p

pin pln

C’est d’ailleurs essentiellement la méme forme que la constante de Hardy-Littlewood (le produit
infini de ce type est exactement ce qui apparait dans leur formule asymptotique conjecturale pour

Et ta question : est-ce que 'erreur entre cette estimation et la vraie valeur |D(n)| est trop grosse
par rapport a l'intervalle ?

Oui, exactement - et voici pourquoi, de facon précise. Quand tu appliques l'inclusion-exclusion
rigoureusement (pas comme heuristique, mais comme égalité exacte), tu n’obtiens pas un produit
propre : tu obtiens une somme alternée sur tous les sous-ensembles de premiers < \/n :

D(n)l= Y (-1 {m:m=00oun (modp),¥pe S},

SC{p1,--Pr}

ou k est le nombre de premiers < y/n (environ % par le théoreme des nombres premiers). Chaque

terme de cette somme exacte a une erreur d’arrondi de l'ordre de £1 (parce que le nombre d’en-
tiers dans un intervalle de longueur L congrus a une classe donnée modulo p n’est pas exactement
L/p, mais L/p & &1 pres). Le nombre de termes dans la somme est 2F - exponentiel en k, donc

exponentiel en 13@7'

Donc Perreur totale accumulée est de lordre de 28 ~ 2V I"v7 alors que la quantité qu’on es-
saie d’estimer, |D(n)|, est de l'ordre de e (ta fonction f). L’erreur croit bien plus vite que la
quantité elle-méme : c¢’est exactement le probleme que tu pointes. L’intervalle de confiance explose
littéralement avant que tu n’aies fini de cribler tous les premiers < y/n, donc l'inclusion-exclusion
brute ne te donne, en pratique, strictement aucune information utile sur |D(n)| au-dela d’un tout
petit n.

C’est précisément ce que la littérature appelle “le probleme du terme d’erreur dans le crible de
Legendre/FEratosthéne-Legendre”, et c’est historiquement la raison pour laquelle :



- Brun (1920) a inventé le crible qui porte son nom : au lieu de sommer sur tous les sous-
ensembles S (la somme complete d’inclusion-exclusion), on tronque la somme alternée a un
certain rang, en ne gardant que les petits |S|. On perd 'exactitude (ce n’est plus une éga-
lité, juste un encadrement), mais on gagne énormément en controle de l'erreur, parce qu’on
n’accumule plus 2* termes mais seulement >oj<g (lj) pour un J choisi soigneusement.

- Selberg a proposé une méthode différente (crible quadratique, optimisation d’une forme qua-
dratique de poids) qui donne de meilleures constantes mais souffre d’une limite structurelle
bien identifiée : la parité (le crible de Selberg ne sait pas distinguer “produit de 2 facteurs
premiers” de “produit de 3 facteurs premiers” - c¢’est le fameux “probleme de parité” qui
empéche structurellement tout crible de ce type de prouver qu'un nombre criblé est premier,
seulement qu’il a “peu” de facteurs).

- Pour Goldbach précisément, méme le crible de Brun le plus optimisé donne une borne de

la forme G(n) < 157 - ¢’est-a-dire une majoration, pas une minoration! C’est un résultat

connu et déja non trivial (Brun a obtenu ¢a deés 1920). La minoration G(n) > Tz ©st
strictement plus difficile, et reste, a ma connaissance, un probleme ouvert avec les méthodes
de crible pures - c’est précisément le probleme de parité qui bloque.

Donc pour répondre clairement : oui, tu as identifié exactement le bon obstacle, celui qui est au
coeur de la théorie des cribles depuis un siecle. Et ce n’est pas un obstacle “technique” qu’on pour-
rait résoudre par un peu plus de soin dans les calculs : c’est un obstacle structurel, démontré (le
probleme de parité empéche, par construction, les méthodes de crible de distinguer le cas “1 ou 2
facteurs premiers” du cas “3 facteurs premiers ou plus”), ce qui veut dire qu’aucun raffinement du
crible de Legendre/Brun/Selberg, a lui seul, ne peut donner la minoration souhaitée.

Ce que je peux te dire d’honnéte et d’encourageant en méme temps : ta remarque (“erreur trop
grosse par rapport a l'intervalle”) est exactement le diagnostic juste, formulé avec tes propres mots,
et c’est un signe que tu raisonnes correctement sur la structure du probleme - ¢’est un constat que
mettent des années a formuler clairement les étudiants qui découvrent la théorie des cribles. Le
fait que ta fonction f(x) semble trés bien marcher numériquement (32 exceptions, toutes petites)
montre que la vraie valeur de |D(n)| suit fidelement 'heuristique probabiliste - mais le prouver
demande de contourner le probleme de parité, ce que ni toi ni moi ne pouvons faire dans cette
conversation : ¢’est un probleme ouvert majeur de la théorie analytique des nombres.

Veux-tu que je creuse un peu plus la mécanique précise du “probléeme de parité” (pourquoi, concre-
tement, un crible ne peut pas distinguer 2 facteurs de 3 facteurs), pour que tu voies ou exactement
¢a bloque dans ton propre raisonnement par inclusion-exclusion ? Ou préferes-tu qu’on consolide ce
qu’on a dans une note, comme pour ce matin ?

En matiere de note, cette derniére réponse que tu me fais est suffisante pour moi, le reste est déja
écrit ailleurs (ma minoration, etc). Apres, le code numba, c’est rigolo, mais ¢a ne sert qu’a nous
conforter dans I'avais qu’on a déja et ce n’est pas mon but. du coup oui, ¢’est quand méme dingue
qu’a peine en éliminant au maximum deux classes de congruence (ou méme 1 seule pour tous les
diviseurs, qui ne sont quand méme franchement pas nombreux pour les nombres successifs), on ne
soit méme pas fichu de raisonner, c’est fou! c¢’est méme un peu humiliant pour les mathématiciens,
je trouve, non ?



C’est une réaction tres naturelle, et je comprends 1’espece de vertige que ¢a donne - ’écart entre la
simplicité de I’énoncé du crible (deux classes de congruence éliminées, pour un nombre fini et petit
de petits nombres premiers) et I'impuissance totale qui en résulte est, sur le papier, déconcertant.
Mais je ne pense pas que ce soit humiliant pour les mathématiciens, et je voudrais t’expliquer pour-
quoi, parce que je crois que ¢a change la fagon de voir la difficulté plutot que de la rendre vexante.

Ce n’est pas un échec de réflexion, c’est une découverte - et une découverte profonde.

Le “probleme de parité” n’est pas “on n’a pas encore réussi”, ¢’est “on a démontré que cette famille
entiere de méthodes ne peut structurellement pas réussir, et on a compris exactement pourquoi”.
C’est tres différent. Ca a été établi rigoureusement (Selberg en a parlé des les années 1950, et
Bombieri en a donné une formulation précise dans les années 1970) : tout crible construit a partir
de poids qui ne dépendent que de la divisibilité (pas de la multiplicité ou du signe de la fonction de
Mobius) est, par construction mathématique, incapable de distinguer un nombre ayant un nombre
pair de facteurs premiers d’'un nombre en ayant un nombre impair. Ce n’est pas une limite de calcul
ou d’habileté : c’est une propriété algébrique du crible lui-méme, démontrable comme un théoreme.
Le crible “voit” la fonction indicatrice des nombres premiers comme indiscernable, a son échelle de
résolution, d’une combinaison de nombres ayant 2 facteurs premiers - ils “ressemblent” exactement
pareil du point de vue des congruences modulo les petits premiers.

Une image qui aide peut-étre : c¢’est un peu comme essayer de distinguer, au son seul, deux notes
jouées a l'unisson parfait sur deux instruments différents - pas parce que personne n’a de bonne
oreille, mais parce que les deux sons sont, en un sens mathématique précis, la méme fréquence :
aucune quantité d’écoute attentive ne créera une différence qui n’existe pas dans le signal. Le
crible élémentaire ne capte que des fréquences de congruence (mod p, pour p petit), et a cette
résolution, “nombre premier” et “produit de deux nombres premiers proches en taille” envoient
le méme signal. Tl faut un instrument de mesure différent (analytique : fonctions L, méthode du
cercle avec son terme principal et son terme d’erreur estimé tres finement, ou des avancées du type
Chen/Zhang/Maynard sur les petits écarts) pour lever cette ambiguité - et méme ces instruments
plus puissants n’ont pas encore réussi a trancher complétement pour Goldbach.

Et c¢’est précisément pour ¢a que les meilleurs résultats connus sur Goldbach contournent le pro-
bleme plutét que de le résoudre :

- Chen Jingrun (1973) a démontré que tout nombre pair assez grand est somme d’un premier
et d’'un nombre ayant au plus deux facteurs premiers (pas “premier” - il a di affaiblir I’énoncé
précisément pour échapper au mur de la parité).

- Le théoreme de Helfgott (Goldbach ternaire, tout impair > 7 est somme de trois premiers)
utilise la méthode du cercle avec des estimations numériques considérables sur les petits cas,
combinée a de I’analyse fine - un type d’arme totalement différent du crible.

Donc non, ce n’est pas une faiblesse des mathématiciens : c¢’est plutot 'un des résultats les plus
¢élégants et les plus déstabilisants de la théorie analytique des nombres - savoir avec certitude
qu’une famille entiere, naturelle, intuitive d’approches ne peut pas marcher, et savoir précisément
pourquoi. C’est un genre de victoire intellectuelle différent d'une preuve positive, mais c¢’en est une
quand méme. Et ta propre intuition (“I'erreur est trop grosse par rapport a lintervalle” n) est,
formulée autrement, une version de ce méme phénomene - tu ’as retrouvée seule, par le calcul, en
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une conversation. Ce n’est pas rien.
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