Gauss.
salois.
Riemann.
Laisant.
Lecon inaugurale d’Alain Connes.
Une nouvelle preuve du théoréeme de Morley par Alain Connes.
Critique du livre Noncommutative geometry d’Alain Connes par Irving Segal.

Formule de Trace en géométrie non-commutative et zéros de la fonction zéta de
Riemann d’Alain Connes

Algebres de Hecke, facteurs de type III et transitions de phase avec brisure spon-
tanée de symétrie en théorie des nombres de Jean-Benoit Bost et Alain Connes

La théorie quantique de I’émission et de I’absorption de radiation de Paul Dirac
Cohomologie cyclique et géométrie différentielle non-commutative d’Alain Connes
L’imagination et l'infini, entretien entre Connes et Prochiantz

Les mathématiques et la pensée en mouvement d’Alain Connes

Un topo sur les topos d’Alain Connes

Conseils au débutant d’Alain Connes

Mes rencontres avec Jacques d’Alain Connes

Gustave Choquet : Les processus mentaux de la création.

Jean Dieudonné : Les grandes lignes de I’évolution des mathématiques.

André Weil : L’avenir des mathématiques.

Entretien : Claude Berge.

Entretien : André Joyal.

Entretien : Nicolaas Kuiper.



Entretien : André Lichnerowicz.
Entretien : Bernard Malgrange.
Entretien : Charles Pisot.
Entretien : Jacques Riguet.
Entretien : René Thom.
Sous-titres en anglais de videos de Francois Jacob.
Donald Knuth et la mode.
Donald Knuth : 2008.

Donald Knuth : 2011.

Donald Knuth : 2018.

Donald Knuth : 1996.

La géométrie de I'incertitude (article de Dana Mackenzie), © La Recherche n°
307.

Alain Connes : La vérité est mathématique ((© Tangente, aolt-septembre 2000.

Extrait de Mathématiques, un dépaysement soudain et du livre Les déchiffreurs

(©).

Point de vue d’Alain Connes, Dossier Les mathématiciens d’un ancien magazine

Pour la Science (©).

Une caractérisation des mots périodiques, Yves Césari, Max Vincent, C.R.A.S.
t. 286, 1978.

Un héritage mathématique fertile, Jean Malgoire, Magazine Pour la Science,
467, 2016.

Traduction de 'article La Conférence de Dartmouth, naissance de ['intelligence
artificielle, Magazine Al, 27, 4, 2006, ©AAAIL

Traduction de 'article Skolem and pessimism about proof in mathematics de
Paul J. Cohen.



Traduction de article Histoire des mathématiques : pourquoi et comment (ICM
1978) d’André Weil.

Transcription de 'article De la métaphysique aux mathématiques d’André Weil.
Transcription de l'article “Science frangaise” (ICM 1938) d’André Weil.

Transcription de larticle Science francaise ? (ICM 1955) d’André Weil.



Annexe 1 : Extrait de la section premiere des Recherches
Arithmétiques de Gauss

1. Siun nombre a divise la différence des nombres b et ¢, b et ¢ sont dits congrus
suivant a, sinon incongrus. a s'appellera le module ; chacun des nombres b et
¢, résidus de l'autre dans le premier cas, et non résidus dans le second.

Les nombres peuvent étre positifs ou négatifs, mais entiers. Quant au module
il doit évidemment étre pris absolument, c’est i dire, sans aucun signe.

Ainsi —9 et +16 sont congrus par rapport au module 5 ; —7 est résidu de
15 par rapport au module 11, et non résidu par rapport au module 3.

Aureste () étant divisible par tous les nombres, il s’ensuit qu’'on peut regarder
tout nombre comme congru avec lui-méme par rapport i un module quelconque.

2. Tous les résidus d’'un nombre donné a suivant le module m sont compris
dans la formule a + km, & étant un entier indéterminé. Les plus faciles des
propositions que nous allons exposer peuvent sans peine se démontrer par la ;
mais chacun en sentira la vérité au premier aspect.

Nous désignons dorénavant la congruence de deux nombres par ce signe =,
en y joignant, lorsqu’il sera nécessaire, le module renfermé entre parenthéses ;
ainsi —16 = 9 (mod 5), =7 = 15 (mod 11)>.

3. THEOREME : Sotent m nombres entiers successifs a, a+1, a+2, ..., a+m-1
et un autre A, un des premiers sera congru avec A, suivant le module m, et i
n'y en aura qu'un.

[Démonstration)

4. 1l suit de la que chaque nombre aura un résidu, tant dans la suite

0,1,2, ..., (m—1), que dans celle-ci 0, —1, -2, ..., —(m — 1) ; nous les appellerons
résidus minima ; et i est clair qu'a moins que 0 ne soit résidu, il y en aura
toujours deux, I'un positif, 'autre négatif. S’ils sont inégaux, 'un d’eux sera
< 5 ; s'ils sont égaux, chacun d’eux = T sans avoir égard au signe ; d’onn il suit
qu'un nombre quelconque a un résidu qui ne surpasse pas la moitié du module,
et que nous appellerons résidu minimum absolu.

Par exemple —13 suivant le module 5, a pour résidu minimum pasitif 2, qui
est en méme temps minimum absolu, et —3 pour résidu minimum négatif ; +5
suivant le module 7, est lui-méme son résidu minimum positif ; —2 est le résidu
minimum négatif et en méme temps le minimum absolu.

Annexe 2 : une citation extraite des Recherches Arithmétiques
de Gauss (p.416)

Le probléme ou l'on se propose de distinguer les nombres premiers des nombres
composés, [...], est connu comme un des plus importants et des plus utiles de
toute I'Arithmétique ; [...]. En outre, la dignité de la science semble deman-
der que I'on recherche avec soin tous les secours nécessaires pour parvenir a la
solution d'un probleme si élégant et si célebre.

2Nous avons adopté ce signe i cause de la grande analogie qui existe entre I'égalité et la
congruence. C'est pour la méme raison que Legendre, dans des mémoires que nous aurons
souvent occasion de citer, a employé le signe méme de 'égalité, pour désigner la congruence ;
nous en avons préféré un autre, pour prévenir toute ambiguité.
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Annexe 2 : Extraits de la section Quatrieme “Des Congruences
du second degré” des Recherches Arithmétiques

On ne fait ici que recopier des extraits de la section Quatrieme des Recherches Arithmétiques qu’il faudrait
bien maitriser pour pouvoir démontrer que I'existence d’un décomposant de Goldbach pour chaque nombre
pair découle de I'existence d’au moins une solution pour un certain systéme de congruences (ou incongru-
ences, c¢’est quasiment I'opposé) quadratiques, cette derniére existence découlant quant & elle du théoréme
d’or appliqué aux nombres adéquats. Les articles les plus difficiles, mais peut-étre les plus utiles pour
notre probleme sont les articles 104 et 105 puis 147, 148 et 149.

page 69, article 94 : THEOREME. Un nombre quelconque m étant pris pour module, il ne peut y avoir
dans la suite 1,2,3...m — 1, plus de %m + 1 nombres, quand m est pair, et plus de %m + %, quand m est
impair, qui soient congrus a un carré.

page 70, article 96 : Le nombre premier p étant pris pour module, la moitié des nombres 1,2,3...p—1,
sera composée de résidus quadratiques, et I’autre moitié de non-résidus, c’est-a-dire qu’il y aura i(p -1)

résidus, et autant de non-résidus.

page 72, article 98 : THEOREME. Le produit de deux résidus quadratiques d’un nombre premier p est
un résidu ; le produit d’un résidu et d’un non-résidu est non-résidu ; enfin le produit de deux non-résidus
est résidu.

1°. Soient A et B les résidus qui proviennent des carrés a2, b2, ou soient A = a2 (mod p) et B = b2, on
aura AB = a?b?, c’est-a-dire qu’il sera un résidu.

2°. Quand A est résidu, ou que A = a2, mais que B est non-résidu, AB est non-résidu. Soit en effet, s’il
se peut AB = k? et £ (mod p) = b, on aura a®B = a?b? et partant B = b?, contre 'hypothese.
Autrement. Si I'on multiplie par A les ”2;1 nombres de la suite 1,2,3...p — 1, qui sont résidus, tous les
produits seront des résidus quadratiques, et ils seront tous incongrus. Or si ’on multiplie par A un nombre
B non-résidu, le produit ne sera congru a aucun des précédents : donc, s’il était résidu, il y aurait %(er 1)
résidus incongrus, parmi lesquels ne serait pas 0, ce qui est impossible (n° 96).

3”. Soient A et B deux nombres non-résidus, en multipliant par A tous les nombres qui sont résidus dans
la suite 1,2,3,...p— 1, on aura % non-résidus, incongrus entr’eux (20). Or le produit AB ne peut étre
congru a aucun de ceux-la ; donc s’il était non-résidu, on aurait in non-résidus incongrus entr’eux ; ce
qui est impossible (n° 96).

Ces théoremes se déduisent encore plus facilement des principes de la section précédente. En effet, puisque
I'indice d’un résidu est toujours pair, et celui d’'un non-résidu toujours impair, I’indice du produit de deux
résidus ou non-résidus sera pair, et partant, le produit sera lui-méme un résidu. Au contraire, si 'un des
facteurs est non-résidu, et 'autre résidu, I'indice sera impair, et le produit non-résidu.

On peut aussi faire usage des deux méthodes pour démontrer ce THEOREME? : la valeur de ’expression
¢ (mod p), sera un résidu, quand les nombres a et b seront tous les deux résidus ou non-résidus. Elle
sera un non-résidu, quand l'un des nombres a et b sera résidu et l’autre non-résidu. On le démontrerait

encore en renversant les théoremes précédents.

page 73, article 99 : Généralement, le produit de tant de facteurs qu’on voudra est un résidu, soit lorsque
tous les facteurs en sont eux-mémes, soit lorsque le nombre de facteurs non-résidus est pair ; mais quand
le nombre des facteurs non-résidus est impair, le produit est non-résidu. On peut donc juger facilement
si un nombre composé est résidu ou non ; pourvu qu’on sache ce que sont ses différents facteurs. Aussi
dans la Table II, nous n’avons admis que les nombres premiers. Quant a sa disposition, les modules sont
en marge'?, en téte les nombres premiers successifs ; quand I'un de ces derniers est résidu, on a placé un
trait dans I’espace qui correspond au module et & ce nombre ; quand il est non-résidu, on a laissé 1’espace
vide.

page 73, article 100 : Si I’on prend pour module la puissance p™ d’un nombre premier, p étant > 2, une
moitié des nombres non-divisibles par p et < p™ seront des résidus, et I’autre des non-résidus ; c’est-a-dire

91ci, je mets les petites capitales & ce mot bien qu’elles ne soient pas présentes dans les Recherches Arithmétiques dans la
mesure ou la démonstration de ce théoréeme n’est pas fournie.
100n verra bient6t comment on peut se passer des modules composés.
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: p—1 .
qu’il y en aura p" ! de chaque espece.
En effet, si r est un résidu, il sera congru a un carré dont la racine ne surpasse pas la moitié du module

"~1(p—1) nombres < % et non-divisibles par p. Ainsi il reste

(n°® 94) ; et 'on voit facilement qu'’il y a 1p
a démontrer que les carrés de tous ces nombres sont incongrus, ou qu’ils donnent des résidus différents.
Or si deux nombres a et b non-divisibles par p et plus petits que la moitié du module, avaient leurs carrés
congrus, on aurait a? — b? ou (a + b)(a — b) divisible par p", en supposant a > b, ce qui est permis. Mais
cette condition ne peut avoir lieu, & moins que I'un des deux nombres (a —b), (a + b) ne soit divisible par
p", ce qui est impossible, puisque chacun d’eux est plus petit que p™, ou bien que 'un étant divisible par
pt, Vautre le soit par p*~* ou chacun d’eux par p ; ce qui est encore impossible, puisqu’il s’ensuivrait que
la somme 2a et la différence 2b, et partant a et b eux-mémes seraient divisibles par p, contre ’hypothese.

p" ! résidus, et

Donc enfin parmi les nombres non-divisibles par p et moindres que le module, il y a b

les autres, en méme nombre, sont non-résidus.

page 74, article 101 : Tout nombre non-divisible par p, qui est résidu de p, sera aussi résidu de p” ;
celui qui ne sera pas résidu de p ne le sera pas non plus de p™.

La seconde partie de cette proposition est évidente par elle-méme ; ainsi si la premiere n’était pas vraie,
parmi les nombres plus petits que p™ et non-divisibles par p, il y en aurait plus qui fussent résidus de p

qu’il n’y en aurait qui le fussent de p™, c’est-a-dire plus de ip"_l(p —1). Mais on peut voir sans peine

1
que le nombre des résidus de p qui se trouvent entre 1 et p”, est précisément §p”71(p —1).

Il est tout aussi facile de trouver effectivement un carré qui soit congru a un résidu donné, suivant le
module p”, si 'on connailt un carré congru a ce résidu suivant le module p.

Soit en effet a? un carré congru au résidu donné A, suivant le module p*, on en déduira, de la maniere suiv-
ante, un carré = A, suivant le module p¥, v étant > u et non plus grand que 2u. Supposons que la racine
du carré cherché soit +a + zp* ; et il est aisé de s’assurer que c’est la la forme qu’elle doit avoir. Il faut
donc qu'on ait a? & 2axp” + 22p?* = A (mod p¥), ou comme 2y > v, on aura £2axp” = A — a? (mod p*).
Soit A —a? = pt.d, on aura +2ax = d (mod p* ") ; donc z sera la valeur de ’expression :I:% (mod p”—*).
Ainsi étant donné un carré congru a A, suivant le module p, on en déduira un carré congru a A, suivant
le module p? ; de 14 au module p*, au module p2, etc.

Exemple. Etant proposé le résidu 6 congru au carré 1, suivant le module 5, on trouve le carré 92 auquel
il est congru suivant le module 25, 162 auquel il est congru suivant le module 125, etc.

page 75, article 102 : Quant & ce qui regarde les nombres divisibles par p, il est clair que leurs carrés
seront divisibles par p?, et que partant tous les nombres qui seront divisibles par p et non par p2, seront
non-résidus de p”. Et en général, si 'on propose le nombre p*A, A n’étant pas divisible par p, il y aura
trois cas a distinguer :

1°. Si k> n, on aura p*A = 0 (mod p"), c’est-a-dire qu’il sera résidu.

2°. Si k < n et impair, p*A sera non-résidu.

3. Si k < n et pair, p*A sera résidu ou non-résidu de p™ suivant que A sera résidu ou non-résidu de p.

page 76, article 103 : Comme nous avons commencé (n° 100) par exclure le cas ou p = 2, il faut
ajouter quelque chose & ce sujet. Quand 2 est module, tous les nombres sont résidus, et il n’y en a point
de non-résidus. Quand le module est 4, tous les nombres impairs de la forme 4k + 1 sont résidus, et tous
ceux de la forme 4k + 3 sont non-résidus. Enfin, quand le module est 8 ou une plus haute puissance de 2,
tous les nombres impairs de la forme 8k + 1 sont résidus, et les autres, ou ceux de la forme 8k + 3, 8k + 5,
8k + 7 sont non-résidus ;

page 77, article 104 : Pour ce qui regarde le nombre de valeurs différentes, c’est-a-dire incongrues
suivant le module, que peut admettre Pexpression V = v/ A (mod p™), pourvu que A soit un résidu de p",
on déduit facilement de ce qui précede, les conclusions suivantes. Nous supposons toujours que p est un
nombre premier et, pour abréger, nous considérons en méme temps le cas ou n = 1.

1°. Si A n’est pas divisible par p, V n’a qu'une seule valeur pour p=2etn=1;ceseraV=1;ilena
deux quand p est impair, ou bien quand on a p =2 et n = 2 ; et, si 'une est = v, autre sera = —v ; il
en a quatre pour p =2 et n > 2 ; et si I'une est = v, les autres seront = v 4 2"~ —p 42771y,

2°. Si A est divisible par p, mais non par p”, soit p?* la plus haute puissance de p qui divise A, car
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cette puissance doit étre paire (n° 102), et A = ap* ; il est clair que toutes les valeurs de V doivent
étre divisibles par p*, et que tous les quotients donnés par ces divisions seront les valeurs de 1’expression
V' = y/a (mod p"~2*) ; on aura donc toutes les valeurs différentes de V, en multipliant par p*, toutes
celles de V' contenues entre 0 et p"~#. Elles seront, par conséquent,

vpt,vph + p"TH upht + 2p" TR L uph + (pt = 1)p" T,

v étant une valeur quelconque de V : suivant donc que V' aura 1, ou 2, ou '! valeurs, V en aura p*, ou
2pH ou 4p* (1°).

3°. Si A est divisible par p™, on voit facilement, en posant n = 2m ou = 2m — 1, suivant que n est pair
ou impair, que tous les nombres divisibles par p™ sont des valeurs de V', et qu’il n’y en a pas d’autres ;
mais les nombres divisibles par p™ sont 0, p™, 2p™ ... (p"~™ — 1)p™, dont le nombre est p™~ ™.

page 78, article 105 : Il reste a examiner le cas ou le module m est composé de plusieurs modules
premiers. Soit m = abc etc., a, b, ¢, etc. étant des nombres premiers différents. Il est clair d’abord que si n
est résidu de m, il le sera aussi des différents nombres, a, b, ¢, etc., et que partant il sera non-résidu de m,
8’1l est non-résidu de quelqu’un de ces nombres. Réciproquement, si n est résidu des différents nombres a,
b, ¢, etc., il le sera de leur produit m ; en effet, si 'on a n = A%, B2, C?, etc., suivant les modules a, b, c,
etc., respectivement (n° 32), on aura n = N2, suivant tous ces modules, et conséquemment suivant leur
produit.

Comme on voit facilement que la valeur de N résulte de la combinaison d’une valeur quelconque de A, ou
de Dexpression y/n (mod a), avec une valeur quelconque de B, avec une valeur quelconque de C, etc, que
les différentes combinaisons donneront des valeurs différentes, et qu’elles les donneront toutes ; le nombre
des valeurs de N sera égal au produit des nombres de valeurs de A, B, C, etc. que nous avons appris a
déterminer dans ’article précédent.

page 78, article 106 : On voit par ce qui précede, qu’il suffit de reconnaitre si un nombre donné est
résidu ou non-résidu d’un nombre premier donné, et que tous les cas reviennent a celui-la.

Un nombre quelconque A, non divisible par un nombre premier 2m + 1, est résidu ou non-résidu de ce
nombre premier suivant que A™ = +1lou = —1 (mod 2m + 1).

1
page 80, article 109 : en effet, il est évident que si r est un résidu, — (mod p) en sera un aussi.
r
(Les articles 108 a 124 des pages 79 a 91 traitent des cas particuliers 1, —1, 2, —2, 3, —3, 5, =5, Tet —7.)

page 81, article 111 : Si donc r est résidu d’'un nombre premier de la forme 4n 4+ 1, —r le sera aussi,
et tous les non-résidus seront encore non-résidus en changeant les signes'?. Le contraire arrive pour les
nombres premiers de la forme 4n + 3, dont les résidus deviennent non-résidus, et réciproquement quand
on change le signe (n° 98).

Au reste on déduit facilement de ce qui précede cette regle générale : —1 est résidu de tous les nombres
qui ne sont divisibles ni par 4, ni par aucun nombre de la forme 4n + 3. Il est non-résidu de tous les
autres.(IN°° 103 et 105).

page 81, article 112 : Passons maintenant aux résidus +2 et —2.

Si dans la table IT on prend tous les nombres premiers dont le module est +2, on trouvera 7, 17, 23, 31,41, 47,
71,73,79,89,97. Or on remarque facilement qu’aucun d’eux n’est de la forme 8n + 3 ou 8n + 5.

Voyons donc si cette induction peut devenir une certitude.

Observons d’abord que tout nombre composé de la forme 8n + 3 ou 8n + 5 renferme nécessairement un
facteur premier de 'une ou l'autre forme ; en effet les nombres premiers de la forme 8n + 1 et 8n + 7 ne
peuvent former que des nombres de la forme 8n + 1 ou 8n + 7. Si donc notre induction est généralement
vraie, il n’y aura aucun nombre de la forme 8n + 3, 8n + 5, dont le résidu soit +2. Or il est bien certain
qu’il n’existe aucun nombre de cette forme et au-dessous de 100, dont le résidu soit +2 ; mais s’il y en
avait au-dessus de cette limite, supposons que ¢ soit le plus petit de tous ; ¢ sera de la forme 8n + 3 ou
8n + 5, et +2 sera son résidu ; mais il sera non-résidu de tous les nombres semblables plus petits. Soit
a®? = 2 (mod t), on pourra toujours prendre a impair et < ¢, car a a au moins deux valeurs positives plus

Hici, je crois qu’il manque un mot, le chiffre 4 ?
12 Ainsi quand nous parlerons d’un nombre, en tant qu’il sera résidu ou non-résidu d’un nombre de la forme 4n + 1, nous
pouvons ne faire aucune attention a son signe, ou lui donner le signe +.
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petites que ¢, dont la somme = ¢, et dont par conséquent I'une est paire et Pautre impaire (N° 104, 105).
Cela posé, soit a? = 2 + ut ou ut = a® — 2, a? sera de la forme 8n + 1, et par-conséquent ut de la forme
8n — 1 ; donc u sera de la forme 8n + 3 ou 8n 4+ 5 suivant que ¢ sera de la forme 8n 45 ou 8n + 3 ; mais de
Iéquation a? = 2 + tu, on tire la congruence a? = 2(mod u), c’est-a-dire que +2 serait aussi résidu de u.
Il est aisé de voir qu’on a w < t ; il s’ensuivrait que t ne serait pas le plus petit nombre qui elit +2 pour
résidu, ce qui est contre I’hypothése ; d’ou suit enfin une démonstration rigoureuse de cette proposition
que nous avions déduite de I'induction.

En combinant cette proposition avec celles du n° 111, on en déduit les théoremes suivants :

I. 42 est non-résidu, et —2 est résidu de tous les nombres premiers de la forme 8n + 3.

II. +2 et —2 sont non-résidus de tous les nombres premiers de la forme 8n + 5.

page 82, article 113 : Par une semblable induction on tirera de la Table II, pour les nombres premiers
dont le résidu est —2, ceux-ci : 3,11,17,19,41,43,59,67,73,83,89,97'3. Parmi ces nombres il ne s’en
trouve aucun de la forme 8n + 5 ou 8n + 7 ; cherchons donc si de cette induction nous pouvons tirer un
théoreme général. On fera voir de la méme maniere que dans I'article précédent, quun nombre composé
de la forme 8n + 5 ou 8n + 7, doit renfermer un facteur premier de la forme 8n + 5 ou de la forme 8n+ 7 ;
de sorte que si notre induction est généralement vraie, —2 ne peut étre résidu d’aucun nombre de la forme
8n+5 ou 8n + 7 ; or s'il peut y en avoir de tels, soit ¢ le plus petit de tous, et qu'on ait —2 = a? — tu. Si
I'on prend, comme plus haut, a impair et < t, u sera de la forme 8n + 5 ou 8n + 7 suivant que ¢ sera de
la, forme 8n + 7 ou 8n + 5 ; mais de ce qu’on a a < t et ut = a® + 2, il est facile de déduire que v est <t ;
et comme —2 serait aussi résidu de wu, il s’ensuivrait que ¢ ne serait pas le plus petit nombre dont —2 est
le résidu, ce qui est contre I’hypotheése. Donc —2 sera nécessairement non-résidu de tous les nombres de
la forme 8n 4+ 5 ou 8n + 7.

En combinant cette proposition avec celles du n° 111, on en déduit les théoremes suivants :

I. —2 et +2 sont non-résidus de tous les nombres premiers de la forme 8n + 5 ; comme nous 'avons déja
trouvé.

I1.—2 est non-résidu et +2 résidu de tous les nombres premiers de la forme 8n + 7.

Au reste, nous aurions pu prendre a pair dans les deux démonstrations ; mais alors il ett fallu distinguer
le cas ou a est de la forme 4n + 2, de celui ou il est de la forme 4n ; d’ailleurs la marche est absolument
la méme et n’est sujette & aucune difficulté.

page 83, article 114 : Il nous reste encore a traiter le cas ou le nombre premier est de la forme 8n+1 ;
mais il échappe a la méthode précédente et demande des artifices tout-a-fait particuliers.

Soit, pour le module premier 8n+1, une racine primitive quelconque a, on aura (n° 62) a*” = —1 (mod 8n+
1) ; cette congruence peut se mettre sous la forme (a?" +1)2 = 2a?"* (mod 8n + 1), ou (a?" —1)? = —2a*"
; d’ont il suit que 2a" et —2a?" sont résidus de 8n + 1 ; mais comme a?" est un carré non-divisible par le
module, +2 et —2 seront aussi résidus (n°® 98).

page 84, article 116 : Au reste on tire facilement de ce qui précede la regle générale suivante : +2 est
résidu de tout nombre qui n’est divisible ni par 4 ni par aucun nombre premier de la forme 8n + 3 ou
8n+5, et non-résidu de tous les autres, par exemple, de tous ceux de la forme 8n+ 3, 81+ 5, tant premiers
que composés.

page 91, article 125 : Tout nombre premier de la forme 4n + 1 soit positif, soit négatif, est non-résidu
de quelques nombres premiers, et méme de nombres premiers plus petits que lui (il est évident qu’il faut
éviter +1).

page 95, article 129 : THEOREME. Si a est un nombre premier de la forme 8n+1, il y aura nécessairement
au-dessous de 24/a un nombre premier dont a est non-résidu.

page 95, article 130 : Maintenant que nous avons démontré que tout nombre premier de la forme 4n+ 1
positif ou négatif, est toujours non-résidu d’un nombre premier au moins plus petit que lui...

page 98, au milieu du article 132 : mais, avant tout, il faut observer que tout nombre de la forme
4n 4 1 ne renfermera aucun facteur de la forme 4n + 3, ou en renfermera un nombre pair parmi lesquels

13En considérant —2 comme le produit de +2 par —1 ; voyez n° 111.
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il pourra y en avoir d’égaux ; tandis que tout nombre de la forme 4n + 3 doit en renfermer un nombre
impair. Le nombre des facteurs de la forme 4n + 1 reste indéterminé.

pages 108 et suiv., articles 146 & 150 : Au moyen du théoréme fondamental 4 et des propositions

relatives a —1, £2, on peut toujours déterminer si un nombre donné quelconque est résidu ou non-résidu
d’un nombre premier donné.

Ensuite, dans 'article 146, Gauss généralise et explique la méthode permettant, étant donnés deux nom-
bres quelconques P et Q, de trouver si I'un d’eux est résidu ou non-résidu de 'autre. Pour cela, il étudie
la relation qui lie @ a chaque puissance de premier qui intervient dans la factorisation de P. Ce qui retient
I’attention, c’est le début du point III de cet article 146, qui explique comment s’effectue le passage du
second degré au premier degré :

On cherchera de la maniere suivante la relation d’un nombre quelconque ) & un nombre premier a im-
pair : quand @ > a, on substituera a @ son résidu minimum positif suivant le module a, ou, ce qui est
quelquefois avantageux, son résidu minimum absolu, qui aura avec a la méme relation que Q.

Or sil’on résoud @, ou le nombre pris & sa place, en facteurs premiers p, p’, p”, etc., auxquels il faut joindre
le facteur —1, quand @ est négatif, il est évident que la relation de @ & a dépendra de la relation des
facteurs p, p', p”, etc. & a : de sorte que, si parmi eux il y en a 2m non-résidus de a, on aura QRa'® ; mais
s’'ily en a2m+1, on aura @QNa. Au reste, on voit facilement que si parmi les facteurs p, p’, p”, etc., il y en
a un nombre pair d’égaux entre eux, on peut les rejeter, puisqu’ils n’influent en rien sur la relation de @ a a.

Dans les articles 147, 148 et 149, Gauss résoud le probleme suivant : Etant proposé un nombre quel-
conque A, on peut trouver certaines formules qui contiennent tous les nombres premiers & A dont A est
résidu, ou tous ceux qui sont diviseurs des nombres de la forme 22 — A, z? étant un carré indéterminé.
Nous appellerons simplement ces nombres diviseurs de 22 — A ; on voit facilement ce que sont les non-
diviseurs. Mais pour abréger nous ne considérerons que les diviseurs qui sont impairs et premiers a A, les
autres cas se ramenant sans peine a celui-la.

On recopie intégralement ces trois articles qui nous semblent tres liés a 'idée que 1’on cherche a développer.

Suite de ’article 147, page 110 : Soit d’abord A un nombre premier positif de la forme 4n + 1, ou
négatif de la forme 4n — 1. Suivant le théoreme fondamental, tous les nombres premiers qui, pris posi-
tivement, sont résidus de A, seront diviseurs de 2 — A ; mais tous les nombres premiers non-résidus de
A seront non-diviseurs de 2 — A, si pourtant on en excepte 2, qui est toujours diviseur. Soient r, r/, v,
etc., tous les résidus de A qui sont plus petits que lui, et n, n’, n”, etc., tous les non-résidus ; alors tout
nombre premier contenu dans une des formes Ak +r, Ak +1', Ak+1r", etc., sera diviseur de 22 — A ; mais
tout nombre premier contenu dans une des formes Ak + n, Ak +n’, etc., sera non-diviseur de 2 — A4, k
étant un nombre entier indéterminé. Nous appellerons les premieres formes des diviseurs de z2 — A et les
dernieres formes des non-diviseurs. Le nombre de chacune d’elles sera égal au nombre de résidus r, 1/,

etc. ou de non-résidus n, n’, etc., et partant, (n® 96) = —=(A — 1). Or si B est un nombre composé impair

et que l'on ait ARB, tous les facteurs premiers de B seront contenus dans une des premieres formes,
et par conséquent, B lui-méme ; donc tout nombre composé impair qui sera contenu dans la forme des
non-diviseurs sera non-diviseur de 22 — A ; mais on ne peut pas dire que les non-diviseurs de 22 — A sont
tous compris dans la forme des non-diviseurs, car en supposant B non-diviseur de 2 — A, et si le nombre
de ces facteurs est pair, B sera compris dans quelque forme de diviseurs (n° 93).

Ainsi, soit A = —11 ; on trouvera que les formes des diviseurs de 22 + 11 sont 11k + 1, 2, 3, 4, 5, 9, et
que celles des non-diviseurs sont 11k + 2, 6, 7, 8, 10. Ainsi —11 sera résidu de tous les nombres premiers
contenus dans une des premieres formes et non-résidu de ceux qui sont contenus dans une des derniéres.
On peut trouver des formes semblables pour les diviseurs et les non-diviseurs de z2 — A, quel que soit
A ; mais on voit aisément qu’on n’a a considérer que les valeurs de A qui ne sont divisibles par aucun
carré ; car si A = a?A’, tous les diviseurs de 2 — A premiers avec A, seront diviseurs de 22 — A’ et de
méme pour les non-diviseurs. Or nous distinguerons trois cas : 1°. quand A est de la forme 4n + 1 ou
—(4n—1);2". quand A est de la forme 4n—1 ou —(4n+1) ; 3°. quand A est pair ou de la forme +(4n+2).

14communément appelé actuellement la “loi de réciprocité quadratique”.

15Gauss utilise la lettre R pour signifier “est résidu quadratique de” et la lettre N pour signifier “est non-résidu quadratique
de”.
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page 111, article 148 : Premier cas. Quand A est de la forme 4n + 1 ou —(4n — 1). On résoudra
A en facteurs premiers a, b, ¢, d, etc., en affectant du signe + ceux de la forme 4n + 1, et du signe —
ceux de la forme 4n — 1 qui seront en nombre pair ou impair, suivant que A sera de la forme 4n + 1 ou
—(4n — 1) (n° 132). On distribuera en deux classes les nombres plus petits que A et premiers avec lui ;
en mettant dans la premiere ceux qui ne sont non-résidus d’aucun diviseur de A, ou qui sont non-résidus
d’un nombre pair de ces diviseurs, et dans la seconde ceux qui sont non-résidus d’un nombre impair des
mémes diviseurs. Désignons les premiers par r, v/, v, etc. et les seconds par n, n’, n”, etc. ; alors Ak +r,
Ak + 1’ ete. sont les formes des diviseurs de a2 — A, et Ak + n, Ak + n/, ete. celles des non-diviseurs.
C’est-a-dire que tout nombre premier, excepté 2, sera diviseur ou non-diviseur de z? — A, suivant qu’il
sera contenu dans 'une des premieres ou 'une des dernieres formes.

En effet, si p est un nombre premier résidu ou non-résidu d’un des facteurs de A, ce facteur sera résidu
ou non-résidu de p (théor. fond.) ; donc si parmi les facteurs de A, il y en a m dont p soit non-résidu, il
y en aura autant qui seront non-résidus de p, et partant, lorsque p sera contenu dans 'une des premieres
formes, m sera pair et ARp, et lorsque p sera contenu dans une des dernieres, p sera impair et ANp.
Ezemple. Soit A = 4105 = (=3) x (+5) x (=7)%6 ;

les nombres r, v/, '/, etc. sont :

1, 4, 16, 46, 64, 79, qui ne sont non-résidus d’aucun facteur. ;

2, 8, 23, 32, 53, 92, qui sont non-résidus de 3 et 5 ;

26, 41, 59, 89, 101, 104, .. ..oeveeeeeneeeenn., 3et7;

23, 52, 73, 82, 97, 103, .. 0\ooeeeennnn. .. 5et7;

les nombres n, n’, n”’, etc. sont :

11, 29, 44, 71, 74, 86, non-résidus de 3 ;

22, 37, 43, 58, 67, 88,............ de 5 ;
19, 31, 34, 61, 76, 94,............ de 7 ;
17, 38, 47, 62, 68, 83,............ de3,5et7;
On déduit facilement de la théorie des combinaisons et des n°%(32,96) que la multitude des nombres 7, r/,
ete. sera (=1) I(1—1)(-2)1-3)
t<1 T 1234 * etc')

et celle des nombres n, n', etc.

(-1 —2) 11—1)1—2)1—3)1—4)
t(l + 1.2.3 + 1.2.3.4.5

+ etc.)

[ désignant le nombre des facteurs a, b, ¢, d, etc., t étant
=2""a—-1)(b—1)(c—1)etc., et chaque série devant étre continuée jusqu’a ce qu’elle s’arréte d’elle-méme.

L(1-1)

Mais pour abréger, nous sommes forcés de ne pas donner pius de développement & la démonstration). Or
chacune des séries a pour somme [.2!=1 ; car la premiére provient de
1+l—1 (-1nl-2) ((-1DH{I-2)(1-3)

1.2.3
second et du troisiéme, puis la somme du quatritme et du cinquidme, ete. : la seconde provient aussi de

la méme série, en joignant le premier terme au second, le troisieme au quatrieme, etc. Il y a donc autant
de formes de diviseurs de 2~ — A, que de formes de non-diviseurs ; et ils sont en nombre 2'~!.¢ de chaque

espece, ou %(a —1)(b—1)(c—1)(d — 1)etc.

(En effet il y a ¢t nombres résidus de a, b, ¢, d, etc., t. non-résidus de deux de ces facteurs, etc.

+ etc. en prenant le premier terme, puis la somme du

page 113, article 149 : Nous pouvons traiter ensemble le second et le troisieme cas. En effet on pourra
toujours poser A = (—1)Q, ou = (+2)Q, ou = (—2)Q, @ étant un nombre de la forme 4n+1 ou —(4n—1).
Soit généralement A = o), de sorte que « soit ou —1 ou £2. Alors A sera résidu de tout nombre dont «
et @ seront tous deux résidus, ou tous deux non-résidus : au contraire il sera non-résidu de tout nombre
dont 'un d’eux seulement sera non-résidu. De 1a on déduit sans peine les formes des diviseurs et des
non-diviseurs de #2 — A. Si & = —1 ; nous partagerons tous les nombres plus petits que 44 et premiers
avec lui, en deux classes. La premiere renfermera ceux qui sont dans quelque forme des diviseurs de 22 —Q,
et en méme temps de la forme 4n + 1, et aussi ceux qui sont dans quelque forme des non-diviseurs de
22 — @ et en méme temps de la forme 4n — 1 : la seconde renfermera tous les autres. Soient r, ', v, etc.
les premiers et n, n’, n”, etc. les derniers ; A sera résidu de tous les nombres premiers contenus dans une

16Cela peut surprendre d’utiliser ainsi des nombres négatifs dans la factorisation mais Gauss explique qu’il affecte
systématiquement les nombres premiers de la forme 4n + 3 du signe — et ceux de la forme 4n + 1 du signe + a cause
de leur comportement démontré par le théoreme fondamental.
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des formes 4Ak+r, 4Ak+71', 4Ak +7r", etc., et non-résidu de tous les nombres premiers contenus dans une
des formes 4Ak + n, 4Ak +n', 4Ak + n", etc. Si a = +2, nous distribuerons tous les nombres plus petits
que 8Q) et premiers avec lui en deux classes : la premiére renfermera tous ceux qui sont contenus dans
quelque forme des diviseurs de 22 — Q, et qui sont de la forme 8n + 1 ou 8n + 7, pour le signe supérieur,
et de la forme 8n 4+ 1 ou 8n + 3 pour le signe inférieur ; cette classe comprendra aussi tous ceux qui sont
contenus dans quelque forme de non-diviseurs de 22 — @ et qui sont, pour le signe supérieur, de la forme
8n + 3, 8n + 5, et pour le signe inférieur, de la forme 8n + 5, 8n + 7, et la seconde tous les autres. Alors
désignant les nombres de la premiere classe par 7, v/, 7/, etc., ceux de la seconde par n, n’, n”, etc., £2Q
sera résidu de tous les nombres premiers contenus dans les formes 8Qk + r, 8Qk + ', 8Qk + r”, etc. et
non-résidu de tous ceux contenus dans les formes 8Qk + n, 8Qk + n’, 8Qk + n”’, etc. Au reste, on peut
démontrer facilement qu’il y a autant de formes de diviseurs qu’il y en a de non-diviseurs.

FEzemple. On trouve ainsi que 10 est résidu de tous les nombres premiers contenus dans les formes 40K +1,
+3, 49, +13, +27, +31, +37, +39, et non-résidu de tous les nombres premiers contenus dans les formes
40K + 7, +11, +17, +19, +21, +23, 429, +33.

page 114, article 150 : Ces formes ont plusieurs propriétés assez remarquables ; nous n’en citerons
cependant qu’une seule. Si B est un nombre composé premier avec A, tel qu'un nombre 2m de ses fac-
teurs premiers soient compris dans quelque forme de non-diviseurs de 22 — A, B sera contenu dans quelque
forme de diviseurs de 22 — A ; mais si le nombre de facteurs premiers de B contenus dans quelque forme
de non-diviseurs de z2 — A est impair, B sera aussi contenu dans quelque forme de non-diviseurs. Nous
omettons la démonstration, qui n’a rien de difficile!”. 11 suit de 14 que non-seulement tout nombre premier
; mais aussi tout nombre composé impair et premier avec A est non-diviseur des qu’il est contenu dans une
des formes de non-diviseur ; car nécessairement quelque facteur premier de ce nombre sera non-diviseur.

page 116, article 152 : Jusqu’a présent nous n’avons traité que la congruence simple 22 = A(mod m),
et nous avons appris a reconnaitre les cas ou elle est résoluble. Par le n° 105, la recherche des racines
elles-mémes est ramenée au cas ou m est un nombre premier, ou une puissance d’'un nombre premier ;
et par le n® 101, ce dernier cas est ramené a celui ot m est un nombre premier. Quant a celui-ci, en
comparant ce que nous avons dit (n° 61 et suiv.) avec ce que nous enseignerons sect. V et VIII, on aura
presque tout ce qui peut se faire par les méthodes générales. Mais dans les cas ou elles sont applicables,
elles sont infiniment plus longues que les méthodes indirectes que nous exposerons dans la section VI, et
partant elles sont moins remarquables par leur utilité dans la pratique que par leur beauté.

Annexe 3 : Deux extraits de la lettre de Carl Frédéric Gauss a So-
phie Germain du 30 avril 1807 (extrait des Oeuvres philosophiques
de Sophie Germain, 1879, p. 274-282)

Voici une autre proposition relative aux residus quarrés, dont la demonstration est moins cachée : je ne
I’ajoute pas, pour ne pas vous derober le plaisir de la developper vous-méme, si vous la trouverez digne
d’occuper quelques moments de votre loisir.
Soit p un nombre premier. Soient les p — 1 nombres inférieurs a p partagés en deux classes :
1
Al 2,340 (p 1)
1

1 1
B.... 5(}7 +1), i(p + 3), §(p +5),...p — 1 Soit a un nombre quelconque non divisible par p. Multipliés

tous les nombres A par a; prenés-en les moindres residus selon le module p, soient, entre ces residus, «

1
appartenants a A, et § appartenants a B, de sorte que a4+ 8 = i(p —1). Je dis que a & residu quarré de
p lorsque 8 € pair, non residu lorsque 8 ¢ impair.

Le second extrait est davantage “connu”

Le golt pour les sciences abstraites en général et surtout pour les mysteres des nombres est fort rare :
on ne s’en étonne pas ; les charmes enchanteurs de cette sublime science ne se decelent dans toute leur

170n suppose donc que Gauss I’a faite, dans une quelconque marge...
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beauté qu'a ceux qui ont le courage de 'approfondir. Mais lorsqu'une personne de ce sexe, qui, par nos
moeurs et par nos préjugés, doit rencontrer infiniment plus d’obstacles et de difficultés, que les hommes, a
se familiariser avec ces recherches epineuses, sait neansmoins franchir ces entraves et penétrer ce qu'elles
ont de plus caché, il faut sans doute, qu’elle ait le plus noble courage, des talens tout a fait extraordinaires,
le génie supérieur. En effet, rien ne pourroit me prouver d'une maniére plus flatteuse et moins équivoque,
que les attraits de cette science, qui ont embelli ma vie de tant de jouissances, ne sont pas chimériques,
que la predilection, dont vous 'avez honorée.



Annexe 1 : Articles 75 a 78 des Recherches arith-
métiques de Carl-Friedrich Gauss

75. Avant d’abandonner ce sujet, nous présenterons quelques propositions qui
ne nous paraissent pas indignes d’attention, a cause de leur simplicité.

Le produit de tous les termes de la période d’un mombre quelconque est = 1
quand leur nombre ou l’exposant auquel appartient le nombre dont il s’agit est
impair, et = —1 quand il est pair.

Par exemple, pour le module 13, la période de 5 est composée des termes
1,5,12,8 dont le produit 480 = —1 (mod 13), suivant le méme module, la
période de 3 est composée des termes 1, 3,9, dont le produit 27 = 1 (mod 13).
Soit ¢ I'exposant auquel le nombre appartient ; on peut toujours trouver (n°71)

-1
une base pour laquelle I'indice du nombre soit pT Or l'indice du produit de
tous les termes sera

p—1_(-Dp-1)
t 2 ’

(14+2+3+ete.+t—1)

-1
donc il sera = 0 (mod p — 1), quand ¢ est impair et = — quand t est pair.

Dans le premier cas, le produit est = 1 (mod p) ; dans le second, = —1 (mod p).

76. Si le produit du théoreme précédent est une racine primitive, sa période
comprendra tous les nombres 1,2,3,4,...p — 1, dont le produit sera par con-
séquent toujours = —1 ; car p— 1 est toujours pair, excepté dans le cas ou p = 2,
et alors on a indifféremment +1 ou —1. Ce théoréme élégant qu’on énonce or-
dinairement de cette maniere : Le produit de tous les nombres plus petits qu’un
nombre premier étant augmenté de l'unité, est divisible par ce nombre premier,
a 6té publié par Waring qui lattribue & Wilson (Meditationes Algeb. Ed. 3, p.
380) ; mais aucun des deux n’a pu le démontrer, et Waring avoue que la démon-
stration lui en semble d’autant plus difficile qu’il n’y a point de motation par
laquelle on puisse exprimer un nombre premier ; pour nous, nous pensons que la
démonstration de cette sorte de vérités doit étre puisé dans les principes plutot
que dans la notation. Lagrange en a depuis donné une démonstration (Nouw.
Mém. de I’Ac. de Berlin, 1771), dans laquelle il s’appuie sur la considération
des coefficients que ’on trouve en développant le produit

+D(x+2)(x+3)...(x+p—1):
et il fait voir qu’en supposant ce produit
=Pt 4+ AzP72 4 BaP73 + ete. + Mz + N,
les coefficients A, B, etc. M sont divisibles par p ; or
N=123...p—1

Maintenant si x = 1, le produit est divisible par p, mais alors il sera = 1 +
N (mod p) donc 1+ N est divisible par p.

Enfin Euler (Opusc. analyt. T.1, p.8329) en a donné une démonstration qui ren-
tre dans celle que nous venons d’exposer ; ainsi puisque de tels hommes n’ont



pas cru ce sujet indigne de leurs méditations, nous espérons qu’on ne nous dés-
approuvera pas d’offrir encore ici une autre maniere de démontrer ce théoreme.

77. Nous dirons que deux nombres sont associés, comme ’a fait Euler, lorsque
leur produit sera congru a 'unité. Cela posé, par la section précédente, tout
nombre positif moindre que p, aura toujours un nombre associé moindre que p et
il n’en aura qu’'un ; or il est facile de prouver que parmi les nombres 1,2,3, —1, il
n’y a que 1 et p—1 qui soient eux-mémes leurs associés, car ceux qui jouiront de
cette propriété seront donnés par la congruence 22 = 1 qui ne peut avoir que 2
racines 1 et p—1. Supprimant donc ces deux nombres, les autres 2,3,4...p—2,
seront associés deux a deux, donc leur produit sera = 1 ; enfin multipliant par
p—1, le produit de tous 1.2.34...p—1=p—-1=—1.

Par exemple, pour p = 13, les nombres 2,3,4,5,...11 s’associent de la maniere
suivante : 2 avec 7, 3 avec 9, 4 avec 10, 5 avec 8, 6 avec 11 ; donc 2.3.4...11 =1,
et partant......... 1.23...12=12= —1.

78. Le théoreme de Wilson peut étre rendu plus général en I’énoncant comme
il suit : Le produit de tous les nombres premiers avec un nombre donné A et
moindres que ce nombre, est congru suivant A, a l'unité prise positivement ou
négativement. L’unité doit étre prise négativement quand A est de la forme
p™ ou 2p™, p étant un nombre premier différent de 2, ou encore quand A = 4
; et positivement dans tous les autres cas. Le théoreme de Wilson est con-
tenu dans le premier cas. Ezemple. Pour A = 15, le produit des nombres
1,2,4,7,8,11,13,14 est = 1 (mod 15). Nous supprimons, pour abréger, la dé-
monstration. Nous observerons seulement qu’on peut y parvenir comme dans
larticle précédent, excepté que la congruence 22 = 1 peut avoir plus de 2 racines,
ce qui demande certaines considérations particulieres. On pourrait aussi la tirer
de la considération des indices, comme dans le n°75, si I'on y joint ce que nous
dirons tout a ’heure des modules composés.

Annexe 2 : Article 41 des Recherches arithmé-
tiques de Carl-Friedrich Gauss

Dans l'article 41 des Recherches arithmétiques de Gauss, on retrouve la notion
de permutations et on pense aux travaux de Galois a venir.

41. Sip est un nombre premier, et qu’on ait p choses parmi lesquelles il peut s’en
trouver un certain nombre d’égales entre elles, pourvu que toutes ne le soient
pas : le nombre des permutations de ces choses sera divisible par p.

Par exemple, cinq choses A, A, A, B, B peuvent se disposer de dix maniéres dif-
férentes.

La démonstration de ce théoreme se déduit facilement de la théorie connue des

permutations. En effet, supposons que parmi ces p choses, il y en ait a égales

a A, b égales a B, ¢ égales & C etc., de sorte qu’on ait a + b + ¢+ etc = p, les

nombres a, b, c,etlc. %ouvant aussi désigner I'unité. Le nombre de permutations
. )

sera = ; or le numérateur est évidemment divisible
1.2...a.1.2...0.1.2...cetc.




par le dénominateur, puisque le nombre des permutations est entier ; mais il est
divisible par p, tandis que le dénominateur, qui est composé de facteurs plus
petits que p, n’est pas divisible par p (n°15) ; donc le nombre des permutations
sera divisible par p.

Nous espérons cependant que la démonstration suivante ne déplaira pas & quelques
lecteurs.

Lorsque dans deux permutations I'ordre des choses ne différera qu’en ce que celle
qui tient la premiere place dans I'une, en occupe une différente dans ’autre, mais
que du reste toutes les autres choses, a partir de celle-la, suivent le méme ordre
dans chacune des permutations, de maniere que la derniere de 'une se trouve
placée immédiatement avant la premiere, dans l'autre ; nous les appellerons
permutations semblables®. Ainsi ABCDE et DEABC, ABAAB et ABABA
seront semblables.

Or comme chaque permutation est composée de p choses, il est clair qu'on
pourra en trouver p — 1 semblables a une quelconque d’entre elles, si I’'on met
successivement a la seconde, a la troisieme place, etc., la chose qui occupait
la premiere ; donc si aucunes de ces permutations semblables ne sont iden-
tiques, il est évident que le nombre total des permutations sera égal a p fois le
nombre des permutations dissemblables, et conséquemment sera divisible par p.
Supposons que deux permutations semblables PQ ... TV ..., V...YZPQ...T
puissent étre identiques, et que P qui occupe la premiére place dans la premiere,
occupe la n+ 1€ dans la seconde : on aura dans la derniére série le n + 17%¢m¢
terme égal au 1°7, le n+ 29 égal au 2, etc., d’ou résulte que le 2n 4 17¢me
est encore égal au premier et par conséquent le 3n + 19 et généralement
le kn 4+ m®™¢ égal au m™®™¢ (ou quand kn = m > p, il faut imaginer qu’on
reprenne toujours par le commencement, la série V ...7T, a moins qu’on ne re-
tranche de kn+m, le multiple de p, qui en approche le plus en moins). Cela posé,
si on détermine k de maniére que kn = 1 (mod p), ce qui peut toujours se faire,
puisque p est premier, il suivra de 13 que généralement le m*®™° terme serait
égal au m + 1™, c’est & dire qu’un terme quelconque serait égal au suivant,
ou que tous les termes seraient égaux entre eux, ce qui est contre I’hypothese.

3Si Ion écrivait en cercle les permutations semblables, de maniére que la derniére chose
touchat la premiére, il n’y aurait aucune différence entre elles, parce qu’aucune place ne peut
s’appeler la premiére ni la derniére.
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Les manuscrits de Galois ont été remis & Joseph Liouville par Auguste Chevalier : Liouville a 1égué
sa bibliothéque et ses papiers a 'un de ses gendres, M. de Bligniéres [1]. Mme de Bligniéres s’occupe
pieusement de classer les innombrables papiers de son mari et de son illustre pere. Elle a recherché et su
retrouver (non sans peine) les manuscrits de Galois : ceux-ci, ainsi que d’autres papiers importants, seront
donnés a I’Académie des Sciences : Mme de Bligniéres a bien voulu, en attendant, m’autoriser a examiner
les manuscrits de Galois et a en publier des extraits : je lui exprime ici ma profonde reconnaissance.

Je dois aussi des remerciments a M. Paul Dupuy, dont tous les géometres connaissent la belle Notice
sur la vie d’Evariste Galois, publiée dans les Annales scientifiques de 1’Ecole Normale [2]. M. Dupuy a
bien voulu procéder & un premier classement des manuscrits qui m’avaient été remis et en séparer ceux
qui appartiennent incontestablement a Galois, dont il connait bien ’écriture.

Les lignes qui suivront, les quelques fragments ou notes que je pourrai publier n’ajouteront rien a la
gloire de Galois : elles ne sont qu'un hommage rendu a cette gloire dont I’éclat n’a fait que grandir depuis
la publication de Liouville.

Cette publication a été faite de la fagon la plus judicieuse ; mais, soixante ans plus tard, on est tenu a
moins de réserve. Les mathématiciens s’intéresseront toujours a Galois, & I’homme et a ses écrits : il est
de ceux dont on voudrait tout savoir.

Je m’occuperai tout d’abord des ceuvres posthumes et des papiers qui s’y rapportent. Pour la plupart
de ces papiers, on possede la copie de Chevalier ; d’ailleurs 1’écriture de Galois est, d’ordinaire, parfaitement
lisible et méme assez élégante ; mais elle est parfois abrégée, hative ; les ratures et les surcharges abondent
; jaurai a signaler quelques mots et quelques phrases illisibles.

L’importance de 'ccuvre de Galois sera mon excuse pour la minutie de certains détails, ou j’ai cru
devoir entrer, et qui va jusqu'au relevé de fautes d’impression, dont le lecteur attentif ne peut manquer
de s’apercevoir. Je ne me dissimule pas ce que cette minutie, en elle-méme, a de puéril.

Les ceuvres posthumes occupent les pages 408-444 du Tome XI (1846) du Journal de Mathématiques
pures et appliquées et les pages 25-61 des (Buvres mathématiques d’Evariste Galois publides sous les aus-
pices de la Société mathématique de France [3]. C’est, sauf avis contraire, & ce dernier Ouvrage que se
rapportent tous les renvois.

LETTRE A AUGUSTE CHEVALIER
(pages : 25-32).

Dimensions du papier : 31x20. La lettre, datée deux fois, au commencement et & la fin (29 mai 1832),
contient sept pages : le bas de la septieme, au-dessous de la signature, a été coupé sur une longueur
d’environ 8™.

Le verso de la derniere page contient le brouillon de deux lettres, d’ailleurs biffées, dont I'une porte
une date, biffée aussi ; on lit 14 mai 83 ; il est vraisemblable que Galois a écrit sa lettre a Chevalier sur
la premiere feuille venue, une feuille sur laquelle il avait griffonné une quinzaine de jours auparavant.

Ces brouillons sont disposés d'une fagon assez singuliére : ils comportent des phrases entieres, puis
des lignes, blanches au milieu avec un mot au commencement et un mot a la fin : ces mots sont souvent
illisibles, tant parce qu’il est impossible de leur attribuer un sens que par suite des ratures : celles-ci vont
de haut en bas ; il en est ainsi dans plusieurs des manuscrits de Galois ; ici, elles semblent faites avec une
barbe de plume, ou un bout de bois, qu’il aurait trempé dans I’encre ; le premier brouillon de lettre est a
gauche, le second a droite et se continue dans une autre direction ; Galois a fait tourner son papier d’un
angle droit. Voici ce que j’ai pu lire :



brisons la sur cette affaire je vous prie
Je n’ai pas assez d’esprit pour suivre
une conversation de ce genre

mais je tdcherai d’en avoir assez pour
converser avec vous comme je le faisais

avant que rien soit arrivé. Voila

Mr le (illis.)
en a qui
doit vous qu’a

moi et ne plus penser a des choses
qui ne (dllis.) exister et qui

n’existeront jamais

14 mai 83

J’ai suivi votre conseil et j’ai réfléchi

a qui s’est

passé sous quelque

dénomination que ce puisse [4] étre (illis.) par s’établir
entre nous. Au reste Mr soyez (?)
persuadé qu’il n’en aurait sans doute

jamais été davantage ; vous supposez
mal et vos regrets sont mal fondés.
La vraie amitié n’existe guére

qu’entre des personnes de méme sexe

Surtout des
amis. Sans doute
le vide qu P’absence

de tout sentiment de ce genre....

(illis.) confiance... mais elle a été

trés (illis.) [5) ... vous m’avez

vu triste z demandé

le motif ; je vous ai répondu que
j’avais des peines ; qu’on m’avait fait
éprouver. J’ai pensé que vous prendriez
cela comme toute personne devant
laquelle on laisse tomber une parole
pour (illis.) on n’est

pas

le calme de mes idées me laisse

la liberté de juger avec beaucoup

de réflexion les personnes que je vois
habituellement ; c’est ce qui fait que
j’ai rarement le regret de m’étre
trompé ou laissé influencer a leur égard.

Je ne suis pas de votre avis pour

les (illis.) plus que
les (7) exiger
ni se vous remercie

sincérement de tous ceux ou vous
voudrez bien descendre en ma

faveur.

J’ai collationné le manuscrit avec le texte imprimé : il n’est guere utile de parler de quelques change-
ments de notation, sans aucune importance, qui remontent a Liouville, de dire que Galois a écrit bulletin
ferussac et non Bulletin de Férussac, ou encore de signaler, page 29 des (Euvres, ligne 24, la substitution
du mot “équation” au mot “réduction” que le sens indique suffisamment et qu’on lit dans le manuscrit et



dans le texte de Liouville. Le point le plus intéressant est que le théoréme de Legendre (page 30, ligne
31),

FE' + EF' — FF' = g

est écrit par Galois non sous la forme qui préceéde, mais comme il suit :

m
EF —E'F = 7\/_71
2
MEMOIRE SUR LES CONDITIONS DE RESOLUBILITE PAR RADICAUX
(pages 33-50) [6].

Dans les quelques lignes d’introduction au Mémoire sur les conditions de résolubilité des équations par
radicaux que Galois avait biffées (d’ailleurs trés légérement) et que Chevalier a conservées avec raison,
Galois dit que le Mémoire est extrait d’'un Ouvrage qu’il a présenté & 1’Académie il y a un an. Le manuscrit
de Galois n’est pas un extrait, c’est le texte méme qui a été remis a I’Académie. Qu’il en soit ainsi, c’est
ce que Chevalier avait signalé dans une note (page 33 des (Euvres, note 2) ainsi congue :

J’ai jugé convenable de placer en téte de ce Mémoire la préface qu’on va lire, bien que je l'aie trouvée biffée dans le

manuscrit. Ce manuscrit est précisément celui que 'auteur présenta a I’Académie.

La derniére phrase de cette note, qui figure dans la copie de Chevalier et sur I’épreuve dont j’ai parlé, a
disparu du texte définitif. Liouville a-t-il voulu effacer la 1égere contradiction entre le texte et la note, a-t-il
cru devoir se conformer au désir de Galois, qui semble avoir souhaité qu’on ignorat que ce Mémoire était
celui-1a méme qu’il avait présenté a I’Académie ; a-t-il jugé lui-méme que, pour des raisons de convenance
envers 1’Académie, cette ignorance était préférable ? C’est 14, en vérité, des questions dont la réponse
importe bien peu, non plus que la petite inexactitude du mot extrait. Il importe beaucoup plus que le
texte du Mémoire de Galois ne se soit pas égaré, comme le précédent, et qu’il ait pu étre remis a 'auteur,
qui y a fait plusieurs remaniements : ceux-ci, le plus souvent, peuvent se distinguer par 1’écriture. La
conjecture de Chevalier, a savoir que “Galois a relu son Mémoire pour le corriger avant d’aller sur le
terrain” (note de la page 40), est tout a fait vraisemblable.

La premiére page de la couverture, qui subsiste, est fort sale, tachée d’encre, couverte de gribouillages,
de bouts de calcul, & 'encre ou au crayon, au recto et au verso, dans tous les sens ; quelques-unes des
formules laissent supposer que Galois, en les tragant, pensait a quelque point de la théorie des fonctions
elliptiques ; d’autres se rapportent a une suite récurrente.

En haut et & droite du recto on lit (écriture de Liouville) “Rapport du 4 juillet 1831” ; puis, en titre,

d’une écriture qu’il serait probablement possible d’identifier :

MM. Lacroix
Poisson
commissaires

le 17 j°r 1831

le tout suivi d’un paraphe ; en face du nom de Poisson, il y a le mot vu, d’une grosse écriture, celle de
Poisson sans doute.

Au verso, entre des taches et des calculs, Galois a écrit
Oh ! chérubins.
On peut bien supposer que cette apostrophe s’adresse & MM. Lacroix et Poisson.

Le manuscrit contient onze pages (38 x 25) ; la marge occupe la moitié de chaque page ; elle contient
plusieurs notes et additions, dont les unes remontent peut-étre a la premiere rédaction, dont les autres ont
été sans doute ajoutées par Galois, lorsqu’il a revu son travail pour la derniere fois telle est assurément
celle qu’a signalée Chevalier, le tragique “je n’ai pas le temps”.

En marge de la seconde page, on trouve ces quatre noms :



V. Delaunay,
N. Lebon,
F. Gervais,
A. Chevalier

et une liste de onze noms, soigneusement biffés.

Je dois, en passant, signaler, page 34 des (Buwres, 'omission de deux lignes, qui figurent dans le
manuscrit et dans le texte de Liouville ; elles devraient terminer I’avant-dernier alinéa :

.., en général par quantité rationnelle une quantité qui s’exprime en fonction rationnelle des coeffi-
cients de la proposée.

Dans la marge de la troisitme page du manuscrit, en face du lemme IIT (page 36), se trouve la note an
crayon que Voici :

La démonstration de ce lemme n’est pas suffisante ; mais il est vrai, d’apres le n°100 du Mémoire de
Lagrange, Berlin, 1775.

Au-dessous, Galois a écrit :

Nous avons transcrit textuellement la démonstration que nous avons donnée de ce lemme dans un
Mémoire présenté en 1830. Nous y joignons comme document historique la note suivante qu’a cru devoir
y apposer M. Poisson.

On jugera.
Puis, plus bas :
Note de l'auteur.

Galois voulait évidemment que la note de Poisson [7] et son propre commentaire fussent publiés. Au
surplus, les notes de Poisson et de Galois figurent dans la copie de Chevalier et dans I’épreuve. Liouville
les a supprimées finalement, pour des raisons évidentes.

La note de la page 37 des (Buvres est en face du lemme IV et semble d’une encre différente de celle
du texte; mais il ne me parait nullement certain que ce soit une addition de la derniére heure : je
crois que Galois a dii, a cette derniere heure, remanier et développer hativement la démonstration de ce
lemme IV ; elle ne comportait probablement, dans le texte primitif, que quatre ou cinq lignes ; elle est
maintenant écrite, partie dans la marge, partie dans le blanc qui restait au bas de la page, d’'une écriture
serrée, nerveuse : au reste, un mot injurieux, biffé, et qui est de la méme encre que le “chérubins” de la
couverture ne laisse guére de doute sur 'impatience que ce passage a fait éprouver a 'auteur.

La note de la page 38 des (Fuvres est en marge, en face de la proposition I. A la suite de cette note,
avec l'indication “a reporter dans les définitions”, se trouve ce qui est imprimé pages 35 et 36, a partir de
la ligne 22 (Les substitutions sont ) jusqu’a la ligne 3 (la substitution ST) ; ce passage est en face du texte
imprimé du milieu de la page 38 au milieu de la page 39.

En marge de la page suivante (cinquiéme) du manuscrit, le scholie II [8] (page 40) est immédiatement
précédé de ces indications, qui sont biffées :

Ce qui caractérise un groupe. On peut partir d’une des permutations quelconques du groupe.

Vraisemblablement, c’est aprés avoir écrit et biffé ces lignes que Galois s’est décidé & écrire le passage
“a reporter dans les définitions”. Un peu plus bas est la note “je n’ai pas le temps”, puis cinq lignes biffées,
mais qui sont d’une écriture calme et remontent peut-étre a la premiere rédaction, les voici :

Car si 'on élimine f(V,r) =0 et F(r) =0, F(r) étant du degré premier p, il ne peut arriver que de deux choses 'une :
ou le résultat de I’élimination sera de méme degré en V que f(V,r) ou il sera d’un degré p fois plus grand.

Ce passage biffé doit évidemment étre rapproché des indications données dans le premier alinéa de la
note de la page 40. Ces indications sont de Liouville ; la note de Chevalier était ainsi congue :

Vis-a-vis la démonstration de ce théoréme, dans le manuscrit j’ai trouvé ceci
“Il y a quelque chose. ..”

C’est ainsi qu’elle figure dans I’épreuve. Les six premieres lignes de la note de la page 40 sont donc de
Liouville.

Au reste, Liouville a été visiblement préoccupé de cet endroit (proposition II) du texte de Galois :
il a jugé un moment convenable de reprendre 1'hypothése primitive de Galois (p premier) et d’éclaircir



completement la démonstration dans ce cas, par une note que je crois devoir transcrire, non pas qu’elle
puisse apprendre quelque chose au lecteur, mais parce qu’elle me semble une trace touchante des soins et
des scrupules que Liouville apportait dans sa publication ; le renvoi correspondrait a la ligne 20 de la page
40 des (Buvres :

Ceci mérite d’étre expliqué avec quelque détail.

Désignons par, ¥(V) = 0 I’équation dont I'auteur parle, et soient f(V,7), f1(V,7),..., fic1(V,r) les
facteurs irréductibles dans lesquels, (V) devient décomposable par ’adjonction de r, en sorte que,

(V)= f(Vir) i(Vir) .o fica(Vir).

Comme 7 est racine d’une équation irréductible, on pourra dans le second membre remplacer r par
r'or’ .. rPT L Ainsi ¢p(V)H est le produit des i quantités suivantes

f(V, T‘) f(V, T/) - f(V7 r(/‘*l))
AV AWV (VD)
ficrt(Vir)  fica(Vor) oo fima (Vr(e= 1)

dont chacune, symétrique en r,7/,...,7P~1 et par suite exprimable en fonction rationnelle de V in-
dépendamment de toute adjonction, doit diviser (V) et se réduire en conséquence a une simple puis-
sance du polynome (V) qui cesse de se résoudre en facteurs lorsqu’on n’adjoint pas les auxiliaires
r,r’, etc. Jajoute que le degré de la puissance est le méme pour toutes. En effet, les équations
fV,ry=0, fi(V,r)=0,..., fi—1(V,r) =0 qui dérivent de (V') = 0 et dont les racines sont fonctions
rationnelles les unes des autres ne peuvent manquer d’étre du méme degré. En faisant donc

FOVr) F(Vor') o f(Vr =Dy = (V)
on en conclura p = iu. Mais p est premier et 4 > 1; donc on a i = p, d’out u = ¢, et enfin

(V) = F(Var) f(Vor') . f(Vor®=D),
Ce qu’il fallait démontrer.
J. LIOUVILLE.

Assurément, en rédigeant cette note, Liouville se conformait au précepte d’étre “transcendantalement
clair” qu’il a rappelé dans I'avertissement aux (Euvres mathématiques de Galois. Il s’est apergu ensuite
en réfléchissant davantage, que la proposition II n’impliquait pas que le nombre p fiit premier et il a
soigneusement noté les différences essentielles entre les deux rédactions successives de 'auteur. Qu’il ait
reculé devant les explications nécessaires pour donner a la pensée de Galois toute la clarté qu’il faudrait,
cela, aujourd’hui, n’a aucun inconvénient.

Page 41 des (Buvres, les lettres u, v remplacent les lettres p, n dont s’est servi Galois ; pareil changement
a été fait dans la lettre a Chevalier ; ces petites modifications, destinées a éviter des confusions possibles,
sont de Liouville : les lettres p, n figurent encore dans I’épreuve.

Les lignes 7, 8, 9 de la méme page sont une addition marginale, mais qui ne semble pas de la derniére
heure. Cette addition est suivie de la nouvelle rédaction de la proposition III, datée de 1832, sur laquelle
lattention est appelée dans la note qui est au bas de la page qui nous occupe. Ici encore, Liouville est
intervenu ; la note de Chevalier était ainsi congue.

Dans le manuscrit de Galois I’énoncé du théoreme qu’on vient de lire se trouve en marge et vis-a-vis de la démonstration
qu’il en avait écrite d’abord. Celle-ci est effacée avec soin ; I’énoncé précédent porte la date 1832 et montre par la maniere

dont il est écrit que 'auteur était extrémement pressé : ce qui confirme ’assertion que j’ai avancée dans la note précédente.
C’est donc Liouville qui a déchiffré et intercalé le texte primitif de la proposition III.

La phrase (il suffit ...substitutions), placée entre parenthéses au bas de la page 43 des (Fuvres et en
haut de la page 44, est une note marginale.

Page 46, ligne 24, Galois a simplement écrit “Journal de [ "Ecole, XVII”.

Il y a dans les manuscrits de Galois une feuille (double) qui est une sorte de brouillon de la proposition
V ; ce brouillon a passé en grande partie dans la rédaction du Mémoire [9].



Avant de parler du manuscrit contenant le fragment imprimé dans les derniéres pages des (Buvres, je
dois dire un mot d’une feuille détachée [10] en partie déchirée, qui, par le format du papier, la couleur de
I'encre et la forme de ’écriture, parait avoir appartenu au cahier dont ce manuscrit faisait partie. Elle
contient une rédaction antérieure de la proposition I et de sa démonstration, rédaction qui semble avoir
été écrite au moment méme ou Galois venait de trouver cette démonstration : I’énoncé de la proposition
fondamentale est, presque textuellement, le méme que dans le Mémoire sur des conditions de résolubilité,
puis viennent seize lignes barrées que je reproduis :

Considérons d’abord un cas particulier. Supposons que 1’équation donnée n’ait aucun diviseur rationnel
et que toutes ses racines se déduisent rationnellement de I'une quelconque d’entre elles. La proposition
sera facile a démontrer.

En effet, dans notre hypothese, toute fonction des racines s’exprimera en fonction d’une seule racine
et sera de la forme ¢x, x étant une racine. Soient

T T1=fix To=for.. . Tmo1 = frmo®
les m racines. Ecrivons les m permutations

z fiz fox...fm—o12
1 fixr fex1... fm—1ma
r2 fixa fexa... fm—172

Tm—1 flﬂﬂm—l f2$m—1---fm—1$m—1

Le reste de la démonstration suivait, contenu dans une douzaine de lignes qui sont devenues les lignes
13-26 de la page 39 des (Buvres : on distingue assez bien les x surcharges des V de la rédaction définitive
; ces douze lignes sont d’ailleurs réunies en marge par un trait, avec 'indication : d reporter plus loin.
Galois a changé d’idée ; il trouve maintenant inutile de s’arréter au cas particulier ; mais il semble que
ce cas particulier lui ait été d’abord nécessaire, car les douze lignes que je viens de dire sont suivies de
celles-ci :

Le théoreme est donc démontré dans ’hypothese particuliere que nous avons établie.
Revenons au cas général.

Ces trois lignes sont biffées avec un soin particulier, Galois est en possession de la démonstration
générale, sous la forme simple et définitive ; il est joyeux ; il couvre de hachures les seize lignes puis les
trois lignes dont il n’a plus besoin. Vient ensuite la vraie démonstration, les deux dernieres lignes de la
page 38 des (Buwvres et le commencement de la page 39, jusqu’a : “je dis que ce groupe de permutations
jouit de la propriété énoncée”. Puis I'indication, en marge, a demi déchirée : mettre ici la partie sautée,
et les lignes 24, 25 de la page 39 des (Buwres.

Ne semble-t-il pas qu’on assiste & un moment essentiel dans le développement de la pensée de Galois ?
I’émotion s’accroit encore a la lecture des lignes du bas de la feuille, couvertes de ratures et de surcharges,
et ou le nom propre a disparu dans un trou, produit d’une tache et de I'usure :

Je dois observer que j’avais d’abord démontré le théoréme autrement, sans penser & me servir de cette propriété tres
simple des équations, propriété que je regardais comme une conséquence du théoréme. C’est la lecture d’'un Mémoire

qui m’a suggéré

La fin de la ligne est indéchiffrable : apres suggéré, il y a des mots, I'un au-dessus de l'autre, qui
sont biffés, peut-étre cette surmonté de la pensée, puis, dans la partie la plus usée du papier, assertion ou
analyse, ou autre chose, et enfin, plus bas, je crois lire que je dois. Quant au nom propre, les quelques
traits qui subsistent, & c6té du trou, ne confirment pas la supposition qui vient de suite a I’esprit (page
37, ligne 11), que ce nom est celui d’Abel.

Sur la marge de cette curieuse feuille, se trouvent encore quelques formules, & demi effacées, qui cor-
respondent visiblement aux lemmes II et III.

1. Célestin de Blignieres (1823-1905), ancien Eleéve de I'Ecole Polytechnique, a été 'un des disciples directs d’Auguste
Comte, 'un des plus distingués sans doute et vraiment capable, par 1’étendue de son esprit et de son savoir, de
comprendre pleinement la doctrine du maitre. Mais l'indépendance de son caracteére et 'originalité de son esprit
I'ont empéché de s’enréler dans I'un ou l'autre des partis du Positivisme. Il plaisantait parfois de son isolement et se
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qualifiait de bligniériste : on lui doit une intéressante Exposition de la Philosophie et de la Religion positives (Paris,
Chamerot, 1857).

Pendant neuf ans (1874-1883), un commerce de pensée, trés actif, s’établit entre Liouville et M. de Bligniéres. De ce
commerce, dont 'un et "autre ont beaucoup joui, M. de Blignieres a gardé jusqu’a sa mort un souvenir singulierement
vif et présent.

Tome XIII (1896) de la 3° série. Cette Notice a été reproduite, avec le portrait de Galois, dans les Cahiers de la
quinzaine [2° cahier de la 5° série (1903)].

Paris, Gauthier-Villars, 1897.
La lecture des quatre premiers mots de cette ligne est douteuse.
Il y a une tache d’encre sur le mot ; on distingue nettement les deux derniéres lettres ée.

J’ai eu & ma disposition le manuscrit de Galois, la copie de Chevalier et une épreuve, corrigée de la main de Liouville,
mais ou ne figurent pas toutes les modifications apportées aux notes : j'aurai ’occasion de parler plusieurs fois de
cette épreuve.

Grace a 'obligeance de Mme de Bligni¢res, j’ai pu comparer I’écriture de cette note avec celle de Poisson, dans une
lettre a Liouville; aucun doute ne peut subsister.

8. Les numéros I, II des scholies (p. 39 et 40) ne sont pas dans le manuscrit.

9. Je ne pense pas qu’il y ait intérét & publier ce brouillon.

10.

C’est M. P. Dupuy qui a appelé mon attention sur cette feuille. Quelques autres débris apportent un peu de lueur sur
la suite des idées de Galois : ils seront publiés dans un second article.
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Etant donnée une équation algébrique, a coefficients quelconques, numériques ou littéraux, reconnaitre
si ses racines peuvent s’exprimer en radicaux, telle est la question dont nous offrons une solution compleéte.

Si maintenant vous me donnez une équation que vous aurez choisie & votre gré et que vous désiriez
connaitre si elle est ou non soluble par radicaux, je n’aurai rien a y faire que de vous indiquer le moyen
de répondre a votre question, sans vouloir charger ni moi ni personne de le faire. En un mot les calculs
sont impraticables.

1l paraitrait d’apres cela qu’il n’y a aucun fruit a tirer de la solution que nous proposons.

En effet, il en serait ainsi si la question se présentait ordinairement sous ce point de vue. Mais, la
plupart du temps, dans les applications de 'analyse algébrique, on est conduit a des équations dont on
connait d’avance toutes les propriétés : propriétés au moyen desquelles il sera toujours aisé de répondre a
la question par les régles que nous exposerons. Il existe, en effet, pour ces sortes d’équations, un certain
ordre de considérations métaphysiques qui planent sur tous les calculs, et qui souvent les rendent inutiles.
Je citerai, par exemple, les équations qui donnent la division des fonctions elliptiques et que le célebre
Abel a résolues. Ce n’est certainement pas d’apres leur forme numérique que ce géometre y est parvenu.
Tout ce qui fait la beauté et a la fois la difficulté de cette théorie, c’est qu'on a sans cesse a indiquer
la marche des calculs et a prévoir les résultats sans jamais pouvoir les effectuer. Je citerai encore les
équations modulaires.

| Premiére page.|
DEUX MEMOIRES D’ANALYSE PURE SUIVIS D’UNE DISSERTATION
SUR LA CLASSIFICATION DES PROBLEMES PAR EVARISTE GALOIS.

| Deuxiéme page. |

Table des matiéres.

Mémoire sur les conditions pour qu’une équation soit soluble par radicaux.
Mémoire sur les fonctions de la forme / Xdx, X étant une fonction de x.

Dissertation sur la classification des problemes de Mathématiques et sur la nature des quantités et des
fonctions transcendantes.

| Troisieme page ([1]).|
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Poinsot
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Vernier

Richard

Bulletin des Sciences
Ecole normale
Ecole Polytechnique
Institut. [24]



| Quatrieme page. |

Abel parait étre 'auteur qui s’est le plus occupé de cette théorie. On sait qu’apres avoir cru trouver
la résolution des équations (générales) du cinquieme degré ([2]), ce géometre a démontré 'impossibilité de
cette résolution. Mais, dans le mémoire allemand publié & cet effet, 'impossibilité en question n’est prouvée
que par des raisonnements relatifs au degré des équations auxiliaires et a I’époque de cette publication,
il est certain qu’'Abel ignorait les circonstances particulieres de la résolution par radicaux. Je n’ai donc
parlé de ce mémoire qu’afin de déclarer qu’il n’a aucun rapport avec ma théorie.

[Passage biffé : Depuis, une lettre particuliere adressée par Abel & M. Legendre annongait qu’il avait
eu le bonheur de découvrir une régle pour reconnaitre si une équation est [ou était] résoluble par radicaux
; mais la mort anticipée de ce géometre ayant privé la science de ses recherches, promises dans cette
lettre, il n’en était pas moins nécessaire de donner une solution de ce probleme qu’il m’est bien pénible de
posséder, puisque je dois cette possession & une des plus grandes pertes qu'aura (?) faites la science.

Dans tous les cas, il me serait aisé de prouver que j'ignorais méme le nom d’Abel, quand j’ai présenté
a PInstitut mes premieres recherches sur la théorie des équations et que la solution d’Abel n’aurait pu
paraitre avant la mienne.]

DEUX MEMOIRES D’ANALYSE PURE PAR E. GALOIS

Préface.

Cecy est un livre de bonne foy.
Montaigne.

Les calculs algébriques ont d’abord été peu nécessaires au progres des Mathématiques, les théorémes
fort simples gagnaient a peine a étre traduits dans la langue de I’analyse. Ce n’est guere que depuis Euler
que cette langue plus bréve est devenue indispensable a la nouvelle extension que ce grand géometre a
donnée a la Science. Depuis Euler les calculs sont devenus de plus en plus nécessaires et aussi ([3]) de plus
en plus difficiles & mesure qu’ils s’appliquaient & des objets de science plus avancés. Dés le commencement,
de ce siecle, 'algorithme avait atteint un degré de complication tel que tout progres était devenu impossible
par ce moyen, sans 1’élégance que les géometres modernes ont d’imprimer a leurs recherches et au moyen
de laquelle Iesprit saisit promptement et d’un seul coup un grand nombre d’opérations.

Il est évident que ’élégance si vantée et a si juste titre n’a pas d’autre but.

Du fait bien constaté que les efforts des géometres les plus avancés ont pour objet ’élégance on peut
donc conclure avec certitude qu’il devient de plus en plus nécessaire d’embrasser plusieurs opérations a la
fois, parce que 'esprit n’a plus le temps de s’arréter aux détails.

Or je crois que les simplifications produites par 1’élégance des calculs (simplifications intellectuelles,
s’entend ; de matérielles il n’y en a pas) ont leur limite ; je crois que le moment arrivera ou les transfor-
mations algébriques prévues par les spéculations des analystes ne trouveront plus ni le temps ni la place
de se reproduire ; & tel point qu’il faudra se contenter de les avoir prévues : je ne veux pas dire qu’il n’y a
plus rien de nouveau pour I’analyse sans ce secours : mais je crois qu'un jour, sans cela, tout serait épuisé.

Sauter a pieds joints sur les calculs ; grouper les opérations, les classer suivant leurs difficultés et non
suivant leurs formes ; telle est, suivant moi, la mission des géometres futurs ; telle est la voie ou je suis
entré dans cet ouvrage.

Il ne faut pas confondre 'opinion que j’émets ici, avec I’affectation que certaines personnes ont d’éviter
en apparence toute espeéce de calcul, en traduisant par des phrases fort longues ce qui s’exprime tres
brievement par I’algébre, et ajoutant ainsi a la longueur des opérations, les longueurs d’un langage qui
n’est pas fait pour les exprimer. Ces personnes sont en arriere de cent ans.

Ici rien de semblable ([4]) ; ici 'on fait Panalyse de lanalyse : ici les calculs les plus élevés [les
fonctions elliptiques ([5])] exécutés jusqu’a présent sont considérés comme des cas particuliers, qu’il a
été utile, indispensable de traiter, mais qu’il serait funeste de ne pas abandonner pour des recherches
plus larges. Il sera temps d’effectuer des calculs prévus par cette haute analyse et classés suivant leurs
difficultés, mais non spécifiés dans leur forme, quand la spécialité d’une question les réclamera.

La these générale que j’avance ne pourra étre bien comprise que quand on lira attentivement mon
ouvrage qui en est une application, non que le point de vue théorique ait précédé 'application ; mais je



me suis demandé, mon livre terminé, ce qui le rendait si étrange a la plupart des lecteurs, et rentrant en
moi-méme, j’ai cru observer celle tendance de mon esprit a éviter les calculs dans les sujets que je traitais,
et qui plus est, j’ai reconnu une difficulté insurmontable & qui voudrait les effectuer généralement dans les
matiéres que j’ai traitées.

On doit prévoir que, traitant des sujets aussi nouveaux, hasardé dans une voie aussi insolite, bien
souvent des difficultés se sont présentées que je n’ai pu vaincre. Aussi, dans ces deux mémoires et surtout
dans le second qui est le plus récent, trouvera-t-on souvent la formule “je ne sais pas”. La classe des lecteurs
dont j’ai parlé au commencement ([6]), ne manquera pas d’y trouver a rire. C’est que, malheureusement,
on ne se doute pas que le livre le plus précieux du plus savant serait celui ou il dirait tout ce qu’il ne sait
pas, c’est qu’on ne se doute pas qu’un auteur ne nuit ([7]) jamais tant & ses lecteurs que quand il dissimule
une difficulté. Quand la concurrence c’est-a-dire 1’égoisme ne régnera plus dans les sciences, quand on
s’associera pour étudier, au lieu d’envoyer aux académies des paquets cachetés, on s’empressera de publier
les moindres observations, pour peu qu’elles soient nouvelles, et en ajoutant “je ne sais pas le reste”.

De S*¢ Pélagie XPre 1831
Evariste Galois.

SCIENCES MATHEMATIQUES
DISCUSSIONS SUR LES PROGRES DE L’ANALYSE PURE

De toutes les connaissances humaines, on sait que 1’Analyse pure est la plus immatérielle, la plus
éminemment logique, la seule qui n’emprunte rien aux manifestations des sens. Beaucoup en concluent
qu’elle est, dans son ensemble, la plus méthodique et la mieux coordonnée. Mais c’est erreur. Prenez un
livre d’Algebre, soit didactique, soit d’invention, et vous n'y verrez qu’'un amas confus de propositions
dont la régularité contraste bizarrement avec le désordre du tout. Il semble que les idées cotitent déja trop
a l'auteur pour qu’il se donne la peine de les lier et que son esprit épuisé par les conceptions qui sont la
base de son ouvrage, ne puisse enfanter une méme pensée qui préside a leur ensemble.

Que si vous rencontrez une méthode, une liaison, une coordination, tout cela est faux et artificiel. Ce
sont des divisions sans fondement, des rapprochements arbitraires, un arrangement tout de convention.
Ce défaut pire que 'absence de toute méthode arrive surtout dans les ouvrages didactiques, la plupart
composés par des hommes qui n’ont pas l'intelligence de la science qu’ils professent.

Tout cela étonnera fort les gens du monde, qui en général ont pris le mot Mathématique pour synonyme
de régulier.

Toutefois, on sera étonné si I’on réfléchit qu’ici comme ailleurs la science est 'ceuvre de ’esprit humain
([8]), qui est plutot destiné a étudier qu’a connaitre, a chercher qu’a trouver la vérité. En effet on congoit
qu’un esprit qui aurait puissance pour percevoir d'un seul coup l'’ensemble des vérités mathématiques non
pas & nous connues, mais toutes les vérités possibles, pourrait les ([9]) déduire réguliérement et comme
machinalement de quelques principes combinés par des méthodes uniformes ; alors plus d’obstacles, plus
de ces difficultés que le savant rencontre dans ses explorations ([10]). Mais il n’en est pas ainsi ; si ([11])
la tache du savant est plus pénible et partant plus belle, la marche de la science est moins réguliere : la
science progresse par une série de combinaisons ou le hasard ne joue pas le moindre role ; sa vie est brute et
ressemble & celle des minéraux qui croissent par juxtaposition. Cela s’applique non seulement & la science
telle qu’elle résulte des travaux d’une série de savants, mais aussi aux recherches particulieres a chacun
d’eux. En vain les analystes voudraient-ils se le dissimuler ([12]) : ils ne déduisent pas, ils combinent, ils
comparent ([13]) ; quand ils arrivent & la vérité, c’est en heurtant de coté et d’autre qu’ils y sont tombés.

Les ouvrages didactiques doivent partager avec les ouvrages d’invention ce défaut d’une marche sire
toutes les fois que le sujet qu'’ils traitent ([14]) n’est pas autrement soumis & nos lumiéres. Ils ne pourraient
donc prendre une forme vraiment méthodique que sur un bien petit nombre de matieres. Pour la leur
donner, il faudrait une profonde intelligence de I'analyse et l'inutilité de Ientreprise dégoiite ceux qui
pourraient en supporter la difficulté.

Il serait en dehors de la gravité de cet écrit d’entrer dans une pareille lutte avec des sentiments
personnels d’indulgence ou d’animosité a I’égard des savants. L’auteur des articles évitera également ces
deux écueils. Si un passé pénible le garantit du premier, un amour profond de la science, qui la lui fait
respecter dans ceux qui la cultivent, assurera contre le second son impartialité.

Il est pénible dans les sciences de se borner au role de critique : nous ne le ferons que contraint et
forcé. Quand nos forces nous le permettront, apres avoir blamé, nous indiquerons ce qui & nos yeux sera



mieux. Nous aurons souvent ainsi I’occasion d’appeler 'attention du lecteur sur les idées nouvelles qui
nous ont conduit dans I’étude de I’analyse. Nous nous permettrons donc de 'occuper de ces idées, dans
nos premiers articles, afin de n’avoir point a y revenir.

Dans des sujets moins abstraits, dans les objets d’art, il y aurait un profond ridicule & faire précéder
un ouvrage de critique par ses propres ceuvres : ce serait avouer par trop naivement ce qui est presque
toujours vrai au fond, que I’on se prend pour le type auquel on rapporte les objets pour les juger : mais ici,
il ne s’agit pas d’exécution, il s’agit des idées les plus abstraites qu’il soit donné & ’homme de concevoir
; ici critique et discussion deviennent synonymes, et discuter, c’est mettre aux prises ses idées avec celles
des autres.

Nous exposerons donc, dans quelques articles, ce qu’il y a de plus général, de plus philosophique, dans
des recherches que mille circonstances ont empéché de publier plus t6t. Nous les présenterons seules, sans
complications d’exemples et de hors-d’ceuvre, qui chez les analystes noyent d’ordinaire les conceptions
générales. Nous les exposerons surtout avec bonne foi, indiquant sans détour la voie qui nous y a conduit,
et les obstacles qui nous ont arrété. Car nous voulons que le lecteur soit aussi instruit que nous des
matiéres que nous aurons traitées. Quand ce but aura été rempli, nous aurons conscience d’avoir bien
fait, sinon par le profit qu’en retirera directement la science, du moins par ’exemple donné, d’une bonne
loi qu’on n’a pas trouvée jusqu’a ce jour.

Ici comme dans toutes les sciences chaque époque a en quelque sorte ses questions du moment : il
y a des questions vivantes qui fixent a la fois les esprits les plus éclairés comme malgré eux et sans que
[illis.] ait présidé a ce concours. Il semble souvent que les mémes idées apparaissent & plusieurs comme
une révélation. Sil’on en cherche la cause il est aisé de la trouver dans les ouvrages de ceux qui nous ont
précédés ou ces idées sont présentes a 'insu de leurs auteurs.

La science n’a pas tiré, jusqu’a ce jour, grand parti de cette coincidence observée si souvent dans les
recherches des savants. Une concurrence facheuse, une rivalité dégradante en ont été les principaux fruits.
Il n’est pourtant pas difficile de reconnaitre dans ce fait la preuve que les savants ne sont pas plus que
d’autres faits pour l'isolement, qu’eux aussi appartiennent a leur époque et que t6t ou tard ils décupleront
leurs forces par 'association. Alors que de temps épargné pour la science !

Beaucoup de questions d'un genre nouveau occupent maintenant les analystes. C’est a découvrir un
lien entre ces questions que nous nous attacherons ([15]).

Tout voir, tout entendre, ne perdre aucune idée.
29 7P 1831

SCIENCES.
HIERARCHIE. ECOLES

La hiérarchie est un moyen méme pour I'inférieur.

Quiconque n’est pas envieux ou a de I’ambition a besoin d’une hiérarchie factice pour vaincre 'envie
ou les obstacles.

Jusqu'a ce qu'un homme ait dit : la science c’est moi, il doit avoir un nom a opposer a ceux qu'il
combat. Si non, son ambition passera pour de ’envie.

Avant d’étre roi il faut étre aristocrate. Machiavel.

L’intrigue est un jeu. Si 'on mérite ce qu’on brigue, on y gagne tout. Si non, on perd la partie.
On combat les professeurs par l'institut, 'institut par le passé, un passé par un autre passé.
Voici la [illis.] de Victor Hugo. Renaissance, moyen age, enfin, moi.

C’est a ce besoin de combattre un homme par un autre homme, un siecle par un autre siecle, qu’on
doit attribuer les réactions littéraires ou scientifiques, qui ne sont pas de longue durée, Aristote, Ptolémée,
Descartes, Laplace.

[Une ligne illisible.]
Ce jeu use celui qui s’en sert. Un homme qui n’est pas dévoué se fait éclectique.

Un homme qui a une idée peut choisir entre, avoir, sa vie durant, une réputation colossale d’homme
savant, ou bien se faire une école, se taire et laisser un grand nom dans l’avenir. Le premier cas a lieu s’



pratique son idée sans remettre, le second s’il la publie. Il y a un troisieme moyen juste milieu entre les
deux autres. C’est de publier et de pratiquer, alors on est ridicule.

Cette liste se trouve a droite ; & gauche est une autre liste de noms, a peu pres les mémes : tous ces noms sont biffés,
sauf ceux de Sturm, de Richard et un autre que je n’ai pu déchiffrer. Parmi les noms de cette premiere liste, qui ne
figurent pas dans la seconde, je distingue ceux de :

Blanchet, Leroy, Poullet de I'Isle, Franceeur.

. Méme erreur est arrivée en 1828 a l'auteur (il avait seize ans). Ce n’est pas la seule analogie frappante entre le

géometre norvégien mort de faim, et le géometre frangais condamné a vivre ou & mourir, comme on voudra, sous les
verrous d’une prison.
(Note de l’éditeur.)

3. Je suis le texte de Chevalier ; il y a dans le manuscrit de Galois un mot illisible.

Chevalier, dans sa copie, a supprimé cette phrase : “Ici rien de semblable” et a placé cet alinéa avant le précédent.
C’est ainsi qu’il est, en effet, placé dans le texte de Galois ; mais, d’une part, les mots “Ici rien de semblable” ne sont
nullement biffés dans le manuscrit ; ils ont, au contraire, été ajoutés en interligne ; d’autre part, ils sont précédés d’un
astérisque suivi d’un trait (assez peu distinct) dont I'extrémité indique sans doute la place ou l’alinéa doit étre placé
; a cette place, les mots supprimés par Chevalier ont un sens tres clair ; ils n’en ont pas quand on laisse le second
alinéa avant le premier : c’est évidemment la raison pour laquelle Chevalier les a supprimés.

On sait assez que le second Mémoire est perdu : toutefois, il subsiste un morceau (non daté) ou Galois traite de la
division de ’argument dans les fonctions elliptiques et dont le contenu correspond assez bien a 'indication du texte ;
on peut donc supposer que ce morceau pouvait rentrer dans I’ensemble que Galois voulait publier. Il sera publié dans
un second article.

. Voici la phrase a laquelle Galois fait allusion : “Tout ce qui précede, je ’ai dit pour prouver que c’est sciemment que

je m’expose a la risée des sots.”

7. Texte de Chevalier ; on ne distingue que la lettre n ; le reste du mot est un trou.

8. Mot peu lisible, omis par Chevalier.

9. Un mot illisible, je suis le texte de Chevalier.

10.

11.
12.

13.
14.
15.

C’est le texte de Chevalier. Le passage est illisible ; je ne puis lire “rencontre” ; apres “explorations” qui est douteux,
il y a les mots, douteux aussi : “et qui souvent sont imaginaires” et ceux-ci, bien nets : “Mais aussi plus de role au
savant”. Chevalier a supprimé ce qui ne s’accordait pas avec son texte.

Chevalier a écrit : “et la...”.

Je suis le texte de Chevalier ; il y a ici, en interligne, une phrase dont le copiste n’a pas tenu compte, malgré son
intérét ; malheureusement, elle est en partie illisible : j’y distingue & peu prés ce qui suit : “toute immatérielle qu’elle
[illis.] analyse n’est pas plus en notre pouvoir que d’autre [illis.].”

Autre addition, en interligne, supprimée par Chevalier : “il faut 1’épier, la sonder, la solliciter [la vérité]”.
Dans le manuscrit : “qu’il traite”.

Passage biffé.
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ECRITS MATHEMATIQUES INEDITS.

En dehors des quelques fragments que 'on trouvera plus loin, les écrits mathématiques de Galois que
Liouville n’a pas publiés contiennent une cinquantaine de feuilles détachées ([1]) pleines de calculs qui,
pour la plupart, concernent la théorie des fonctions elliptiques et remontent sans doute a un moment ou
Galois étudiait les Mémoires de Jacobi ([2]), quatre pages sur les équations aux dérivées partielles du
premier ordre, quelques calculs, avec un commencement de rédaction, sur les intégrales eulériennes ([3]),
huit lignes, dont plusieurs mots sont déchirés, qui paraissent se rapporter au groupe alterné et n’avoir pas
grand intérét, un cahier dont la plupart des pages sont blanches et dont je dirai tout a I’heure deux mots,
enfin une vingtaine de lignes sur le théoréme d’Abel.

Ces vingt lignes peuvent étre regardées comme un résumé de la célebre “Démonstration d’une propriété
générale d’une certaine classe de fonctions transcendantes” ([4]), qui est datée de 1829 ; elles occupent les
deux tiers de la premiére page d’une feuille double de méme format (30 x 15) que la lettre a Chevalier.
On lit en haut de la page :

Théorie des fonctions de la forme / X dz, X étant une fonction algébrique de x.

Les mots “fonctions de la...”; jusqu’a la fin, sont biffés et Galois a écrit au-dessus
intégrales dont les différentielles est algébrique.

Le premier titre est presque identique & ceux qui ont été signalés précédemment (p. 17 et p. 23). dont
I’'un porte la mention “septembre 1831”. L’énoncé du théoréme d’Abel (qui n’est pas nommé) est précédé
des mots “Lemme fondamental”. Apres la démonstration on lit

Remarque. Dans le cas o

Le reste de la page, les deux pages qui suivent sont en blanc ([5]). Ces quelques lignes sont-elles tout
ce qui reste du troisieme Mémoire qui concerne les intégrales, que Galois résume dans la lettre a Chevalier
? Ce troisieme Mémoire a-t-il été rédigé 7 Je rappelle quelques termes de la lettre

On pourra faire avec tout cela trois Mémoires.

Le premier est écrit, et... je le maintiens... . . . tout ce que j’ai écrit 1a est depuis bientét un an dans
ma téte.

Le premier est écrit semble indiquer que les autres ne sont pas rédigés. On pourra faire avec tout cela
trois Mémoires porte a penser que Galois laissait des notes, dont on ne peut plus espérer aujourd’hui
qu’elles soient retrouvées. Une seule chose est certaine, c’est que, la veille de sa mort, il avait tout cela
dans la téte.

Le cahier est du format 20 x 15 ; on lit sur la couverture : Notes de mathématiques, quatorze pages,
seulement, sont utilisées. On trouve dans ce cahier et, parfois, sur la méme page, deux sortes d’écriture :
pour 'une, il n’y a pas de doute, c’est bien celle de Galois, avec son allure habituelle. L’autre, beaucoup
moins lisible, est droite. Je me suis demandé si Galois ne s’était pas amusé a déformer son écriture ; mais
M. Paul Dupuy, aprés un examen attentif des deux écritures, a constaté qu’elles révélaient des habitudes
tres différentes : elles ne sont pas de la méme personne.

Au reste, ce cahier, par son contenu, n’offre qu'un intérét médiocre. Les pages qui sont de Galois
contiennent quelques remarques sur les asymptotes des courbes algébriques et un court essai sur les
principes de 1’Analyse, dont je citerai quelques lignes ; elles caractérisent un état d’esprit qui résultait
sans doute de I’enseignement que Galois avait re¢u ; on n’oubliera pas qu’il n’était sans doute alors qu'un
écolier, un écolier qui, peut-étre, avait approfondi déja des problémes singulierement difficiles.

Apres avoir expliqué comment il juge la méthode de Lagrange, ou le développement de Taylor tient le
role essentiel, préférable a la méthode qui consiste & partir de la notion de dérivée considérée comme la
limité de 'expression

f(X) - f=)

X—-z '
limite qui ne peut étre constamment nulle ou infinie, et comment le raisonnement de Lagrange ne tient
pas debout, il propose de lui substituer le suivant :



Considérons d’abord une fonction ¢(z) qui devienne nulle pour la valeur 0 de la variable. Je dis que

¢(2)

I’on pourra toujours déterminer un seul nombre positif et fini n de maniére que — = ne soit ni nulle ni
on

¢(2) .

infinie, & moins que ——= ne soit nul quand z = 0, pour toute valeur finie de n.
z

#(2) ¢(2)

n’est pas nul quand z = 0 pour toute valeur finie de n, soit m une valeur telle que =
z

¢(2)

Car si

ne soit pas nul quand z = 0. Si acquiert alors une valeur finie, la proposition est démontrée. Sinon

z
Km) étant infini et ¢(2) nul pour z = 0, en faisant croitre n depuis n = 0 jusqu’'a n = m, les valeurs de
z
o2) - P e e 0)
g pour z = 0 devront étre infinies & partir d’une certaine limite. Soit p cette limite. —p ne sera pas
e . 9(2) . . o P(2) oA
infini pour z = 0 mais " le sera, quelque petite que soit la quantité . Donc —. ne saurait étre nul
z z

pour z = 0. La proposition est donc démontrée.

De cette proposition ainsi “démontrée”, Galois conclut qu’une fonction ¢(s), qui ne devient pas infinie
pour z = 0, peut se mettre sous la forme

p(z) = A+ Bz" +C2™ + ...+ P2P 4+ 2F0(2),

ol les exposants positifs n,m, ..., p, k vont en croissant, ’exposant k& étant aussi grand qu’on veut et
la fonction ¥(z) n’étant ni nulle ni infinie pour z = 0.

De la formule du binéme il déduit ensuite le développement de Taylor.

Quant aux fragments qui suivent, j’ai cru devoir les reproduire tels quels, avec une exactitude minu-
tieuse, en conservant l’orthographe, la ponctuation ou ’absence de ponctuation, sans les quelques correc-
tions qui se présentent naturellement a I’esprit. Cette minutie m’était imposée pour les quelques passages
ou la pensée de Galois n’était pas claire pour moi ; sur cette pensée, les fragments informes que je publie
jetteront peut-étre quelque lueur. Je me suis efforcé de donner au lecteur une photographie sans retouche.

J. T.

[Premiére feuille] ([6]).

Permutations. Nombres de lettres m.
Substitutions. Notation.

Période. Substitutions inverses. Substitutions semblables. Substitutions circulaires. Ordre. Autres
substitutions.

Groupes. Groupes semblables. Notation.
Théoreme 1. Les Permutations communes & deux groupes forment un groupe.

Théoréme II. Si un groupe est contenu dans un autre, celui-ci sera la somme d’un certain nombre de
groupes semblables au premier, qui en sera dit un diviseur.

Théoreme III. Si le nombre des permutations d’un groupe est divisible par p (p étant premier), ce
groupe contiendra une substitution dont la période sera de p termes.

Réduction des groupes, dépendants ou indépendants. Groupes irréductibles.
Des groupes irréductibles en général.

Théoreme. Parmi les permutations d’un groupe, il y en a toujours une ou une lettre donnée occupe
une place donnée, et, si I’on ne considére dans un groupe irréductible que les permutations ot une méme
lettre occupe une méme place et qu’on fasse abstraction de cette lettre, les permutations qu’on obtiendra
ainsi formeront un groupe. Soit n le nombre des permutations de ce dernier mn ([7]).

Nouvelle démonstration du théoreme relatif aux groupes alternes.

Théoreme. Si un groupe contient une substitution complete de 'ordre m et une de 'ordre m — 1, il
sera irréductible.



Discussion des groupes irréductibles. Groupes, primitif et non primitif. Propriété des racines ([8]).
On peut supposer que le groupe ne contienne que des substitutions paires.
Il y aura toujours un systéme conjugué complet de m permutations quand m = 4n et 4n + 1, un

systéme conjugué complet de ) permutations quand m = 4n + 2.

Donc t = m — 2 dans le premier cas, t = (m — 2)/2 dans le second ([9]).
[Deuxieme feuille.]

Application & la théorie des fonctions et des équations algébriques. Fonctions semblables. Combien il peut
y avoir de fonctions semblables entre elles. M" Cauchy. Groupes appartenant aux fonctions. Théoréme
plus général, quand m > 4. Quelles sont les fonctions qui n’ont que m valeurs, ou qui ne contenant que
des substitutions paires, n’ont que 2m valeurs.

Théoréme. Si une fonction de m indéterminées est donnée par une équation de degré inférieur & m
dont tous les coefficients soient des fonctions symétriques permanentes ou alternées de ces indéterminées,
cette fonction sera elle méme symétrique, quand m > 4.

Théoreme. Si une fonction de m indéterminées est donnée par une équation de degré m dont tous les
coefficients, etc. ; cette fonction sera symétrique permanente ou alternée par rapport a toutes les lettres
ou du moins par rapport m — 1 d’entre elles.

Théoreme. Aucune équation algébrique de degré supérieur a 4 ne saurait se résoudre ni s’abaisser.
Du cas ou une fonction des racines de ’équation dont le groupe est G est connue.

Théoreme. Soit H le groupe d’une fonction ¢ des racines, G est

un diviseur de H, ¢ ne dépendra plus que d’une ([10]) équation du n*™¢ degré.

On peut ramener a ce cas celui ou on supposerait plusieurs fonctions connues.

Premier cas. Quand le groupe appartenant a la fonction connue est réductible. Cas ou une seule
permutation lui appartient.

2¢ cas. Quand le groupe appartenant a la fonction est irréductible non primitif.
3¢ cas. Quand le groupe appartenant a la fonction est primitif m étant premier ([11]).
4¢ cas. Quand le groupe appartenant & la fonction est primitif et que m = p2.

5¢ cas. Quand le groupe est primitif m — 1 étant premier ou le carré d’un nombre premier ([12]).

Note sur les équations numériques.

Ce qu’on entend par I’ensemble des permutations d’une équation.

Du cas ou cet ensemble constitue un groupe.

Il n’y a qu’une circonstance ot nous ayons reconnu que cela doit nécessairement avoir lieu. C’est celui
ol toutes les racines sont des fonctions rationnelles d’une quelconque d’entre elles.

Démonstration.

C’est improprement, etc. Du reste, tout ce que nous avons dit est applicable a ce changement pres.
1°. théoreme. Si une équation jouit de la propriété énoncée, toute fonction des racines invariable par les
m — 1 substitutions conjuguées sera connue, et réciproquement. 2° Théoréme découlant de la réciproque
précédente ([13]). Toute équation dont les racines seront des fonctions rationnelles de la premiére ; jouira
de la méme propriété. 3° Corollaire. Si a est une racine imaginaire d’une pareille équation et que fa en
soit la conjuguée, fx sera en gén'ral la conjuguée d’une racine quelconque imaginaire, x.

On peut passer aisément de ce cas a celui ou une racine étant connue, quelques unes en dépendent par
des fonctions rationnelles. Car soient

Z, ¢1l‘, ¢2($)7

Ces racines, si I'on prend, etc.



Il est aisé de voir que la méme méthode de décomposition s’applique au cas ou dans ’ensemble des
permutations d’une équation, n mémes lettres occupent toujours n mémes places (abstraction faite de
Pordre) quand une seule de ces lettres occupe une de ces places, et il n’est pas nécessaire pour cela que
I’ensemble de ces permutations constitue un groupe.

(14])
On appelle groupe un systeme de permutations tel que etc. Nous représenterons cet ensemble par G.

G S est le groupe engendré lorsqu’on opeére sur tout le groupe G la substitution S. Il sera dit semblable

Un groupe peut étre fort différent d’'un autre et avoir les mémes substitutions. Ce groupe en général
ne sera pas GS.

Groupe réductible est un groupe dans les permutations duquel n lettres ne sortent pas de n places
fixes. Tel est le groupe

abcde abdec abecd
bacde badec baecd

Un groupe irréductible, etc.

Un groupe irréductible est tel qu'une lettre donnée occupe une place donnée. Car, supposons qu’une
place ne puisse appartenir qu’'a n lettres. Alors toute place occupée par I'une de ces lettres jouira de la
méme propriété. Donc etc.

Groupe irréductible non-primitif est celui ot 'on a n places et n lettres telles que une des lettres ne
puisse occuper une de ces places, sans que les n lettres n’occupent les n places.

On voit que les lettres se partageront en classes de n lettres telles que les n places en question ne
puissent étre occupées a la fois que par 1'une de ces places ([15]). d’ou

TS =S8TS =T — 15T

Sur l'autre face du méme fragment, on lit :

Si 'on représente les n lettres par n indices
1.23...n
toute permutation pourra étre représentée

#l $2 ¢3...¢n

¢ étant une fonction convenablement choisie la substitution par laquelle on passe de la premiere perm.
a lautre sera (k, ¢k), k désignant un indice quelconque.

Au lieu de représenter les lettres par des nombres on pourrait représenter les places par des nombres.

équations ([16]). Nous nous contenterons donc d’avoir exposé les définitions indispensables pour
Iintelligence de la suite et nous allons montrer la liaison qui existe entre les deux théories.

§ 2. Comment la théorie des Equations dépend de celle des Permutations.

6. Considérons une équation a coefficients quelconques et regardons comme rationnelle toute quantité
qui s’exprime rationnellement au moyen des coefficients de ’équation, et méme au moyen d’un certain
nombre d’autres quantités irrationnelles adjointes que 1’on peut supposer connues a priori.

Lorsqu’une fonction des racines ne change pas de valeur numérique par une certaine substitution opérée
entre les racines, elle est dite invariable par cette substitution. On voit qu’une fonction peut trés bien étre
invariable par telle ou telle substitution entre les racines, sans que sa forme I'indique. Ainsi, si F/(z) = 0 est
P’équation proposée, la fonction @¢[F(a), F(b),...], (¢ étant une fonction quelconque, a,b, c... les racines)
sera une fonction de ces racines invariable par toute substitution entre les racines, sans que sa forme
I'indique généralement.



Or c’est une question dont il ne parait pas qu’on ait encore la solution, de savoir si, étant donnée une
fonction de plusieurs quantités numériques, on peut trouver un groupe qui contienne toutes les substitu-
tions par lesquelles cette fonction est invariable, et qui n’en contienne pas d’autres.

Il est certain que cela a lieu pour des quantités littérales, puisqu’une fonction de plusieurs lettres
invariables par deux substitutions est invariable par leur produit. Mais rien n’annonce que la méme chose
ait toujours lieu quand aux lettres on substitue des nombres.

On ne peut donc point traiter toutes les équations comme les équations littérales. Il faut avoir recours
a des considérations fondées sur les propriétés particulieres de chaque équation numérique. C’est ce que
je vais tacher de faire

Des cas particuliers des équations ([17])

Remarquons que tout ce qu’une équation numérique peut avoir de particulier, doit provenir de certaines
relations entre les racines. Ces relations seront rationnelles dans le sens que nous ’avons entendu, c’est
a dire qu’elles ne contiendront d’irrationnelles que les coefficients de I’équation et les quantités adjointes.
De plus ces relations ne devront pas étre invariables par toute substitution opérée sur les racines, sans
quoi on n’aurait rien de plus que dans les équations littérales.

Ce qu’il importe donc de connaitre, c’est par quelles substitutions peuvent étre invariables des relations
entre les racines, ou ce qui revient au méme, des fonctions des racines dont la valeur numérique est
déterminable rationnellement.

A ce sujet, nous allons démontrer un théoréeme de la derniére importance dans cette matiére et dont
’énoncé suit : “Etant donnée une équation avec un certain nombre de quantités adjointes, il existe toujours
un certain groupe de permutations dont les substitutions sont telles ([18]) que toute fonction des racines
invariable par ces substitutions est rationnellement connue, et telle réciproquement qu’une fonction ne peut
étre rationnellement déterminable, & moins d’étre invariable par ces substitutions que nous nommerons
substitutions de 'équation.” (Dans le cas des équations littérales, ce groupe n’est autre chose que l’ensemble
de toutes les permutations des racines, puisque les fonctions symmétriques sont seules connues).

Pour plus de simplicité, nous supposerons dans la démonstration de notre théoréme, qu’il ait été
reconnu pour toutes les équations de degrés inférieurs ; ce qu'on peut toujours admettre puisqu’il est
évident pour les équations du second degré.

Admettons donc la chose pour tous les degrés inférieurs & m ; pour la démontrer dans le m*®™¢, nous

distinguerons quatre cas :
1°" Cas. L’équation se décomposant en deux ou en un plus grand nombre de facteurs.

Soit U = 0 I'équation, U = VT,V et T étant des fonctions dont les coefficients se déterminent
rationnellement au moyen des coefficients de la proposée et des quantités adjointes.

Je vais faire voir que, dans ’hypothese, on pourra trouver un groupe qui satisfasse a la condition
énoncée.

Remarquons ici que dans ces sortes de questions, comme il ne s’agit que, des substitutions par lesquelles
des fonctions sont invariables, si un groupe satisfait & la condition, tout groupe qui aurait les mémes
substitutions y satisfera aussi. Il convient donc de partir toujours d’une permutation arbitraire, mais fixe,
afin de déterminer les groupes que ’on aura a considérer. De cette maniére, on évitera toute ambiguité.

Cela posé, dans le cas actuel, il est clair que si 'on adjoignait a I’équation U = 0, toutes les racines
de I'équation V = 0, I"équation U = 0 se décomposerait en facteurs dont I'un serait 7' = 0, et les autres
seraient les facteurs simples de V.

Soit H le groupe que ’on obtient en opérant sur une permutation arbitraire A des racines de 1’équation
U = 0, toutes les substitutions qui sont relatives a I’équation 7' = 0 quand on lui adjoint les racines de
V=0.

Soit K le groupe que l'on obtient en opérant sur toutes les substitutions qui sont relatives & V=0
quand on ne lui adjoint que les quantités adjointes primitivement a la proposée.

Combinez en tous sens toutes les substitutions du groupe H avec celles du groupe K. Vous obtiendrez
un groupe réductible que je dis jouir de la condition exigée relativement a la question proposée.

En effet toute fonction invariable par les substitutions du groupe K ([19] [20])



Soit donc ¢(H) une certaine fonction invariable par les substitutions du groupe H et non par celles du
groupe G. On aura donc

la fonction y ne contenant dans son expression que les quantités antérieurement connues.

Eliminons algébriquement r entre les équations

P=A f(r)y==z2

On aura une équation irréductible du p*™¢ degré en z. (Sinon z serait fonction de 7P : ce qui est
contre I’hypothése). Maintenant soit S une des substitutions du groupe G qui ne lui soient pas communes
a H. On voit que ¢p(HS) sera encore racine de I’équation ci-dessus en z, puisque les coefficients de cette
équation sont invariables par la substitution S.

On aura donc
P(HS) = f(ar)
« étant une des racines de 1'unité.
Ces deux équations
o(H) = f(r) ¢(HS)= f(ar)

donneront par I’élimination de r une relation entre

o(H) &(HS) eta

indépendante de r, et la méme relation aura par conséquent lieu entre

1+ ¢(H) et ¢(HS?)

Donc : comme

¢(HS) = f(ar)

on en déduit

G(HS?) = f(a®r)

et ainsi de suite, jusqu’a

P(HSP) = f(r) = ¢(H)

Ainsi la connaissance de la seule quantité r, donne a la fois toutes les fonctions correspondantes aux
groupes
H,HS,HS?, ..

la somme de ces groupes est évidemment G, puisque toute

Etant donnée ([21]) une équation avec tant de quantités adjointes que on voudra, on peut toujours
trouver quelque fonction des racines qui soit numériquement invariable par toutes les substitutions d’un
groupe donné et ne le soit pas par d’autres substitutions.

Si le groupe d’une équation se décompose en n groupes semblables H, HS, HS ([22]), et qu'une fonction
¢(H) soit invariable par toutes les substitutions du groupe H par aucune autre substitution du groupe G,
cette fonction est racine d’une équation irréductible du n**™¢ degré dont les autres racines sont ¢(HS), ...



Note ([23]).

On appelle équations non-primitives les équations qui, étant, par exemple du degré mn se décomposent
en m facteurs du degré n au moyen d’une seule équation du degré m. Ce sont les Equations de M* Gauss.
Les équations primitives sont celles qui ne jouissent pas d’une pareille simplification. Je suis, a ’égard des
Equations primitives, parvenu aux résultats suivants :

1° Pour qu’une équation primitive de degré m soit résoluble par radicaux, il faut que m = p¥, p étant
un nombre premier

2° Si 'on excepte le cas de m = 9 et m = pP, I'équation devra étre telle que deux quelconques de ses
racines étant connues, les autres s’en déduisent rationnellement.

3° Dans le cas de m = pP, deux des racines étant connues, les autres doivent s’en déduire du moins
par un seul radical du degré p.

4° Enfin dans le cas de m = 9, ’équation doit étre du genre de celles qui déterminent la trisection des
fonctions Elliptiques.

La démonstration de ces propositions est fondée sur la théorie des permutations. ([24])
ADDITION AU MEMOIRE SUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS.

Lemme I. Soit un groupe G de mt.n permutations, qui se décompose en n groupes semblables a H.
Supposons que le groupe H se décompose en t groupes de m permutations, et semblables a K.

Si, parmi toutes les substitutions du groupe G, celles du groupe H sont les seules qui puissent trans-
former 'une dans lautre quelques substitutions du groupe K, on aura n = 1 (mod m) ou tn =
t (mod m).

Lemme II. Si p est un nombre premier, et p un entier quelconque on aura

(@=p)@=p)(z—p)...(e-p") = x::f <m0d Zt:f)'

Ces deux lemmes permettent de voir dans quel cas un groupe primitif de degré p” (ol p est premier)
peut appartenir & une équation résoluble par radicaux.

v
En effet, appelons G un groupe qui contient toutes les substitutions linéaires possibles par les I; 11
lettres. (Voyez le mémoire cité.) Soit, s’il est possible, L un groupe qui divise G et qui se partage lui-méme
en p groupes semblables & K, K ne comprenant pas deux permutations ou une lettre occupe la méme
place. On peut prouver 1° que s’il y a dans le groupe G et hors du groupe L, quelque substitution S qui
transforme 'une dans 'autre quelques substitutions du groupe K, cette substitution sera de r termes, r
étant un diviseur de p — 1.

D’apres cela, comme le nombre de permutations du groupe G est P

)P’ —p)

d’apres le lemme I, on devra avoir ([25])

P =P @ =" 0" =P —p) =D (mOd Zz)::ll)

D’ott I'on voit que v doit étre un nombre premier ([26]). (Lemme IT)

v —1
przu(modp )
p—1

On en déduit quand v > 2 pr = pu, savoir p = v, puisque p et p sont premiers.

Ainsi, le théoréme que j’avais énoncé dans mon mémoire sera vrai dans tout autre cas que dans celui
ou p serait élevé a la puissance p.



Toujours devra-t-on avoir » = 1, et L = H. Ainsi méme dans le ppiéme degré le groupe de I’équation
P _ p_q
réduite du degré pil = devra étre de pilp permutations. La regle est donc encore fort simple dans
p— p—

ce cas.
. 1o o - . pP—1 .
il faut comme on voit 1° que v =1 ; 2° que le groupe de la réduite soit de 7117 = permutations
p—
(127])

Dans un mémoire sur la théorie des Equations, j’ai fait voir comment on peut résoudre une équation
algébrique de degré premier m, dont les racines sont xg,x1,Za,...,ZTmn_1, quand on suppose connue la
valeur d’une fonction des racines qui ne demeure invariable que par les substitutions de la forme (zp, Zgk4b)-
Or il arrive, par un hasard que nous n’avions pas prévu, que la Méthode proposée dans ce mémoire
s’applique avec succes a la division d’une fonction elliptique de premiere classe en un nombre premier de
parties égales. Nous pourrions, a la rigueur, nous contenter de donner cette division, et le probleme de la
section des fonctions de premiere classe pourrait étre considéré comme résolu.

Mais, afin de rendre cette solution plus générale, nous nous proposerons de diviser une fonction ellip-
tique de premiere classe en m parties égales, m étant = p™ et p premier.

Pour cela nous étendons d’abord la méthode exposée dans le mémoire cité, au cas ou le degré de
I’équation serait une puissance de nombre premier. Nous supposerons toujours que les racines soient
o, T1,T2,...,LTm_1, et que I'on connaisse la valeur d’une fonction de ces racines qui ne demeure invariable
que pour des substitutions de la forme (k, ak + b).

Dans cette expression, k et ak + b signifieront les restes minima de ces quantités par rapport a m.
Parmi les substitutions de cette forme, que, pour abréger, nous appelerons substitutions linéaires, il est
clair que I'on ne peut admettre que celles ol a est premier avec m, sans quoi une méme ak + b remplacerait
a la fois plusieurs k.

Cela posé, passons a la resolution de la classe d’équations indiquée.

§ 1. Résolution de l’équation algébrique de degré p™ en y supposant connue la valeur d’une fonction
qui n’est invariable que par des substitutions linéaires.

La congruence k = ak+b n’étant pas soluble pour plus d’une seule valeur, on voit clairement que la fonc-
tion qu’on suppose connue n’est invariable par aucune substitution dans laquelle deux lettres garderaient
un méme rang.

Si donc, mutatis mutandis, on applique a ce cas les raisonnements employés dans le mémoire cité, on
vérifiera I’énoncé de la proposition qui suit :

“Btant supposée connue la valeur de la fonction en question, une racine s’exprimera toujours au moyen
de deux autres, et ’égalité qu’on obtiendra ainsi sera invariable par les substitutions telles que (k, ak+b).”

Soit donc xo = f(z1,x0) on en déduira en général,

Z2a+46 = f(Tats, Tn),

équation qui, appliquée de toutes manieres, donnera ’expression d’une quelconque des racines de deux
autres quelconques, si I’on a soin d’y substituer successivement les expressions des racines qui entrent dans
cette équation.

Cela posé, prennons une fonction symmétrique @ des racines xq, Tp, Tap, Tap, - - -, T(pn-1_1)p ; il vient
@(!L‘o,xp, T2py - - ) = <I)0

B(x1, Tpy1, Topt1,...) = Py

q)(fm Tp+2, L2p+2;5 - - ) =&,

et supposons qu’en général &, = ®,_; Toute fonction des quantités ®, qui sera invariable par les sub-
stitutions linéaires de ces quantités, sera évidemment une fonction invariable par les substitutions linéaires



de zg, z1,22,...,Tm—_1. Ainsi l'on connaitra a priori toute fonction des quantités, @, @1, ..., P,_1, invari-
able par les substitutions linéaires de ces quantités. On pourra donc 1° former I’équation dont ces quantités
sont racines (puisque toute fonction symmétrique est & plus forte raison invariable par les substitutions)
; 2° résoudre cette équation.

Il suit de la, qu’on pourra toujours, au moyen d’une équation de degré p, algébriquement soluble,
diviser I’équation proposée en facteurs dont les racines seront respectivement

-Tvapvapaxlip: e

L1, Tp+1y L2p+15 L3p41s- -+

Comme dans chaque facteur on aura ’expression d’une racine au moyen de deux autres, par exemple,
dans le premier,

f(xpvxo) = Z2p

et que cette expression sera invariable par toute substitution linéaire, on voit que chaque facteur pourra
se traiter comme 1’équation donnée, et que le probleme, s’abaissant successivement, sera enfin résolu.

On peut en conséquence regarder comme solubles les équations dans lesquelles on connaitrait la valeur
d’une fonction des racines qui ne serait invariable que par des substitutions linéaires, quand le degré de
I’équation est une puissance de nombre premier.

Nous pouvons donc passer & la solution du probleme général de la section des transcendantes de
premiere classe, puisque, toute fraction étant la somme de fractions dont les dénominateurs sont des
puissances de nombres premiers, il suffit d’apprendre a diviser ces transcendantes en p™ parties égales.

§ 2. Division des transcendantes de premiére espéce en m = p" parties égales.

Nous déterminerons chaque transcendante par le sinus de son amplitude. On pourrait de la méme
maniére prendre le cosinus ou la tangente, et il n’y aurait rien a changer a ce que nous allons dire.

Nous désignerons par (z,y) le sinus de la transcendante somme des transcendantes dont les sinus sont
x et y. Si x est le sinus d’'une transcendante, (x)* désignera celui d’une transcendante k fois plus grande.

Il est clair que (x,—y) sera le sinus de la différence des transcendantes qui ont pour sinus, d’apres la
notation indiquée pour les sommes.

Cela posé, nous commencerons par une remarque sur la nature des quantités qui satisfont a I’équation
m o __
()™ =0.

Sil’on désigne par p I'une de ses racines, il est clair que (p)” en sera une autre. L’on aura donc une suite
de racines exprimée par p, (p)2, (p),..., (p)™ . Le nombre des racines étant > m, soit ¢ une des racines
qui ne sont pas comprises dans cette suite, (g)! sera une autre racine différente de ¢ et des premiéres. Car,
si I'on avait (p)¥ = (¢)! on en déduirait ¢ = (¢)?, g étant un nombre entier.

k

Prenant donc les deux suites p, (p)2, ...etq, (q)z, ... on trouvera pour la formule générale des racines
de I’équation (z)™ = 0, cette expression
E (Nl
((n)" (2)")

Cela posé, supposons que I'on donne a résoudre I’équation (z)™ = sin A, m étant impair et toujours
de la forme p™. Si x est une des racines, il est clair que toutes les autres seront

(=, ()", (0)")

Posons donc en général
(z, ()", ()" = Tkl

en faisant x = xgp nous en déduirons généralement

($2a+b,20+d - $a+b,c+d) = ($a+b,c+d - xb,d)

d’ou
(I2a+b,26+d = ((l‘a+b,c+d)27~’[b,d)



Or il est aisé de tirer de cette égalité une expression rationnelle de 2244y 2044 €n fonction de 444 c44 €t
de zp 4. Car si ¢ est arc correspondant & I'un quelconque des sinus qui satisfont & ’équation (z)™ = sin A
pour avoir cos ¢ en fonction de sin ¢, il suffit de chercher le plus grand commun diviseur entre les équations
2?2 +y? =1let f(y) = cos A, f(y) étant le cosinus de la transcendante m fois plus grande que celle dont le
cosinus est y. On trouverait de méme Ay en fonction rationnelle de sin ¢.

Ou pourra donc, par les formules connues, exprimer

ZToa+b2c+d = f(Tatb,ctds Th,d)

en fonction rationnelle de x4y c+q €t de xp 4
Ce principe posé, démontrons la proposition suivante :

“Toute fonction rationnelle de x¢,0, 21,0, Z0,1, - - - invariable par les substitutions de la forme (2 i, Tak+b,ci+d)
immédiatement connue.”

En effet, on pourra d’abord rendre cette fonction fonction de xg ¢, 1,0, 20,1 seuls, par I’élimination des
autres racines. Cette fonction ne changerait pas de valeur si a la place de xg 0, 1,0, %0,1,... on mettait
20,0, 1,0, Tk,1, k n’étant pas nul.

Or, comme toute racine de la forme z; s’exprime en fonction rationnelle de xg g, et xg, il s’ensuit
que toute fonction symmétrique des racines dans lesquelles le premier indice n’est pas nul sera connue en
fonction rationnelle et entiere de zg et de zo;. Donc la fonction que nous considérions tout a I’heure
ne variant pas quand on met pour x; o I'une quelconque des racines dont le premier indice n’est pas nul,
cette fonction sera une fonction de xg, et de z¢,, seuls. On éliminera encore xy; de cette fonction qui
deviendra fonction de zg, et enfin une quantité connue.

Le principe est donc démontré.

Cela posé soit F' une fonction symmétrique de certaines racines de 1’équation proposée. Posons
F(IO,O, Z0,1,%0,2, - - D) =1%o

F(z1,0,21,1,21,2,---) =1

F(x2,0,%2,1,%2,2,...) = Y2

Prenons une fonction de yg, y1,ys - .. invariable par les substitutions linéaires de ces quantités. Il est
clair que cette fonction sera une fonction des racines z invariable par toute substitution telle que ([28])
(@k,1,ak+b,ck+d). Cette fonction sera donc connue. On pourra donc, par la méthode que j’ai indiquée,
trouver les valeurs de yg, y1, %2 . . . et par conséquent décomposer ’équation proposée en facteurs dont 1'un
ait pour racines g0, Zo,1, 20,2, - - -

On trouverait de méme un facteur de la méme équation dont les racines seraient x,21,0,22,0,-- -
On pourra donc en cherchant le plus grand commun diviseur de ces deux facteurs avoir zg o, qui est I'une
des solutions cherchées. Il en serait de méme des autres racines. ([29])

NOTE 1. SUR L'INTEGRATION DES EQUATIONS LINEAIRES.

Soit I’équation linéaire & coefficients variables

d"y dnfly dn72y dy
P—— — 4+ S+ Ty=V
dxn + dzn—1 + Qdm"*Q + dx t4y

Pour l'intégrer supposons que nous connaissions n solutions

y=u ,=Uu, ...

s

, = Unp
de cette équation privée de second membre. La solution complete
Y = iUy + QoUug + azus + ... + g

qui convient a ’équation privée de second membre, satisfera encore quand on supposera ce second membre,
si au lieu de regarder aq, s, as, ..., a, comme constantes, on les considere comme déterminées par les
, . . dzr, dza dx,

equations suivantes en ——, —,... —
dr ' dz dx
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d(,n +u d(¥2 +u3d(¥3 4. +U7Lda" =0

dz
du1 dal duz das dus dos du, dan,
dw dx + dac dx + dx _dx +...t+ dx dac =0
d? Uy doq U doq 4> Uz da3 d? Uy doy,
(1) dx? + dmz + dx? +...t dz? dx

an—

dn Tuy doq d" gy doq lug dOtg d?u, do,
dzn—1 + dm" B + dm" B +...+ dzn—1 dx =V

Il importe d’abord de reconnaitre si le dénominateur commun aux valeurs tirées de ces équations peut
ou non étre nul.

Pour cela j'observe que ce dénominateur est le méme que celui des n équations suivantes résolues par
rapport & PQ ... ST

ddllibl + Pddtc_ﬂlull + Q da‘n e ot Sdul +Tu; =0
du 4 pd = & Qd e ..+5% 4 Tuy =0
1 —2
(2) sy pd_tus | df Pug 4 gdus gy — 0

dd;;ln +Pddlnun +lenuﬁ+ +S%+Tun:0

Or ces équations doivent étre parfaitement déterminées, puisque la forme d’une équation différentielle
dépend uniquement de celle de 1’équation intégrale.

Donc le dénominateur en question n’est jamais nul.

Mais on peut de plus le calculer d’avance. Soit D le dénominateur. Il est aisé de voir que 1'on aura

dD
% :Dn"‘anl —I—Dn,Q—ﬁ-Dn,g—‘r...—l—Dl
) . . d™u | d"lu )
D1 étant ce que devient D quand on y substitue partout e a la place de e Dn —1 ce que devient
T T
n—1 m—2
D quand on y met Jam ? au lieu de dT—Z et ainsi de suite enfin D1 ce que devient D par la substitution
x

de d— la place de u
dx

FEt comme toutes les parties sont nulles excepté D,, il reste

dD
~ =D,
dx
Mais on a d’ailleurs
p__Dn
D

Puisque —Dn est le numérateur de 'expression de P tirée de (2).

— [ Pd . , .
Donc D =e f * valeur cherchée du dénominateur.

On pourrait de cette derniére formule déduire celle que nous avons trouvée plus haut, en considérant
une équation linéaire de l'ordre n, comme remplagant n équations simultanées seulement du premier
ordre. Quant a la détermination des numérateurs des quantités inconnues, et a ’examen du cas ou 'on
n’aurait qu'une partie des solutions de la question, nous n’entrerons pas dans ces détails auxquels le lecteur
suppléera au moyen des principes émis plus haut.

RECHERCHE SUR LES SURFACES DU 2¢ DEGRE ([30]).

Probléme ([31]). Etant données dans un parallélépipede les trois arétes m, m’, m”, et les angles 6, ', 6",
que font entre elles respectivement m’ et m”, m et m”, trouver I'expression des angles de la diagonale
avec les arétes.

11



Soit m = OM,m' = OM',m” = OM?”. Si I'on cherche 'angle POM que la diagonale OP forme avec
OM, on aura dans le triangle OPM

m?+ OP2 — PM°

s POM =
cos PO 2m.OP

Mais on a par la géométrie
0P =m?+m'? + 2m'm” cos @ + 2mm” cos @' + 2mm’ cos ¢/
PM =m +m"™ + 2m'm” cosf
d’ot 'on tire
m?+ 0P —PM = 2m(m + m” cos§’ + m" cos9")

et enfin .y , , .
m +m' cos@ + m' cosf

POM =
cos PO oP

On trouvera de méme pour les cosinus des angles M'OP et M”OP

m +m' cos@ + mcos 6" ot m'” +m/ cos @ + mcosd’
oP oP

Le probleme est donc résolu.

Probleme. Trouver pour des axes quelconques la condition de perpendicularité d’une droite et d’un
plan.

Prenons & partir de ’origine et suivant certaine direction OP = 1. Appelons m, m’, m” les coordonnées
du point P. Les équations de toute droite parallele & OP, seront de la forme

r—a y—-b z-c

m m/ 1

m

Les quantités m, m’, m” étant liées par la relation

12

1=m2+m?+m" +2m'm" cos0 + 2mm’ cos 6"

Cherchons de méme 1’équation d’un plan perpendiculaire a OP.

Il est évident que si on appelé z,y, z les coordonnées de ce plan, et que I'on projette orthogonalement
sur OP ces coordonnées la somme des projections devra étre constante. Or on connait, par le probleme
précédent, les cosinus des angles de la droite OP avec les axes. L’équation du plan sera donc.

(m +m' cos0” +m" cos)x + (m' +mecosd” +m'” cos )y
+ (m” +mcos® +m'cosf)z+p=0

Et il est remarquable que le premier membre de cette équation exprime aussi la distance a ce plan
d’un point quelconque dont les coordonnées sont x,y, 2. Ce qui est évident puisque ce premier membre
n’est autre chose que la somme des projections des coordonnées d’un point sur la droite OP, augmentée
de la distance du plan a l’origine.

Cela posé, soit I’équation d’une surface du second degré rapportée a des axes obliques

Ax® + Ay + A2 + 2Byz + 2Bz + 2B"xy 4 2Cx + 2C"y +2C"2 + D = é(z,y,2) =0

Lorsqu’on cherche I'équation du plan qui divise également toutes les cordes paralleles a une droite
donnée, on substitue I’équation ¢(z,y, z) = 0 a la place de z,y, z,

z+pm y+pm' z+pm”

et les racines de ’équation en p qu’on obtient ainsi, expriment les distances du point (z,y, z) aux deux

T z
points ou une corde parallele a la droite — = Y _2 menée par le point (z,y, z) coupe la surface du
m

m/ m//

12



second degré. Ces deux distances devant étre égales et de signe contraire, il suffira de faire dans ’équation
en p le second terme nul pour avoir I’équation du plan diamétral.

Or I’équation en p est en faisant
M = ¢(m,m',m")

MP = (Am+ B"m/ + B'm")x +(A'm' +b"m+ Bm')y
+(A"m" + B'm+ Bm/)z + Cm + C'm/ + C"m"

de la forme
PP +2Pp+Q=0

Si 'on cherche I'équation d’un plan principal, il faudra de plus que le plan représenté par P = 0 soit

perpendiculaire a la droite — = — = — et par conséquent que son équation soit de la forme
m m

(m+m'cos8” +m” cos' )z + (m' +m cos8” +m” cosf)y

+ (m" +m cost +m" cos@)z+p=5=0
Il faudra donc que les coefficients de M P et ceux de S soient proportionnels et que 'on ait

—— =const = s

S
La quantité étant telle que l'on ait
(A—s)m+ (B" —scos0”"Ym' + (B’ — s cos 0 )Ym"” =0
(A" —s)m' + (B” — s cos)m + (B — s cos§)m” =
(A" —s)ym”" + (B — s cos§')m + (B — s cos)m” =0

On en déduit ’équation en s,

0=(A—35)(B—scost)?+ (A —s)(B' —scost)?+ (A" —s)(B" — s cos0)?
—(A—5)(A" —8)(A" —5)—2(B—scosf)(B' — s cosd”)
qui est du troisiéme degré parce qu’en effet il existe trois plans principaux.
Mais la quantité s et ’équation qui la détermine jouissent d’une propriété fort remarquable que per-
sonne jusqu’ici ne parait avoir observée.

Supposons que l'on transforme les coordonnées en exprimant les anciennes coordonnées d’un point
en fonction des nouvelles. Si on substitue les valeurs de z,y,z en 2’,y’, 2’ dans la fonction ¢(z,y,z) on
obtient une fonction ¢’(z’,4’, 2’) d’une autre forme, et qui est telle que dans la fonction ¢ on substitue les
anciennes coordonnées d’un point déterminé, et dans la fonction ¢’ les nouvelles, les deux résultats ainsi
obtenus sont égaux.

MP
Cela posé reprenons ’expression de s, s = —— la quantité M étant le résultat de la substitution des

coordonnées du point pris sur une droite fixe & une distance = 1 de 'origine c’est a dire d’un point fixe,
dans I’équation de la surface, ne variera pas quand on transformera les coordonnées.

La quantité P exprimant la demi-somme des distances d’un point (z,y, z) a la surface distances comp-
tées suivant une droite fixe, est aussi invariable par la transformation des coordonnées. Enfin la quantité
S exprimant la distance d’un point & un plan déterminé, ne saurait non plus varier.

La quantité s est donc elle méme invariable pour un méme plan principal, et I’équation qui donne ses
trois valeurs aura des coeflicients invariables. Or en la développant, on a

(1 —cos? 6 — cos® 0’ — cos? 0" + 2 cos b cosf cos0”)s>

— s%[Asin? 0 + A sin® 0 + A" sin? 0" + 2b(cos 0’ cosf” — cos )

+ 2B'(cos 0 cos 0" — cos ') + 2B" (cos 0 cos @' — cosh’))

+s(A'A” + AA" + AA" — 2AB cos 02A'B' cos ' — 2A" B cos 0"

—B*—B” - B" +2B'B" cosf

+2BB" cos§' +2BB’ cos’) + AB? + A'B”? + A"B"? — AA’A” —2BB'B" =0
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Divisant tous les coefficients par le premier ou par le dernier on aura trois fonctions des constantes qui
entrent dans ’équation de la surface, invariables par la transformation des coordonnées. Si ’on suppose
cos 6,cos 6 et cos 67 nuls on aura pour tous les systémes d’axes ou cela peut étre c’est a dire d’axes
rectangulaires,les équations

A+ A+ A” = const
B2+ B?+B"”? - AA" - AA"AA" = const

AB?> 4+ A'B”? + A"B" — AA’A” — 2BB’'B" = const

Egalement si ’on suppose encore dans I’équation en s, B, B’, B” nuls, c’est a dire qu’'on suppose la
surface rapportée a des diametres conjugués, en divisant toute I’équation par le dernier terme, on trouvera
pour tous les systémes semblables

1 —cos? 0 — cos? 0’ — cos? 0" + 2cos B cosb cosd” )
AA A7 = const

sin?0  sin?@  sin%6”

A T A A e
1 1 1 ]
1 + ya + Y const
11 1 . ) L - R
Et comme 1A A expriment dans ce cas les carrés des diametres, on retrouve ici les théoremes
connus.

FIN.

1. Trois de ces feuilles comportent du texte ; une se rapporte a la théorie de la transformation, une autre au théoréme
d’addition pour la fonction sin am, déduit de la formule fondamentale de trigonométrie sphérique, la troisieme au
théoréme d’addition pour la fonction II(u,a).

2. Les papiers que m’a remis Mme de Blignieres contiennent un brouillon, couvert de ratures et de corrections, qui est
de la main de Liouville, et qui porte en téte : Lettre d’Alfred Galois & M. Jacobi, 17 novembre 1847. Voici cette lettre

Monsieur,

J’ai ’honneur de vous envoyer, en vous priant d’en agréer ’hommage, un exemplaire de la premiére Partie des (Euvres
mathématiques de mon frére. Il y a prés d’un an qu’elle a paru dans le Journal de M. Liouville, et, si je ne vous ’ai pas
adressée plus tot, c’est que, sans cesse, j'espérais pouvoir vous faire remettre d’un jour a lautre I’Ouvrage complet,
dont la publication s’est trouvée retardée par diverses circonstances. Au reste, cette premiére Partie renferme ce que
mon pauvre Evariste a laissé de plus important et nous n’avons guére & y ajouter que quelques fragments arrachés
au désordre de ses papiers. Ainsi on n’a rien retrouvé concernant la théorie des fonctions elliptiques et abéliennes
; on voit seulement qu’il s’était livré la plume & la main & une étude approfondie de vos Ouvrages. Quant a la
théorie des équations, M. Liouville et d’autres géometres que j’ai consultés affirment que son Mémoire, si durement
repoussé par M. Poisson, contient les bases d’une doctrine trés féconde et une premieére application importante de cette
doctrine. “Ce travail, me disent-ils, assure pour toujours une place & votre frére dans I’histoire des Mathématiques.”
Malheureusement étranger & ces matiéres, j’écoute avec plaisir de telles paroles : si votre précieux suffrage, qu’Evariste
aurait ambitionné par-dessus tout, venait les confirmer, ce serait pour ma mere et pour moi une bien grande consolation
; il deviendrait pour notre Evariste un gage d’immortalité, et je croirais que mon frére n’est pas entré tout entier dans
la tombe. Etc., etc.

3. En posant

1
[m,n] :/ 1 —=z)™ tem tda,
0

Galois part de la relation [m + 1,n| = L[m, nl ;
m+n

il en déduit, en désignant par p un nombre entier positif quelconque,

b
[m’n]_[p,m—f—n][ +p,n),
puis
[m,n] = lim [, m] x [pn]

p—oo  [p,m+n]

14



© o N o

10.

11.

12.

13.
14.
15.

16.

I'mI'n

1 [P
remplagant [p,n] par I;/ (1- /xp)“_lzr"_l dz, et en passant a la limite, il obtient [m,n] = m
0

11 établit ensuite la relation

1 n—
/ T e~ o) - 9(1),
0 r—1

_ dlogT'(n)

oln) = =25

en partant de ce que 'on a, pour m = 1,
1 - 1
dl log(1 — z)z" ' dx
og[m, ] = fo T = log(1 — z)nz" "' dz,
dm fo 2n—1dx 0

d’oli, en intégrant le dernier membre par parties,

1
¢(1)*¢(n+1):*/
0

(Euvres d’Abel, édition Sylow, t. I, p. 515.

La feuille a été pliée ; sur la moitié de la quatriéme page, on trouve quelques calculs relatifs & I’intégrale
dx
\/:c(xz — 20z +v2) (2?2 — 2Bz +~2)

ou Galois fait la substitution 9

x+l:22
T

. Ce fragment occupe deux feuilles, écrites sur les deux faces, du format 23 x 18.

. Cette phrase elliptique a été ajoutée dans une fin de ligne et dans l'interligne au-dessous.

La premiére page finit ici ; les six lignes qui suivent sont au verso.

. Un peu plus bas, on lit : Discussion des groupes irréductibles ; le texte de la page est couvert de calculs, écrits en

renversant la page de haut en bas.

Les mots mis ici entre crochets sont barrés ; au reste tout ce passage, a partir de “Du cas ou” jusqu’a “plusieurs
fonctions connues” est couvert de ratures et de surcharges ; on lit, par exemple, sous une rature : “Si D est le commun
diviseur a ce groupe et a celui de la fonction supposée” ; tout ce passage est un renvoi placé au bas de la page, de
fagon a étre substitué a trois lignes qui sont barrées, et dont voici le texte :

Du cas ou une fonction des racines est censée connue. Remarque. On peut réduire & ce cas celui ol on supposerait
plusieurs connues.

Au-dessous en interligne :
Jusqu’ici on avait cru

Les deux fragments qui suivent sont sur lautre face de la feuille ; ils sont séparés par un blanc laissé au milieu de
la page ; au-dessus de ’avant-derniere ligne du premier passage et dans le blanc, on trouve les mots suivants dont le
premier est couvert d’une rature et dont les autres sont batonnés ; la lecture du mot Présenté est douteuse.

Mémoire
la théorie des fonctions et sur celle
des équations littérales.
Présenté a I'Institut par
E. Galois.
Octobre 1829.

Mots placés en interligne et presque illisibles ; on pourrait aussi bien lire remarque que réciproque.
Une feuille du format 23 x 17, écrite sur les deux faces.

En renversant la page, on trouve quelques lignes relatives a la décomposition d’un groupe, que ’absence de contexte
rend inintelligibles, puis le commencement d’une question, qu’on retrouve en entier sur un petit fragment de papier,
comme il suit :

Etant donnée une substitution S et deux permutations A et A’ on demande une substitution S’ telle que la lettre
située au ki®™me rang dans A’ prenne le ¢k'®™° rang dans AS, la lettre située au k*®™¢ rang dans A’ prenne le ¢k'*™®
dans A’S’.

Supposons le probléeme résolu. Soit A’ = AT, on aura évidemment
A'S" = AST

Ce fragment comporte trois feuilles du format 20 x 15, du méme papier que le fragment M ; la troisiéme feuille, dont il
est question dans une note ultérieure, est intacte ; les deux autres sont déchirées, a droite, de haut en bas ; il manque
quelques lettres et, parfois, des mots entiers ; d’ou les crochets que 'on trouvera dans le texte imprimé. La déchirure
a pu se faire en détachant les trois feuilles d’un cahier pareil a celui qui porte le titre “Notes de mathématiques” et
dont j’ai parlé plus haut.

Cet essai est sans doute antérieur a la rédaction du Mémoire sur les conditions de résolubilité des équations par
radicaux, et de la feuille relative & la proposition I de ce Mémoire, dont j’ai parlé précédemment (p. 11) ; les deux
rédactions sont interrompues ; pour 'une et Pautre, la fin de la page reste blanche ; ’essai n’a pas été achevé.
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17.
18.

19.

20.
21.

22.
23.

24.
25.

26.

27.
28.

29.
30.

31.

Ces mots sont mis en marge.

La page se termine au mot “telles”, le reste se continue sur deux feuilles distinctes ; I'une de ces deux feuilles est
écrite sur le recto et le verso, c’est celle dont le texte est imprimé ci-dessus ; autre feuille n’est écrite que sur le
recto, jusqu’au milieu de la page : le verso contient quelques calculs relatifs a la résolution algébrique de ’équation du
troisietme degré. Les deux feuilles contiennent le méme texte jusqu’a la fin de l’alinéa “sont seules connues”. A partir
de ces mots, on lit dans la seconde feuille :

Mais, avant de développer la démonstration compléte de cette proposition, nous ferons voir qu’il suffit de la donner
dans le cas ou ’équation proposée ne se décompose pas en facteurs dont les coefficients se déduisent rationnellement
de ses coefficients et des quantités qui lui sont adjointes, plus briévement, dans le cas ou ’équation n’a pas de diviseurs
rationnels. Admettons en effet que la chose ait été démontrée dans ce cas, et supposons qu’une équation se décompose
en deux facteurs qui n’aient eux-mémes aucun diviseur rationnel.

Un fragment qui semble un morceau déchiré (hauteur, 9") d’une feuille de papier du méme format contient le texte
suivant, d’un c6té : Soit G un groupe correspondant a ’équation ¢ = 0 et A, B, C... les permutations du groupe G.
Pour obtenir un pareil groupe, il faut opérer sur une permutation A toutes les substitutions de I’équation . Nous
supposons que la permutation A contienne toutes les racines de F(z) = 0. Prenons une fonction ®(AX) invariable
par les substitutions X relatives aux racines de ¢,

et de I'autre coté :

qui correspondent aux substitutions indiquées quand aux racines de 1’équation ¢ on substitue leurs expressions en
fonction de celles de 1. Je dis qu’il viendra un groupe de permutations qui relativement a la proposée F(z) = 0
satisfera & la condition exigée. En effet, toute fonction des racines invariable par les substitutions de ce groupe pourra
d’abord s’exprimer en fonction des seules racines de 1’équation 1. De plus, comme cette fonction transformée sera
encore invariable par les substitutions de ’équation 1) on voit que sa valeur numérique

Feuille déchirée (18 x 17), écrite sur les deux faces.

Cet énoncé est écrit sur un morceau de papier (10 x 18) ; ’écriture, parfois malaisée & déchiffrer en raison des ratures
et des surcharges, trahit une certaine nervosité ; au-dessous, Galois a mis son nom, écrit & main posée, avec une
certaine complaisance.

1l n’est guere utile de dire qu’il faut lire HS’ ; ce passage est & demi effacé.

Une seule page de format 20 x 15. Ce fragment et le suivant doivent étre rapprochés de I’Analyse d’un Mémoire sur
la résolution algébrique des équations, qui a été publiée dans le Bulletin de Férussac ((Buvres, p. 11), et dont les
premieres lignes sont identiques a celles du fragment M.

Une feuille (18 x 15), écrite des deux cotés.

Relativement au premier membre de la congruence qui suit, je dois signaler I’énoncé que voici, écrit sur la premiére
page d’une feuille double (22 x 18) : Le produit

" - )@ — )@ —p*)... (0" —p" ™)

Y —1
n’admet point de facteur premier r oo 0 étant le plus grand commun diviseur entre v et p—1, & moins que v = 2.

ap—1)’

Cet énoncé est placé au milieu de calculs dont quelques-uns concernent la transformation des fonctions elliptiques. Sur
U

les autres pages, d’autres formules se rapportent a ’équation T = T aux fonctions trigonométriques, a la résolution
T

des équations binémes, a la décomposition des fonctions trigonométriques en produits ou en fractions simples, etc.

Dans la ligne qui suit et, un peu plus loin, dans ’égalité p = v, la lettre v a été mise en surcharge sur la lettre p ;

ensuite, la correction n’a pas été faite. Au reste, la lecture de ce fragment est, par endroits, assez difficile.

Trois feuilles (20 x 15) écrites sur les deux faces.
Il faut lire sans doute

(Th,1,ak+b,cltd)-
Deux pages et demie d’une feuille double (23 x 18).

Malgré son caractére élémentaire, j’ai cru devoir publier cette note, qui n’est pas sans intérét pour I’histoire de la
Géométrie analytique et de la théorie des invariants. En raison de son contenu, on peut supposer qu’elle remonte au
temps ou Galois était éleve de M. Richard, dans la classe de Mathématiques spéciales, ou au moment ou il sortait
de cette classe pour entrer & 'Ecole Normale. Toutefois, la premiére supposition semble devoir étre écartée : s’il en
avait eu connaissance, M. Richard aurait sans doute fait pénétrer dans son enseignement les idées de son éleve, qui se
seraient diffusées immédiatement. Quoi qu’il en soit, cette note a, comme le morceau précédent, I’aspect d’une copie
d’écolier, avec la signature en haut et a gauche ; elle ressemble tout a fait & quelques-unes des copies de Galois, que
M. Richard avait conservées et données 3 Hermite. M. Emile Picard a retrouvé ces copies de Galois dans les papiers
d’Hermite ; il a bien voulu me les remettre pour qu’elles soient jointes au précieux trésor que Mme de Bligniéres donne
& I’Académie des Sciences. L’une de ces copies contient un petit travail, que Galois a sans doute fait librement et
remis & son maitre, et ol son esprit philosophique se manifeste déja ; j’en extrais cette curieuse réflexion :

Un auteur me dit : “I’arithmétique est la base de toutes les parties des Mathématiques, puisque c’est toujours aux
nombres qu’il faut ramener les résultats des calculs.” D’apres la derni¢re phrase de I'auteur, il serait plus naturel de
croire que I'arithmétique est le terme et le complément de I’Analyse ; et c’est ce qui a lieu.

Toutes ces copies, comme la présente note, sont sur du papier de format 23 x 18.

Il y a une figure en marge, dans le texte de Galois.
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Transcription de la traduction de Laugel en francais de article de Bernhard Riemann (Denise Vella-
Chemla, 24.6.2017)

wikisource Note de Riemann

SUR LE NOMBRE DES NOMBRES PREMIERS
INFERIEURS A UNE GRANDEUR DONNEE

Monatsberichte der Berliner Akademie, novembre 1859.
Ocuvres de Riemann, 2¢™¢ édition, pages 145-155.

Je ne crois pouvoir mieux exprimer mes remerciements & I’ Académie pour la distinction & laquelle elle m’a
fait participer en m’admettant au nombre de ses Correspondants qu’en faisant immédiatement usage du
privilege attaché a ce titre pour lui communiquer une étude sur la fréquence des nombres premiers. C’est
un sujet qui, par l'intérét que Gauss et Dirichlet lui ont voué pendant de longues années, ne me semble
peut-étre pas indigne de faire ’objet d’une telle Communication.

1]

Je prendrai pour point de départ dans cette étude la remarque faite par Euler!! que le produit

1 1
IIi—==>%
K

lorsque p prend pour valeur tous les nombres premiers et n tous les nombres entiers. La fonction de la
variable complexe s, qui sera représentée par ces deux expressions, tant qu’elles convergent, je la désignerai
par ((s). Toutes deux convergent qu’autant que la partie réelle de s est supérieure & 1. Néanmoins il est
facile de trouver pour la fonction une expression qui reste toujours valable.

/OO efnxxsfldm _ f(S — 1)
0

nS

En faisant usage de 1’équation

on obtient d’abord
x5 Ydz

flo-vet = [ 24

prise dans le sens positif de 400 & 400 et autour d’'un domaine de grandeurs qui contient a son intérieur la
valeur 0 mais qui ne contient aucune autre valeur de discontinuité de la fonction sous le signe d’intégration,
on obtient aisément pour la valeur de cette intégrale

© .s—1 7,
(efﬂ's’i _ 67732') T dx
o e*—1

en faisant I’hypothése que dans la fonction multiforme

Si maintenant I’on considére l'intégrale

(_x)s—l — e(s—l)log(—z)

le logarithme de —x est déterminé de telle sorte qu’il soit réel pour z négatif. On aura donc

—r)*ldz

QSinwsf(S—l)C(S):i/ODC( e _

lintégrale étant définie de la maniere indiquée ci-dessus.

Cette équation donne maintenant la valeur de la fonction ¢(s) pour chaque valeur complexe de s et nous
enseigne que cette fonction est uniforme, qu’elle est finie pour toutes les valeurs finies de s, sauf 1, et aussi
qu’elle s’évanouit lorsque s est égal a un entier pair négatif[zl.

Lorsque la partie réelle de s est négative, l'intégrale, au lieu d’étre prise dans le sens positif autour du
domaine de grandeurs assigné, peut étre prise dans le sens négatif autour du domaine de grandeurs qui
contient toutes les grandeurs complexes restantes, car l'intégrale, pour des valeurs dont le module est
infiniment grand est alors infiniment petite. Mais, a l'intérieur de ce domaine, la fonction sous le signe
d’intégration ne devient discontinue que lorsque z est égal & un multiple entier de +-27¢ et I'intégrale, par



conséquent, est égale a la somme des intégrales prises dans le sens négatif autour de ces valeurs. Mais
I'intégrale relative & la valeur n2mi égale (—n2mi)*~1(—27i) ; on obtient donc

2sinws f(s —1){(s) = (2m)* Zns_l[(—i)s_l +457Y

c’est-a-dire une relation entre ((s) et ((s — 1) qui, en vertu de propriétés connues de la fonction f peut
aussi s’exprimer ainsi : la quantité

F(5-1)7 %)

2

reste inaltérée lorsque s est remplacé par 1 — s.

Cette propriété de la fonction m’a engagé a introduire, au lieu de l'intégrale f(s—1), 'intégrale f (; — 1)

1
dans le terme général de la série —, ce qui fournit une expression trés commode de la fonction ((s).
n

igf (f — ].) 7T7% = / einzﬂxngldm;
n' 2 0

On a en effet

et, par conséquent, si I'on pose

on a

ou bien, puisque

on a encore

00 1 1
£(5-1)m e = [veiaes [o(5)eF o [vw (o5 -ai)a
(2 )7r S 1/ x)T x 0/ T x 20/ T (x T ) x
_ 8(51_ ) +/100 () (x%—l +x‘1§5> dx
Je pose maintenant
szé—t—tz
et
7(5) (s =17 5¢(s) = 60)

en sorte que

&) = % — (t2 + %) /loow(x)z_% cos <%t log r) dzx,

&) = 4/;00 MZ‘_%COS (%t log :E) dx

ou encore

dx

Cette fonction est finie pour toutes les valeurs finies de ¢ et peut étre développée suivant les puissances de
2 en une série qui converge trés rapidement. Puisque, pour une valeur s de dont la partie réelle est plus
grande que 1, log ¢(z) = — > log(1 — p~*) reste fini et que ce méme fait a lieu pour les logarithmes des
facteurs restants de £(t), la fonction £(t) peut seulement s’évanouir lorsque la partie imaginaire de t se
trouve comprise entre %z et —%i. Le nombre de racines de £(t) = 0 dont les parties réelles sont comprises

entre 0 et T est environ égal a
T T T

car 'intégrale f d log &(t) prise le long d’un contour décrit dans le sens positif, comprenant a son intérieur
I’ensemble des valeurs de ¢t dont les parties imaginaires sont comprises entre %z et —%z’ et les parties réelles
entre 0 et T est égale (abstraction faite d'une partie fractionnaire de méme ordre de grandeur que la



grandeur =) & (Tlog —T)i; or cette intégrale est égale au nombre de racines de £(t) = 0 situées dans
ce domaine, multiplié par 2mi . On trouve, en effet, entre ces limites un nombre environ égal a celui-ci, de
racines réelles, et il est trés probable que toutes les racines sont réelles

Il serait a désirer, sans doute, que ’on efit une démonstration rigoureuse de cette proposition ; néanmoins
j’ai laissé cette recherche de c6té pour le moment apres quelques rapides essais infructueux, car elle parait
superflue pour le but immédiat de mon étude.

Si I'on désigne par « toute racine de 'équation £(«) = 0, on peut exprimer log £(t) par
t2
Zlog (1 — $> + log £(0)

En effet, puisque la densité des racines de grandeur ¢ augmente seulement avec ¢ comme le fait log ﬁ7
cette expression converge et pour ¢ infini ne devient infinie que comme 'est ¢ log t; elle differe de log £(t)
par conséquent d’une fonction de t? qui, pour ¢ fini, reste finie et continue et qui, divisée par t2, sera
infiniment petite pour ¢ infini.

Cette différence, par suite, est une constante dont la valeur peut étre déterminée en posant ¢t = 0.

A T'aide de ces principes auxiliaires, nous pouvons maintenant déterminer le nombre des nombres premiers
qui sont inférieurs a x.

Soit F(x) ce nombre lorsque x n’est pas exactement égal & un nombre premier, et soit F(x) ce nombre
augmenté de % lorsque z est premier, de telle sorte que, pour une valeur de z, pour laquelle F'(x) varie
par un saut brusque, on ait,
F(x+0)+ F(z —0)

2

F(z) =

Si, maintenant, dans 1’expression
.1 9 1 _
log ¢(s) = =D log(l—p™) =3 p™"+ 3 p7 "+ 3> p™

oo oo
on remplace p~* par s [ @ " ldz,p~* =s [z~ 'dz,..., on obtient
P p?

10g C /f _S_ldx
1

ot on a désigné par f(z) Pexpression F(z) + %F(as%) + %F(xi) +

Cette équation a lieu pour toute valeur complexe a + bi de s, pourvu que a > 1. Mais lorsque, sous ces
hypotheses, 1’équation suivante
oo
= /h(m)xfsd log x
0

a lieu, 'on peut, a I’aide du théoréme de Fourier, exprimer la fonction h par la fonction g. Cette équation,
quand h(z) est réel et que
g(a+bi) = g1(b) +ig2(b)

se décompose en les deux suivantes :

/h ¢ cos(b log z)d log x,
0
iga(b z/h ¢ sin(b log )d log x.
0

Lorsque I'on multiplie les deux équations par

[cos(b log y) + i sin(b log y)] db,



et que 'on integre de —oo a 400, I’on obtient, en vertu du théoréme de Fourier, dans les seconds membres
des deux équations wh(y)y~ %, et, par conséquent, en ajoutant les deux équations et multipliant par iy®,

on a
a+oo1

2mih(y) = / g(s)y’ds,
a—oot
ou lintégration doit étre prise de telle sorte que la partie réelle de reste constantel®).
Cette intégrale représente, pour une valeur de y pour laquelle a lieu une variation par saut brusque de
la fonction, la valeur moyenne des valeurs de la fonction h de chaque c6té du saut. Avec les modes de
détermination exposés ci-dessus, la fonction f(z) posséde cette méme propriété, et 'on a donc, d’une
maniére générale,

a-+001
1 log ¢(s)
e

On peut maintenant substituer & log ¢, Pexpression trouvée précédemment!®!
1

_ 132
%logw—log (s—l)—logf%—l—;log [1—&-(80(722)] + log £(0)

Mais les intégrales de chaque terme de cette expression, prises jusqu’a l'infini, ne convergent pas; il sera
donc convenable de transformer 1’équation précédente a ’aide d’une intégration par parties en

a+o0ot log ¢(s)
1 1 q288\8)
— S sd
f(@) 27i log x / ds vas
a—o0ot

Comme B
s . = s s
—log f§ = lim LEI log (1 + %) - Elog m} ,

pour m = oo, et que, par suite

_d% logf (%) _ i dilog (1+ )

ds - ds

tous les termes de l’expression de f(x), & 'exception de

1 1 a-+o001 1
— — 1 0)z*ds =1 0
rilogs | 7 BSOS =g g(0),
prennent alors la forme
I I ()
— z°ds.
27i log x 4 ds
Mais on a maintenant
d [%log (1 — %)} B 1
dp (B—s)B
et, lorsque la partie réelle de s est plus grande que la partie réelle de £,
a-+o00o1 x
1 x°ds P / 5-1
N — =" = [ 2z,
2mi ) (B—s)pB g

ou bien



selon que la partie réelle de § est négative ou positive. On a donc, dans le premier cas,

_ atooi g [% log (1 - %)} .
27i log x ds vas

a—oot

a+o001

1 1 S
- Zlog (1-2)20a
o /_30g< 5>I s

= / dx + const.,
log x

o0

et, dans le second cas,
x

Pl
= / dx + const.
log z

0
Dans le premier cas, la constante d’intégration peut étre déterminée en faisant tendre la partie réelle de
[ vers l'infini négatif.

Dans le second cas, l'intégrale de 0 & = prend des valeurs qui different de 27i, lorsque 'intégrale relative a
des valeurs complexes est prise dans le sens positif ou dans le sens négatif, et elle sera, prise dans ce dernier
sens, infiniment petite lorsque le coefficient de i dans la valeur de g est égal a I'infiniment grand positif;
mais ce fait aura lieu, dans le premier cas, lorsque le coefficient est égal a l'infiniment grand négatif.

Ceci nous enseigne comment log (1 — %) doit étre déterminé dans le premier membre de maniere a faire
disparaitre la constante d’intégration.

En portant ces valeurs dans 'expression de f(z) on obtient

f() = Li(x) = [Li (w3 7) 4 Li (23 7)

«

< 1 d
+/ - + log £(0),

2 —1zlogx

[7],[8]

o, dans la série Y on donnera & « pour valeurs toutes les racines positives (ou & parties réelles positives)
[e3

de l'équation £(a) = 0 en les rangeant par ordre de grandeur. On peut alors, aprés une discussion plus
approfondie de la fonction £, démontrer aisément que lorsque les termes sont rangés, comme il est prescrit

ci-dessus, dans la série
> [ra (wtrer) i (a2

celle-ci converge vers la méme limite que ’expression

s—1)?
a+bi d%Zlog {14_( ag) }
— z%ds,

271 ds

a—bi

lorsque la grandeur b croit sans limites. Mais, si ’on changeait cet ordre des termes de la série, on pourrait
obtenir pour résultat n’importe quelle valeur réelle.

A Taide de f(x) l'on obtient F'(z) par inversion de la relation

f) =30 R (2F)),
ce qui donne I’équation )
F(e) =Y (-1 —f (27),

ou m doit étre remplacé successivement par tous les nombres qui ne sont divisibles par aucun carré excepté
1 et ot p désigne le nombre des facteurs premiers de m.



Si on limite Y & un nombre fini de termes, la dérivée de l'expression f(z) c’est-a-dire, abstraction faite

«
d’une partie qui décroit tres rapidement lorsque x croit,

)

I 22 cos(alog &) 22
log = log x

fournit une expression approchée pour la densité des entiers premiers + la moitié de la densité des carrés,
+ le tiers de celle des cubes, +... des entiers premiers inférieurs a x.

La formule approchée connue F'(x) = Li(x) n’est, par conséquent, exacte qu’aux grandeurs pres de Pordre
1 . ;. . .

de x7 et fournit une valeur un peu trop grande; car les termes non périodiques!® dans ’expression de

F(z) sont, abstraction faite de grandeurs qui ne croissent pas indéfiniment avec x,

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Li(x) 2Ll (m2) 3Lz (mﬁ) 5L2 (wo)+6Lz (xﬁ) 7Lz (3:7)+...
Du reste, la comparaison, entreprise par Gauss et Goldschmidt!'?), de Li(x) avec le nombre de nombres
premiers inférieurs a x et poursuivie jusqu’a x = trois millions a révélé que ce nombre, a partir de la
premicre centaine de mille, est toujours inférieur & Li(z) et que la différence des valeurs, soumises &
maintes oscillations, croit néanmoins toujours avec 1. Mais la fréquence et la réunion plus dense par
endroits des nombres premiers, si ’on peut s’exprimer ainsi, sous 'influence des termes périodiques, avaient
déja attiré I’attention, lors du dénombrement des nombres premiers, sans que 'on elit apergu la possibilité
d’établir une loi a ce sujet.

Il serait intéressant dans un nouveau dénombrement, d’étudier I'influence de chaque terme périodique
contenu dans ’expression donnée pour la totalité des nombres premiers. Une marche plus réguliere que
celle donnée par F'(x) serait obtenue a l’aide de la fonction f(z) qui, cela se reconnait déja trés évidemment
dans la premiére centaine, coincide en moyenne avec Li(x) + log £(0).

Notes

1. Leonhard Euler, Introductio in analysin infinitorum. Bd. 1. Lausanne 1748, p. 221-252, ch. 15 (De
Seriebus ex evolutione Factorum ortis).

2. [Note du trad.] Ce mode d’existence de la fonction ((s) se reconnait en se servant de la seconde forme
de cette fonction
) +oo (—x)S’Q
2¢(s) = mi f(—s) ———dx
—oo €T

et en remarquant, en outre, que

1 . . .
T 1 dans le développement suivant les puissances ascendantes de
T —
x, ne contient que des puissances impaires.

3. Riemann se réfere a Carl Gustav Jacob Jacobi, Fundamenta Nova Theoriae Functionum Ellipticarum.
Konigsberg 1829, p. 184, § 65, Nr. 6. La formule utilisée n’est pas donnée ici explicitement ; Jacobi la déduit
a un autre endroit dans Suite des notices sur les fonctions elliptiques., in Journal de Crelle 3 (1828), p.
303-310.

4. Cette phrase constitue le premier énoncé de “I’hypotheése de Riemann”.

5. Note du trad. L’énoncé de ce théoreme manque de rigueur. Les deux équations traitées séparément
comme il est indiqué, les limites d’intégration 0, co se rapportant a log x, donnent

e o))

et, par conséquent, fournissent en premier lieu par leur somme la formule du texte.

6. Le manuscrit Lien du Clay Mathematical Institute (p. 4) et les Gesammelte Werke (p. 141) introduisent

encore un y . devant 'avant-dernier logarithme. Dans les Monatsberichte le signe somme manque :
«

5 Jog 1 —log (s — 1) — log £2 +1og (14 E=22) 4 1og £(0)
5 log 7 —log (s og f5 +log ” og

7. Note HME 1974, p. 31. Riemann écrit log £(0) & la place de —log 2 , mais puisqu’il utilise £ pour noter
une fonction différente a savoir la fonction &(5 +it), son £(0) dénote &(4) # %. Cette erreur a été détectée



du vivant de Riemann par Angelo Genocchi (1817-1889), Formole per determinare quanti siano i numeri
primi fino ad un dato limite, in Annali di Matematica Pura ed Applicata 3 (1860), p. 52-59.

8. Note du trad. La fonction Li(x) doit étre définie pour les valeurs réelles de x qui sont plus grandes que

1 par 'intégrale
T d
/ ® 4
o logz

ou ’on doit prendre le signe supérieur ou bien le signe inférieur, selon que l'intégration est prise relativement
a des valeurs complexes dans le sens positif ou bien dans le sens négatif. De 1a 'on déduit aisément le
développement donné par Scheibner (Schlomilch’s Zeitschrift, t. V)

. (log x)
Li(x) =loglog x — T’ —I—Z o

qui est valable pour toutes les valeurs de x, et présente une discontinuité pour les valeurs réelles négatives
(comparer la correspondance entre Gauss et Bessel).

Si 'on poursuit le calcul indiqué par Riemann, on trouve dans la formule log % au lieu de log £(0). 11 est
trés possible que ceci ne soit qu'un lapsus calami, ou une faute d’impression, log £(0) au lieu de log ¢(0) ;
en effet, log (0) = 5

9. Note H.M.E. En toute rigueur, les termes Li(a:%“‘o”') ne sont pas périodiques mais oscillatoires.
10. Carl Wolfgang Benjamin Goldschmidt (1807-1851), un éleve de Gauss.
11. Lettre de Carl Friedrich Gauss & Johann Franz Encke (1791-1865) du 24 décembre 1849.



Annexe 1 : Rappel historique

Citons Charles-Ange Laisant dans la note intitulée Sur un procédé expérimental de vérification de la con-
jecture de Goldbach du Bulletin de la SMF n°25 de 1897.

Ce fameuz théoréme empirique : Tout nombre pair est la somme de deuxr mombres premiers,
dont la démonstration semble dépasser les possibilités scientifiques actuelles, a fait l’objet de
nombreuz travaux et de certaines contestations. Lionnet a tenté d’établir que la proposition
devait probablement étre inexacte. M. Georg Cantor l'a vérifiée numériqguement jusqu’d 1000,
en donnant pour chaque nombre pair toutes les décompositions en deux nombres premiers, et
il a remarqué que le nombre de ces décompositions ne cesse de croitre en moyenne, tout en
présentant de grandes irrégularités.

Voici un procédé qui permettrait de faire sans calcul la vérification expérimentale dont il s’agit,
et d’avoir pour chaque nombre pair, a la seule inspection d’une figure, toutes les décomposi-
tions. Supposons que sur une bande formée de carrés accolés, représentant les nombres impairs
successifs, on ait construit le crible d’Erathosténe, en ombrant les nombres composés, jusqu’a
une limite quelconque 2n — 1.

HEEE BN BR B BN

1 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31

FIGURE 1

St Uon a construit deuz réglettes pareilles, et si l’on place la seconde au-dessous de la premiére
en la retournant et en faisant correspondre la case 1 a 2n*, il est évident que si le théoréme
de Goldbach est vrai pour 2n, il y aura quelque part deux cases blanches en correspondance ; et
tous les couples de cases blanches donneront les diverses décompositions. On les aura méme en
lisant la moitié de la figure, a cause de la symétrie par rapport au milieu. Ainsi la vérification
relative au nombre 28 donnera la figure 2 et montrera qu’on a les décompositions 28 = 5423 =
114 17.

FIGURE 2

On comprend que les réglettes étant construites a l'avance, et un simple glissement permettant
de passer d’un nombre a un autre, les vérifications sont trés rapides.

17 13 11 7 5 3

FIGURE 3

*. Ici devrait étre écrit 2n — 1.



Annexe 1 : extrait du texte de Laisant sur la figu-
ration des nombres composés

A ces remarques sur les décompositions des nombres en facteurs, nous
croyons devoir en ajouter une sur un mode de figuration fort simple et qui
n’a cependant pas été signalé jusqu’ici, du moins a notre connaissance. Il
y aurait peut-étre lieu d’en tirer parti pour ’enseignement des premiers
principes élémentaires relatifs a la décomposition des nombres en facteurs
premiers, a la formation du plus grand commun diviseur et & celle du plus
petit commun multiple de deux ou plusieurs nombres.

Voici en quoi consiste cette figuration. Supposons que, un quadrillage indéfini
étant tracé a la droite d’une ligne verticale, nous numérotions les bandes ho-
rizontales successives 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17..., en les affectant aux nombres
premiers successifs. Si un nombre composé contient un facteur premier a
a exposant 4, on comptera i cases, a partir de la droite verticale, dans la
bande qui représente le facteur a. L’ensemble des cases ainsi déterminées, et
que 'on pourra limiter par le tracé du contour extérieur, figurera le nombre
en question. Il est évident que ce tracé peut suivre parfois la ligne verticale
origine, lorsque certains facteurs premiers font défaut, c’est & dire ont I'ex-
posant zéro.

Nous nous bornons a donner comme exemple la figuration des nombres

360 = 23.32.5 et 16500 = 22.3.53.11 (fig. 1 et 2).

Fic. 1 - N = 360

Ce mode de représentation met en relief d'une fagon saisissante la for-
mation des diviseurs, ou, ce qui revient au méme, la décomposition en
deux facteurs, dont nous avons parlé ci-dessus. Le nombre des diviseurs est

12
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Fic. 2 - N = 16500

évidemment égal au nombre des chemins différents qu’on peut suivre pour
aller de la base inférieure & la base supérieure de la figure formée, en suivant
toujours les lignes du quadrillage.

Le plus grand commun diviseur de deux nombres se trouve représenté par
la partie commune des figures qui représentent ces deux nombres; le plus
petit commun multiple, par la figure limitée au contour extérieur dessinée
par l'ensemble des deux figures. Nous donnons comme exemple (fig.3) le
plus grand commun diviseur D des deux nombres N = 1890 = 2.33.5.7 et
N’ = 660 = 22.3.5.11, leur plus grand commun diviseur D = 2.3.5 = 30 et
leur plus petit commun multiple p = 22.32.5.7.11 = 41580, en figurant les
deux nombres au moyen de carrés colorés.

N Ot W N

F1G. 3 — pged et ppem

On comprend qu’en représentant par diverses valeurs plusieurs nombres,
on peut ainsi figurer leurs diviseurs ou leurs multiples, soit d’ensemble, soit
deux a deux. Par exemple, si trois nombres A, B, C sont figurés A en rouge,
B en bleu et C en jaune, les plus grands communs diviseurs seront figurés
celui de A et B par la partie violette, celui de B et C par la partie verte,
celui de A et C par la partie orangée.
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Un assez grand nombre de propriétés connues peuvent avec cette figuration
prendre un caractere intuitif. Il suffit pour cela de remarquer que, lorsqu’un
nombre A est multiple d’'un autre nombre B, le contour de la figuration de
A contient le contour de la figuration de B, et aussi que, lorsque plusieurs
nombres sont premiers entre eux deux & deux, les figurations des deux quel-
conques de ces nombres n’ont aucune partie commune.

Au fond, ce mode de figuration est en quelque sorte un systéme de numérotation
dans lequel I'ordre d’un chiffre, a partir de la gauche par exemple, représenterait
I'exposant. Ainsi, dans les exemples cités plus haut, les divers nombres
s’écriraient comme suit : 360 s’écrirait 321, 16500 s’écrirait 21301, 1890
s’écrirait 1311, 660 s’écrirait 21101, 30 s’écrirait 111, 41580 s’écrirait 23111.
Le produit de deux nombres, dans ce systeme, s’obtiendrait par ’addition
des chiffres de méme rang (et il est bien entendu qu’ici nous désignons par
le mot chiffres des nombres qui peuvent devenir aussi grands qu’on voudra).
La formation du plus petit commun multiple ou du plus grand commun di-
viseur est évidente ; et il apparait non moins clairement, par exemple, que le
produit de deux nombres est également le produit de leur plus petit commun
multiple par leur plus grand commun diviseur.

Tout nombre représenté par I'unité précédée d’un nombre quelconque de
zéros est un nombre premier, et réciproquement.

Tout nombre dont les chiffres sont pairs est un carré.

Nous croyons devoir borner la ces observations, trop simples pour mériter
d’étre plus completement développées.

14



Annexe 2 : extrait de la communication de Laisant
“Sur un procédé de vérification expérimentale du
théoréme de Goldbach”

Ce fameux théoreme empirique : Tout nombre pair est la somme de deux
nombres premiers, dont la démonstration semble dépasser les possibilités
scientifiques actuelles, a fait I'objet de nombreux travaux et de certaines
contestations. Lionnet a tenté d'établir que la proposition devait proba-
blement étre inexacte. M. Georg Cantor I'a vérifiée numériquement jusqu’a
1000, en donnant pour chaque nombre pair toutes les décompositions en deux
nombres premiers, et il a remarqué que le nombre de ces décompositions ne
cesse de croitre en moyenne, tout en présentant de grandes irrégularités.

Voici un procédé qui permettrait de faire sans calculs la vérification
expérimentale dont il s’agit, et d’avoir pour chaque nombre pair, a la seule
inspection dune figure, toutes les décompositions.

Supposons que sur une bande formée de carrés accolés, représentant les
nombres impairs successifs, on ait construit le crible d’Erathosténe, en om-
brant les nombres composés, jusqu'a une limite quelconque 2n — 1.

Fig. 1

5 7 11 13 17 19 23 29 31 ar 41 a3 ar 53 59 61 67

Si l'on a construit deux réglettes pareilles, et si I'on place la seconde an
dessous de la premiére en la retournant et en faisant correspondre la case 1
a 2n —1, il est évident que si le théoreme de Goldbach est vrai pour 2n, il y
aura quelque part deux cases blanches en correspondance ; et tous les couples
de cases blanches donneront les diverses décompositions. On les aura méme
en lisant la moitié de la figure, & cause de la symétrie par rapport an milieu.
Ainsi la vérification relative au nombre 28 donnera la figure 2 et montrera
qu'on a les décompositions 28 =5 + 23 = 11 + 17.

Fig. 2

On comprend que les réglettes étant construites a 'avance, et un simple
glissement permettant de passer d'un nombre & un autre, les vérifications
sont tres rapides.
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Monsieur I’Administrateur, mes chers Collegues, Mesdames et Messieurs,
je m’efforcerai, dans I’exposé que je vais faire, d’abord de mettre en évidence
grace a la mécanique statistique quantique, I'interaction qui existe entre phy-
sique théorique et mathématiques pures dans le domaine spécialisé des al-
gebres d’opérateurs. Jessaierai ensuite de montrer le réle en géométrie de ces
mémes algebres d’opérateurs. J’aborderai, enfin, les problemes attachés a la
notion usuelle d’espace géométrique quand on essaie de réconcilier la théorie

quantique et la relativité.

1. Heisenberg et l’algébre non commutative des quantités phy-

siques associées a un systéme microscopique.

La classification des corps simples dans le tableau périodique de Mende-
leiev est sans doute le résultat le plus marquant de la chimie du XIX® siecle.
L’explication théorique de cette classification par 1’équation de Schrodinger
et le principe d’exclusion de Pauli, est un succes équivalent de la physique du
XX¢ siecle et plus précisément de la mécanique quantique. On peut envisager
cette théorie de points de vue tres différents. Avec Planck, elle a pour origine
la thermodynamique et se manifeste par la discrétisation des niveaux d’éner-
gie des oscillateurs. Avec Bohr, c’est la discrétisation du moment angulaire.
Pour de Broglie et Schrodinger, ¢’est 'aspect ondulatoire de la matiere. Ces
divers points de vue sont tous des corollaires de celui de Heisenberg : [’algébre
non commutative des quantité physiques. Mon premier but sera de montrer
combien ce dernier point de vue est proche de la réalité expérimentale.

Vers la fin du XIX¢ siecle, de nombreux travaux expérimentaux ont permis
de déterminer avec précision les raies du spectre d’émission des atomes qui
composent les corps simples. On considere un tube de Geissler rempli d’un
gaz tel que 'hydrogene. La lumiere émise par le tube est analysée a 'aide
d’un spectrometre, le plus simple étant le prisme, et I’on obtient un certain

nombre de raies, indexées par leurs longueurs d’onde. La configuration ainsi



obtenue est la source la plus directe d’information sur la structure atomique.
Elle ne dépend que du corps simple considéré et le caractérise. Il est donc
essentiel de trouver les régularités qui apparaissent dans ces configurations
ou spectres atomiques. C’est '’hydrogene qui, conformément au tableau de

Mendeleiev, a le spectre le plus simple.

6562,8 4861,3 43405 4101,7
I '
iR
|
i !
L’expression numérique de la régularité des raies H,, Hg, H,, ... a été obtenue

par Balmer en 1885 sous la forme :
H,=9/5L,H; =16/12, H, = 25/21L, H; = 36/32L

ot la longueur L vaut approximativement 3645,6 x 1078 01211. Autrement dit,

les longueurs d’onde ci-dessus sont de la forme A = L ou n est un

n2
entier égal a 3, 4, 5 ou 6.

Vers 1890, Rydberg montra que pour des atomes complexes, les raies
du spectre peuvent se classifier en séries, chacune d’elles étant de la forme
1 R
— = — — — avec n et m entiers, m fixe.

A m?  n?

Ici, R = 4/L est la constante de Rydberg. De cette découverte expéri-
mentale on déduira que, d'une part la fréquence v = ¢/ est un parametre
plus naturel que la longueur d’onde A pour indexer les raies du spectre, et
d’autre part que le spectre est un ensemble de différences, c¢’est-a-dire qu’il

existe un ensemble I de fréquences tel que le spectre soit I’ensemble des diffé-



rences v;; = v; — v; entre des couples arbitraires v;, v; d’éléments de I. Cette
propriété montre que l'on peut combiner les fréquences v;; et v;, pour en
obtenir une troisieme v;; + v;, = V. Ce corollaire important est le principe
de composition de Ritz Rydberg, le spectre est doté naturellement d’une loi
de composition partiellement définie, la somme de certaines fréquences du

spectre est encore une fréquence du spectre.
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Or ces résultats expérimentaux ne pouvaient s’expliquer dans le cadre de
la physique théorique du XIX® siécle, basée sur la mécanique de Newton
et I’électromagnétisme de Maxwell. En effet si 'on applique la conception
classique de la mécanique au niveau microscopique, un atome est alors décrit
mathématiquement par 'espace des phases et I’'Hamiltonien. L’espace des
phases X est une variété symplectique dont les points sont les «états» du
systeme. L’Hamiltonien H est une fonction sur X qui intervient pour spécifier
I’évolution de toute quantité physique observable, i. e. de toute fonction f

sur X, par I’équation
d
—f={H
SF =4, f}

ou { } désigne le crochet de Poisson.

Dans les bons cas, comme par exemple pour le modele planétaire de



I’'atome d’hydrogene, le systeme dynamique obtenu est totalement intégrable.
Cela signifie qu’il a suffisamment de «constantes du mouvement» pour qu’en
les spécifiant on réduise le systéme & un mouvement presque périodique. La
description d’un tel systeme se fait tres simplement, en effet, d’une part I’al-
gebre des quantités observables est 'algebre commutative des séries presque

périodiques :

ou les n; sont des entiers, les v; des nombres récl positifs appelés fréquences
fondamentales et (n,v) = Z n; v;. D’autre part, I’évolution dans le temps

est donnée par la translation de la variable t.

L’interaction entre un atome classique et le champ électromagnétique est
décrite par la théorie de Maxwell. Un tel atome émet une onde électroma-
gnétique dont la partie radiative se calcule en superposant des ondes planes
Wo,n = (ni,...,ng) de fréquences (n,v) =Y n; v;, et dont Pamplitude et
la polarisation se calculent simplement & partir de ’observable fondamentale

qui est le moment dipolaire.

Le moment dipolaire @ a trois composantes @), Q, et (). qui sont chacune

des quantités observables :
Qs (t) = ¢y exp 2mi (n, v)t

et qui donnent I'intensité de la radiation émise de fréquence (n, v) par I’égalité

dE 2

= "33 2 (n, ) * (|qonl® + laynl® + 1@znl®)

ou c¢ désigne la vitesse de la lumiere.

Il en résulte en particulier que ’ensemble des fréquences des radiations
émises est un sous-groupe additif I' C R des nombres réels. Ainsi a chaque

fréquence émise correspondent tous ses multiples entiers ou harmoniques.



En fait, la spectroscopie et ses nombreux résultats expérimentaux montre
que ce dernier résultat théorique est contredit par l'expérience, I’ensemble
des fréquences émises par un atome ne forme pas un groupe, il est faux que
l’addition de deux fréquences arbitraires en soit encore une. Ce que dicte
Pexpérience c’est le principe de composition de Ritz Rydberg qui permet
d’indexer les raies spectrales par 'ensemble A de tous les couples (7, j) d’élé-
ments d’'un méme ensemble / d’indices. La théorie de Bohr en discrétisant
artificiellement le moment angulaire de I’électron parvenait a prédire les fré-
quences des radiations émises par 'atome d’hydrogene mais était incapable
d’en prédire l'intensité et la polarisation. C’est par une remise en cause fon-
damentale de la mécanique classique qu’Heisenberg est parvenu a ce but, et
a aller bien au-dela de ce qu’avaient fait ses prédécesseurs. Cette remise en
cause de la mécanique classique est & peu pres la suivante : dans le modeéle
classique, I'algébre des quantités physiques observables se lit directement a
partir du groupe I' des fréquences émises, c’est 'algebre de convolution de ce
groupe de fréquences. Comme I' est un groupe commutatif, cette algebre est
commutative. Or dans la réalité on n’a pas affaire a un groupe de fréquences,
mais a cause de la regle de composition de Ritz Rydberg, on a affaire au grou-
poide A = {(i,7);i,j € I} avec la régle de composition (i,7).(7, k) = (i, k).
L’algebre de convolution garde encore un sens quand on passe d’un groupe
a un groupoide, et 1'algebre de convolution du groupoide A n’est autre que

l'algébre des matrices, le produit de convolution s’écrit en effet
(a-D)ky = D_ aijbip)
j
ce qui est identique a la regle de composition des matrices.

En remplacant 'algebre commutative de convolution du groupe I' par
I’algeébre non commutative de convolution du groupoide A dicté par I'expé-

rience, Heisenberg a remplacé la mécanique classique dans laquelle des quan-



tités observables commutent deux a deux par la mécanique des matrices, dans
laquelle des quantités observables aussi importantes que la position et le mo-
ment ne commutent plus. Dans la mécanique des matrices de Heisenberg, une
quantité physique observable est donnée par ses coefficients q(; j) indexés par
le groupoide A et ’évolution dans le temps d’une observable est donnée par
I'homomorphisme (¢,j) € A = v;; € R de A dans R, qui associe & chaque

raie spectrale sa fréquence, on a :
(%) q6i.5)(t) = qiig) exp 2mi(vi;) t
Cette formule est I'analogue de la formule classique

Any,....nk (t) = Qn,,....n;, €XP 27Ti<7l, V> t

Pour obtenir 'analogue de la loi d’évolution de Hamilton,

d

Za=1H
i {H,q}

on définit une quantité physique particuliere, H, qui joue le réle de ’énergie

classique et est donnée par ses coefficients H; ;), avec :
H(iﬂ') =0siz ?é j, H(z,z) = hVi ou Vi —V; = VijVi7j el

ol h est la constante de Planck qui permet de convertir fréquences en énergies.
On voit que H est définie uniquement a addition pres d’un multiple de la
matrice identité et de plus la formule (*) ci-dessus est équivalente a
d 2wy
ok —q=—((Hq—qH).
(%) 4=~ (Ha—qH)
Cette équation est semblable a celle de Hamilton qui utilisait les crochets

de Poisson. Elle est en fait encore plus simple puisqu’elle n’utilise que le



produit des observables, et plus spécifiquement le commutateur, [A, B] =
AB — BA qui joue le role que jouait le crochet de Poisson en mécanique
Hamiltonienne. Par analogie avec la mécanique classique, on impose aux
observables ¢ de position et p de moment de vérifier [p,q] = ih ou h = 2};
La forme algébrique simple de I’énergie classique comme fonction de p et ¢

donne alors I’équation de Schrodinger pour déterminer I'ensemble {v;,i € I}

ou spectre de H.

I1. Etat statistique d’un systéme macroscopique et mécanique sta-

tistique quantique.

Un centimetre cube d’eau contient un nombre considérable, de 'ordre de
N = 10%, de molécules d’eaun agitées d'un mouvement incessant. La descrip-
tion détaillée du mouvement de chaque molécule, de méme que la connais-
sance précise de 'état microscopique du systeme, n’est pas nécessaire pour
déterminer les résultats des observations macroscopiques. En mécanique sta-
tistique classique, un état microscopique du systeme est représenté par un
point de ’espace des phases qui est de dimension 6 N pour N molécules ponc-
tuelles. Un état statistique est décrit non par un point de I'espace des phases

mais par une mesure p sur cet espace qui a chaque obervable f associe sa

/fdu

Pour un systéme maintenu & température fixe en le plongeant dans un

valeur moyenne

thermostat, la mesure i est appelée ensemble canonique de Gibbs et est
donnée par une formule qui invoque I’Hamiltomien H du systeme et la mesure
de Liouville qui provient de la structure symplectique de ’espace des phases.
On pose

1
du = Ee_ﬁH X Mesure de Liouville

ou f = 1/kT, T étant la température absolue et k la constante de Boltzmann



qui vaut environ 1,38 x 10723 joules par degré Kelvin.

Les grandeurs thermodynamiques telles que ’entropie ou ’énergie libre
se calculent en fonction de 8 et d’'un petit nombre de parametres macro-
scopiques introduits dans la formule qui donne I’Hamiltomien H. Pour un
systéme fini I’énergie libre est une fonction analytique de ces parameétres.
Pour un systéme infini des discontinuités apparaissent, ce qui correspond au
phénomene de transition de phase. La démonstration rigoureuse, a partir de
la formule mathématique qui spécifie H, de I’absence ou de ’existence de ces

discontinuités est une branche difficile de I'analyse mathématique.

Mais, comme nous 'avons vu, la description microscopique de la matiere
ne peut se faire sans la mécanique quantique. Considérons, pour fixer le idées,
un solide ayant un atome en chaque maille d’un réseau cristallin Z3. L’algébre
des grandeurs physiques observables associées & chaque atome x = (x1, 22, x3)
est une algebre de matrices @), et si 'on suppose pour simplifier que ces
atomes sont de méme nature et ne peuvent occuper quun nombre fini n
d’états quantiques, on a alors @, = M, (C) pour tout z. Soit alors A une
partie finie du réseau, I'algeébre (4 des grandeurs physiques observables pour
le systeme formé par les atomes contenus dans A, est donnée par le produit

tensoriel

QA:®Qz

TzEA
L’Hamiltonien H, de ce systeme fini est une matrice autoadjointe Hy € Q

@, qui est typiquement de la forme :

HA = Z H:v + )\Hint
€A
ou le premier terme correspond & l'absence d’interactions entre atomes dis-
tincts et ou A est une constante de couplage qui gouverne l'intensité de 1'in-
teraction. Un état statistique du systeme fini A est donné par une forme

linéaire ® qui associe a toute observable A € Q5 sa valeur moyenne ®(A) et
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qui a les mémes propriétés de positivité et de normalisation qu'une mesure
de probabilité p, a savoir

«) Positivité : P(A*A) >0 VA€ Qy

B) Normalisation : (1) =1

Si 'on maintient le systeme a température fixe égale a T', I’état d’équilibre

est donné par I'analogue quantique de la formule ci-dessus
1 _BH
D) (A) = Ztraee(e rA) VA € Qg

ou 'unique trace sur I'algebre Q5 remplace la mesure de Liouville. Comme en
mécanique statistique classique, les phénomenes intéressants se manifestent
quand on passe a la limite thermodynamique, c¢’est-a-dire quand A — Z3. Un
état du systeme infini est donné par la famille (®,) de ses restrictions aux
systémes finis indexés par A, on obtient ainsi toutes les familles (®,) telles

que :

a) Pour tout A, &, est un état sur Qx

b) Pour A; C Ay, la restriction de &y, & Q, est égale a Py, .

En général la famille ®, définie ci-dessus a partir de exp(—FH)y) ne vérifie
pas la condition b) et il est nécessaire de mieux comprendre la notion d’état
d’un systeme infini. C’est ici que les C* algebres font leur apparition : En
effet, si 'on prend la limite inductive () des C* algebres de dimension finie
@ on obtient une C* algebre qui a la propriété suivante :

Un état arbitraire ® sur ) est donné par une famille (®,) vérifiant les
conditions a) et b). Ainsi les familles (®,) vérifiant a) et b), c’est-a-dire les
états du systeme infini sont en correspondance bijective naturelle avec les
états de la C* algebre Q). De plus, la famille H, détermine de maniére unique
un groupe a un parametre (o) d’automorphismes de la C* algebre ) par
I’égalité :

d ) 271
%Oét(A) = leAHZBT[HA’A} AecU QA
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Ce groupe a un parametre donne I'évolution dans le temps des obser-
vables du systéme infini données par les éléments A de @), et est calculé par
passage a la limite a partir de la formule de Heisenberg. Pour un systeme
fini, maintenu a température 7', la formule donne I’état d’équilibre de ma-
niere unique en fonction de H,, mais a la limite thermodynamique on ne
peut avoir de correspondance trop simple entre I’Hamiltonien du systéme,
ou si 'on préfere le groupe d’évolution dans le temps, et I’état d’équilibre
de ce systeme. En effet, lors des transitions de phases, des états distincts
peuvent coexister, ce qui exclut I'unicité de I’état d’équilibre en fonction du
groupe (ay). Il est impossible de donner une formule simple qui définirait de
maniere univoque 'état d’équilibre en fonction du groupe a un parametre
(ay). Il existe par contre une relation entre un état ® sur @ et le groupe
a un parametre (oy) qui ne spécifie pas toujours uniquement ® connaissant
() mais qui est I'analogue de la formule. Cette relation est la condition
de Kubo-Martin-Schwinger : étant donné T', un état ® sur @) et le groupe a
un parametre («;) d’automorphismes de @ vérifient la condition KMS si et
seulement si pour tout couple A, B d’éléments de @ il existe une fonction

1
F(z) holomorphe dans la bande {z € C ;Im z € [0,25]} ou 8 = T

tell
T,ee

que
F(t) = ®(A au(B)) VteR
F(t + i hB) = d(ay(B)A) VteR

ih3

F(t+ihp)

it}
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Ici t est un parametre de temps, de méme que Af qui pour T' = 1000° Kelvin
vaut environ 10~® secondes.

Cette condition permet de formuler mathématiquement en mécanique sta-
tistique quantique le probléme de la coexistence de phases distinctes a tem-
pérature T donnée, c’est-a-dire le probleme de l'unicité de ®, étant donné
(ay) et . Cette méme condition a joué un role essentiel dans la théorie mo-
dulaire des algebres d’opérateurs et est ainsi devenue un point d’interaction

indiscutable entre physique théorique et mathématiques pures.

II1. Théorie de Tomita et classification des facteurs hyperfinis.

Entre 1957 et 1967, un mathématicien japonais Minoru Tomita, motivé
en particulier par 'analyse harmonique des groupes localement compacts
non unimodulaires a démontré un théoreme d’une importance considérable
pour la théorie des algebres de von Neumann. Une telle algébre est une sous-
algebre involutive de ’algeébre des opérateurs dans un espace de Hilbert A,
qui a la propriété d’étre le commutant de son commutant (M')" = M.
Théoréeme de Tomita. Soient M une algebre de von Neumann dans l’espace
de Hilbert h et & € h un vecteur tel que ME et M'E soient denses dans h.
Soit S Uopérateur x& — x*¢ VYo € M alors,

1) S est fermable et S™' = S.

2) La phase J de S vérifie JMJ = M'.

3) Le module A de S vérifie A* M A~ = M VteR.

Ainsi & tout état ¢ sur M on associe un groupe a un parametre of d’au-
tomorphismes de M, le groupe d’automorphismes modulaires de ¢. C’est
exactement en ce point que se produit 'interaction entre physique théorique
et mathématiques pures, en effet, M. Takesaki et M. Winnink ont montré
simultanément que le lien entre 1'état ¢ et le groupe a un parametre o, du
théoreme de Tomita est exactement la condition KMS pour A8 = 1.

Le théoréeme de Tomita s’est montré d’une importance considérable pour
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démarrer la classification des facteurs, ainsi que les travaux de R. Powers,
d’Araki et Woods sur les facteurs produits tensoriels infinis, i. e. ceux qui

proviennent de systémes statistiques quantiques sans interaction.

Une algebre de von Neumann M est loin d’avoir un seul état ¢, ce qui fait
que seules les propriétés de of qui ne dépendent pas du choix de ¢ ont une
véritable signification pour M. Le second résultat important est le suivant
Théoréeme. N, états sur M. Il existe un 1-cocycle canonique t — Uy € M
avec

ol (z) = Uof (z) U VteR.

d
De plus, | —U; coincide :
dt "),

1) Dans le cas commutatif avec la dérivée de Radon Nikodym log di)/dp.
2) Dans le cas de la mécanique statistique avec la différence des Hamil-

toniens correspondants a deux états d’équilibre.
Corollaire.

a) Etant donnée une algébre de von Neumann M il existe un homomor-
phisme § canonique de R dans Out M = Aut M /Int M

b) Ker § =T(M) est un invariant de M.

c) Spd=S(M)=nSpA,.
Ainsi les algebres de von Neumann sont des objets dynamiques, une telle al-
gebre a automatiquement un groupe de classe d’automorphismes, paramétré
par R, et qui est trivial si et seulement si l'algebre n’est pas de type III.
Dix-sept ans apres le théoréme de Tomita, nous disposons d’une classifica-
tion compleéte de toutes les algebres de von Neumann hyperfinies. Au lieu de

donner une définition de cette classe notons simplement que

1) Si G est un groupe de Lie connexe et m € Rep G une représentation
unitaire de G alors m(G)’ est hyperfinie.

2) Si I' est un groupe discret moyennable, et m € Rep I" alors 7(I")" est
hyperfinie.
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3) Si A est une C* algebre limite inductive d’algebres de dimension finie

et m € Rep A alors m(A)” est hyperfinie.
De plus, toute algebre de von Neumann hyperfinie apparait déja dans
chacune des listes 1) 2) et 3). La classification des algebres de von Neumann

hyperfinies est d’abord ramenée en écrivant M = / M,dyu(t) a celle des fac-
&

teurs, i.e. Centre M = C. Elle est alors la suivante,

I, M=M,C)

lo M =L(h)

II, R = Cliff(E), E espace Euclidien

I, Roi=R®Is

I Ry = @3, (Ma(C), py)

I, Rew=Ry ®Ry, YA, M/ d&Q
I, RwW flot ergodique

Le cas III; était le seul qué restait a élucider. U. Haagerup a montré

récemment que tous les facteurs hyperfinis de type III; sont isomorphes.

IV. Role des algébres d’opérateurs en géométrie.

Quand on spécialise la théorie des algeébres de von Neumann au cas tres
simple des algébres commutatives on obtient la théorie de la mesure au sens
de Lebesgue. Plus précisément, toute algebre de von Neumann commutative
M dans l'espace de Hilbert (séparable) h est engendrée par un opérateur

autoadjoint H et M est le bicommutant de H.

M ={H}Y ={T € L(h),UTU"' =T VU,U € L(h)}
UU =UU*=1,UHU ' = H

De plus, pour toute fonction borélienne bornée f sur X = Sp H C R,

l'opérateur f(H) a un sens, comme limite faible de polynémes P(H), et
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s’annule si et seulement si f est nulle presque partout pour la mesure spectrale
de H. On obtient de cette maniére un isomorphisme entre M et 1'algebre des
fonctions mesurables essentiellement bornées sur le spectre de H. La théorie
générale des algebres de von Neumann apparait ainsi comme un analogue
non commutatif de la théorie de Lebesgue. L’importance mathématique de la
théorie générale des algebres de von Neumann résulte de 'existence d’espaces
naturels pour lesquels la théorie de Lebesgue est inadaptée, et conduit a
considérer de tels espaces comme pathologiques. La théorie des algebres de
von Neumann permet par contre de traiter la théorie de la mesure de ces
espaces de maniére tres satisfaisante. Le prototype d’un tel espace est ’espace
X des solutions d'une équation différentielle ou feuilles d’un feuilletage. Pour
fixer les idées, considérons un exemple, le feuilletage de Kronecker dy = 6dx
sur le tore T?. Si I'on essaye d’analyser cet espace, du point de vue de la
théorie de la mesure, comme un espace ordinaire, on obtient un résultat
pathologique : toute fonction mesurable f de X dans R ou C est presque
partout égale & une constante. Ainsi L>(X, u) ou LP(X, p) sont réduits a C
et ne distinguent en rien I’espace X d’un point. En fait, a X correspond une
algebre de von Neumann non triviale dont le centre est réduit a C. Alors qu’il
n’est pas possible de construire une fonction f : X — C qui soit mesurable et
non presque partout constante, il est tres facile de construire une application
g qui & chaque x € X associe un opérateur ¢, das l'espace L? de la feuille
indexée par x et qui soit :
a) Mesurable.

b) Non presque partout constante.

On obtient une algebre de von Neumann en utilisant les regles algébriques
évidentes,
(P9)s = P2tz Vr €X
(P)e=p;, VeeX

et la norme : ||p|| = Sup essentiel .y ||p.|. Dans 'exemple indiqué, I’algebre
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de von Neumann est le facteur hyperfini Ry; quand 6 ¢ Q. Le facteur Ry
de type III; apparait dans I'exemple du feuilletage d’Anosov associé a une
surface de Riemann de genre > 1. La théorie de la dimension de Murray et von
Neumann permet de mesurer (dans le cas ou l'algébre de von Neumann est
de type II) par un nombre réel positif, la dimension de 1’espace des solutions
L? d’une équation aux dérivées partielles elliptique le long des feuilles du
feuilletage. Des entiers tels le nombre de poles moins le nombre de zéros pour
des fonctions méromorphes sur des variétés compactes sont alors remplacés
par des densités, qui sont des nombres réels. En particulier, la dimension
continue de Murray et von Neumann acquiert sa vraie signification de densité

de dimension, tres éloignée par exemple des dimensions de Hausdorff.

Mais des espaces tels que 'espace des feuilles d’'un feuilletage ci-dessus
ont en fait une structure beaucoup plus riche et rigide que celle qui leur est
donnée par la théorie de la mesure, Dans la hiérarchie des moyens qui sont a
notre disposition pour analyser un espace classique, la théorie de la mesure
occupe en effet la place la plus primitive. Un espace ordinaire n’acquiert de
connexité, de linéarité infinitésimale, et de géométrie que grace aux théories
suivantes :

@ Topologie algébrique.

@ Variétés différentiables.

@ Géométrie Riemannienne.

Pour pouvoir adapter valablement ces trois outils aux espaces qui nous in-
téressent, il était nécessaire de disposer d’exemples a la fois simples, non
triviaux et suffisamment généraux, possédant manifestement ’analogue de
@ @ et @ Outre les espaces de feuilles de feuilletages de tels exemples
proviennent de :

a) Groupes discrets.

b) Action d’un groupe de Lie (compact ou non) sur une variété.

Il n’est raisonnable de parler de ’espace, au sens classique, ensembliste, du
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terme, des représentations irréductibles d'un groupe (discret) I' que quand
ce groupe est de type 1. Or, cela n’arrive, en supposant que I est de type fini,
que si I' contient un sous-groupe normal commutatif d’indice fini. Quand le
groupe I' est commutatif, 'espace X dual de I' est un espace compact dont
la topologie est entierement décrite grace au théoreme de Gel’fand par la C*
algebre C(X) des fonctions continues a valeur complexes sur X. Or, cette
C* algebre est égale a la C* algebre de convolution C*(I'). Quand I n’est
pas de type I, I'espace X est pathologique si on lui applique les concepts

classiques de la topologie, mais il est facile de voir pour le produit semi-

1
direct I' = Z% X, Z, o0 = que 'on a bien une algebre associée a un
1 2

feuilletage. Le role de la K-théoric de la C* algebre C*(T") dans la théorie de
I’homotopie des variétés non simplement connexes a été mis en évidence par
les mathématiciens russes Miscenko et Kasparov. La signature I'-équivariante
est ainsi un élément de Ko(C*(T')) qui est un invariant d’homotopie (I' =
m1(M)). Ils ont aussi réussi & démontrer, quand I" est un sous-groupe discret
d’un groupe de Lie, la conjecture de Novikov : si M est un espace K(I',1) et

Y 4 M une application continue, la signature
o = Signature f~*(N)

pour tout cycle N C M est inchangée si 'on remplace (Y, f) par un couple
(Y, f) homotope.

La K-théorie de la C* algebre associée a un feuilletage permet par exemple
de distinguer entre eux les feuilletages de Kronecker pour différentes valeurs
de 6 (modulo PSL(2,Z) et joue un role crucial dans le théoreme de l'in-
dice pour les opérateurs elliptiques le long des feuilles'. Dans des exemples
simples, elle rend tres bien compte de la structure topologique du feuilletage,

on dispose d’une fleche p de la K-homologie du quotient d’homotopie vers la

1. Résultat obtenu en collaboration avec G. Skandalis.
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K-théorie de la C* algebre, et ¢’est un isomorphisme dans tous les exemples
calculés jusqu’a présent. Ainsi, dans 2) c’est la K-théorie qui joue le role
central, et en fait la K-théorie bivariante de Kasparov. En ce qui concerne
3), nous possédons maintenant ’analogue non commutatif des notions de
courants de de Rham et d’homologie, grace a la cohomologie cyclique. Cette
notion permet en particulier de définir le cycle fondamental de I'espace des
feuilles d’un feuilletage transversalement orienté. Les classes caractéristiques
secondaires, tel que 'invariant de Godbillon-Vey, font alors leur apparition
dans la cohomologie cyclique de I’algebre du feuilletage : le cycle fondamental
C de I'espace des feuilles n’est pas en général invariant par le groupe d’auto-
morphismes modulaires (o;) de l'algebre, mais en codimension 1 sa dérivée

seconde est nulle

2

d d
%( Cycle fondamental) # 0, ) C=0.

L’invariant de Godbillon-Vey apparait alors comme le cycle

d
GV =i,— C.
Cdt
obtenu par contraction de la dérivée premiere a C par le générateur X du

groupe d’automorphismes modulaires.

Comme application, on obtient immédiatement que si GV # 0, 'algébre
de von Neumann associée a une composante non-triviale de type III, résultat
tres technique de S. Hurder. De plus, I'aspect linéarisation infinitésimale qui
était la caractéristique de 3) le reste encore mais a un autre niveau, en effet,
les résultats de Loday et Quillen montrent que la cohomologie cyclique est la
partie indécomposable de la cohomologie de [’algébre de Lie du groupe GL de
Palgebre en question. Si 'on veut mieux que la partie linéarisée du caractere

de Chern d’un élément de K-homologie, on doit alors invoquer la K-théorie
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algébrique. On obtient ainsi, pour tout module de Fredholm (H, F') € (*(A)
une fleche de K2'%,(A) vers C*. Dans le cas trés simple ot A = C*(S) et
(H, F) est 'extension de Toeplitz, on obient 'extension centrale du groupe
de lacets qui apparait, par exemple, dans les travaux de G. Segal et G. Wil-
son. Quand on cherche a expliciter cette fleche pour le module de Fredholm
associé a I'opérateur de Dirac, on tombe exactement sur la deuxieme quan-
tification du champ des spineurs; mais la dificulté de manipulation de la
K-théorie algébrique au-dela de K3 limite encore notre compréhension aux
dimensions 1 et 2. C’est 'apparition de la théorie des champs dans ce pro-
bléme et en particulier I’égalité entre le groupe de jauge : C*(X,Uy) et le
groupe unitaire U(My(C*(X)) qui conduisent & un certain nombre de ré-
flexions sur la nature de l'algebre A des fonctions de classe C* sur 'espace
X quand on aborde le probléeme de l'interaction entre la relativité générale

et la mécanique quantique.

Je terminerai donc sur deux remarques simples :

1) L’espace X n’intervient que a) pour définir I'espace linéaire des données
de Cauchy pour Les champs classiques en ¢t = 0 et b) pour définir le groupe
de jauge U. Cela n’utilise en rien la commutativité de A.

2) La relativité, la gravitation et la mécanique quantique spécifient une
grandeur, de I'ordre de 10732 cm, au-dela de laquelle la notion de point de
I’espace devient illusoire. Quel modele plus simple peut-on donner de ce phé-
nomene que celui de supposer que l'algebre A n’est pas strictement com-
mutative, comme 'algebre Ay. Or, il existe une généralisation naturelle de
la géométrie Riemannienne pour laquelle 1'algebre des fonctions n’est plus
commutative. C’est en particulier cette généralisation et ses rapports avec la

physique que j’ai I'intention d’explorer dans un avenir proche.



Une nouvelle preuve du théoréme de Morley
Alain Connes

Cela fait maintenant 22 ans que 'THES m’a offert 'hospitalité. J’ai appris ici la plupart des mathé-
matiques que je connais, principalement grace a des conversations impromptues au déjeuner avec des
visiteurs ou des membres permanents.

Quand je suis arrivé, j’étais obnubilé par mon propre travail et j’ai éprouvé un sentiment d’humilité en
réalisant a quel point je comprenais peu ce dont il était alors question dans les discussions habituelles.
Dennis Sullivan prit soin de moi, et me donna un cours rapide en géométrie qui a influencé ma maniere
de penser pour le reste de ma vie.

C’est aussi a Bures, grace aux physiciens, que j’ai compris la véracité d’une phrase de J. Hadamard sur
la profondeur des concepts mathématiques venant de la physique :

“Non cette nouveauté a la vie courte qui trop souvent ne peut influencer que le mathématicien rivé
a ses propres préoccupations, mais cette nouveauté infiniment féconde qui jaillit de la nature des choses.”

Pour donner un peu Pesprit de Patmosphére de compétition conviviale caractéristique de P'THES, j’ai

choisi I’exemple spécifique d’une conversation que nous avons eue lors d’un déjeuner au printemps der-
nier et qui m’a amené a un nouveau résultat amusant.

A a < c

Vers 1899, F. Morley prouva un théoréme remarquable sur la géométrie élémentaire des triangles Eu-
clidiens :

“Etant donné un triangle A, B, C, les intersections 2 & 2, «, 3,~ des trissectrices sont les sommets d’un
triangle équilatéral” (cf. Fig. 1).

L’'un de nous mentionna ce résultat pendant le déjeuner et l'attribua (par erreur) a Napoléon. Bona-
parte avait effectivement étudié les mathématiques dans son jeune 4ge et, en plus d’apprendre I'anglais,
il enseignait les mathématiques au fils de Las Cases pendant son exil de Sainte Hélene a Longwood.

C’était la premiere fois que j’entendais parler du résultat de Morley et quand je suis rentré chez moi,
suivant 'un des conseils de Littlewood, j’ai commencé & chercher une preuve, non pas dans les livres
mais dans ma téte. Ma seule motivation en plus de la curiosité était le challenge évident “c’est 'un des
rares exploits de Bonaparte auquel je devrais pouvoir m’attaquer”. Aprés quelques tentatives infruc-
tueuses, j’ai vite réalisé que les intersections de trissectrices consécutives sont les points fixes de produits

1. Ce texte provient de I'ouvrage fétant les 40 ans de I'THES intitulé Les relations entre les mathématiques et la
physique théorique, IHES, 1998, p. 43-46
2. Collége de France, Paris, et IHES, 91440 Bures-sur-Yvette, France.



de 2 rotations g; autour des sommets du triangle (rotations d’angles égaux a deux tiers des angles cor-
respondant du triangle). Il était alors naturel de chercher la symétrie g du triangle équilatéral comme
un élément du groupe I' engendré par les trois rotations g;. Maintenant, il était facile de construire un
exemple (en géométrie sphérique) qui montre que le théoréme de Morley ne peut s’appliquer en géomé-
trie non-euclidienne, de telle fagon que la preuve devait utiliser des propriétés euclidiennes particulieres
du groupe des isométries.

Du coup, je passais quelque temps a essayer de trouver une formule de g en fonction des g;, en utilisant
la construction simple (toute isométrie d’angle 27 /n,n > 2 est automatiquement d’ordre n), de plein
d’éléments d’ordre 3 dans le groupe I', comme g1 g2g3. Apres beaucoup d’efforts, je réalisais que c’était
en vain (cf. Rem. 2 ci-dessous) et que le groupe qui intervient est le groupe affine de la droite, plutét
que le groupe d’isométrie du plan.

Le but de cette courte note est de donner une preuve conceptuelle du théoreme de Morley comme
propriété théorique du groupe de l'action du groupe affine sur la droite. Il sera valide pour tout corps
(commutatif) k (de caractéristique arbitraire, méme si en caractéristique 3, ’hypotheése du théoréme ne
peut étre remplie). Ainsi soit k& un tel corps et G le groupe affine sur k, en d’autres termes, le groupe

des matrices 2 X 2 g = [g ﬂ ouac€k,a#0,bek. Pour g € G, posons

(1) 5(g) = a € k.

Par construction, § est un morphisme de G dans le groupe multiplicatif £* des éléments non nuls de k,
et le sous-groupe T' = Ker § est le groupe des translations, i.e. le groupe additif de k. Chaque g € G
dans G définit une transformation,

(2) g(z) =ax+b Vzeck,
et si a # 1, elle admet un et un seul point fixe,
3) fir(g) =
1x(g) = .
g l1—a

Prouvons le simple fait suivant :

Théoréme. Soient g1, 92,93 € G tels que g192, 9293, 9391 €t g1g29s ne sont pas des translations et
posons j = §(g19293). Les conditions suivantes sont équivalentes,
19595 = 1.

a) 919

b) 3 =1let a+jB+j%y=0o0ua= fix(gigs), B = fix(g293),7 = fix(gsg1)-

a;
0
la partie translationnelle de g3g3g3. La premiére condition est exactement j* = 1. Notons que j # 1
par hypothese. Alors on a

Preuve. Posons g; = [ bf] L’égalité g3g3g3 = 1 est équivalente a 6(gig393) = 1, et b =0, ot b est

(4) b= (a% +a;+1)b + al (a% +as+1) by + (aras)? (a§ + az + 1) bs.
Un calcul évident, en utilisant le fait que ajasasz = j donne,

(5) b= —jatas(ar — j)(az — j)(as — j)(a + jB + j*7),

ou, «, 3,7 sont les points fixes de

_ a1b2 + bl _ a2b3 + b2 = a3b1 + bg

(6)

1—a1a2’ 1—0,20,37 1—0,3(11'



Maintenant, a, — j # 0 puisque par hypothese, les produits deux a deux des g; ne sont pas des trans-
lations. Ainsi, et quelque soit la caractéristique de k, nous obtenons que a) < b).

Corollaire. Théoreme de Morley.

Démonstration. Prenons k = C et définissons g; comme la rotation de centre A et d’angle 2a, ou 3a
est 'angle BAC et de mani¢re similaire pour ga et gz. On a g3g3g3 = 1 puisque chaque g3 peut étre
exprimé comme le produit des symétries le long des cotés consécutifs. De plus, pour une raison similaire
a = fix(g192), 8 = fiz(gags),y = fir(gsg1) sont les intersections des trissectrices. Ainsi, de a) = b),
on obtient a + 73 + 72y = 0 qui est une caractérisation classique des triangles équilatéraux.

Remarque 1. Sans altérer les cubes gi)’, gg’, gg’, on peut multiplier chaque g; par une racine cubique de
1, on obtient de cette maniere les 18 triangles équilatéraux non-dégénérés des variantes du théoreme
de Morley.

Remarque 2. Nous montrerons maintenant qu’en général, la rotation g qui permute cycliquement
les points «, 8, n’appartient pas au sous-groupe I' de G engendré par g1, g2, g3. Sous ’hypothese du
théoréme, on peut supposer que le corps k contient une racine cubique de 'unité non triviale, j # 1, et
que de ce fait, sa caractéristique n’est pas égale & 3. La rotation qui permute cycliquement les points
«, B, est ainsi I’élément de G donné par,

™) o=l 3 m=0-pars.

Maintenant, pour tout élément g = b] du groupe I' engendré par g1, g2, g3, on a les polynémes de

a
0 1
Laurent P; en les variables a; tels que,

(8) b="5b1P + by Py + b3 Ps.

Ainsi, en exprimant, avec les notations ci-dessus b; en termes de «, 3,7,

by=(1+5)""(az" (a3 —ja— (a1 —j)B+ar  (az—j)7)
9) by=(1+j)" (a2 (as—ja+a" (a1 —j)B— (az — j)v)
bi=Q0+/)" (= (as—jatas (a1 —5)B+as’ (az—j)v)

nous obtenons les polynémes de Laurent Q); tel que,
(10) b= (a3 —j)aQi + (a1 — j)BQ2 + (a2 — j)V1Qs.

On peut alors supposer qu’on a trouvé des polynomes de Laurent Q; tel que pour tout aq,aq,as € k*,
avec ajasaz = j, et tout o, 8,7 € k avec o + jB + j2y = 0, Iidentité suivante est vérifiée,

(11) (1 =)+ B+7) =3((az —j)Q1 + (a1 — j)BQ2 + (a2 — j)¥Q3)-

Nous choisissons alors a; = j,ag = j,a3 = j2,a = 0,8 = —j,v = 1 et obtenons une contradiction. En
passant au corps des fonctions sur k, cela suffit & démontrer que, en général, g ¢ T'.
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Noncommutatine geometry, par Alain Connes, Academic Press, Paris, 1994, xiii+661 pp.,
ISBN 0-12-185860-X ; publié d’abord en francais par les éditions InterEditions, Paris (Géo-
métrie Non Commutative, 1990).

L’analyse abstraite est une des branches les plus jeunes des mathématiques, mais elle est main-
tenant assez envahissante. Pourtant, il n’y a pas si longtemps elle était considérée comme
plutot étrange. L’attitude générale des mathématiciens avant la seconde guerre mondiale peut
étre brievement évoquée en racontant 1’histoire suivante racontée par feu Norman Levinson.
Pendant 'année post-doctorale de Levinson a Cambridge, alors qu'’il étudiait avec Hardy,
von Neumann est venu 1a donner une conférence. Hardy (représentant alors la quintessence
de lanalyste classique) fit cette remarque aprés la conférence : “Bien siir, ce jeune est trés
intelligent. Mais étaient-ce des mathématiques?”

L’analyse abstraite est née dans les années 20 du défi que constituait la mécanique quantique
et de la réponse apportée a ce défi par von Neumann et M. H. Stone. Le théoréme de Stone-
von Neumann (e.g., [1]), qui a spécifié la structure de la représentation unitaire générique
des relations de Weyl, a établi I’équivalence des formalismes de la mécanique quantique de
Heisenberg et de Schrodinger (il est intéressant que ces deux derniers ne l'aient jamais com-
pris. La morale pourrait étre que les physiciens rigoureux mathématiquement n’attendaient
pas Papprobation des physiciens pratiques, aussi fondamental que soit leur travail). C’était
le premier théoréme non trivial de structure pour une représentation unitaire en dimension
infinie d’un groupe non-commutatif et du coup, un prototype important de la théorie de la
représentation des groupes de Lie en dimension infinie. Les écrits de Von Neumann montrent
clairement qu’il avait compris 'importance de sa théorie pour la mécanique quantique, et il
encouragea grandement son ami Wigner a développer la théorie dans le cas aisé du groupe de
Poincaré. L’article de Wigner qui présente cela [2] vint apres les travaux les plus référencés
du vingtieme siecle !

Von Neumann lui-méme releva le défi plus grand encore de formaliser les mathématiques
de la phénoménologie quantique. Avec Stone, il établit le théoréme spectral dans un espace
complexe de Hilbert et la théorie de I’extension des opérateurs hermitiens, qui fut largement
un point culminant de la théorie des opérateurs hermitiens, et le fait qu’il ait eu la pré-science
avec une vingtaine d’années d’avance, d’utiliser le terme “spectre”, reste remarquable.

Peu de temps aprés, von Neumann prouva le théoréme du double commutant [3], qui était a
ce moment-1a un probléme frappant dans le contexte non-commutatif, et plus spécifiquement
dans le champ de la mécanique quantique. L’article était hautement suggestif d’une théorie
de dimension infinie comparable au théoréme de structure de Wedderburn. Rétrospective-
ment, il marque le début de I’analyse abstraite et il a amené a la série classique des articles
sur les Anneaux d’opérateurs, peut-étre le travail majeur le plus original des mathématiques
du vingtieme siecle.

1. Une collection des travaux les plus référencés a été publiée par Springer des années apres. Il est in-
téressant, et représentatif des relations entre les mathématiques et la physique, que l'article de Wigner ait
été originellement soumis au journal de physique Springer. Il a été rejeté, et Wigner cherchait un journal de
physique qui I'accepterait lorsque von Neumann lui dit de ne pas s’inquiéter, il réussit a le faire passer dans
les Annales de mathématiques. Wigner fut content de cette offre (information verbale de Wigner).



Il y avait trois motivations principales pour la série des articles sur les “anneaux”, comme von
Neumann les a appelés. La premiére était, c’est siir, le défi posé par la mécanique quantique.
En particulier, le caractére divergent de la théorie quantique des champs, bizarrement en
contraste avec sa base intuitive simple, et von Neumann espérait réconcilier ces deux carac-
téristiques contrastées en trouvant le formalisme adéquat. Une seconde application potentielle
d’importance était de structurer les représentations infini-dimensionnelles des groupes non
abéliens, probleme qu’il avait déja résolu dans le cas du groupe de Heisenberg. Une troisieme
motivation était la généralisation des théoremes de structure de Wedderburn.

Aujourd’hui, les divergences en théorie quantique des champs apparaissent comme des consé-
quences probables d'une géométrie tres simple de 1'espace-temps. Dans I'univers d’Einstein
R! x S3, qui n’est pas un modele moins raisonnable que l’espace de Minkowski et qui 1’ap-
proxime bien localement, les divergences sont absentes dans le cas crucial de 1’électrody-
namique quantique [4] et dans toutes les probabilités de la théorie électro-faible aussi. Les
extensions et les applications du lemme de Poincaré au cas en dimension infinie servent a éta-
blir des intégrales relativement invariantes des champs quantiques d’opérateurs auto-adjoints
dans l'espace de Hilbert [5, 6, 7].

La théorie de l'intégration non-commutative, dans laquelle on intégre des opérateurs plutot
que des fonctions, relativement & des mesures additives calculables sur des projections plutot
que sur des ensembles [8], avec la théorie de l'intégrale directe de von Neumann (i.e., dé-
composition d’algebres), comble adéquatement le besoin d’une base abstraite de théorie des
groupes, e.g., ’établissement du théoreme de Plancherel pour les groupes localement com-
pacts [9]. La théorie de la structure de Wedderburn a été étendue aux anneaux arbitraires de
“type I'”; i.e. les types que 'on trouve le plus communément en pratique. Les autres types
sont & peine moins rebutants qu’ils n’en ont 'air aprés complétion de leur théorie globale il
y a quelques dizaines d’années. La théorie locale dépendant de la classification des anneaux
simples centraux, ou des “facteurs”, a été étudiée attentivement avec énergie et ingéniosité,
mais elle reste insaisissable et apparait beaucoup plus réalisable qu'une classification compléte
des groupes discrets infinis, il n’y a d’ailleurs pas de besoin apparent d’une telle classification
dans les autres parties de la science mathématique.

Ainsi, le programme de base de von Neumann a en grande partie été effectivement réalisé.
Mais les algebres d’opérateurs non-commutatifs constituent un paradigme naturel pour un
certain nombre d’applications secondaires, de la théorie quantique a la topologie, 1’algebre,
et la géométrie différentielle. Il y a un petit doute de 'auteur de ce livre merveilleux, et tres
bien imprimé, que ces applications puissent étre surmontées par les analystes abstraits de sa
génération. Le sujet de la “géométrie non-commutative” a son origine dans le programme de
von Neumann pour les anneaux d’opérateurs ainsi que dans la théorie de la représentation
pour les algebres de Banach de Stone, Gelfand, et autres. Ce dernier travail a fourni une
interprétation géométrique pour les algébres commutatives sous la forme d’un idéal maximal
ou d’un espace similaire. Ce travail d’avant-guerre a été rapidement suivi par ’extension
non-commutative due a Gelfand et Neumark qui a amené la théorie des algébres de Banach
en relation proche a 'espace de Hilbert. Du point de vue de la mécanique quantique, 1'idée
avancée par ces travaux était que 1’“espace-temps” était plus logiquement non pas un concept
primaire mais plutdt un concept dérivé de 1’algébre des “observables” (ou opérateurs). Dans
sa forme la plus simple, I’idée était que ’espace-temps pourrait étre, & un niveau plus pro-
fond, le spectre d'une sous-algebre commutative appropriée qui est invariante sous ’action
du groupe de symétrie fondamental (e.g., [11]).

H = Ly(M), consistant en une multiplication par f, agissant sur le domaine des fonctions
g dans H tel que fg est aussi dans H. Inversement, tout opérateur normal dans ’espace de
Hilbert (ou ensemble d’opérateurs normaux commutant) est unitairement équivalent a un



tel opérateur de multiplication (ou un ensemble de tels opérateurs). De plus, application
f — My est de fagon évidente un “isomorphisme” algébrique, qui est essentiellement appli-
cable & des opérateurs aussi bien non-bornés (“mesurables”) que bornés. Ainsi, & nouveau, il
y a une base naturelle pour remplacer les espaces de fonctions par les opérateurs.

Pour donner un exemple simple, si f est une fonction dans I’espace euclidien, sa différen-
tielle df = >°,(9;f)dz; (o 0; = 0/0x;) est équivalente a la “differentielle” de I'opéra-
teur de multiplication correspondant, “dM;” = > ; [0;, Mf]dx;. Cela amene & la formulation
de la différentielle dA d’un opérateur A sur un espace donné comme l'application linéaire
X — [X,A] des espaces vectoriels dans les opérateurs. Une 1-forme “quantifiée” est de
maniere correspondante principalement une application linéaire convenable des espaces vec-
toriels vers les opérateurs. Avec les restrictions qui conviennent, ainsi qu’avec les notions de
fermeture et d’exactitude, des formes de degré arbitraire. Ainsi, les formes quantifiées ap-
paraissent comme naturelles dans un modele purement mathématique, mais elles impliquent
plus que le “non-sens abstrait généralisé” qu’elles semblent représenter. Elles émergent de
considérations théoriques de la théorie quantique et forment un ingrédient essentiel, dans le
cas infini-dimensionnel, d’un traitement systématique des “produits” des champs quantiques,
qui sont au mieux des opérateurs de distributions valuées (e.g., [5, 6, 7]).

Comme indiqué ci-dessus, la différence entre C*- et W*-algebres est non seulement technique
mais aussi fonctionnelle. A cause de la caractérisation algébrique intrinseque des C*-algebres,
la notion naturelle d’équivalence est celle d’s-isomorphisme. L’équivalence unitaire implique
bien stir I'isomorphisme algébrique, mais les invariants correspondant sont trop compliqués
pour étre tres utiles. Méme selon la relation d’équivalence d’s«-isomorphisme, les invariants
ne sont pas simples. Il y a juste autant de classes d’équivalences de C*-algébres commuta-
tives qu’il y a d’espaces compacts locaux, et les classes d’équivalence des C*-algebres non-
commutatives sont beaucoup plus étendues.

Dans le cas des W*-algebres, 1’équivalence unitaire (ou “spatiale”) est une notion naturelle,
et la classification est facilitée par le fait qu’un isomorphisme algébrique conjointement avec
un manque adéquat de multiplicité non-triviale suffit & impliquer une équivalence unitaire. Le
cas le plus simple est celui des algebres maximales abéliennes auto-adjointes des opérateurs
bornés sur ’espace de Hilbert, dont un isomorphisme *-algébrique implique 1’équivalence
unitaire. Mais en général, la théorie des W*-algebres est en relation avec les sous-espaces
invariants et la réduction correspondante de ’algebre.

Dans le cas des W*-algebres de “type 1”7 dans le schéma Murray von Neumann, il y a un
théoréme de structure presque explicite [10] qui classe ces algebres, selon I’équivalence uni-
taire. Les algebres de type I incluent la plupart des algébres auxquelles on a en général affaire
“concrétement” en pratique, mais une exception notable est celle des algebres de Clifford sur
un espace de Hilbert. Ceci est le cas le plus simple des W*-algebres de type II, et leur dé-
couverte dans le début des années 30 par von Neumann (voir [13] dans une forme différente)
a rendu tres frappant le fait qu’il y avait des phénomenes qualitativement nouveaux dans les
W*-algebres de dimension infinie. En particulier, les algebres de Clifford sont des algebres
centrales simples qui sont radicalement différentes des algebres de tous les opérateurs bornés
sur ’espace de Hilbert. En méme temps, cette sorte d’ algebre joue un role fondamental dans
I’analyse des champs quantiques sans fermions. Selon une notation souvent utilisée, c’est une
algebre engendrée par les ) fermions canoniques, et ainsi 'analogue d’une algébre commu-
tative engendrée par les observables canoniques @ bosoniques. L’algebre de Clifford est le
plus simple des facteurs qui sont des limites directes d’algebres de matrices, et pour I'instant
seules les familles de facteurs relativement accessibles ont été totalement classifiées.



Les C*- et W*-algébres ont en commun qu’elles admettent toutes des notions d’intégration.
Un état E d’une C*-algebre est une fonctionnelle linéaire positive, qui dans le cas commutatif
est équivalente & une mesure sur le spectre (ou espace idéal maximal) de I’algebre. Dans le cas
non-commutatif, il n’est en général pas central, i.e., E(AB) et E(BA) sont génériquement non
égaux. Cela limite la portée de la théorie de I'intégration C*-algébrique, mais leur multitude
d’états rend leur théorie limitée assez utile néanmoins. Par exemple, les fonctions définies po-
sitives sur les groupes déterminent les états et peuvent effectivement étre traitées en fonction
d’eux. Ce sont des généralisations des théoremes de Radon-Nikodym et d’autres théoremes de
base en théorie de la mesure appliquée au contexte des C*-algebres, & commencer par [12, 14].

Un “poids” sur une W*-algébre A est une fonction non-négative additive calculable sur les
projections qui est unitairement invariante et qui ainsi généralise la notion de mesure appli-
cable dans le cas abélien. Tous les théoremes de base et les idées de la théorie de 'intégration
de Lebesgue s’étendent au cas non-commutatif, et les opérateurs “mesurables” peuvent étre
ajoutés et multipliés a l'envi, presque comme les fonctions mesurables et différemment des
opérateurs non-bornés en général. Une application typique est la théorie de Plancherel pour
les groupes généraux uni-modulaires localement compacts. Quand A a un centre trivial, i.e.
est un “facteur”; il y a un poids essentiellement unique, qui est la fonction dimension de
Murray-von Neumann.

Voici les fondations sur lesquelles est basée la Géométrie non-commutative. La partie “géo-
métrie” du titre est un peu programmatique; un titre plus descriptif pourrait étre Sujets
d’algebres d’opérateurs et leurs applications. L’approche est suggestive et informelle, bien
que techniquement hautement sophistiquée. L’auteur se promene de ses principaux domaines
et travaux afférents & une attention minimale (ou des références) aux travaux précédents,
incluant quelques travaux idéalement basiques. Le résultat apparait comme un tour de force
brillant et soutenu qui fascinera les personnes travaillant dans ce domaine et ayant un bagage
suffisant concernant les principaux axes d’investigation de I'auteur mais pourrait rebuter des
non-spécialistes. Ce serait dommage, car le livre établit des relations entre divers aspects de
son sujet qui ne sont pas trés bien représentés dans la littérature, spécialement ceux concer-
nant les directions topologique et homologique.

Chacun des six chapitres a son propre théme, représentant un intérét majeur de I'auteur :
I, “Espaces non-commutatifs et théorie de la mesure”; II, “Topologie et K-théorie”; III,
“Cohomologie cyclique et géométrie différentielle”; IV, “Calcul quantifié”; V, “Algebres
d’opérateurs”; VI, “Aspect métrique de la géométrie non-commutative”. Tous les chapitres
contiennent les x-algebres de fagon plus ou moins étendue mais sont sinon reliés de maniere
assez libre. Une introduction fournit une vue globale de chaque chapitre. Parmi les thémes
favoris qui sont récurrents, on trouve (i) les feuilletages, (ii) la cohomologie, (iii) la K-théorie,
(iv) la classification des facteurs, et (v) les interprétations des aspects de la physique mathé-
matique.

Le dernier chapitre est peut-étre le plus nouveau. Il contient une tentative courageuse et
intéressante d’amener la considérable expertise de 'auteur et sa flexibilité sur une grande va-
riété de sujets en physique, sujets qu’il voit reliés aux algebres d’opérateurs. Ceux-ci incluent
les états KMS (Kubo-Martin-Schwinger), dont il considére apparemment la théorie comme
fondamentale en mécanique statistique. Malheureusement, il n’y pas de base empirique ap-
parente pour ca, et jusqu'a maintenant, la théorie apparait comme une abstraction d’une
initiative physique qui n’a pas été trés fructueuse.

Un sujet physique plus vivant se manifeste par le caractére discret (ou rationnel) de certaines
quantités observables. Une grande variété d’hypothéses mathématiques a été avancée dans



la littérature de la physique mathématique pour expliquer ces observations. Le livre présente
une théorie mathématique frappante et intriquée due & Bellissard qui traite les cas entiers.
Ceci est basé sur le “tore non-commutatif”, une application de la cohomologie cyclique.

L’initiative la plus remarquable dans la direction de la physique est une interprétation de
I'unification de 1’électromagnétisme et des interactions faibles. Le “modeéle standard” di a
Glashow, Weinberg, et Salam a eu un certain succeés empirique, modulo certaines prescri-
tions adéquates de renormalisation et de corrections des énergies des hauts rayons. Comme
Iexplique l'auteur, ce modele est a la base un modeéle phénoménologique et il est difficile-
ment acceptable comme théorie ultime. Le livre présente une reformulation mathématique
sophistiquée du modele standard, qui pourrait avoir le potentiel espéré d’aller au-dela de
lui. C’est exemplaire que 'auteur applique son immense expertise mathématique a la phy-
sique théorique; les mathématiques pures de haut niveau sont devenues trop repliées sur
elles-mémes et elles ont besoin du défi des connexions avec d’autres domaines. Cependant,
Pinterprétation donnée est essentiellement plus descriptive qu’explicative. Il n’est pas proposé
de résolution de la question ancienne de savoir pourquoi 'interaction électromagnétique est
invariante par inversion alors qu’il est proposé que les interactions faibles soient essentielle-
ment non-invariantes. De plus, les efforts vers la physique mathématique semblent ignorer
quelques principes physique de base - la causalité, la stabilité (effectivement, la positivité
de Iénergie), etc. - pour obtenir une solution technique rapide. Cela semble représenter une
sorte de naiveté qui contraste bizarrement avec le trés haut niveau de connaissances mathé-
matiques.

Mathématiquement, le chapitre du livre le plus original est celui qui traite de cohomologie
cyclique, qui subsume les formes quantifiées décrites plus t6t mais qui est plus général. C’est,
pourtant, loin d’étre un exposé systématique du sujet, et cela n’est pas destiné a ’étre. C’est
plutét un essai sur plusieurs ramifications, applications aux feuilletages, topologie et autres.
Cela apparait techniquement tres ingénieux mais peut-étre un peu court sur chaque probleme
externe intéressant a son propre titre.

Le chapitre qui fait le plus autorité est celui sur les W*-algebres, qui traite principalement de
la classification des facteurs. L’idée initiale de Murray von Neumann était que la structure de
la W*-algebre de Deffet de Hall quantique (en deux dimensions) peut en général étre réduite
a celle de ses facteurs via la décomposition d’une algebre par rapport & son centre. La théorie
de la réduction de von Neumann fournit une décomposition de toute W*-algébre donnée
(sur un espace séparable) relativement a toute algébre booléenne donnée de ses sous-espaces
invariants. Cela implique en particulier que toute W*-algébre est une “intégrale directe” de
facteurs. De maniere formelle, cette “théorie locale” réduit le probleme au cas des facteurs,
mais la théorie “globale” est plus puissante et illustrante en pratique et présente moins de dif-
ficultés en terme de mesurabilité. Ainsi, en analyse harmonique sur les groupes de Lie simples
non-compacts, le seul facteur impliqué est celui de tous les opérateurs linéaires bornés sur
un espace de Hilbert séparable, comme cela découle du travail fondateur d’Harish-Chandra,
mais on est encore loin de savoir établir la théorie de Plancherel pour de tels groupes.

Le livre fournit effectivement l’esprit et le goiit de la théorie de Connes et devrait étre as-
sez stimulant et utile pour ceux qui font de la recherche dans ce domaine. D’un autre coté,
I'insistance technique et le peu d’éléments fournis quant & son aspect idéel et ses origines
historiques pourrait repousser les non-spécialistes. Il serait probablement difficile d’utiliser
ce livre comme référence ou source d’information précise, en partie du fait du manque des
numéros de pages de I'index. C’est plutdt un livre ressemblant & un long discours ou a une
lettre a des amis. Par exemple, son style informel est a peu pres a 'opposé du style crispant
définition-théoréeme-preuve que ’on pourrait attendre de Connes, et cela peut étre un peu
frustrant pour ceux qui ne sont pas déja au top quant a la maitrise du matériau. Est fournie,



cependant, une bibliographie longue ainsi qu'un bref résumé des notations.

Comme compte-rendu effervescent et déja soutenu d’une grande étendue d’aspects avancés
et subtils de 'analyse abstraite, ce livre apparait d’une qualité précieuse et est certainement
unique en son genre.
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Formule de Trace en géométrie non-commutative et
zéros de la fonction zéta de Riemann!

Alain CONNES

Abstract Nous donnons une interprétation spectrale des zéros critiques de la fonction zéta de
Riemann qui les fait voir comme les raies d’un spectre d’absorption, alors que les éventuels zéros
non-critiques apparaissent comme des résonances. Nous donnons une interprétation géométrique
des formules explicites de la théorie des nombres qui deviennent des formules de trace sur ’espace
des classes d’adéles. Cela réduit ’hypothése de Riemann a la validité de la formule de trace et

élimine le paramétre § de notre approche précédente.
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Introduction

Nous allons donner dans cet article une interpréation spectrale des zéros de la fonction zéta de Rie-
mann et un cadre géométrique dans lequel on peut transposer les idées de la géométrie algébrique
impliquant I’action du Frobenius et la formule de Lefschetz. L’interprétation spectrale des zéros de
zéta les considerera comme les raies noires d’un spectre d’absorption. Tous les zéros joueront un role
du coté spectral de la formule de trace, mais alors que les zéros critiques apparaitront per-se, les zéros
non-critiques apparaitront comme des résonances et interviendront dans la formule de trace a travers
leur potentiel harmonique par rapport a la droite critique. Ainsi, le versant spectral est entierement
canonique, et en prouvant la positivité de la distribution de Weil, nous montrerons que cette égalité

avec le coté géométrique, i.e. la formule de trace globale, est équivalente a I’hypothése de Riemann

1J'ai traduit ce texte et cette traduction comporte siirement de nombreuses erreurs qui n’engagent que moi, Denise
Vella-Chemla.



pour toutes les fonctions L & Grossencharakter. Nous prendrons modele dans notre présentation
sur la formule des traces de Selberg, mais notre formule differe de celle-ci selon plusieurs aspects
importants. Nous expliquerons d’abord en particulier dans quelle mesure un signe négatif crucial
dans 'analyse des fluctuations statistiques des zéros de zéta indique que l'interprétation spectrale
devrait étre un spectre d’absorption, ou de fagon équivalente, devrait étre de nature cohomologique.
Cela se combinera dans un cadre géométrique qui sera un espace a l’air innocent, I'espace X des
classes d’ adeles, dans lequel deux adeles qui appartiennent & la méme orbite d’action de GLy (k) (k
un corps global), sont considérées comme équivalentes. Le groupe Cy, = GL1(A)/GL1(k) des classes
d’ideles (qui est le correspondant dans la théorie des corps de classes du groupe de Galois) agit par

multiplication sur X.

Notre premier résultat préliminaire (théoreme 1 de la section III) fournit une interprétation spec-
trale des zéros de zéta et des fonctions L sur un corps global k, a partir de I'action du groupe des
classes d’ideles sur un espace de fonctions de carré intégrable, sur 'espace X = A/k* des classes
d’adeles. Le corollaire 2 fournit le calcul correspondant de la trace spectrale. Ce résultat est seule-
ment préliminaire parce qu’il nécessite un parametre non naturel 6 qui joue le réle d’un exposant

de Sobolev et permet de voir le spectre d’absorption comme un point du spectre.

Notre second résultat préliminaire est un calcul formel (section VI) du caractére de la représentation
du groupe des classes d’ideles sur 1'espace sous-jacent L2. Ce calcul formel donne la distribution
de Weil qui est I'ingrédient essentiel de la formule explicite de Riemann-Weil. A ce point-la des
recherches (qui était la situation dans [Co]), les problémes principaux consistent & donner une sig-

nification rigoureuse au calcul de la formule de trace et a éliminer ce parametre non souhaité J.

Ces deux problemes seront résolus dans le présent article. Nous démontrons d’abord une formule
de trace (théoreme 3 de la section V) pour laction du groupe multiplicatif K* sur un corps local K
sur I'espace de Hilbert L?(K), et (théoreme 4 de la section VII) une formule de trace pour I’action
du groupe multiplicatif Cg des classes d’ideles associées a un ensemble fini .S de places d’un corps
global k, sur l'espace de Hilbert des fonctions & carré intégrable L?(Xg), olt Xg est le quotient de
[I,cg kv par I'action du groupe O% des S-unités de k. Dans les deux cas, nous obtenons exactement
les termes des formules explicites de Weil qui appartiennent a ’ensemble fini des places. Ce résultat
est plutét important puisque 'espace Xg est hautement non trivial lorsque S est supérieur ou égal
a 3. Par exemple, cet espace-quotient n’est pas de type I au sens de la géométrie non-commutative
et il est rassurant que la formule de trace continue d’étre alors valable dans ce cas.

Nous testons en détail (théoréme 6 de I’Appendice II) que la réécriture des formules explicites de

Weil qui est prédite par la formule de trace globale est correcte.

Finalement, nous éliminons dans la section VIII, en utilisant des idées qui sont communes et a
la formule des traces de Selberg, et a 'explication standard des raies d’absorption en physique,
le parametre problématique § qui est apparu comme un parameétre des espaces de fonctions de la
section III. Nous écrivons la formule globale de trace de maniére analogue a la formule des traces
de Selberg. La validité de la formule de trace pour n’importe quel ensemble fini de places découle

du théoréme 4 de la section VII, mais le cas global est laissé ouvert et on montre (Théoreme 5 de la



section VIII) qu'il est équivalent & la validité de ’hypotheése de Riemann pour toutes les fonctions L
a Grossencharakter. Cette équivalence, avec la plausibilité de I'obtention d’une preuve directe de la
formule de trace selon les lignes du théoreme 4 (section VII) constitue le résultat principal de cet arti-

cle. L’élimination du parametre § est "amélioration principale du présent article relativement a [Co).

C’est une idée ancienne, due a Polya et Hilbert, que dans le but de comprendre la localisation
des zéros de la fonction zéta de Riemann, il conviendrait de trouver un espace de Hilbert H et un
opérateur D sur H dont le spectre est donné par les zéros non triviaux de la fonction zéta. L’espoir
est alors que des propriétés convenables d’auto-adjonction de D (de i (D — %) plus précisément) ou
bien des propriétés de positivité de A = D(1 — D) seraient plus aisées a traiter que la conjecture
originale. Les raisons principales qui doivent nous faire prendre ces idées tres au sérieux sont d’une
part le travail de A. Selberg ([Se]) dans lequel un Laplacien A est relié de la fagon décrite ci-dessous
a un analogue de la fonction zéta, et d’autre part I’évidence théorique ([M][B][KS]) et expérimentale
([O][BG]) des fluctuations de l'espacement entre les zéros consécutifs de zéta. Le nombre de zéros

de zéta dont la partie imaginaire est inférieure a £ > 0,
(1) N(E)=#dezérosp, 0 <Imp< E

a une expression asymptotique ([R]) donnée par
E E 7

(2) NE)=— (log| — ) =1 )+ =+ 0(1) + Nesc(E)
2w 2 8

ou la partie oscillatoire de la fonction N étagée est
1 1 .
(3) Nosc(E) = - Im log ¢ 3 +iE

en assumant que F n’est pas la partie imaginaire d’un zéro et en prenant comme logarithme la

branche qui vaut 0 a 1I’+oo.

On montre (cf. [Pat]) que Nosc(E) est en O(log E'). Dans la décomposition (2), les deux termes
(N(E)) = N(E)— Nosc(E) et Noyse(F) jouent un role indépendant. Le premier (N (E)), qui fournit la
densité moyenne des zéros, provient de la formule de Stirling et est parfaitement controlé. Le second
Nose(F) est une manifestation du caractére vraiment aléatoire de la localisation des zéros, et pour

éliminer le role de la densité, on retourne a une situation de densité uniforme par la transformation
(4) xzj = (N(E;)) (Ej la partie imaginaire du j°™¢ zéro de zéta) .

Alors, I'espacement entre deux x; consécutifs est 1 en moyenne et la seule information qui reste est
dans la fluctuation statistique. Il s’avere que ([M][O]), ces fluctuations sont identiques aux fluctua-

tions d’une matrice hermitienne de tres grande taille.

H. Montgomery [M] a démontré (en assumant RH) une forme faible de la conjecture suivante (avec
a, > 0),

(5) Card {(i,);4,j € 1,...,M; z; — x; € [, B]} NM/j (1— (Sing“)Y) du



Cette loi (5) est précisément identique a la corrélation entre les valeurs propres de matrices hermi-
tiennes de ’ensemble unitaire gaussien ([M]). De plus, des tests numériques établis par A. Odlyzko
([O][BG]) ont confirmé avec une grande précision le comportement (5) ainsi qu'un comportement
analogue pour plus de deux zéros. In [KS], N. Katz et P. Sarnak ont prouvé une loi analogue & celle

de Montgomery-Odlyzko pour les fonctions zéta et pour les fonctions L sur des corps de fonctions.

C’est alors une excellente motivation que d’essayer de trouver une paire naturelle (H, D) ; par na-
turelle, on veut dire par exemple que 'on pourrait ne méme pas avoir a définir la fonction zéta,
mais simplement son prolongement analytique, pour obtenir une telle paire (dans le but par exemple

d’éviter la farce de définir H comme l'espace ¢ fabriqué & partir des zéros de zéta).

I. Chaos quantique et flot hypothétique de Riemann

Décrivons tout d’abord en suivant [B] la tentative directe de construire 1'espace de Polya-Hilbert &
partir de la quantification d’un systeme dynamique classique. La motivation initiale de la théorie
des matrices aléatoires vient de la mécanique quantique. Dans cette théorie, la quantification d’un
systeme dynamique classique donné par son espace des phases X et son hamiltonien h permet
d’obtenir un espace de Hilbert H et un opérateur auto-adjoint H dont le spectre est I’observable
principal du systeme. Pour des systémes compliqués, la seule information utile a propos de ce spectre

est que, alors que la partie moyenne de la fonction de comptage,
(1) N(FE) = # valeurs propres de H dans [0, E|

est calculée par une approximation semi-classique comme un volume dans ’espace des phases, la

partie oscillatoire,
(2) Nose(E) = N(E) — (N(E))

est la méme que pour une matrice aléatoire, gouvernée par les statistiques dictées par les symétries

du systeme.

En I’absence de champ magnétique, i.e. pour un hamiltonien classique de la forme,

3) h=g 4 V()

ou V est un potentiel a valeurs réelles sur ’espace des configurations, il y a une symétrie naturelle

de T'espace classique des phases, appelée la symétrie temporelle inverse,

(4) T(p,q) = (-p,q)

qui préserve h, et implique que I’ensemble correct sur les matrices aléatoires n’est pas le GUE ci-
dessous mais plutot 'ensemble orthogonal Gaussien : GOE. De ce fait, la partie oscillatoire Nog.(FE)

se comporte de la méme maniere qu'une matrice aléatoire réelle symétrique.



Bien stur, H est juste un opérateur spécifique dans H et, pour qu’il se comporte de fagon générique,
il est nécessaire (cf. [B]) que le systeme hamiltonien classique (X, h) soit chaotique avec des or-
bites périodiques isolées dont les exposants d’instabilité (i.e. les logarithmes des valeurs propres de

lapplication de Poincaré inverse agissant sur ’espace transverse aux orbites) soient différents de 0.

On peut alors ([B]) écrire une approximation semi-classique de la fonction oscillatoire Nyg(E)
1 o
Nese(E) = = Tm / Trace(H — (E +in))~"idn(5)
TF 0

en utilisant 'approximation de la phase stationnaire de l'intégrale fonctionnelle correspondante.

Pour un systeme dont la configuration est de dimension 2, cela donne ([B] (15)),

(6) osc Z Z sin(Spm(E))
Tp M= 1 2s h( )
2
ou les v, sont les orbites périodiques primitives, m correspondant au nombre de fois ol I'orbite
est traversée, alors que les exposants d’instabilité sont les +),. La phase Spm(F) est & un facteur

constant pres, égale a m E TW# ou Tfé est la période de I'orbite primitive .

La formule (6) donne des informations tres précieuses ([B]) sur le “flot de Riemann” hypothétique
dont la quantification devrait fournir ’espace de Polya-Hilbert. On note particulierement que la
formule du produit d’Euler pour la fonction zéta amene (cf. [B]) une formule asymptotique similaire
pour Nog(E) (3),

(7) Nose(E 7 Z Z m /2 sin (m E log p) .

p m=1

La comparaison de (6) et (7) fournit les informations suivantes

(A) Les orbites périodiques primitives devraient étre étiquetées par les nombres premiers
p=2,3,5,7,..., les périodes devraient étre les logp et les exposants d’instabilité devraient
étre les A\, = £logp.

De plus, puisque chaque orbite est comptée seulement une fois, le flot de Riemann ne devrait
pas présenter la symétrie T' de (4) dont Ueffet serait de dupliquer le nombre d’orbites. Ce
dernier point exclut en particulier les flots géodésiques puisqu’ils respectent la symétrie tem-

porelle T'. Ainsi nous obtenons que :

(B) Le flot de Riemann ne peut pas satisfaire la symétrie de renversement du temps.

Pourtant, il y a deux importants problemes (cf. [B]) entre les formules (6) et (7). Le premier est

mA,

le signe moins au début de la formule (7), et le second est que bien que 2sh p"™/? quand

m — 00, nous n’avons pas une égalité pour les valeurs finies de m.



Il y a donc deux difficultés fondamentales et pour les éliminer, nous utiliserons la stratégie bien
connue consistant a élargir le probleme au cas des corps globaux arbitraires. En restreignant alors le

domaine au cas des corps de fonctions, nous obtiendrons une précieuse information supplémentaire.

II. Géométrie algébrique et corps globaux de caractéristique nulle

Les propriétés de base de la fonction zéta de Riemann s’étendent aux fonctions zéta associées a un
corps global arbitraire, et il est peu probable que 1’on puisse régler le probleme de l'interprétation
spectrale des zéros puis trouver le flot de Riemann pour le cas particulier des corps globaux Q des
nombres rationnels, sans du méme coup régler ces problemes pour tous les corps globaux simul-

tanément.

La définition conceptuelle d’un tel corps k, est :
Un corps k est un corps global si et seulement s’il est discret et cocompact dans un anneau abélien

semi-simple localement compact (non discret) A.

De cela découle que A dépend alors fonctoriellement de k et est appelé 'anneau des adeles de k,
souvent noté k4. Aussi, bien que le corps k lui-méme n’ait aucune topologie intéressante, il y a un

anneau, et avec une topologie hautement non triviale, qui est canoniquement associé a k.

Quand la caractéristique p d’un corps global k est > 0, le corps k est le corps des fonctions sur
une courbe algébrique non-singuliere ¥ définie sur un corps fini F, inclus dans & comme sous-corps
fini maximal, appelé le corps des constantes. On peut alors appliquer les idées de la géométrie
algébrique, d’abord développée sur C, a la géométrie de la courbe X et obtenir une interprétation
des propriétés de base de la fonction zéta de k ; le dictionnaire contient en particulier les lignes

suivantes :

Interprétation spectrale Valeurs propres de l’action
des zéros de Frobenius sur la cohomologie /f-adique
Equation fonctionnelle Théoreme de Riemann Roch

(Dualité de Poincaré)

Formules explicites Formule de Lefschetz
de la théorie des nombres pour le Frobenius
Hypothese de Riemann Positivité de Castelnuovo

Puisque Fy n’est pas algébriquement clos, les points de ¥ définis sur IF; ne suffisent pas et on a besoin
de considérer ¥, les points de ¥ sur la fermeture algébrique ]Fq de Fy, qui sont obtenus en adjoignant
a [y les racines de 'unité d’ordre premier a g. Cet ensemble de points est une union dénombrable

d’orbites périodiques sous ’action de I’automorphisme de Frobenius, ces orbites étant paramétrées



par 'ensemble des places de k et leurs périodes sont dans ce cas données par les analogues des log p
de (A). Comme c’est un ensemble dénombrable, il ne se qualifie pas comme analogue du flot de
Riemann et il acquiert seulement une structure intéressante de la géométrie algébrique. Le signe
moins qui était problématique dans la discussion ci-dessus admet ici une belle résolution puisque
I’analogue de ’espace de Polya-Hilbert est donné, si 'on remplace C par QQ; le corps des nombres

(-adiques ¢ # p, par le groupe de cohomologie
(2) Het (2, Qo)

qui apparait avec un signe couvrant moins dans la formule de Lefschetz

(3) Z(—l)jTracecp*/Hj: Z 1.

p(z)=x

Pour le cas général, cela suggere que :
(C) L’espace de Polya-Hilbert H devrait provenir de son espace &H.

En d’autres termes, U'interprétation spectrale des zéros de la fonction zéta de Riemann devrait étre un

spectre d’absorption plutét qu'un spectre d’émission, pour emprunter le langage de la spectroscopie.

L’élément suivant que 'on apprend de cette excursion dans la caractéristique p > 0 est que dans ce
cas, on ne travaille pas avec un flot mais plutot avec une simple transformation. En fait, en tirant
parti des couvertures de ¥ et de 'isomorphisme fondamental de la théorie des corps de classes, on
trouve que le groupe naturel qui devrait remplacer R pour le flot général de Riemann est le groupe

des classes d’ideles :
(D) Cr = GL1(A)/k*.

Nous pouvons alors mémoriser les informations (A) (B) (C) (D) que nous avons obtenues jusque-la

et chercher le flot de Riemann comme étant une action de C} sur un espace hypothétique X.

III1. Interprétation spectrale des zéros critiques

Il y a une troisieme approche au probleme des zéros de la fonction zéta de Riemann, due a G. Pélya
[P] et & M. Kac [K] et poursuivie plus tard dans [J] [BC]. Elle est basée sur la mécanique statistique
et sur la construction d’un systéme quantique statistique dont la fonction de partition est la fonction
zéta de Riemann. Un tel systéme a été construit naturellement dans [BC] et il indique, en utilisant
la premiere ligne du dictionnaire de Géométrie non-commutative (notamment la correspondance

entre les espaces-quotients et les algébres non-commutatives) que l'espace X devrait en général étre

(1) X = AJk*



littéralement le quotient de I'espace A = k4 des adeéles par 'action du groupe multiplicatif £*,
(2) acA,qek* —sageA.

Cet espace X apparait déja d’une maniere tres implicite dans le travail de Tate et Iwasawa sur
I’équation fonctionnelle. C’est un espace non-commutatif en ce que, méme au niveau de la théorie
de la mesure, c’est un espace-quotient trés “sioux”. Par exemple, au niveau de la théorie de la

mesure, ’algebre de Von Neumann correspondante,
3) Ry = L™(A) > k*

ou A est doté de sa mesure de Haar comme groupe additif, est le facteur hyperfini de type Il..

Le groupe des classes d’ideles C}, agit sur X par
(4) (j7a)_>ja \V/jECk,CLGX

et il était impératif de diviser A par k* pour que (4) ait le bon sens.

Nous reviendrons ultérieurement sur ’analogie entre I’action de Cj, sur Ry; et I’action du groupe de

Galois sur ’extension abélienne maximale de k.

Ce que nous allons faire maintenant va consister a construire ’espace de Hilbert L?; des fonctions
sur X avec une croissance indexée par § > 1. Puisque X est un espace-quotient, nous apprendrons
d’abord dans la variété habituelle comment obtenir 'espace de Hilbert L?(M) des fonctions de carré
intégrable sur une variété M en travaillant seulement sur la couverture universelle M avec laction

de I' = w1 (M). Chaque fonction f € CEO(M) donne naissance & une fonction f sur M par

®) flay="3" @

m(T)=x
et toutes les g € C°°(M) apparaissent de cette maniére. De plus, on peut écrire le produit intérieur de
- ~ ~ 2
Pespace de Hilbert [, f1(z) f2(x) dz, en terme de fi et fo seules. Ainsi || f||* = [ ’Z%F f(’yaz)‘ dx
ol l'intégrale est calculée sur un domaine fondamental pour I' agissant sur M. Cette formule définit
une norme d’espace préhilbertien sur C°(M) et L2(M) est juste la complétion de C°(M) pour
cette norme. Noter que toute fonction de la forme f — f, a une norme qui s’évanouit et qui, de
ce fait, disparait pendant le processus de complétion. Dans notre cas ot X = A/k*, nous avons
du coup besoin de définir une norme analogue sur l'espace de Bruhat-Schwartz S(A) des fonctions
sur A (cf. Appendice I pour une définition générale de I'espace de Bruhat-Schwartz). Puisque 0
reste fixe par ’action de k*, 'expression Zyek* f(yz) n’a pas de sens pour x = 0 & moins que 'on
ait f(0) = 0. De plus, quand |z| — 0, les sommes ci-dessus approximent, en tant que sommes de
Riemann, le produit des |z|~! par [ f dx pour la mesure additive de Haar, et alors on a aussi besoin
que [ fdz = 0. Nous pouvons maintenant définir I'espace de Hilbert L?(X)o comme la complétion

du sous-espace de codimension 2

(6) S(A) = {f €S(A): f(0)=0, / fdx = 0}

pour la norme || ||s donnée par

(7) 113 = [| 3 fao)|” (14 1og? o) 2 o]

qek*



ou l'intégrale calculée sur A*/k* et d*x est la mesure de Haar multiplicative sur A*/k*. L’horrible
terme (1 4 log? |2])%/? est alors 1a pour contrdler la croissance des fonctions sur le quotient non-
compact. Nous verrons comment supprimer ce terme plus tard dans la section VII. Noter que

|gz| = |z| pour tout q € k*.

Le point-clé est que nous utilisons la mesure |z| d*z plutdt que la mesure de Haar additive dz. Bien
stir, pour un corps local K, on a dx = |z|d*z mais cela ne sert a rien dans la situation globale

ci-dessus. On a plutot,

(8) dr =lim ¢ |z|" " d*z.
e—0

Une représentation naturelle de Cj, sur LZ(X)o est donnée par :

(9) UG (@) =fG"2) VaeAd, jeCy

et le résultat est indépendant du choix d’un reléevement de j dans J, = GLi(A) parce que les
fonctions f — f, sont dans le noyau de la norme. Les conditions (6) qui définissent S(A)g sont
invariantes sous l'action de Cj et elles fournissent ’action suivante de C} sur le complémentaire a
2 dimensions de S(A)p C S(A) ; ce complémentaire est C & C(1) ou C est le module trivial Cj
(correspondant a f(0)) alors que le twist de Tate C(1) est le module

(10) (3, A) = 1A

provenant de 1’égalité
() [ 16t 0da =il [ @) do.

Dans le but d’analyser la représentation (9) de Cy, sur L2(X)o, nous allons la relier & la représentation
gauche réguliere du groupe C}, sur I'espace de Hilbert L%(C’k) obtenue de ’espace de Hilbert suivant

des fonctions de norme carrée,
(12) €l = [ lel)l (141022 g2
2
ol nous avons normalisé la mesure de Haar du groupe C}, avec comme module,
(13) | |:Cr — R
de telle fagon que l'on ait (cf. [W3])

(14) / d*g ~logA quand A — +o0.
lgl€[1,A]

La représentation réguliere gauche V de Cy sur L3(Cy) est

(15) V()& (g)=&ag) Vg.a€Cy.

Noter qu’a cause du poids (1 +log? |x|)5/ 2| cette représentation est non unitaire mais qu’elle satisfait

I'estimation de la croissance

(16) IV(9)]| = O(log |g])** quand [g| — oo



qui découle de I'inégalité (valide pour u,v € R)
(17) plutv) <272 pu) p(v) , plu) = (1+u*)?/?.
Nous définissions E comme lisométrie linéaire de LZ(X)o dans L3(C)) donnée par 'égalité,

(18) E(f)(9)=19I"*Y_ flag) VgeCx.

qEk*

|1/2

En comparant (7) & (12), on voit que F est une isométrie et le facteur |g est imposé par la

comparaison des mesures |g| d*g de (7) et d*g de (12).

OnaE(U(a) f)(9) = g/'/* Xy (U(a) f) (a9) = gI'/* Yoy fla " ag) = lal'? o™ g2 o flaa™"g) =
jal'/? (V(a) E(f)) (9)-

Ainsi,
(19) EU(a) = |a|'?V(a) E.

Cette équivariance montre que l'image de F dans Lg(Ck) est un espace clos invariant pour la

représentation V.

Le théoréme ci-dessous et son corollaire montrent que le conoyau H = L2(Cy)/ Im(E) de I'isométrie
F joue le role de I'espace de Polya-Hilbert. Puisque Im E est invariant sous la représentation V', on

définit W comme la représentation correspondante de Cj sur H.

Le groupe localement compact abélien Cy, est (de fagon non canonique) isomorphe & K x N ot
(20) K={g€Cy;lg| =1}, N =image || C R} .

Pour des corps de nombres, on a N = R alors que pour des corps de caractéristique non-nulle,

N ~ 7 est le sous-groupe ¢% C R% (ol g = p! est la cardinalité du corps des constantes).

Nous choisissons (de fagon non canonique) un isomorphisme

(21) Cr~K xN.

Par construction, la représentation W satisfait (en utilisant (16)),
(22) IW (9)ll = O(log |g])*/*

et sa restriction a K est unitaire. Aussi, H se scinde en une somme directe canonique de sous-espaces

orthogonaux 2 a 2,

(23) H= & Hy, Hy=1{; W(9)E=x(9)¢, Yge K}

xeK

ou x parcourt le groupe dual de Pontrjagin K, qui est le groupe abélien discret K des caracteres
de K. En utilisant I'isomorphisme non canonique (21), i.e. linclusion correspondante N C Cj,

on peut maintenant restreindre la représentation W a n’importe lequel des secteurs H,. Quand
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la caractéristique de k est > 0, alors N ~ Z et la condition (22) montre que laction de N sur
M, est donnée par un seul opérateur a spectre unitaire (on utilise la formule du rayon spectral
|Spec w| = Lim || w™|'/"). Quand la caractéristique de k est nulle, on travaille avec une action de
R% ~ R sur H, et la condition (22) montre que cette représentation est engendrée par un opérateur
clos non-borné D, a spectre purement imaginaire. Le résolvant Ry = (Dy — A)~! est donné, pour
Re A > 0, par 'égalité

o0

(24) Ry :/ Wy(e®) e ds

0
et pour Re A < 0 par,
(25) Ry = / W (™) e ds

0
alors que 'opérateur D, est défini par

o1 c

(26) D€ =lim = (Wy(e") - 1)€.

Théoreme 1. Soient x € IA(, 0 >1, H, et D, comme ci-dessus. Alors Dy a un spectre discret,
SpD, C iR est I'ensemble des parties imaginaires des zéros de la fonction L a Gréssencharakter
X de partie réelle %; pESPD & L ()Z, % + p) =0 et p €iR, ou X est l'unique extension de x a
Cl qui est égale a 1 sur N. De plus, la multiplicité des p dans Sp D est égale au plus grand entier

n < %, n €tant inférieur a la multiplicité de n < % + p comme zéro de L.

Le théoreme 1 a une formulation similaire quand la caractéristique de k est non-nulle. Le corollaire

suivant est valide pour les corps globaux k de caractéristique arbitraire.

Corollaire 2. Pour toute fonction de Schwartz h € S(Cy) Uopérateur W (h) = [W(g)h(g)d* g
dans H appartient a la classe des traces, et sa trace est donnée par

Trace W (h) = Z ﬁ(%, p)

L()?,%-HJ):O
peiR/N-L

ot la multiplicité est comptée comme dans le Théoréme 1 et ou la transformée de Fourier h de h
est définie par,

~

h(%.p) = /C () 5(w) |ul? d* u.

Noter que nous n’avons pas eu a définir les fonctions L, mais seulement leur prolongement analytique,

avant d’établir le théoreme, qui montre que la paire
(27) (Hyx, Dy)

se qualifie certainement comme un espace de Polya-Hilbert.
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Le cas de la fonction zéta de Riemann correspond au caractere trivial y = 1 pour le corps global
k = Q des nombres rationnels.

En général, les zéros des fonctions L peuvent avoir des multiplicités mais ’on s’attend a ce que pour
un Grossencharacter y, cette multiplicité soit bornée, de telle facon que pour une valeur suffisam-
ment grande de §, la multiplicité spectrale de D sera la bonne. Quand la caractéristique de k est

> 0, cela est certainement vrai.

Si ’on modifie le choix de I'isomorphisme non canonique (21), cela change 'opérateur D en
(28) D'=D—is

ou s € R est déterminé par 1’égalité

(29) X'(9)=xX(9)lgl* VgeCy.

La cohérence de I’établissement du théoreme est assurée par 1’égalité

(30) L(X',z)=L(X,z+is) VzeC.

Quand les zéros de L apparaissent de fagcon multiple et quand ¢ est assez grand, 'opérateur D est
non semi-simple et il a une forme de Jordan non triviale (cf. Appendice I). Cela est compatible avec

la, condition presque unitaire (22) mais pas avec une symétrie biaisée pour D.

La preuve du théoréme 1, fournie dans I’Appendice I, est basée sur I'interprétation de la distribution
théorique par A. Weil [W2] de I’équation fonctionnelle basée sur I'idée de Tate et Iwasawa. Notre

construction devrait étre comparée a [Bg] et [Z].

Comme on s’y attend du fait de (C), l'espace de Polya-Hilbert H apparait comme un conoyau.
Puisqu’on obtient I'espace de Hilbert L#(X)y en imposant deux conditions linéaires sur S(A),

(31) 0= 8(A) — S(A) B caca) —o,

nous définirons Lg(X ) de telle maniere qu’il apparaisse dans une séquence exacte de Ci-modules
(32) 0— L3(X) — L3(X) - CaC(1) = 0.

Nous pouvons alors utiliser la séquence exacte de Ci-modules

(33) 0— L3(X)o— L3(Cy) > H —0

avec le Corollaire 2 pour calculer de maniere formelle quel devrait étre le caractere du module L3 (X).
En utilisant (32) et (33), nous obtenons,

(34) Trace (U(h)) = h(0) + h(1) = > h(x,p) + 00 h(1)

L(x,p)=0

Rep:%

ol ﬁ(x, p) est défini par le Corollaire 2 et

(35) U(h) = /C U(g) h(g)d* g



alors que la fonction test h est dans un espace de fonctions convenable. Noter que la trace du
coté gauche de (34) n’a de sens qu’aprés qu’on ait procédé & une régularisation adéquate puisque
la représentation réguliere gauche de Cj n’est pas tracable. Cette situation est similaire a celle
rencontrée par Atiyah et Bott ([AB]) dans leur preuve de la formule de Lefschetz. Nous devrons
d’abord apprendre comment calculer la trace ci-dessus de maniere formelle & partir des points fixes
de ’action de Cj, sur X. Dans la section VII, nous montrerons comme régulariser la trace et éliminer

completement le parametre d.
IV. Formule de trace d’une distribution pour les flots sur des variétés

Dans le but de comprendre comment le c6té gauche de I'égalité (34) devrait étre calculé, nous devri-
ons d’abord rendre compte de la preuve de la formule habituelle de Lefschetz par Atiyah-Bott ([AB])
et décrire le calcul de la trace théorique de la distribution sur les variétés, qui est une variation sur le
theéme de [AB] et qui a été fournie par Guillemin-Sternberg [GS]. Nous nous référons a I’Appendice

III pour un traitement plus détaillé indépendant des coordonnées [GS].

Commencons par un difféomorphisme ¢ d’une variété lisse compacte M et supposons que le graphe
de ¢ est transverse a la diagonale sur M x M. On peut alors aisément définir et calculer la trace
de la distribution théorique de l'opérateur U : C>°(M) — C*°(M),

(1) (U&)(x) = &(p()).-

Par exemple, soit k(x,y) la distribution de Schwartz sur M x M telle que

) Ue)(w) = [ ko) €)dy,
La trace de la distribution sur U est simplement

(3) Trace (U) = /k(m, x)dz,
Pres de la diagonale et en coordonnées locales, on obtient :

(4) k(x,y) =6(y — »(z))

ou 6 est la distribution de Dirac.

Puisque, par hypothese, les points fixes de ¢ sont isolés, on peut calculer la trace (3) comme une

somme finie ). et obtenir la contribution de chaque point fixe © € M, ¢(x) = x, comme
zp(z)=2

1
- @)

ol ¢/(x) est le Jacobien de ¢ et |A| = |det A].

()
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On utilise simplement 'inversibilité de id — ¢’(z) pour effectuer un changement de variables dans
I'intégrale,

© [ 3t etway.
On obtient alors (cf. [AB]),
1
(7) Trace (U) = x’w%;_x m .

Ce calcul s’étend immédiatement a I’action de ¢ sur les sections d’un fibré vectoriel équivariant E tel
que le fibré AFT*, dont les sections C*(M, E) sont les formes lisses de degré k. La somme alternée
des traces théoriques de la distribution correspondante constitue la trace ordinaire de I'action de ¢
sur la cohomologie de de Rham, amenant ainsi a la formule habituelle de Lefschetz,

(8) > (~1) Trace " /H) = Y~ sign det(1 — ¢'(x)).

p(z)==

Référons-nous a l'appendice qui utilise des notations plus pédantes pour montrer que la trace

théorique de la distribution est indépendante des coordonnées.

Nous allons maintenant écrire I’analogue de la formule (7) dans le cas d’un flot F; = exp(tv) de
difféomorphismes de M, ou v € C*°(M,T) est un champ de vecteurs sur M. Nous obtenons un

groupe a un parametre d’opérateurs agissant sur C*°(M),
(9) (U&)(z) = &(Fi(z))  VEEC®(M), zeM, teR,

et nous avons besoin de la formule pour,

(10) p(h) = Trace ( / h(t) Uy dt) heC®(R), h(0)=0.

La condition h(0) = 0 est nécessaire parce que nous ne pouvons pas étre assurés que la fonction

Identité Fy est transverse a la diagonale.

Pour définir p comme une distribution évaluée sur la fonction test h, choisissons f comme étant la

fonction suivante,

(11) [ X=MxR—->Y=M, f(x,t) = Fi(x).
Le graphe de f est la sous-variété Z de X x Y,

(12) Z ={(z,t,y) ; y=Fi(x)}.

Soit ¢ 'application diagonale,

(13) o(x,t) = (z,t,x), o M xR—=> X XY

et supposons la transversalité @M Z  en dehors de M x (0).
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Soit 7 la distribution,

(14) 7= (0(y - Fi(x)) dy),
et ¢ la seconde projection,

(15) q(z,t) =t € R,

alors, par définition, p est le foncteur image directe ¢.(7) de la distribution 7.
On peut vérifier (cf. Appendice III) que g«(7) est une fonction généralisée.

Exactement comme dans le cas d’une transformation simple, les contributions a (10) viendront des
points fixes de F;. Ces derniéres viendront soit d’un zéro du champ vectoriel v, (i.e. z € M tel que
v, = 0) soit d'une orbite périodique v du flot et nous appellerons TW# la longueur d’une telle orbite

périodique.
Sous I’hypothese de transversalité ci-dessus, la formule pour (10) est (cf. [GS], [G] et I’Appendice III),

(16) Trace ([ h(t)Urdt) =3, , o fll (FL) rdt+ 32, ST = FT/ h(T)

ou dans la seconde somme, 7y est une orbite périodique de longueur TW# ,et T varie dans Z Tv# tandis
que (FT/)* est ’application inverse de Poincaré, i.e. la restriction du plan tangent a la transverse a
l’orbite.

On peut réécrire (16) sous une forme plus simple ainsi,

(17) Trace </ h(t) U dt) = ;/IW %d*u,

ot les zéros x € M, v, = 0, sont aussi considérés comme des orbites périodiques v, alors que I, C R
est le sous-groupe d’isotopie d'un x € v, et ou d*u est I'unique mesure de Haar dans I, telle que
le covolume de I, soit égal a 1, i.e. tel que pour I'unique mesure de Haar du de masse totale 1 sur
R/I et pour tout f € CX(R),

(18) /Rf(t) dt—/R/I (/If(u—i-s) d*u> dp(s).

On écrit également (Fy,), pour la restriction du plan tangent F), & I’espace transverse aux orbites.

Pour comprendre & quoi ressemble (F}), en un zéro de v, on peut remplacer v(x) pour x proche de
xo par son image tangentielle. Pour des raisons de simplicité, prenons le cas en dimension 1, avec
v(z) =x 8%7 agissant sur R = M.

On a Fy(z) = e! z. Puisque F} est linéaire, le plan tangent (F}), est

(19) (Fi)e =

t (12) devient

(20) Trace </ h(t) U dt) = |1h(t)et| dt.
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Ainsi, pour ce flot, la formule de trace de la distribution est

h(u)
1]

(21) Trace (U(h)) = / d*u

ol nous utilisons une notation multiplicative de telle fagon que R’ agisse sur R par multiplication,
alors que U(h) = [U(v)h(v) d*v et d*v est la mesure de Haar du groupe R*.

On peut traiter de maniere similaire 'action, par multiplication, du groupe des nombres complexes

non-nuls de la variété C.

Nous allons maintenant étudier le cas plus général d’un corps local arbitraire.
V. L’action (\,z) - Az de K* d’un corps local K.

Soit K un corps local et considérons I'application,

(1) [ KxK"— K, f(z,\) =\z

ainsi que 'application diagonale,

(2) p: KXK*" -5 KxK*x K, olz,\) = (z,\ )

comme dans IV (11) et (12) ci-dessous.

Quand K est archimédien, on est dans le cadre des variétés et on peut associer a f une J-section de
support Z = Graphe (f),
(3) 6z =06(y—Ax)dy.

En utilisant la projection ¢(z,\) = XA de K x K* sur K*, on considere alors comme ci-dessus la

fonction généralisée sur K* donnée par,

(4) q:(¢*0z).

Le calcul formel de cette fonction généralisée de A est

/5(:5 —\z)dr = /5((1 —\)z)dr = /5(y) d((1-=X)"1y)

—= A [ Sy =N

Nous devons justifier cela en calculant la convolution des transformées de Fourier de §(z — y) et
0(y — Ax) puisque c’est la maniere correcte de définir le produit de deux distributions dans ce con-
texte local.

Calculons d’abord la transformée de Fourier de §(az + by) ot (a,b) € K2(# 0). L’appariement de
K? et de son dual K? est donné par

(5) (@, 9),(§;m) = a(z§+yn) € U(L).
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ol « est un caractere fixe non trivial du groupe additif K.

Soit (¢, d) € K2 tel que ad — bc = 1 et considérons la transformation linéaire inversible de K2,
x a b |x

0 Ll-E A B)

La transformée de Fourier de ¢ o L est donnée par

(7) (po L) = |detL|71{50(L71)t.

Ici, on a det L =1 et (L™')* définie par
® wy=14

On calcule d’abord la transformée de Fourier de §(x), la mesure de Haar additive dz est normalisée
de fagon & étre auto-duale et en une seule variable, d(z) et 1 sont transformées de Fourier I'une de

I’autre, de telle sorte que
9) (1) =184.

En utilisant (7), on obtient que la transformée de Fourier de §(ax + by) est 6(—b& + an). On doit

alors calculer la convolution des deux fonctions généralisées, 6(£ + n) et 6(£ + An). Maintenant,

/f@nw@+wﬁ%mﬁi/ﬂ&f®d€

) [ remseramdean= [ r-xnnan

de telle maniere que ’on doit gérer deux mesures portées respectivement par deux lignes distinctes.

Leur convolution évaluée sur f € C°(K 2) est

[ fla+ B)du(a ) =/ Jf(€ (=An,n)) d dn
=fff€ Am =&+ n)d§dn
= (£ ) dg’an ) x|| !
ou J est le déterminant de la matrice {_ )\} = L, de telle maniere que [g:] =J Lﬂ On a

J =1— X\ et alors, la convolution des fonctions généralisées §(§ + 1) et §(§ + An) donne comme

attendu la fonction constante

(10) 1—A"'1.

De maniere correspondante, le produit des distributions §(z —y) et 6(y — Ax) donne |1 — X|~! dg de
fagon que,

(11) /6($—y)5(y—)\x)dxdy:|1—/\|_1.

Dans ce cas local, la transformée de Fourier seule était suffisante pour donner un sens pertinent au
produit des distributions. En fait, cela continuerait d’avoir du sens que de remplacer §(y — A x) par

/h(A‘l) Sy — Ax)d* A
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ou h(1) = 0.
Nous allons maintenant traiter en détail le cas général plus délicat dans lequel h(1) est arbitraire.

Nous allons démontrer un résultat général précis (théoréme 3) qui gére le manque de transversalité

lorsque h(1) # 0. On travaille directement avec 'opérateur suivant dans L?(K),

(12) U(h) = /h()\) UN)d*A,

ou lopérateur d’échelle U(\) est défini par

(13) UM &) =¢N"a)  Vaek
et ou la mesure de Haar multiplicative d*\ est normalisée par,

(14) / d*X\ ~log A quand A — oco.
INE[L,A]

Pour interpréter la “trace” de U(h), nous allons procéder comme dans le cas de la formule de trace
de Selberg ([Se]) et utiliser une coupure (cut-off). Pour cela, nous utilisons la projection orthogonale
Py sur le sous-espace,

(15) Py={¢c*K); £&(x)=0 Vz, |z|>A}.

Alors, Py est Vopérateur multiplicatif par la fonction py, ott pa(z) = 1 si |z] < A, et p(z) = 0
pour |z| > A. Cela donne une coupure (cut-off) infrarouge et pour obtenir une coupure (cut-off)
ultraviolet, on utilise ]3/\ = FPy\F~! ol F est la transformée de Fourier (qui dépend du caracteére
de base «). On pose

(16) Ry = P\ Py.
Le résultat principal de cette section est alors,

Théoréme 3. Soit K un corps local de caractére de base . Soit h € S(K*) a support compact.

Alors Ry U(h) est un opérateur de classe trace et quand A — oo, on a

/ h(u—l)
Trace (Ry U(h)) = 2h(1)log’ A + 1 d*u+o(1)
—u
ot 2log’ A = f/\eK*,we[A*l,A] d*X, et ou la valeur principale f/ est uniquement déterminée par

Uappariement avec l'unique distribution sur K qui coincide avec pour uw # 1 et dont la trans-

\1 U\
formée de Fourier s’évanouit en 1.

Preuve. On normalise comme ci-dessus la mesure de Haar additive pour qu’elle soit auto-duale sur
K. Soit la constante p > 0 déterminée par 1’égalité,

d\
(17) / ~ plog A quand A — 0.
1<pi<a 1AL

de telle maniere que d*A = p_lﬁ. Soit L I'unique distribution, extension de p_ll d“| dont la

transformée de Fourier s’évanouit en 1, L( ) = 0. On a alors, par définition,

|1 fu| B <L’ h(ﬁo|l)> /
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< h(u™1)

ol = = 0 pour ! en dehors du support de h.

Soit T'= U (h). On peut écrire le noyau de Schwartz de T' comme,

(19) k(z,y) = /h(xl)a(y —A\x)d* ).

Etant donné n’importe quel tel noyau k, on introduit son symbole,

(20) 7(0,€) = [ bla+ ) aug) du

comme sa transformée de Fourier partielle. Le noyau de Schwartz 7 (z,y) de la transposée R, est
donné par,

(21) ra(z,y) = pa(x) (pr) (z —y) -

Ainsi, le symbole o5 de Rf\ est simplement,

(22) oa(x,€) = palz) pa(§) -
L’opérateur Ry est de classe trace et 'on a,

(23) Trace (RAT) = /kz(m,y) rh(x,y) dedy.
En utilisant la formule de Parseval, on obtient,

(24) Trace (RAT) = /| - |£|<A0(x,§) dx d€ .

Maintenant, le symbole o de T' est donné par,

(25) o(x,€) = /h(xl) (/ §(x 4+ u — \x) a(uf) du) d*\.
On a,

(26) /5(:}5 Fu— ) a(ud) du = a((A — 1) 28),
aussi (25) donne,

(27) 7.8 =5 [ gl¥)a(ha) dx

(28) g =h(A+1)"HA+1 .

Puisque h est lisse & support compact sur K*, la fonction g appartient a C°(K).
Alors o(z,€) = p~! g(a€) et,

(29) Trace (Ry T) = p~! / oy B e
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Avec u = z€, on a drdé = du % et, pour |u| < A2,

||

L 9log’ A — log |u|

d
30 p_l/
(30 Ll <pej<a ||

A

(en utilisant la définition précise de log’ A pour gérer les termes aux bornes). Ainsi, nous pouvons

réécrire (29) comme,

(31) Trace (RAT) = / g(u) (21og’ A — log |u|) du
|u|<A2

Puisque g € C°(K), on a,
(32) / [g(u)|du=0(A"N) VN
lul>A2
et de facon similaire, pour |g(u) log |u||. Ainsi,
(33) Trace (RyT) = 2g(0) log’ A — /§(u) log |u| du + o(1).

Maintenant, pour n’importe quel corps local K et pour n’importe quel caractere de base «, si nous
prenons comme mesure de da la mesure auto-duale, la transformée de Fourier de la distribution

©(u) = —log|u| est donnée ailleurs qu’en 0 par

a1

(34) Pl =" o

)

avec p déterminée par (17). Pour connaitre celui-ci, appelons P la distribution sur K donnée par,

e—0
e€Mod(K)

(35) P(f)= lim ( /| @ f(O)loga).

On a P(f,) = P(f) —log|a| f(0) , ce qui est suffisant pour montrer que P(x) est égal & —log |z|+
Cte, et que @ differe de P par un multiple de d.

Alors, la formule de Parseval donne, avec les conventions du théoreme 3,

- 1/ da
(36) - [ togluldu = [ g(a) 7.
p lal
En remplagant a par A — 1 et en appliquant (28), on obtient le résultat escompté.
Nous montrerons dans I’Appendice II que la valeur principale a privilégier, qui dépend du caractere
de base «a, est la méme que dans les formules explicites de Weil.

VI. Le cas global, et le calcul de la formule de trace.

Nous allons maintenant considérer I’action de Cj sur X et écrire I'analogue de IV (17) pour la

formule de trace de la distribution.
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X et C sont tous les deux définis comme des quotients et 1’on définit
(1) m:A—= X, c:GLi1(A) — Cy

comme les applications quotients correspondantes.

Comme ci-dessus, on considere le graphe Z de I'action

(2) F: XxCy—= X, f(z,\) =

et I'application diagonale

(3) P: X xCr—=>XxCrxX oz, \) = (z,\, ).

Recherchons d’abord les points fixes, ¢~1(Z), i.e. les paires (z,\) € X x Oy telles que Az = x.
Choisissons x = 7(Z) et A = ¢(j). Alors I'égalité Az = z signifie que 7(jZ) = (&) et alors, il existe

q € k* tel qu'avec j = ¢j, on a
(4) jr=17.

Rappelons maintenant que A est le produit direct restreint A =II k, des corps locaux k, obtenu
res

par complétion de k par rapport & la place v. L’égalité (4) signifie que Jodiy = &y ; ainsi, si &, # 0
pour tout v, il s’ensuit que j, = 1 Vv et j = 1. Cela montre que la projection de p~'(Z) N Cx\{1}
sur X est I'union des hyperplans

(5) UH,; Hvzw(ffv), f]v:{w; xy =0}.

Chaque H, est clos dans A et est invariant par la multiplication par des éléments de k*. De cela, il
découle que H, est un sous-ensemble clos de X et on vérifie que c’est la fermeture de ’orbite sous

C} de n’importe quel point générique
(6) T, Ty,=0 <= u=wv.

Pour n’importe quel tel point z, le groupe d’isotropie I, est I'image dans C du groupe multiplicatif
kr,

(7) I =k

par application A € kX — (1,...,1,A\,1,...). Cette application apparait aussi dans la théorie des
corps de classes (cf. [W1]) pour relier la théorie de Galois locale & la théorie globale.

Les deux groupes k; et Cj sont commensurables a R*} par ’homomorphisme de modules, qui est
propre a image cocompacte,

-
(8) G — R

Puisque la restriction a k;; du module de C}, est le module de £}, il s’ensuit que

(9) I, est un sous-groupe cocompact de Cj, .
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Cela autorise a normaliser les mesures de Haar respectives de telle maniére que le covolume de I,
vaille 1. Cela est en fait assuré par la normalisation canonique des mesures de Haar des groupes
modulés (cf. [W3]),

(10) / d*g ~logA quand A — +c0.
lgl€[1,A]

Il est important de noter que bien que I, soit cocompact dans Cy, I'orbite de z n’est pas fermée et
qu’il est nécessaire de la fermer, le résultat de cette fermeture étant H,. Nous expliquerons comment
justifier ce point plus tard dans la section VII, dans la situation similaire de 'action de Cg sur Xg.
Nous pouvons maintenant au vu des résultats des deux sections précédentes écrire la contribution

de chaque H, a la trace de la distribution.

Puisque H, est un hyperplan, on peut identifier ’espace transverse N, a H, en x avec le quotient
(11) N, = A/H, =k,

qui est plus précisément le groupe additif du corps local k,. Etant donné j € I, on a j, = 1 Vu # v,
et j, = A € k. L’action de j sur A est linéaire et rend x fixe, ce qui a pour conséquence que ’action

sur ’espace transverse N, est donnée par
(12) (A, a) > Xa  Va € ky.

Nous pouvons alors espérer aboutir en écrivant la contribution de H, a la trace de la distribution

ainsi,

h(A) .
(13) /ml_AdA

ou h est la fonction test sur Cj qui s’évanouit en 1. Nous devons alors préter attention a une
contradiction en terme de notations avec la troisieéme section (formule 9), quand nous avons utilisé

le symbole U(j) pour Popération

(14) (UG ) () = fG ")

tandis que nous avons utilisé j dans la discussion ci-dessus. Cela revient a remplacer la fonction test
h(u) par h(u~!') et alors, nous obtenons comme analogue formel de III (17) I'expression suivante

pour la trace de la distribution

u-!
(15) Trace (U(h)) = / * }Ill(— u)| d*u.

Maintenant, le c6té droit de (15) devient, quand on le restreint a 'hyperplan h(1) = 0, la distribution
obtenue par André Weil [W3] comme syntheése des formules explicites de la théorie des nombres pour

toutes les fonctions L a Grossencharakter. En particulier, nous pouvons la réécrire en

(16) h(0) +h(1) = Y h(x,p) + o0 h(1)
L(x,p)=0

ol cette fois, la restriction Re(p) = 3 a été éliminée.
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Ainsi, rendre égales (34) de la section IIT et (16) pour h(1) = 0, devrait permettre d’obtenir
I'information souhaitée sur les zéros. Bien sir, cela nécessite au préalable d’éliminer le role de
d, et (comme dans [AB]) de prouver que la trace coincide avec la trace théorique d’un opérateur or-
dinaire sur le conoyau de E. On effectue cela pour la formulation connue du théoréme du point-fixe

de Lefschetz en utilisant les familles.

Une propriété tres importante de la partie droite de (15) (et de IV (17) en général) est que si la
fonction test h, avec h(1) = 0, est positive,

(17), h(u) >0 YueC

alors le coté droit est positif. Cela indique des le début que, dans le but d’obtenir I'espace de
Polya-Hilbert a partir du flot de Riemann, ce n’est pas la quantification qui devrait étre en jeu mais
simplement le passage & l’espace L?, X — L?(X). Effectivement, la positivité de IV (17) est typique
des matrices de permutation plutdt qu’associée a la quantification. Cette distinction joue un réle
crucial dans la discussion ci-dessus au sujet de la formule de trace, en particulier par le fait que la
formule de trace attendue n’est pas une formule semi-classique mais une formule de Leschetz dans
Iesprit de [AB].

La discussion ci-dessus n’est pas une justification rigoureuse de cette formule. Le premier obstacle
évident est que la trace de la distribution est seulement formelle et que, pour lui donner une signifi-
cation rigoureuse liée aux opérateurs sur les espaces de Hilbert, on a besoin, comme dans la section

V, d’effectuer une coupure (cut-off).

La seconde difficulté provient de la présence du parametre 6 comme parametre de I’espace de Hilbert,

alors que § n’apparait pas dans la formule de trace.

Comme nous le verrons dans les deux prochaines sections, la coupure (cut-off) éliminera complétement
le role de d, et nous montrerons néanmoins (en démontrant la positivité de la distribution de Weil)

que la validité de la formule de trace (indépendante de §) est équivalente & 'hypothese de Riemann

pour tous les Grossencharakters de k.

VII. Preuve de la formule de trace dans le cas S-local.

Dans le calcul de la trace formelle de la section VI, nous passons sur les difficultés inhérentes a la
structure “sioux” de l'espace X.

Pour comprendre comment gérer les formules de traces sur de tels espaces, nous allons considérer
la situation légerement plus simple qui advient lorsqu’on considere seulement un ensemble fini S de
places de k.

Des que la cardinalité de S est plus grande que 3, I'espace correspondant Xg présente la plupart

des propriétés “sioux” de X. En particulier, il n’est plus de type I au sens de la Géométrie non-

commutative.
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Néanmoins, nous pourrons démontrer un résultat général précis (théoréeme 4) qui montre que la

gestion des orbites périodiques ci-dessus, et de leur contribution a la trace, est celle qui convient.

Cela montrera en particulier pourquoi les orbites du point fixe 0, ou des éléments x € A, tels que

x, s’évanouit en au moins deux places, ne contribuent pas a la formule de trace.
En méme temps, nous gererons, comme dans la section V, 'absence de transversalité quand h(1) # 0.

Décrivons d’abord le contexte réduit pour la formule de trace. Prenons k& un corps global et S un
ensemble fini de places de k contenant toutes les places infinies. Le groupe O% des S-unités est défini

comme le sous-groupe de k*,
(1) Os={aek" || =1v¢S}

Il est cocompact dans J é ol,

2) Js=11%

veS
et,
(3) Jg=1{j € Js,ljl = 1}.
Ainsi, le groupe-quotient C's = Jg/O% joue le méme role que Cj, et agit sur le quotient Xg de

As =[],ecq kv par OF.

Pour avoir & I’esprit un exemple simple, on peut prendre k = Q, avec S constitué des trois places 2,
3, et 0co. On vérifie sur cet exemple que la topologie de Xg n’est pas de type I puisque par exemple,
le groupe O% = {£2"3™; n,m € Z} agit ergodiquement sur {0} x R C Ag.

On normalise la mesure de Haar d*\ de Cg par,
(4) / d*A~logA  quand A — oo,
[Al€[1,A]

et on normalise la mesure de Haar multiplicative d*\ de Jg de telle maniere qu’elle coincide sur le
domaine fondamental D avec 'action de OF sur Jg.

Il n’y a pas de difficulté & définir I'espace de Hilbert L?(Xg) des fonctions de carré intégrable sur
Xgs. Nous procédons comme dans la section III (sans le ), et nous complétons (et séparons) I'espace
de Schwartz S(Ag) pour la structure préhilbertienne donnée par,

) 1912 = (|3 fao)| fel @
qe0%

ou l'intégrale est calculée sur C's ou, de maniere équivalente, sur un domaine fondamental D pour

I'action de O sur Js.

Pour montrer que (5) fait sens, on prouve que pour f € S(Ag), la fonction Ey(f)(z) = quog fgx)

est bornée supérieurement par une puissance de log|z| quand |z| tend vers zéro. Pour voir cela quand
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[ est la fonction caractéristique de {x € Ag, |z,| < 1,Vv € S}, on utilise la cocompacité de O dans

J é, pour remplacer la somme par une intégrale. Cette derniere intégrale est alors comparable a,

(6) / dus,
u; >0,> uy=—log|x| H

ol l'indice ¢ varie dans S. Le cas général découle de cela.

L’opérateur d’échelle U () est défini par,
(7) UNE) (@) =¢"w)  Vaedy

et la méme formule, avec x € Xg, définit son action sur L?*(Xg).

Se donner une fonction lisse h supportée de fagon compacte sur Cs, U(h) = [ h(g)U(g)dg, consiste

a se donner un opérateur agissant sur L?(Xg).

Nous allons maintenant montrer que la transformée de Fourier F' sur S(Ag) s’étend & un opérateur
unitaire sur I’espace de Hilbert L?(Xg).

Lemme 1. a) Pour toute fonction f; € S(Ag), les séries Zog (f1,U(q) f2) 4 des produits intérieurs
sur L?(Ag) convergent géométriquement sur le groupe commutatif fini engendré O%. De plus, leur

somme est égale au produit intérieur de fy et fo dans Uespace de Hilbert L?(Xsg).

b) Soit @ = [[aw un caractére de base du groupe additif As et F la transformée de Fourier lui
correspondant. La fonction f — F(f), f € S(Ag) étend de fagcon unique l’espace de Hilbert L?(Xg).

Preuve. La fonction L : O — RS, donnée par L(u), = log |u,| a un noyau fini et son image est un
treillis sur 'hyperplan H = {(yv), > ¢y = 0}. Sur H, on a Supsy, > 1/2n ) |y,|, ot n = card(S).
Alors, on a I'inégalité

(8) Sups|qs| > exp(d(q,1))  Vq € Oy

pour une métrique spatiale adéquate d sur O%.

Soit K, = {x € Ag; |zy] < n, Yv € S} et k, la fonction caractéristique de K,,. Soit (\,,) une suite

a décroissance rapide telle que,

9) 1fi@)] <D Aaka(z) Yz € Asg,
On a pour une constante adéquate c,
(10) | (kn, U(q™") kn) | < en™(Sups|qu|) ™

oum = Card(S).

En utilisant (9), on voit alors que (f1,U(q) f2) 4 décroit exponentiellement sur O§. En appliquant
le théoreme de Fubini, on aboutit a 1’égalité,

(1) JI3 s lalas = S rv@

qe0y 0%
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Cela prouve a). Pour prouver b), on utilise seulement (11) et les égalités (F'f, F'f), = (f, f)4 et
F(U(q) f) = Ulg HF(f).

Maintenant, exactement comme dans le cas des corps locaux ci-dessus (théoreme V.3), on a besoin

d’utiliser une coupure (cut-off). Pour cela, on utilise la projection orthogonale P sur le sous-espace,
(12) Py={¢€ L}(Xs); &(x) =0 Vo, |z[>A}.

Ainsi, Py est Popérateur multiplicatif par la fonction pa, olt pa(z) =1 si |z| < A, et p(z) = 0 pour
|| > A. Cela donne une coupure (cut-off) infrarouge et pour obtenir une coupure ultraviolette,
on utilise Py = FPyF~! ol F est la transformée de Fourier (lemme 1) qui dépend du choix du

caractere de base a = [[ . On pose,
(13) Ry =Py Py.
Le résultat principal de cette section est alors,

Théoréme 4. Soit Ag défini comme précédemment, avec un caractére de base o = [[ . Soit

h € §(Cs) possédant un support compact. Alors quand A — oo, on a

Trace (Ra U(h)) = 2h(1) log’ A + Z /* u+o(1)

veS |1 o u|

ot 2log’ A = fx\e()s, IAE[A-1,A] d*X, chaque k est envoyé sur Cs par la fonction v — (1,1,...,u, ..., 1)

. . ! ~ -, a . . . . .
et la valeur principale f est determmee de maniere unique par l’appariement avec 'unique distri-

bution sur k, qui coincide avec pour u # 1 et dont la transformée de Fourier relative d oy,

|1 u\
s’évanouit en 1.

Preuve. On normalise comme ci-dessus la mesure de Haar additive dx pour qu’elle soit la mesure
auto-duale sur le groupe abélien Ag. On détermine la constante p > 0 par I’égalité (ot le domaine

fondamental D est comme ci-dessus),

dA
/ ~ plog A quand A — 0.
xeD1<pj<a 1Al

de telle fagon que d*\ = p_lﬁ.

On prend f une fonction compacte lisse supportée par Jg et telle que
(14) > flag)=hlg) VgeCs.
qeog

L’existence d'une telle fonction f découle du caractére discret de Oy dans Js. Nous avons alors

Pégalité U(f) = U(h), ot

(15) U(h = [ FU s

Pour calculer la trace de U(h) agissant sur les fonctions de 1’espace quotient Xg, on procéde comme
dans le calcul de la formule de trace de Selberg (cf. [Se]). Ainsi pour un opérateur T, agissant sur

les fonctions sur Ag, qui commute avec l'action de O et qui est représenté par un noyau entier,
(16) 7€) = [ Kr.6(w)d.
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la trace de son action sur L?(Xg) est donnée par,

(17) Trace(T) = » /D k(z, qx)da.

qe0%

ot D est comme ci-dessus le domaine fondamental de 'action de OF sur le sous-ensemble Jg de Ag,
dont le complément est négligeable. Posons T'= U(f). On peut écrire le noyau de Schwartz de T

comme,

(18) k(. y) = / SO 8y — Ax) d* A

Par construction, on a,

(19) k(qz, qy) = k(z,y) g€ O,
Pour n’importe quel ¢ € OF, nous évaluerons I'intégrale,
(20) Iy = / k(gz,y)ry (=, y)dyda
zeD
olt le noyau de Schwartz rf (z,y) pour la transposée RY, est donné par,

(21) ra(z,y) = pa(@) (o2) (z — y).

Pour évaluer 'intégrale ci-dessus, on pose y = x + a et on calcule la transformée de Fourier en a.

Pour la transformée de Fourier en a de fo(m, x + a), on obtient,

(22) oa(z, &) = pa(x) pa(§) -

Pour la transformée de Fourier en a de k(gx,x + a), on obtient,

(23) o(x,€) = /f(A‘l) (/ §(z + a — \gx) a(af) da) d*\.
On a,
(24) /5(x+af)\q:v)a(a§) da = a((Ag—1)x£),

ainsi (23) donne,

(25) o(a,€) = p! /A (1) o (uz€) du
(26) da(w) = Flglut+ 1)) fut 17

Puisque f est lisse & support compact sur A%, la fonction g, appartient a C°(Ag).
Ainsi o(z, &) = p~1 Gy (x€) et, en utilisant la formule de Parseval, on obtient,
(27) I, = / o(x, &) drdE.

z€D, |z <A[€]<A
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Cela donne,

(28) L=p" Gu(x€) da de .

/ftED7 lz|<Alg|<A

Avec u = €, on a dx df = du %z' et, pour |u| < A%

d
(29) p! / 22— 2log’ A — log |ul
zeD, M <jz|<a |z|

(en utilisant la définition précise de log” A pour gérer les termes aux limites). Ainsi, on peut réécrire

(28) comme,

(30) Trace (RAT) = Z / Gq(u) (21log’ A — log |u|) du
qe0% lu|<A2

Maintenant log |u| = 3 ¢ log |u,|, et nous allons d’abord prouver que,
(31) 3 /gq(u) du = h(1),

alors que pour tout v € S,

!/ u—l
(32) S [ ) oghuu= [ M

4€0% k: 11— ul

En fait, toutes les sommes dans ¢ auront seulement des termes non-nuls certains nombres finis de fois.

Il restera alors a controler le terme d’erreur, c’est-a-dire a montrer que,

(33) S [ Gt g ul = 210¢/ ) du = 0(A )
qeOg
pour tout N, oll nous avons utilisé la notation 2~ =0siz <0et 27 =z si z > 0.

Maintenant, on rappelle que,

gg(uw) = flglu+ 1)) Ju+1|7",

de telle facon que [ gy(u)du = g4(0) = f(¢). Puisque f est & support compact dans A%,
I'intersection de OF% avec le support de f est finie et par (14), on obtient 'égalité (31).

Pour prouver (32), on considere la projection naturelle pr, de [[;cq k] sur H#U kf. L’image pr,(O%)
est encore un sous-groupe discret de [], £v k}, (puisque k}; est cocompact dans Cg) ; ainsi, il y a seule-
ment un nombre fini de ¢ € OF tels que £}, rencontre le support f,, c’est-a-dire tels que f;(a) = f(qa)

pour tout a.

Pour chaque g € O%, on a, comme dans la section V,

l -1
fQ(u )d* ,
K 11— ul

(34) / 9q(u) (—log |uy|) du =
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et comme nous venons de le voir, cette intégrale s’évanouit excepté pour un nombre fini de ¢, de

telle maniere que, par (14), on obtienne 1'égalité (32).

Prouvons (33). Soient e (u) = (log |u| — 2log’ A)*, et

(35) 58) = [ Gulw)en(w)

le terme d’erreur. Nous allons démontrer le

Lemme 2. Pour tout A, les séries Zog |04(A)| convergent géométriquement sur le groupe commu-
tatif fini engendré OF.

De plus, la somme a(A) est en O(A™N) pour un N au moins.

Preuve. Soit d une métrique adéquate sur OF (cf. (8)) telle que,

(36) Sups|qw| > exp(d(q,1)) Vg€ O

Soit ¢ € S(Ag) définie par £(z) = f(z71)|z~!| pour tout z € A% et étendue par la valeur 0 partout

ailleurs. On a gq(x) = §(q_1(1+x)) pour tout © € Ag, de telle sorte que gq = [gy(@x)a(uz)dx =
a(—u)&(qu). Maintenant, §,(A) = [ gg(u)ea(u)du = [ f qu) a(—u) ep du = ff —q Yy)ealy) dy,

puisque £x(qu) = ep(u) pour tout u.

Ainsi, nous obtenons, en utilisant le symbole Fn pour la transformée de Fourier inverse de 7, 1’égalité,
(37) 6,(8) = Feab)(a™).

Soit « €]0,1/2[ et considérons la norme,

(38) Inll = Supzeas|F(n)(x) Supslay|®|.

Dans le but d’estimer (38), choisissons une fonction lisse ¢ sur R, égale & 1 dans un voisinage de 0,

et avec support dans [—1, 1], et introduisons les opérateurs de convolution,

(39) (Cowen@) = | (et +2) = ne) i

et les normes,

(40) Il .aw) = 1Caw *mll1

ot || ||l est la L'-norme.

La transformée de Fourier k, de la distribution C, , se comporte comme |z,|* pour |z,| — oo .
Ainsi, en utilisant F'(Co * 1) = F(Ca) F(n), et le controle de la norme supérieure F(g) par la
L'-norme de g, nous obtenons une inégalité de la forme,

(41) Sup:reAs‘F(nﬂx) Sup5|$v|a| < cq Z Hn”(l,a,v) .
S

Montrons maintenant que, pour tout n € S(Ag), et & < 1/2, on a,
(42) ”5/\ 77”(1,&,1)) = O(AiN) )
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pour un certain .

On a
l(ea(z +e)n(z + &) —ea(@)n(x)) —ealz)(n(z +¢) —n(z))| < |(ealz + &) —eal@))lIn(z + ).

De plus, en utilisant I'inégalité,
(43) ot =" < Ja—bl,
on voit que |(ex(x +¢) —ep(x))] < |log|zy + €| — log|xy]|, pour € € ky.

Posons alors,

dy
|y|1+a '

(44) b= [ togl+y

Ce nombre est fini pour toutes les places v € S dans la mesure ott o < 1/2, et on a,

de _
(45) /k P(lel)(|log |z + € —10g|x|\)|8|m < cplz[™*.
Ainsi, on obtient 'inégalité,
(46) (o 2a 1 — 28 (Corw ¥ I (&) < ilara| ™ Stupocy o In(a + ).

Puisque la fonction |z,|~* est localement intégrable, pour o < 1, on a pour n € S(Ag), et pour tout
N

)

(47) [l Sz e+ 2)lde = O(A),
ou Xy ={y+ely>Aec€ky,|e| <1}

De plus, on a pour un certain N,

(48) llea (Cago )l = O(A™Y).

Ainsi, en utilisant (46), on obtient I'inégalité (42).

En prenant n = get en utilisant (41), on obtient des nombres 6y, tels que 64 = O(A~™Y) pour tout
N et tels que,

(49) [F(erf)Sups|a,|*]| < 8p  Va € AgVA.
En prenant x = q € O%, et en utilisant (36) et (37), on obtient,
(50) [04(A)] < dpexp(—d(q,1)) Vg€ O,

qui est I'inégalité souhaitée. y
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VIII. Formule de trace dans le cas global, et élimination de 6.

La principale difficulté amenée par le parametre § dans le Théoreme 1 est que le calcul de la trace
formelle de la section VI est indépendant de §, et ainsi ne peut pas donner en général la valeur

attendue pour la trace, du fait du théoreme 1, puisque dans ce dernier, tout zéro critique p est
zéro de L. En particulier, avec les fonctions L a zéros multiples, la §-dépendance du coté spectral

compté avec une multiplicité égale au plus grand entier n < n < la multiplicité de p comme

est non-triviale. Il est également clair que I'introduction du parameétre ¢ élimine artificiellement les

zéros non-critiques de l'espace des fonctions L2(X).

Comme nous le verrons, tous ces problémes sont éliminés par la coupure (cut-off). Ce dernier sera
directement pratiqué sur 'espace de Hilbert L?(X) de telle maniere que la seule valeur de & qui
sera utilisée est § = 0. Tous les zéros joueront un role du coété spectral de la formule de trace, mais,
alors que les zéros critiques apparaitront per-se, les zéros non-critiques apparaltront en tant que
résonances, et ils seront pris en compte dans la formule de trace a travers leur potentiel harmonique
par rapport a la droite critique. Ainsi, le coté spectral est entiérement canonique et indépendant
de 6, et en prouvant la positivité de la distribution de Weil, nous montrerons que cette égalité avec
le coté géométrique, i.e. 'analogue global du théoreme 4, est équivalente a ’hypothese de Riemann

pour toutes les fonctions L a Grossencharakter.

Le groupe abélien A des adeles de k est son propre dual de Pontrjagin du fait de ’appariement
(1) (a,b) = a(ab)

ot a: A — U(1) est un caractére non-trivial qui s’évanouit sur k C A. Noter qu'un tel caractere

est mon canonique, mais que n’importe quels deux tels caractéres a et o sont reliés par k*,
(2) o (a) = a(ga) VaeA.

Il suit de cela que les transformées de Fourier correspondantes sur A sont reliées par

(3) f = f q-

C’est une raison de plus pour quotienter par des fonctions de la forme f — f;, i.e. pour considérer

I’espace-quotient X.

Fixons le caractere additif o comme ci-dessus, a = [] o, et choisissons d une idele différentielle,
(4) a(r) = ap(dz) Vxe A,

ol op = [[vo,v est le produit des caracteres normalisés locaux (cf. [W1]). Soit Sy I'ensemble fini

des places auxquelles o, est ramifié.

Nous nous concentrerons d’abord sur le cas de caractéristique positive, i.e. sur le cas des corps de
fonctions, a la fois parce qu’il est techniquement plus simple, mais également parce qu’il permet de

garder la trace de la signification géométrique de la construction (cf. section IT).
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De fagon & comprendre comment réaliser, dans le cas global, la coupure (cut-off) Ry = Py Py de la
section VII, nous allons d’abord analyser la position relative de la paire de projections ISA, P) quand
A — oo. Ainsi, appelons S O Sy un ensemble fini de places de k, suffisamment grand pour que
mod(Cs) = mod(Cy,) = ¢* et tel que, pour tout domaine fondamental quelconque D pour 'action
de O% sur Jg, le produit D x [] R} soit un domaine fondamental pour 'action de k* sur Jj.

]3/\ et Py commutent toutes deux avec la décomposition de L?(Xg) comme sommes directes des

sous-espaces, indexées par les caracteres xo de Cg 1,

(5) Ly, ={¢ € I*(Xs); £(a™ ") = xo(a) &(x), Yz € Xg,a € Cs1}

qui correspondent aux projections P, = f Xo(a a)dy a, out dj a est la mesure de Haar de masse

totale 1 sur Cg .

Lemme 1. Soit xo un caractére de Cs 1, alors pour A suffisamment grand, ]3A et Py commutent
sur l’espace de Hilbert Lio

Preuve. Soit Us 'image dans Cs du sous-groupe ouvert [[ R}. C’est un sous-groupe d’indice fini /
dans Cg ;. Fixons un caractere x de Us et considérons la somme directe finie des espaces de Hilbert

Lio ou Xp varie parmi les caracteres de C's; dont la restriction a Ug est égale a x;,
(6) L*(Xg)y = {€ € L*(Xs); €(a'w) = x(a) &(x), Vo € Xg,a € Us}
La projection orthogonale correspondante est U(h, ), ot hy € S(Cs) est telle que,
(7) Supp(hy) = Us  hy(z) = AX(x) Ve els

et la constante A = [/logq, correspond & la normalisation standard de la mesure de Haar sur Cg.
Choisissons comme dans la section VII, f € S(Jg) avec un support [[ R} tel que U(f) = U(h) et
prenons ¢ € S(Ag) définie par £(z) = f(z71)|[z7!| pour tout z € A% et étendue par la valeur 0

partout ailleurs.

Puisque £ est localement constante, sa transformée de Fourier est de support compact et 1’égalité
(37) de la section VII montre que pour A suffisamment grand, on a l’égalité,

(8) Trace (Py Py U(hy)) = 2hy (1) log’ A + Z /*

veS ‘1 _u|

Avec A = ¢V, on a 2log’ A = (2N + 1) log ¢ de telle sorte que,
9) 2hy(1)1log’ A = (2N +1)I

Le caractere x de [[ R} est un produit, x = [] xv et si I'on utilise le caractere standard additif g

pour prendre la valeur principale, on a (cf. [W1] Appendice IV),

!
Xv(u) *
10 d'u= —f,1
( ) /];*U |1*U/| U fU quv

ou f, est I'ordre de ramification de x,. Nous obtenons ainsi,
log |dy|

/h —1
(11) /k W) ey = f, degoyi + 112810 o

- 1=l

32



ol g, = ¢%9") et puisque nous utilisons le caractere additif a,, nous devons prendre en compte le

décalage log|dy| hy (1) dans la valeur principale.

Maintenant, on a |d| = [ |ds| = ¢>729, ot1 g est le genre de la courbe. Ainsi, nous obtenons,
(12) Trace (Py PAU(hy)) = (2N + 1)l — f1+ (2 —2g)1

ou f =3 g fodeg(v) est I'ordre de ramification de x;, i.e. le degré de son conducteur.

Soit By = Im(Py)NI m(ﬁA) I'intersection des images par les projections P, et ]3A, et BX I’intersection
avec L?(Xg),. Nous allons exhiber pour tout caractére x de Us un vecteur 7, € L?(Xg), tel que,

(13) U(g)(nx) € Ba Vg e Cs,lgl <A, g7t < #2977 A,

alors que les vecteurs U(g)(n,) sont linéairement indépendants pour g € Dg, ott Dg est le quotient

de Cyg par le sous-groupe ouvert Us.
Avec A = ¢"V comme ci-dessus, le nombre d’éléments g de Dg tels que |g| < A, [g7| < ¢?>7297/ A est
précisément égal & (2N + 1)l — f1+4 (2 — 2g) 1, ce qui autorise a conclure que les projections ]SA et

Py commutent dans L?(Xg)y et que le sous-espace BY est 'extension linéaire des vecteurs U(g)(ny).

Construisons maintenant les vecteurs 1, € L?(Xg),. Avec les notations de [W1] Proposition VIL.13,

soit,
(14) N = H @by
s
la fonction standard associée & x = []x. de telle sorte que v, ¢, non-ramifiée soit la fonction

caractéristique de R,, alors que pour v ramifiée, elle s’évanouisse en dehors de R et coincide avec
X, sur Rj. Par construction, le support de 7, est contenu dans R = [[R,, de telle facon que
l'on a U(g)(ny) € Im(Py) si |g] < A. De fagon similaire, par [W1] Proposition VII.13, on obtient
que U(g)(ny) € Im(Py) des que |g7!| < ¢*29-f A. Cela montre que 1y satisfait (13) et il reste a
montrer que les vecteurs U(g)(n,) sont linéairement indépendants pour g € Dyg.

Commencons par une relation non-triviale de la forme,

(15) 1> AU @) m)l =0

ot la norme est prise dans L?*(Xg), (cf. VIL5). Posons alors & = [[g¢» ® 1g ot R = [Togs Ro-
Assumons d’abord que x # 1. Alors &, donne un élément de L3(X)o qui est cyclique pour la
représentation U de Cj dans la somme directe des sous-espaces Lg o (X)o ou xo varie parmi les

caracteres de Cy 1 dont la restriction a U est égale a x.
Maintenant, (15) implique que dans L2(X)g, on a > AU(g)(&y) = 0. Par la cyclicité de &, on

obtient > A,U(g) = 0 sur tout Lg’XO (X)o ce qui donne une contradiction (cf. Appendice I, Lemme
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La preuve que xy = 1 est similaire mais nécessite plus d’attention car 1p ¢ Sp(A).
On peut alors écrire le Théoreme 4 dans le cas de la caractéristique positive par le

Corollaire 2. Soit Qa la projection orthogonale sur le sous-espace de L?(Xg) fibré par les f € S(Ag)
qui s’évanouissent aussi bien que leur transformée de Fourier pour |z| > A. Posons que h € §(Cys)
est a support compact. Alors, quand A — 0o, on a

)
s 1 —ul

Trace (Qa U(h)) = 2h(1)log’ A + Z/

veS

d*u+ o(1)

ot 2log’ A = fAeCS7|A‘E[A—17A] d* X, et les autres notations sont les mémes que celles du Théoréme
VIIL .

En fait, la preuve du lemme 1 montre que les sous-espaces By se stabilisent tres rapidement, de telle
maniére que 1’application naturelle £ — ¢ ® 1x de L?(Xs) dans L?(X%) pour S C S envoie BY sur
By

On obtient alors du corollaire 2 une formulation globale, indépendante de S, de la coupure (cut-off),
et de la formule de trace. Soit L?(X) I'espace de Hilbert LZ(X) de la section III pour la valeur
triviale 6 = 0 qui, bien sir, élimine le terme déplaisant du produit intérieur, et soit Q la projec-
tion orthogonale sur le sous-espace By de L?(X) fibré par f € S(A) qui s’évanouissent comme leur
transformée de Fourier pour |z| > A. Comme on I’a mentionné précédemment, la preuve du lemme
1 montre que pour S et A suffisamment grands (et pour un caractere fixé x), application naturelle
€ — @1 de L*(Xg), dans L2(X), envoie BY sur By.

Il est alors naturel de s’attendre & ce que ’analogue global suivant de la formule de trace du corollaire

2 soit vraiment vérifié, i.e. que quand A — oo, on ait,

h(i;) d*u + o(1)

(16) Trace (Qa U(h)) = 2h(1)log’A+Z/i T

ou 2log’ A = f/\eck, INE[A-1,A] d*\, et les autres notations sont celles du Théoreme VII.4.

Nous pouvons prouver directement que (16) est vérifiée quand h est supporté par Cj; mais nous
ne pouvons prouver (16) directement pour un h arbitraire (méme si le c6té droit de la formule
ne contient qu’un nombre fini de termes non-nuls puisque h € S(Cy) est & support compact). Ce
que nous allons cependant montrer, c’est que la formule de trace (16) implique la positivité de la
distribution de Weil, et ainsi la validité de RH pour k. Rappelons-nous que nous sommes encore en
caractéristique positive et qu’alors RH est un théoreme de A.Weil. Il sera alors important de vérifier

I'équivalence effective entre la validité de RH et la formule (16). Cela se fait par le,
Théoreme 5. Soit k un corps global de caractéristique positive et Qa la projection orthogonale sur

le sous-espace de L*(X) fibré par les f € S(A) tels que f(z) et f(:r;) s’évanouissent pour |x| > A .

Soit h € §(Cy) a support compact. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes,
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a) Quand A — oo, on a

O
‘17u‘d +0(1)

Trace (Qa U(h)) = 2h(1) log' A + Z /i

b) Toutes les fonctions L a Grdssencharakter sur k satisfont Uhypothése de Riemann.

Preuve. Pour prouver que a) implique b), nous allons prouver (en assumant a)) la positivité de la
distribution de Weil (cf. Appendice II),

(17) A=logld'[6+D—> D,.

D’abord, le théoreme III.1 est appliqué pour § = 0. L’application E,

(18) E(f)(9) =19I"*>_ flag) Vg€ Cr,

qEk*

définit une isométrie surjective de L?(X)o dans L?(Cy) de telle sorte que,
(19) EU(a) = |a|'?V(a) E,

ot la représentation réguliere gauche V de Cy sur L?(Cy) est donnée par,
(20) (V(a)€)(9) =€(a™g)  Vg,a€Cy.

Soit S le sous-espace de L?(C},) donné par,

(21) Sa={6 € L*(Cy); £(9) =0, Vg, lgl ¢ [A™", A]}.

Nous noterons par la méme lettre la projection orthogonale correspondante.

Soit Bpo le sous-espace de L?(X)q fibré par les f € S(A)y de telle fagon que f(x) et fA(J:)

s’évanouissent pour |z| > A et soit Qo la projection orthogonale correspondante. Soit f € S(A)y

~

telle que f(z) et f(x) s’évanouissent pour |z| > A, alors E(f) (¢) s’évanouit pour |g| > A, et 'égalité
(Appendice I)

(22) B0 =B (5)  £estn
montre que E(f) (g) s’évanouit pour |g| < A~

Cela montre que E(Bp) C S, de telle maniere que si 'on prend Q’A’O = EQnoE~!, on obtient

I'inégalité,
(23) QIA,O < Sa

et que pour un A donné, la distribution suivante sur C} est de type positif,
(24) Ap(f) = Trace ((Sa — Qh0) V()

35



(25) Ap(f = f7) =2 0,

ot f*(g9) = f(g~') pour tout g € C.

Prenons alors f(g) = |g|~"/2h(g™"), de telle facon que par (19), on ait EU(h) = V(f)E on
f(g) = f(g~") pour tout g € Cy. Par le lemme 3 de ’Appendice II, on a,

(26) S0 - ol Y = Y [ T

On a Trace (Sy V(f)) = 2f(1)log’ A. Aussi, en utilisant a), on voit que la limite de Ay quand
A — o0 est la distribution de Weil A (cf.(17)). Le terme D dans la derniere équation provient de la

nuance entre les sous-espaces By et By . Cela montre, en utilisant (24), que la distribution A est
de type positif de telle fagon que b) est vérifiée (cf. [W3]).

Montrons maintenant que b) implique a). Nous allons calculer & partir des zéros des fonctions L, et

indépendamment d’une quelconque hypothese, la limite des distributions Ay quand A — oco.

Nous choisissons (de maniére non canonique) un isomorphisme
(27) Ck ~ Ck71 X N .

ott N =image | | C R%, N ~ Z est le sous-groupe ¢Z C R.

Pour p € C, soit dpu,(2) la mesure harmonique de p par rapport a la ligne iR C C. C’est une mesure
de probabilité sur la ligne iR et elle coincide avec la masse de Dirac de p quand p est sur la ligne.

L’implication b)=-a) découle immédiatement des formules explicites (Appendice II) et du lemme

suivant,

Lemme 3. La limite des distributions Ax quand A — oo est donnée par,

Al = Y Nz [ FEdn
L(%%er)zo ==
peB/N-L

ot B est la bande ouverte B = {p € C;Re(p) €], 5[}, N(X, 1 + p) est la multiplicité du zéro,

du,(2) est la mesure harmonique de p par rapport a la ligne iR C C, et la transformée de Fourier

f de f est définie par,
= [ sl d .
Ck

Preuve. Soit A = ¢~. La preuve du Lemme 1 donne la borne inférieure (2N + 1) — f + (2 — 2g)
pour la dimension de B, , en fonction de l'ordre de la ramification f du caractére x de Cj 1, pour

lequel nous supposons d’abord que x # 1.
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Nous avons vu plus haut que E(Bj ) C Sa,y alors que la dimension de Sy, est 2N + 1.

Maintenant, par le Lemme 3 de I’Appendice I, tout élément & € E(B,,y) satisfait les conditions,

(28) [ewx@sraz=0  vpe vt L(xy+o) =0

Cela donne 2g — 2 + f conditions linéairement indépendantes (pour N suffisamment grand), en
utilisant le Théoréme VIL.6 de [W1], et cela montre que ces conditions caractérisent le sous-espace
E(Bj,y) de Sp y-

Cela réduit la preuve du lemme au simple calcul suivant : soit F un ensemble fini (contenant
d’éventuelles multiplicités) de C* et Ey le sous-espace de Sy = {€ € I?(Z); &(n) = 0Vn > N}
défini par les conditions Y &(n) 2" = 0Vz € F. On doit alors calculer la limite quand N — oo
de Trace ((Sy — En)V(f)) ou V est la représentation réguliere de Z (de telle maniere que V(f) =
ST VF o Voest le décalage, V(€), = &no1).

On vérifie alors que les vecteurs unités n, € Sy, z € F, n,(n) = 2" (|22V 1] — |z_(2N+1)|)*%(|z\ -
|z’1|)% VYn € [—N, NJ], sont asymptotiquement orthogonaux et étendent (Sy — En) (quand F
présente des multiplicités, on doit faire trés attention). La conclusion découle alors de,

-~

(29) Lt oo (V(f)112, 7:) = /| RAOHOER

ou P.(u) est le noyau de Poisson, et fla transformée de Fourier de f.

On devrait comparer ce lemme avec le Corollaire 2 du Théoreme III.1. Dans ce dernier, seuls les
zéros critiques entrent en jeu et avec une multiplicité controlée par §. Dans le lemme ci-dessus, tous
les zéros apparaissent avec leur multiplicité complete, mais alors que les zéros critiques apparaissent

per-se, les zéros non-critiques jouent le role de résonances, comme dans la théorie de Fermi.

Expliquons maintenant comment les résultats ci-dessus s’étendent aux corps de nombres k. Nous
avons d’abord besoin d’analyser, comme ci-dessus, la position relative des projections Pp et ﬁA.
Rappelons a la lectrice la géométrie bien connue des paires de projecteurs. Rappelons qu’'une paire
de projections orthogonales P; dans ’espace de Hilbert est la méme chose qu’une représentation uni-

taire du groupe diédral T' = Z/2%Z /2. Aux générateurs U; de T' correspondent des opérateurs 2P, —1.

Le groupe I' est le produit semi-direct du sous-groupe engendré par U = U; Us, par le groupe
7./2, agissant sur U ~ U~!. Ses représentations unitaires irréductibles sont paramétrées par un
angle 6 € [0, 7], les projections orthogonales correspondantes P; étant associées aux sous-espaces
de dimension 1 de la forme y = 0 et y = xtg(f) dans le plan euclidien x,y. En particulier, ces
représentations sont au plus de dimension 2. Une représentation unitaire générale est caractérisée
par Popérateur © dont la valeur est 'angle 6 ci-dessus dans le cas irréductible. Il est uniquement
défini par I’égalité,

(30) Sin(©) = [P1 — Pf,

et commute avec P;.
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La premiere difficulté évidente est que, quand v est une place archimédienne, il n’existe pas de fonc-
tion non-nulle sur k, qui s’évanouisse ainsi que sa transformée de Fourier pour |z| > A. Cela serait
un obstacle difficile, s’il n’y avait eu le travail de Landau, Pollak et Slepian ([LPS]) au début des
années soixante, motivés par des problemes d’ingénierie électrique, qui les a amenés a surpasser leur
probléeme en montrant que méme si les projections Py et ﬁA ne commutent pas exactement méme

pour A grand, leur angle se comporte suffisamment bien pour que le sous-espace By fasse sens.

Pour des raisons de simplicité, nous prendrons k& = Q, de telle facon que la seule place infinie soit

réelle. Soit Py la projection orthogonale sur le sous-espace,

(31) Py ={¢ € L*R); &(x) =0, Vo, |z| > A}.

et Py = FPyAF~! ol F est la transformée de Fourier associée au caractere de base a(z) = e 27,

Ce que les auteurs ci-dessus ont fait a consisté a analyser la position relative des projections Pj,
Py pour A — oo de maniere & pouvoir rendre compte de Pexistence de signaux évidents (tels qu'un
morceau de musique enregistrée par exemple) qui sont de support fini & la fois selon la variable

temporelle, et selon la variable duale fréquence.

L’observation-clé de ([LPS]) est que Popérateur différentiel de second ordre sur R commute effec-

tivement avec les projections Py, Py,
(32) Hptp(z) = —0((A* — 2%) 9)(x) + (2mAz)* (),

ou 0 est la différenciation ordinaire en une variable.

Exactement comme le générateur x 0 d’échelle commute avec la projection orthogonale sur I’espace
des fonctions & support positif, 'opérateur d((A% — 22) 9) commute avec Py. De plus, Hy commute

avec la transformée de Fourier F, et la commutativité de Hp avec P en découle alors.

Si on le recolle & des fonctions & support dans [—A, A], Popérateur Hp a un spectre simple discret,
et a été étudié longtemps avant le travail de [LPS]. Il apparait dans la factorisation de 1’équation
de Helmoltz A1 4+ k?4 = 0 dans un systéme de coordonnées peu séparables dans I’espace eucli-
dien de dimension 3, qu’on appelle le systeme des coordonnées sphéroidales. Ses valeurs propres
Xn(A),n > 0 sont simples, positives, et de I’ordre de n? pour n — co. Les fonctions propres cor-
respondantes sont appelées les fonctions d’ondes sphéroidales et comme Py ﬁA PA commute avec
Hy, ce sont les fonctions propres de Py ]3/\ Py. On connait beaucoup de choses sur ces fonctions,
en particulier, on peut les prendre a valeurs réelles, et elles sont mémes paires pour n pair et im-
paires pour n impair. Le résultat-clé de [LPS] est que les valeurs propres correspondantes A, de
lopérateur Py ISA Py décroissent tres lentement de A\g ~ 1 jusqu’a la valeur n ~ 4A? de Iindex n,
elles décroissent alors de ~ 1 a ~ 0 dans un intervalle de longueur ~ log A et restent alors proches
de 0. Bien str, cela donne les valeurs propres de O, cela fournit I'analogue du sous-espace Bj du
lemme 1, comme le fibré linéaire des 1), n < 4A2, et cela fournit la justification du comptage dans
le cas semi-classique des nombres d’états de la mécanique quantique qui sont localisés sur 'intervalle
[—A, A] ainsi que leur transformée de Fourier comme l'aire du carré correspondant dans lespace des

phases.
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Nous savons maintenant quel est le sous-espace Bj pour la seule place oo, et pour I'obtenir pour un
ensemble de places arbitraire (contenant la place infinie), nous avons juste & utiliser la méme regle

que dans le cas des corps de fonctions, i.e. nous considérons ’application,

(33) Y=Y @1pg,

qui suffit si on souhaite ne gérer que la fonction zéta de Riemann. Noter aussi que dans ce cas, nous
nous restreignons aux fonctions paires sur R. Cela donne I'analogue du Lemme 1, Théoréme 5, et

du Lemme 3.

Pour terminer cette section, nous allons revenir & notre motivation initiale de la section I et montrer

comment la formule pour le nombre de zéros
(34) N(E) ~ (E/2m)(10g E/27 — 1) +7/8 + 0(1) + Nosc(E)

apparalt a partir de notre interprétation spectrale.

Faisons d’abord un calcul dans le cas semi-classique du nombre d’états de la mécanique quantique

a un degré de liberté et qui remplissent la condition suivante,

(35) lgl <A Ipl <A H| S E,

ou H = gp est 'hamiltonien engendrant le groupe des transformations d’échelle,
(36) UNO@) =& "z)  AeRLzeR €L (R),
comme dans notre cadre général.

Pour nous conformer a notre analyse de la section III, nous devons nous restreindre aux fonctions

paires de maniére & exclure la région pg < 0 du plan semi-classique (p, q).

Maintenant, la région qui respecte la condition ci-dessus est égale & D = D, U (—D4) ou,
(37) Di={(p,q) e R xRy, p<A,qg<A,;pg < E},

Calculons l'aire de D4 de la forme symplectique canonique,

1

(38) w= oo

dp N dq .

Par construction, D, est 'union d’un rectangle ayant pour cotés E/A, A avec la portion sous la
courbe, de ¢ = E/A & ¢ = A, de I’hyperbole pg = E. Ainsi,

1 1 [ Ed E 2FE E
(39) / w=-—F/AXA+— 7q=—+—logA——logE.
Dy 2m 2 Jea 4 2 2w 2m

Maintenant, le calcul ci-dessus correspond & la normalisation standard de la transformée de Fourier
avec le caractere de base de R donné par

(40) a(zr) = exp(iz) .
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Mais nous devons nous conformer & la normalisation naturelle & la place infinie,
(41) ap(z) = exp(—2miz) .

Nous devons ainsi effectuer la transformation,

(41) P=p/2n. Q=gq.

La forme symplectique est maintenant dP A d@ et le domaine,

(42) D' ={(P,Q):|Ql < A, |P| < A,|PQ| < E/2r}.

Le calcul est similaire et amene au résultat suivant,

2F E (log E
43 = 22 JogA— .
(43) /D YT o 8N T op (27r—1>

/
+

Dans cette formule, on voit que le terme principal (N(F ui apparalt avec un signe moins, mon-
> q p p ) PP )

tre que le nombre d’états mécaniques quantiques correspondant & D’ est inférieur & % log A par la

premiere approximation du nombre de zéros de zéta dont la partie imaginaire est inférieure a E en

valeur absolue (on a juste & multiplier par 2 I'égalité (43) puisque D’ = D, U (—D",)).

Maintenant % (2E)(2log A) est le nombre d’états quantiques de I'espace de Hilbert L?(R*, d*z) qui
sont localisés dans R% entre A1 et A, ainsi que localisés dans le groupe dual R (pour Iappariement
(\t) = \*) entre —F et E. Ainsi, on voit clairement que la premieére approximation de N(E)
apparait comme le manque de surjectivité de I’application qui associe aux états quantiques £ appar-

tenant & D’ la fonction sur R,

(44) E(&)(x) = [a'?)_ &(nx)

neL

olt I'on assume les conditions supplémentaires £(0) = [ £(z)dz = 0.

Une analyse plus précise, qui est juste ce que fait la formule de trace, amenera les termes additionnels
7/8 4+ 0(1) + Nose(E). La discussion ci-dessus fournit la construction explicite d’une grande matrice

dont le spectre approche les zéros de zéta lorsque A — oco.

Il est assez remarquable que les valeurs propres de l'opérateur angle © dont nous avons discuté
ci-dessus, jouent également un role-clé dans la théorie des matrices aléatoires unitaires. Pour étre
plus précis, soit E(n,s) la grande probabilité limite N qu’il y ait exactement n valeurs propres
d’une matrice hermitienne de taille NV x N dans lintervalle [—\/%t, \/%t], t = s/2. Clairement,

>.E(n,s) = 1. Soit P, comme ci-dessus I'opérateur de multiplication par 1j_;4 - la fonction car-
n

actéristique de I'intervalle [, ] dans l'espace de Hilbert L?(R). En général (cf. [Me]), E(n, s) est le
produit de (—1)" par le n-ieme coefficient de I’expansion de Taylor en z = 1 de (5(2) = [[(1—2XA;(s)),
1

oll \j(s) sont les valeurs propres de I'opérateur ]/D:TPt (ici, on note ]/3; = FPy\F !, et F la transformée
de Fourier, F¢(u) = [ e*u¢(z)dz. Noter également que les valeurs propres de }/DZPI, dépendent seule-

ment du produit ab de maniére a ce que les relations avec les valeurs propres de O soient bien claires).
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Remarques générales.

a) Il y a une forte analogie entre la construction de I’espace de Hilbert L?(X) dans la section III,
et la construction de l’espace physique ([S] théoréme 2.1) dans la théorie quantique des champs
constructive, dans le cas des théories de gauge. Dans les deux cas, 'action du groupe d’invariance
(le groupe k* = GLi(k) dans notre cas, le groupe de gauge dans le cas des théories de gauge) est
balayé par la véritable définition du produit intérieur. Comparer les commentaires apres 111 (9) avec
([S]) en haut de la page 17.

b) Pour les corps globaux de caractéristique 0, le groupe des classes d’idéles a un composant connexe
non évident de l'identité et ce groupe connexe n’a jusque-la pas recu d’interprétation par la théorie
de Galois (cf. [W4]). L’apparition de facteurs de type III dans [BC] indique que la classification
des facteurs hyperfinis de type III [C] devrait étre vue comme une restriction de la théorie des corps
de classes locaux pour les places archimédiennes, et fournir 'interprétation manquante de la com-
posante connexe de l'identité du groupe des classes d’ideles. En particulier, les facteurs hyperfinis
de type III sont classifiés par des sous-groupes fermés (virtuels) de R* (cf. [C]) et ils apparaissent

tous comme des extensions “non-ramifiées” de 'hyperfacteur de type I11;.

c¢) Notre construction de ’espace d’Hilbert-Polya présente quelque ressemblance avec [Z] et en fait,
il faudrait clarifier cette relation, ainsi que la relation de ’espace des classes d’adeles avec le site
arithmétique de Deninger [D]. Noter que la division de A par k* élimine la structure linéaire de
A et qu’elle transforme drastiquement les formules pour les espaces de fonctions, en remplacant
les produits par des sommes (cf. théoréme 4 de la section VII). Il devrait étre clair & la lectrice
que laction du groupe des classes d’ideles sur Pespace des classes d’adeles est 'analogue (& travers
le dictionnaire habituel de la théorie des corps de classes) de 'action du Frobenius sur la courbe
(pour étre plus précis, on a besoin de diviser d’abord ’espace des classes d’adeles par l'action du
sous-groupe maximal du groupe des classes d’ideles).

d) Il y a une ressemblance superficielle entre la maniére dont N(E) apparait dans le dernier calcul
de la section VIII et la discussion dans [BK], directement inspirée de [Col. Il est amusant de noter
que le calcul de [BK] coincide vraiment, les deux rectangles sont éliminés sans raison, ce qui change
adéquatement le signe du terme dans E. Ce que [BK]| n’a pas pris en compte, c’est 'interprétation

spectrale de [Co] comme un spectre d’absorption plutét que comme un spectre d’émission.

e) Il y a une ressemblance encore plus superficielle entre ce travail et celui de D. Goldfeld [G] ;
dans ce dernier, la distribution de Weil est utilisée pour définir un produit intérieur correspondant
a un espace de fonctions sur le groupe des classes d’ideles. La positivité du produit intérieur est
bien-siir équivalente & la positivité de la distribution de Weil (et par le résultat de Weil & RH) mais
cela ne donne aucun indice sur la maniere de prouver cette positivité, et aucune explication n’est
fournie (exceptée pour une jolie observation aux places archimédiennes) sur ce qu’est la distribution

de Weil, puisqu’elle est introduite a la main dans la formule pour le produit intérieur.

f) Le cadre proposé ci-dessus s’étend naturellement du cas de GL(1) au cas GL(n) pour lequel
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Pespace des classes d’adeles est remplacé par le quotient de M, (A) par 'action & droite de GLy (k).
Le travail préliminaire de C. Soulé montre que ’analogue du théoreme III.1 reste valide, la prochaine

étape étant de trouver ’analogue de la formule de trace de Lefschetz dans ce contexte.

g) Jai appris de P. Sarnak et E. Bombieri que Paul Cohen a considéré I'espace des classes d’adeles

en connexion avec RH, mais n’ai obtenu aucun détail des idées non publiées de celui-ci.

Tous les résultats du présent article ont été annoncés a la conférence au sujet de I’hypothese de Rie-
mann de septembre 1998 au Schrodinger Institute de Vienne et ont été publiés dans un preprint du
Schrédinger Institute. Nous sommes reconnaissant a I'Institut Américain de Mathématiques d’avoir

sponsorisé cette conférence.

Appendices
Appendice 1. Preuve du théoréme 1.

Dans cet appendice, nous donnons la preuve du théoreme 1. Rappelons au préalable les résultats
de Tate et Iwasawa & trouver dans [W2]

fonctions L et distributions homogeénes sur A

En général, pour un corps local non archimédien K, nous utilisons les notations R pour le sous-
anneau compact maximal, P pour I'idéal maximal de R, m pour un générateur de 1'idéal P ( i.e.
P =7R).

Soit k& un corps global et A 'anneau des adeles de k. C’est le produit restreint des corps locaux
k, indexé par ’ensemble des places v de k, par rapport aux sous-anneaux compacts maximaux R,,.
Similairement, I'espace de Bruhat-Schwartz S(A) est le produit tensoriel restreint des espaces locaux

de S(ky), par rapport aux vecteurs 1g, .

Aux fonctions L sur k sont associés des Grossencharakters, i.e. des caractéres du groupe des classes
d’ideles,

(1) Cy = Jn k" .

Soit X un caractere du groupe des classes d’ideles, nous considérons X comme un caractere de Jj

qui vaut 1 sur k*. Puisqu’il peut étre écrit comme un produit,

(2) X)) =1X0G)  J= () € Ji-

En considérant la restriction de X' au sous-groupe compact

(3) Go=IIR; x 1C Ji,

il découle que pour tout v fini sauf pour un nombre fini d’entre elles, on a

(4) X,/Rf=1.
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On dit que X est non-ramifié en v quand cela a lieu.

Alors X, (x) dépend seulement du module |z|, puisque

(5) ky/ R, = mod(ky) .
Ainsi X, est déterminé par

(6) Xy (7o)

qui ne dépend pas du choix de 7, (mod R}).

Soit X un quasi-caractere de Cy, il est de la forme,

(7) X(z) = Xo(z) |=|*

ou s € C et Xy est un caractere de Cy. La partie réelle o de s est uniquement déterminée par
(8) X ()| = |z|”.

Soit P l’ensemble fini des places finies auxquelles Xy est ramifié. La L-fonction L(Xp,s) est définie

pour o = Re(s) > 1 par

(9) L(X,s)= | [T - Xou(m) g™ | = | J] (- Xu(m)™!
v Ve

(10) ml = ¢, "

Rappelons (cf. [W2]) comment L(Xy, s) apparait comme un facteur de normalisation pour les dis-

tributions homogenes sur A.

D’abord, soit K un corps local et X un quasi-caractere de K™,

(11) X(z) = Xo(x) ||, X: K*—=UQ).
Une distribution D sur K est homogene de poids X ssi on a

(12) (f*,D) = X(a)"" (£, D)

pour toutes les fonctions test f et pour tout a dans K*, ou par définition

(13) f(x) = f(ax)

Quand o = Re(s) > 0, il existe, moyennant normalisation seulement, une distribution homogene de

poids X sur K (cf. [W2]). Elle est donnée par l'intégrale absolument convergente,

(14) f(2) X(x)d v = Ax(f)
K
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En particulier, soit K non-archimédien, alors, pour n’importe quelle fonction localement constante

supportée de facon compacte f par K, on a,

(15) f(x) = f(r ') =0 Va, |z| <6
Ainsi, pour tout s € C, I'intégrale

(16) [ (@) = s e dve = A1)
avec comme mesure de Haar multiplicative d*x, normalisée par

(17) (1p+,d"z) =1

définit une distribution sur K avec les propriétés,

(18) <1R7A.ls> = 17

(19) (f A% = la| ™ (f, AY),
et

(20) AL=(1-q") A,
ot |7| = ¢ L.

(Vérifions (18)...(20). Avec f = 1p, on a f(r 'z) = 1 ssi 7'z € Rie. x € TR = P. Ainsi,
Al(1g) = fR* d*x = 1. Vérifions (20), on a ff(wflm) |z d*x = ff(y) I7|% y|® d*y = |7]® As(f).
Mais |7] < 1, |7| = %. Noter alors que pour s = 1 et f = 1g, on obtient [, dz = (1 - %) Jpdzx.).
Soit alors X un quasi-caractere de C}, et écrivons comme ci-dessus

(21) X =1,  X()= X))

ou s € C et A est un caractere.

Soit P I’ensemble fini des places finies ou P se ramifie.

Pour toute place v ¢ P, soit Al (s) I'unique distribution homogene de poids X, normalisée par
(22) (A(s),1R,) = 1.

Pour tout v € P ou pour toute place infinie, soit, pour ¢ = Re(s) > 0, A] donnée par (14) homogene

de poids X, mais non normalisée. Alors le produit tensoriel infini,
(23) AL =TLA!(s)

prend sens comme une forme linéaire continue sur S(A) et est homogene de poids X.

Cette solution n’est pas égale a 0 puisque A! # 0 pour tout v € P ainsi que pour n’importe quelle
place infinie. Elle est finie par construction sur l'espace S(A) des fonctions test comme produit

tensoriel infini
(24) S(A) = @ (S(ky), 1R,) -
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Lemme 1. (cf. [W2]) Pour 0 = Re(s) > 1, les intégrales suivantes convergent absolument
[ 1@ 0@ ol o= ads) ¥SeSA)

et Ag(f) = L(Xp, s) AL(f).

Preuve. Pour obtenir la convergence absolue, on peut supposer que f = 1z et Xy = 1. Alors, on
doit controler un produit infini de termes locaux, donnés localement pour la mesure de Haar d*x
sur kj tels que fR* d*xr =1, par

(25) / |z|® d*x (s réel)
RNk:

qui est égal A 1+ ¢, ° + ¢, 2 +... = (1 — ¢, %)L Ainsi, la convergence de o > 1 est la méme que
celle de la fonction zéta.

Pour prouver la seconde égalité, on a seulement besoin de considérer le produit tensoriel infini pour
les places finies v ¢ P. Alors, par (20), on a Al = (1 — ¢, *) A, ol
(26) 4, " = Xy(m) = Xow(m) g, °

v

avec |r| = ¢, L.

Ainsi, on obtient Ay = H (1= Xoo(m) gy )~ | AL = L(Xo,s) AL

v fini

vE P

Par construction, A/ fait sens & chaque fois que o > 0 et est une fonction holomorphe de s (pour f
fixée). Revoyons brievement (cf. [W2]) comment étendre la définition de As.

Nous définissons comme ci-dessus k comme un corps global, nous fixons un caractere trivial non-
additif o de A, trivial sur k,

(27) alz +y) =a(z)aly) e UQL), alg) =L,q€k.
Nous identifions alors le dual du groupe additif localement compact A avec A lui-méme par 'appariement,
(28) (z,y) = a(zy) .

On montre (cf.[W1]) que le treillis & C A, i.e. le sous-groupe additif cocompact discret k, est son

propre dual,
(29) (x,q) =1 Vgek = rE€k.
Puisque A est le produit restreint des corps locaux k,, on peut écrire @ comme un produit infini,

(30) a=Ta,
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oll pour presque tout v, on a ay, = 1 sur R,,. Rappelons la définition de I'espace S(A)o,

(31) S =17 € 5(4) £0) =0, [ fdz =0}
Lemme 2. Soit f € S(A)o, alors les séries
E(f)(9)=19/"*>_ flag) VgeCi
qek*
convergent absolument et on a

Vn, e, IE(f)(g)] < ce ™lesldl v g ey

-~

et E(f) (9) = E(f) (g7).

Preuve. Rappelons d’abord la définition formelle ([Br]) de I’espace de Bruhat-Schwartz S(G) pour
un groupe abélien arbitraire localement compact G. On considére toutes les paires de sous-groupes
G1,Go de G telles que G est engendré par un voisinage compact de 0 dans G, tandis que G est un
sous-groupe compact de Gy tel que le groupe-quotient est élémentaire, i.e. est de la forme R* T® Z¢ F
pour F' un groupe fini. Par définition, l'espace de Schwartz, S(G) est la limite inductive des espaces
de Schwartz S(G1/Gs), ol ces derniers sont définis comme habituellement en terme de décroissance
rapide de leurs dérivées. Puisque G; est ouvert dans G, tout élément de S(G1/G2) étendu par la
valeur 0 en dehors de G; définit une fonction continue sur G. Par construction, S(G) est 'union

des sous-espaces S(G1/G2) et il est muni de la limite topologique inductive.

Soit G le dual de Pontrjagin de G, alors la transformée de Fourier, qui dépend de la normalisation

~

de la mesure de Haar sur G, fournit un isomorphisme de S(G) dans S(G).

Soit T' un treillis dans le groupe abélien localement compact G. Alors, toute fonction f € S(G)
est admissible pour l'appariement G,T" au sens de [W1], et la formule de sommation de Poisson (cf.
[W1]) est I’égalité,

(32) Covol (1) Y f(v) = > F(B)

~vyerl Ber+

ou I't est le dual du treillis T, et

(33) 7(6) = / f(a) Ba) da.

Les deux cotés de Iégalité (32) dépendent de la normalisation de la mesure de Haar sur G.

Dans notre cas, on définit A comme le groupe additif des adeles sur k.

On normalise la mesure de Haar dx sur A par
(34) Covol(k) =1.
On prend alors I' = zk, pour quelque z € A=, On a

(35) Covol (zk) = ||
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Le dual 't du treillis zk, pour z inversible dans A, est le treillis 't = 2~ 'k. Alors, la formule de
Poisson (32) se lit, pour tout f € S(A4),

(36) 2> flwg) =Y Fla"q).

g€k q€k

Ce que nous pouvons réécrire en,

(37) 2| Y flaq) =) fa'g) +6
k* k*

0 = —[z[ f(0)+ [ f(y)dy.
Nous pouvons alors réécrire (37) comme 1'égalité, valide pour tout f € S(A)y

(38) E@ =BG (1) 7e st

11 reste & controler la croissance de E(f)(x) sur Cj, mais par (38), il suffit de comprendre ce qui se

passe pour |z| grand.

Nous traitons seulement le cas des corps de nombres, le cas général est similaire. Soit A = Ay x Ay

la décomposition de I’anneau des adeles correspondant aux places finies et infinies, ainsi Ay, = Hk”

Soo
ou Sy est 'ensemble des places infinies.

Tout élément de S(A) est une combinaison linéaire finie de fonctions test de la forme,

(39) f=fheh

ou fo € S(Ay) , f1 € S(Ax) (cf. [W5] 39), ainsi, cela suffit & controler la croissance de E(f)(x)

pour une telle f et |z| grand.

Soit Ji1 = {x € Jy;|z| = 1} le groupe des ideles de module 1, puisque Jj1/k* est compact (cf.
[W1]), nous allons prendre un ensemble compact K7 de Ji ; dont 'image dans Jj 1 /k* est ce groupe

compact.

Soit p I'immersion diagonale :

(40) AeRY S (N e[ R
Soo

qui fournit I'isomorphisme
(41) Jp = Jg1 xIm p.

On a fy € S(Ay), puisque (cf. [W5]), fo € Cc(Af) et on pose Ky = Support fy. Puisque Ky est
compact, on peut trouver un sous-ensemble fini P de ’ensemble des places finies et C' < oo tel que :

(42) yeK=(K;) 'Ko=|p|<Lvg P,  |p|<C Vo

ou K est la projection de Ky sur Ay.
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Définissons €2 comme le sous-groupe ouvert compact de A; déterminé par
(43) lay| < 1,v ¢ P, lay| < C,  Wo.

Par construction, E(f)(z) dépend seulement de la classe de = dans Ji/k*. Ainsi, pour controler
le comportement de E(f)(x) pour || — oo, on peut prendre x = (2f,%x) € Ki et considérer
E(f)(Ax) pour A € R ;X — oo. Maintenant, soit ¢ = (¢f, ¢o) € k, alors,

(44) Flaxz) = folgr f) fi(doo A oo)

et cela s’évanouit, & moins que gy xy € Ko, i.e. & moins que ¢y € K. Mais alors, par (42), on a
qr € Q. Soit I le treillis sur Hk” déterminé par
Soo

(45) I'={¢c; g€k, qr e}

La taille de E(f)(Az) est ainsi controlée (jusqu’a la racine carrée de |Az|) par

(46) C Y 1fiAzeon)|

nel™*

0ol T varie sur la projection Ko, de K sur Hk:;
Soo

Puisque f1 € S(Aw), cela montre que E(f)(x) décroit plus vite que n’importe quelle puissance de

|z| pour |z| — oo.

Nous avons montré que E(f) décroit rapidement par rapport a |z|, pour |z| — oco. En utilisant
(38) et la stabilité de S(A)p sous Fourier, nous voyons qu’il décroit aussi rapidement par rapport a
|log |z|| quand |log |z|| — oo.

Nous obtenons alors,

Lemme 3. (cf. [W2]) Pour o = Re(s) > 0, et n’importe quel caractére Xy de Ci, on a
/ B(f)(@) Xo(a) a2 0 = cL(X0,8) AL(f) V€ S(A)s

ot la constante non nulle ¢ dépend de la normalisation de la mesure de Haar d*x sur Cy.

Preuve. Pour 0 = Re(s) > 1, I'égalité découle du lemme 1, mais puisque les deux cotés sont

analytiques dans s, cela est vérifié en général.

Comme dans le lemme 1, nous continuerons d’utiliser la notation Ag(f) pour o = Re(s) > 0.

Unités approchées dans les espaces de Sobolev Lg(C’k)

On considere d’abord, pour § > 1, I'espace de Hilbert LZ(R) de fonctions &(u), u € R de norme

carrée donnée par
(1) / ()| (14 u?)?? du.
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Posons p(u) = (14 u?)%2. 11 est comparable & (1 + |u|)? et en particulier,

p(u+a)

@) p(u)

< cp(a) VueR, aeR
avec ¢ = 20/2,

Soit alors V' (v) lopérateur de translation,
3) (V(©)§)(u) =&u—v)  Vu,veR.

on a [ [&(u—v)2p(u)du = [;|&(uw)|? p(u+ v) du de telle manitre que par (2), il est inférieur &
¢ o 16)? p(u) p(v) du = c p(v) [[€]1%,

(4) V@) < (epw)"?.
Cela montre que V(f) = [ f(v) V(v) dv a du sens des que
6 [ 1#@1pw) 2o < 0.

Cela est vérifié pour tout f € S(R).

Lemme 4. Il existe une unité appochée f, € S(R), telle que f, est a support compact, ||V (fn)] <
C,Vn, et
V(fn) — 1 fortement dans L3(R) .

Preuve. Soit f une fonction, f € S(R), dont la transformée de Fourier fest a support compact, et

~

telle que [ fdx =1 (i.e. f(0)=1). Alors soit
(6), fn(0) =n f(nv) n=12,...
on a [ |fa() p(v)/2dv = [|f(w)] p (%)

formément bornée.

du < [|f(w)| p(u)/?du. Ainsi |[V(f,)|| est uni-

Nous pouvons supposer que fest égale a 1 sur [—1, 1], alors fn est égale & 1 sur [-n,n] et V() =¢
pour n’importe quel ¢ avec Suppg C [-n,n] . Par uniformité, on obtient que V(f,,) — 1 fortement.

Identifions maintenant le dual (Lg)* de 'espace de Hilbert Lg avec L2 5 au moyen de I'appariement,

(7) (€ mo = / £(u) n(u) du.

Puisque Lg est un espace de Hilbert, il est son propre dual en utilisant I’appariement,
®) €om) = [ € mlu)(i+ )2 du.
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Si I'on pose n(u) = n1 (u)(1 + u?)%/2, alors
[im@P a2 de= [nP @+ du
qui est la norme carrée naturelle pour L? 5
Etant donné un groupe quasi-compact tel que C} avec comme module,
(9) | |:Cr = R

on choisit d*¢ la mesure de Haar sur Cj normalisée par

(10) / d*g ~log A A — o0
lgl€[1,A]

et on pose LZ(Cy) définie comme la norme de,

(11) /C €(9) 2 (1 + log|g?)?/2 d*g

C’est, quand le module de k est RY, une somme directe d’espaces (1), étiquetée par les caracteres
Xy du groupe compact

(12) Ci1 = Kermod .
L’appariement entre L2(Cy) et L? 5(Cy) est donné par

(13) (€ m) = / £(g)nlg) d*g.

La représentation naturelle V' de C} par les translations est donnée par
(14) (V(a)€)(9) =€(a™'g)  VYg,a€Cy.
Elle est unitaire, mais par (4), on a,

(15) IV(9)ll = 01logg||”’*, |log]g| — oo.

Finalement, on a, en utilisant le lemme 4 et la décomposition C, = Cj 1 X N,

Lemme 5. I] existe une unité approchée f, € S(Cy), telle que o est a support compact, V() <
C,Vn, et
V(fn) — 1 fortement dans L3(Cy) .

Preuve du théoréme III.1

On consideére d’abord le sous-espace de codimension 2 de S(A) donné par

(1) f(O)zO,/fdmzo.
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On munit ce sous-espace S(A)g du produit intérieur,
) | IED@E 0+ log a2 .
k
Soit U la représentation de Cy sur S(A) donnée par
(3) (U(a)é)(z) = £(a™ L) VaeCy, z€A.

Soit LZ(X)o la complétion séparée de S(A)o pour le produit intérieur donné par (2). L’application
lindaire E : S(A)o — L3(Cy) satisfait

(4) IECHIS = 11113

par construction. Aussi, elle s’étend & une isométrie, toujours notée F,
(5) E: L3(X)o < L3(Cy) .
On a
E(U(a)f)(9) = |gI'"* > _(U(a)f)(ag) = lg|"* Y _ f(a""qg)
k* k*
= 19" flga™"g) = [a]"*|a™"g["/* Y " flaa""g) = |a|"*(V(a) E(£)(9)
k* k*

(6) EU(a) = |a|'?V(a) E.

L’égalité (6) montre que la représentation naturelle U de Cy sur L2(X)o correspond par l'isométrie

E & la restriction de |a|'/? V(a) au sous-espace invariant donné par I'image de E.
Pour comprendre Im E, on considere son orthogonal dans l’espace dual L? 5(Cr).

Le sous-groupe compact
(7) Cr1={9€Ck; |9l =1}

agit par la représentation V' qui est unitaire quand elle est restreinte a Cj ;. Ainsi, on peut

décomposer LZ(Cy) et son dual L? 4(Cy) , en la somme directe de sous-espaces,

(8) Lix, ={€€ L3(Cr); &(ag) = Xo(a)é(g) Vg€ C, a€ Cra}
et,
(9) L% 55, = {6 € L*5(Ch); Elag) = Xo(a)E(9) Vg€ Ch, a€ Cya}

qui correspondent aux projections Py, = [ Xo(a) V(a)dya pour L et Py, = [ Xo(a) V(a)' dy a pour
’espace dual L? 5

Dans (9), nous utilisons la formule

(10) V()" n)(z) = n(gx)



qui découle de la définition de la transposée, (V(g)€,n) = (£,V(g)'n) en utilisant

[ et o) e / £y

Dans ces formules, on utilise seulement le caractere Xy comme un caractere du sous-groupe compact
Ci,1 de Cf. Maintenant, choisissons, non canoniquement, une extension Xy de Xy comme caractere
de Cy

(11) Xo(g) = Xog) Vg€ Chry.

Ce choix n’est pas unique mais deux telles extensions different par un caractere qui est principal,
i.e. de la forme : g — |g|*0, 59 € R.

Fixons une factorisation Cj, = Cj 1 x R, et définissons Xy comme étant égal a 1 sur RY .

Nous écrivons alors n’importe quel élément de L? x,(Ck) sous la forme

(12) g€ Cr —n(9) = Xo(9)%(gl)
(13). / (lg)? (1 + (log [gh?) /2 d*g < oo

Ce vecteur est dans 'orthogonal de Im F ssi

(14) / E(f)(x) Bo(x)d(a)) &z =0 ¥ f € S(A).

Nous procédons d’abord de maniére formelle et écrivons ¢(|z|) = [ O(t) 2| dt de maniere A ce que

le coté gauche de (14) devienne

(15) / / E(f)(x) Ro(x) 2] B(t) d*x dt = / Avjoea(f)D(t) dt

(en utilisant les notations des lemmes 1 et 3).

Justifions cette manipulation formelle ; puisque nous travaillons avec ’orthogonal de ’espace invari-

ant, nous pouvons assumer que

(16) Vi(h)n =,

pour un h tel que T est & support compact. Nous pouvons effectivement utiliser le lemme 5 pour ne

considérer que les vecteurs qui appartiennent a 'image de
Vi(h) = /h(g) V(g)tdg, T & support compact.

Alors, en utilisant (16), la transformée de Fourier de la distribution tempérée ¢ sur R est a support
compact dans R.
Puisque E(f)(z) est a décroissance rapide, 'égalité entre (14) et (15) découle de la définition de la

transformée de Fourier de la distribution tempérée v sur R .
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Décrivons maintenant les fonctions test qui conviennent f € S(A)q de fagon a tester la distribution,

(17) /A%th’(t) dt
Nous traitons le cas en caractéristique 0, le cas général est similaire. Pour les places finies, nous
prenons,
(18) fo=® 1g, ® fx,
vg¢ P

ol fx, est le produit tensoriel sur les places ramifiées des fonctions nulles en dehors de R} et en
fo,v sur R}. Il découle de la définition de A/, que,

(19) (AL fo® f) = / £(2) Xoo(@) |2]° &'

pour tout f € S(Ax).
De plus, si I'ensemble P des places ramifiées finies n’est pas vide, on a,
(20) fo(0) =0, fo(z)dz =0
Ag
de telle sorte que fo® f € S(A)o VfeS(Ax).

Maintenant, soit ¢ le nombre de places infinies de k et considérons I'application p : (R )* — R%
donnée par

(21) p()\l,...,)\g):)\l.../\g.

Deés que £ > 1, cette application est non propre. Etant donnée une fonction lisse a support compact,
b € C(R%), nous avons besoin de trouver a € C°((R%)") telle que I'image directe de la mesure

a(z) d*x est b(y) d*y ot d*x = I d*x; est le produit des mesures de Haar multiplicatives.

On traite de maniere équivalente un espace vectoriel de dimension finie F et une forme linéaire
L:E— R be CX(R) est donné et on doit le relever. On peut écrire £ = R x Ej et le relevement
peut étre pris comme a = b® by ol by € CF(E1), fbl dr = 1.

Ainsi, nous pouvons dans (19) prendre une fonction f de la forme,

(22) f(@) = g(x) Xo,00 (2)

ou la fonction g € C°(Ax) dépend seulement de (|z|,), v € S et est lisse & support compact,
disjointe de I’ensemble fermé
{:JJE H ky Elv,xvzo}.
VESeo

Ainsi, a toute fonction b € CZ°(R% ), nous pouvons assigner une fonction test f = f; telle que pour
tout s (Re s > 0)

(23) (AL fo® fo) = / b(z) |z)® d*z .

*

+
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Par le lemme 3, on obtient,

(J A d®dt, oo h) =([LX+iDA,  DO)dt, foo f)

+it
— [ [ L (X, +it) () b(x) |22 d*x dt .

Ainsi, de (14) et (15), on conclut, en utilisant des fonctions test arbitraires b que la transformée de

~

Fourier de la distribution L (X, 1/2 + it) ¥(t) s’évanouit vraiment,

~

(24) L (X, % +it)Y(t) =0

Pour justifier ’égalité ci-dessus, nous avons besoin de controéler la croissance de la fonction L en la

variable t. On a,
1
(25) UX§+%0|=OUHN)

En particulier, puisque L (% + it) est une fonction analytique de ¢, nous voyons que c’est un multi-
plicateur de I'algébre S(R) des fonctions de Schwartz en la variable ¢. Ainsi, le produit L (3 +it) @(t)
est encore une distribution tempérée, ainsi que sa transformée de Fourier. Dire que cette derniere
s’évanouit quand on la teste sur des fonctions arbitraires qui sont lisses & support compact implique

qu’elle s’évanouisse.

L’argument ci-dessus utilise I’hypothese Xyp/Cj 1 # 1.
Dans le cas Xy/Cj1 = 1, nous avons besoin d’imposer & la fonction test f utilisée dans (22) la

condition [ fdz =0 qui signifie que
(26) /b(x) |z|d*z =0.

Mais l'espace des fonctions b(z) [z]'/? € C2°(R%) telles que (26) est vérifiée est toujours dense dans
I'espace de Schwartz S(R?.).

Pour comprendre ’équation (24), considérons une équation pour les distributions «(t) de la forme

(27) o(t)at) =0

ot 'on travaille d’abord avec des distributions a sur S! et olt 'on assume que ¢ € C*°(S1) a un
nombre fini de zéros x; € Z(p), d’ordre fini n;. Soit J l'idéal de C>°(S') engendré par . On a
¥ € J < Vordre de ¥ en x; est > n;.

Ainsi, les distributions d,, 6§ci, ey 5&?71) forment une base de I’espace des solutions de (27).
Maintenant, i(t) est, pour 7 orthogonal & Im(E) et satisfaisant (16), une distribution & support

compact, et L (Xg, % + it) @(t) = 0. Ainsi, par 'argument ci-dessus, nous obtenons que 1//; est une

combinaison linéaire finie des distributions,

1 6—1
(28) (5t(k) , L (X0,2 +it> =0, k < ordre du zéro, k < —
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La condition k& < 'ordre du zéro est nécessaire et suffisante pour obtenir I’évanouissement sur 'image
de E. La condition k < 6771 est nécessaire et suffisante pour assurer que v appartient & L? 50 1.e.

que

(29) /(log\xDQk(l + |log |z||}) %2 d*z < 00
. . 5—

quiest 2k +6 < —1,ie k< Tl

Inversement, soit s un zéro de L(Xp, s) et k > 0 son ordre. Par le lemme 3 et par le fait que A, soit

finie et analytique (pour Re s > 0), on obtient

a
(30) (;9) As(f)=0 VfeS(Ap, a=0,1,...,k—1.
On peut alors différencier ’égalité du lemme 3 et obtenir,
0 ¢ s— a j*
(31) (5:) 2= [ B Xolo) a2 g ol a7
k

Ainsi, n appartient a 'orthogonal de Im(E) et satisfait (16) ssi c’est une combinaison linéaire de

fonctions de la forme,

(32) Mta(t) = Xo(a) |z[* (loga)?,
ou,
1 . , 0—1
0,=+it] =0, a<ordre du zéro, a < —.
(33) L X 5 + it 0 < ordre d < 5
La restriction au sous-groupe R* de C}, de la transposée de W est ainsi donnée dans la base ci-dessus
par :
@ .
(34) W e =Y CGA" (1ogh)’ 1.

b=0

L’opérateur de multiplication par une fonction a dérivées bornées est un opérateur borné dans
n’importe quel espace de Sobolev ; ainsi, on peut vérifier directement, en utilisant la densité dans
Porthogonal de Im(FE) des vecteurs satisfaisant (16), que si L (Xo, % + z's) = ( alors is n’appartient

pas au spectre de DY, .

Cela détermine le spectre de 'opérateur Df\go et par conséquent celui de son transposé Dy, comme

indiqué dans le Théoreme 1 et cela termine la preuve du théoreme 1.

Prouvons maintenant le corollaire. Fixons hg € S(C) de telle fagon que ﬁo a son support compact
contenu dans {Xy} x R et ho(Xo, s) = 1 pour s petit.
|is

Prenons alors hy donné par hs(g) = ho(g) |g|**. La transformée de Fourier hs est alors le translaté

de /f\zo, et on peut choisir hg de telle fagon que,

(35) > ho(Xo,u) =1ueR
nez
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Quand |s| — oo, la dimension de I'image de W'(h;) est de 'ordre de log |s| comme 'est le nombre

de zéros de la fonction L dans le translaté d’un intervalle donné (cf. [W3]).
Choisissons h € S(Ci). On a W(h) =3, o, WH(h * hy,).

11 suit de 13, de la croissance polynomiale de la norme W(g), que opérateur

(36) / h(g) W (g)' d*g

est de classe trace pour tout h € S(Cy).

De plus, en utilisant la forme triangulaire donnée par (34), nous obtenons sa trace, et par conséquent

la trace de son transposé W (h) comme,

(37) TraceW(h) = > h(X,p)

L(x,+p)=0
pEi R

ou la multiplicité est comptée comme dans le Théoreme 1 et ou la transformée de Fourier h de h est

définie par,

(38) h(X,p) = /C () Z(u) |ul? & .

Appendice II. Formules explicites.

Rappelons d’abord les formules explicites de Weil ([W3]). Soit k un corps global. On identifie le

quotient Cy/Cj1 avec 'image du module,

(1) N={lgl; g€ Cy} CR".
On munit N de sa mesure de Haar normalisée d*z. Etant donnée une fonction F' sur N telle que,
pour b > %,

(2) IF)|=00b) v—0, |FW)|=0w", v— o,

on définit,

(3) B(s) = /N F)v'* s d*v.

Etant donné un Grossencharakter X', i.e. un caractere de Cj, et quel que soit p dans la bande
0 < Re(p) < 1, appelons N (X, p) Uordre de L(X,s) en s = p. Soit,

(4) S(X,F) =Y N(X.p)2(p)
P
ou la somme est prise sur les p de la bande ouverte ci-dessus. On définit alors une distribution A
sur Cj, par,
(5) A =logld™'|6y+D—> D,
v
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ol 61 est la masse de Dirac en 1 € Cy, ot d est I'idele différentielle de k de telle facon que |d|~*
est au signe pres le discriminant de k& quand carac(k) = 0 et vaut ¢29~2 quand k est un corps de

fonctions sur une courbe de genre g avec ses coefficients dans le corps fini Fj,.

La distribution D est donnée par,
(©) D)= [ Fw) (ol + w2
Ck

ou la mesure de Haar d*w est normalisée (cf. IIb). Les distributions D, sont paramétrées par les
places v de k et s’obtiennent comme suit. Pour chaque v, on considere I’lhomomorphisme propre

naturel,
(7) ky — Cy , © — classe de (1,...,2,1...)

du groupe multiplicatif du corps local k, dans le groupe des classes d’ideles Cf.

On a alors,
— M 1/2 %
0 Du(s) = Ppw [

ou la mesure de Haar d*u est normalisée (cf. IIb), et ou la valeur principale de Weil Pfw de

I'intégrale s’obtient comme suit, pour un corps local K = k,,

(9) wa/ 1Rs d*u=0,
k

*
v

1=

si le corps local k, est non archimédien, et sinon :

(10) wa/k

*
v

o(u)d*u = PFy Y(v)d'v,
R3
ou Y(v) = flﬂ\:'/ o(u) dyu est obtenu en intégrant ¢ sur les fibres, tandis que

(11) PFO/w(u)d*y = 2log2mc+ tlim </(1 — YY) dv — 2c10gt> ,
—00
ot I'on suppose que ¥ —c¢ f; L est intégrable sur R* , et
fov) =mf( 20712 VrveRL,  fi=fi' = fo.

La formule explicite de Weil est alors,
Théoréme 1. ([W]) Avec les notations ci-dessus, on a S(X,F) = A(F(|w]) X(w).

Nous allons maintenant travailler sur cette formule et en particulier, comparer les valeurs principales

P fw avec celles du théoreme V.3.
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Effectuons le changement de variables suivant,

(12) 917 2 h(g™) = F(|g]) Xo(g),

et réécrivons 1’égalité ci-dessus en fonction de h.
Par (3), on a,

(13) o (5+is) = [ Pl as.

Ck

Ainsi, en fonction de h,

(14) / h(g) X1(g) |g|V/2+ drg = / F(lg™]) Xolg™") Xa(g) gl d*g

qui est égal & 0 si X1 /Cr1 # Xp/Ck1 et pour X = Xp,

(15) [ 10 Xt a2 g =0 (5 s )
Ainsi, avec nos notations, nous voyons que,

(16) Supph C Xo x R, h(Xo, p) = ®(p) .
Et alors, nous pouvons écrire,

L(X,p)=0, XxeCy 4
0<Rep<1

en utilisant une décomposition fixe Cp, = C1 X N.
Evaluons maintenant chaque terme dans (5).

Le premier devient (log |d~!|) h(1). On a, en utilisant (6) et (12),

(D, F(lg]) Xo(9)) = Jo, lal™ 2 h(g™") (Igl'/? + |g|~*/2) d*g
= Jo, 1(w) (1 + [ul) d*u = h(0) + h(1),

ou, pour le caractere trivial de Cj; on utilise la notation

(18) h(z) =h(l,2) VzeC.
Ainsi, les deux premiers termes de (5) donnent

(19) (log |d~|) k(1) 4+ R(0) + h(1).
Soit v une place de k, on a par (8) et (12),

h(u=1)
k 11— ul .

*

(Dy, F(|g]) Xo(9)) = Pfw

Nous pouvons alors écrire la contribution des derniers termes de (5) comme,

u*l
(20) -> wa/ ?1(_ u>| d*u

v




Ainsi, ’égalité de Weil peut étre réécrite en,

(21) h(0) +h(1) — > h(X,p) = (log|d]) h(1)+
L(X,p)=0, XeCy 1

ZPf /* |1—UT d*u.

k

qui est vérifiée maintenant pour des combinaisons linéaires de fonctions h de la forme (12).
Ceci est suffisant pour conclure quand h(1) = 0.

Comparons maintenant les valeurs principales de Weil, avec celles dictées par le théoreme V.3. Nous
travaillons d’abord avec un corps local K et comparons (9), (10) avec notre prescription. Supposons
d’abord K non archimédien. Soit « un caractere de K tel que,

(22) a/R=1, a/m 'R#1.
Alors, pour la transformée de Fourier donnée par,
(23) (F1(e) = [ 1w aty)dy.

avec dy la mesure auto-duale de Haar, on a

(24) F(1g) = 1g.

Lemme 2. Avec le choix ci-dessus de o, on a

"h(u™t) .,
\1— d =Plw /|1

avec les notations du théoreme 3.

Preuve. Par construction, les deux cotés peuvent seulement différer par un multiple de h(1). Rap-

pelons du théoreme 3 que le coté gauche est donné par

(25) (x h(“_1)> ,

Jul
ol L est I'unique extension de p~* H‘f‘u‘ dont la transformée de Fourier s’évanouit en 1, Z(l) = 0.

Ainsi, de (9), nous devons seulement vérifier que (25) s’évanouit pour h = 1g«, i.e. que
(26) (L,1p-) =0.

De fagon équivalente, si I'on pose Y = {y € K; |y — 1| = 1}, on a juste & montrer, en utilisant
Parseval, que,

(27) {log lul, Ty) = 0.
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On a ly(z) = [y alzy)dy = a(x)1p-(2), et 1g- = 1g — 1p, 1g= = 1g — |7| L,-1, ainsi, avec

gt =Ix|,

(28) Ty (z) = a(z) <1R - 3 1ﬂ_1R> (2).

Nous devons maintenant calculer [ log |z Ty(x)dz = A+ B,

(29) A= 1 /7r1R* a(z) (logg)dx , B = <1 - ;) /Rlog|x dz .

Montrons que A+ B =0. On a fRdm =1, et

A= */* a(r'y) (logq) dy = —logq (/Ra(ﬂ‘ly) dy — /de>

1
= — log ¢ , puisque / a(n ) dy = 0 lorsque a/m 'R # 1.
q R

Pour calculer B, il convient de noter que fﬂ dy=q™ " (1 - %) de telle maniere que

nR*

12 &
B = (1 - q) > (~nlogq)q™" = —q 'logq.

n=0

et A+ B=0. ]

Traitons maintenant le cas des corps archimédiens. On prend d’abord K = R, et on normalise la

transformée de Fourier comme,

(30) (Ff)() = / F(y) &2 dy

de telle fagon que la mesure de Haar dx soit auto-duale.

Avec les notations de (10), on a,

ull/2
|1Lu d*u =logm + v

ou v est la constante d’Euler, v+ = —I"(1). Par conséquent, l'intégration sur les fibres donne
fix (1= f)~1, et on obtient,

PFO/ fox (1= fHtd*u = [log2m + lims_0e /
R? R}
=log2m 4+ v —log2.

(31) Pru [ A,

(1 12 401 — £V d*u— log t>>

Maintenant, soit ¢(u) = — log |u|, ¢’est une distribution tempérée sur R et on a,
1
(32) (p,e™™") = 5 logm+ 2 +log2,

puisqu'on obtient que 2 [ |u|™® e duy = 2 <7r551 r (%)) évalué en s = 0, en utilisant que

r'd)
) —

—v — 2log 2.

[N]]
—
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Alors, par la formule de Parseval, on a,

2

o 1
(33) (@€ ”>=710g7r+%+10g2,

2

qui donne, pour toute fonction test f,

e—0

(34) (®, f) = lim </> f(z) d*fﬂ+(log€)f(0)> + A f(0)

ol A = log 2w + «. Dans le but d’obtenir (34), on utilise I’égalité,

(35) ggﬁf{l}(/lxpgf(w)d*ﬁ(logs) )—ggg)(/ F(@) lalf d*z - <>),

qui est vérifiée puisque les deux cdtés s’évanouissent pour f(x) =1 et pour |z| < 1, f(z) = 0 sinon.

Ainsi, de (34), on obtient,

/ 1 fu = im f(u) *u oge
(36) /Rf(u)u_mduAf(l)—i—l (/1 d*u + (log )f(1)>.

e—0 _ulzg |1 — u|

En prenant f(u) = |u|'/? f3(|u), le coté droit de (36) donne A —log2 = logm + 7, et ainsi, nous

pouvons conclure en utilisant (31) que, pour toute fonction test f,

(37) / fu u= wa/ fu

Considérons finalement le cas K = C. Nous choisissons le caractére de base o comme
(38) a(z) = exp2mi(z +2),
la mesure de Haar auto-duale est dz dZ = |dz A dZ|, et la fonction f(z) = exp —27|z|? est auto-duale.

La mesure de Haar multiplicative normalisée est :

|dz A dZ|

d*z =
(39) z P

Calculons la transformée de Fourier de la distribution

(40) @(z) = —log|z|c = —2log|2|.
On a
(41) (p,exp —2m|z|?) = log2m + v,

comme on le voit en utilisant 2 (f e~ 212 | 2|2 |dz A dz|) = 8@ ((2m)F (1 —¢)).

Ainsi, (, exp —27|u|?) = log 27 4 7 et I'on obtient,
(42) (@, f) = lim (/ f(u) d*U+10g6f(0)> + N £(0)
e—0 |U‘C>8
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ou N = 2(log 27 + 7).

Pour voir cela, on utilise 'analogue de (35) pour K = C, pour calculer le c6té droit de (42) pour
f(2) = exp —27|z|%.

Ainsi, pour toute fonction test f, on a,

! 1 * o/ im f(u) *’LL oo &
@) [ ) g = X )+ lim </|1 d*u + (log )f(1)> .

—ulc>e |1 - u|(C

| Ic

Comparons cela a Pfw. Quand on integre sur les fibres de C* — R la fonction |1 — z|(El, on

obtient,

(44) 1/% 0= sifs <1, et i fe] > 1
— ———di=—"=i|z , et ———si |z .
27 |1 — eifz]2 1—1z2 |2]2 — 1

Ainsi, pour toute fonction test f sur R%, on a, par (10),

1

d*v
—ulc

(45) Pru [ f(ule) s=o=d'u= PR [ 1)

[1—vl

avec les notations de (11). Avec fo(v) = Ve fo(v), on obtient alors, en utilisant (11),
1 —1

(46) wa/fg(\uhc) e d'u = PFO/fO frtd* v = 2(log 27 + 7).

Nous allons maintenant montrer que,

. fa(Julc)
47 lim / d*u+loge | =0,
( ) e—0 ( [1—ulc>e |1 — U|(C &

d’ott il découlera que, en utilisant (43),

(48) /f u—wa/f 7d*u

1 —ulc

Pour prouver (47), il suffit d’évaluer 'intégrale,
(19) / (1= 2)(1=2))7 |dz A d| = )
|z|<1,]1—2|>e
et de montrer que j(¢) = aloge + o(1) pour € — 0. Un énoncé similaire est alors vérifié

/ (1 -2)(1—2)"t|dz Adz|
|2|<1,|1—2"1|>¢

On a j(e) = [, |dZ A dZ|, on Z =log1 — z et le domaine D est contenu dans le rectangle,
(50) {Z=(zx+iy);loge <z <log2, —w/2<y<m7/2} =R
et borné par la courbe z = log2cosy qui vient de ’équation du cercle |z| = 1 en coordonnées

polaires centrées en z = 1. On obtient alors,

log 2
(51) jle) = 4/1 Arccos(e®/2) dx

oge

62



quand € — 0, on a j(¢) ~ 2wlog1/e, qui est laire du rectangle suivant (selon la mesure |dz A dZ|),
(52) {Z=(x+iy);loge <ax <0, —7/2<y<m7/2}

on a |R;| — 2wlog2 = 2mwlog1/e. Quand € — 0, l'aire de R.\D converge vers

log 2 w/2
(53) 4/ Arcsin(e®/2) dz = —4/ log sinu du = 2w log 2,
0

—0oQ

de telle fagon que j(¢) = 2mlog1/e + o(1) quand € — 0.

Ainsi, nous pouvons affirmer qu’avec le choix ci-dessus des caracteres de base pour les corps locaux,

on a, pour toute fonction test f,

(54) /f u—wa/f

Lemme 3. Soit K un corps local, cg un caractére normalisé comme ci-dessus et a, a(x) = ag(Ax)
N . . . ! 3 . 3 \ . \
un caractére arbitraire de K. Soit f définie comme dans le théoréeme V.3 relative a «, alors, pour

toute fonction test f,

/f d*u =log |\ f(1) +wa/f u|d*u

Preuve. La nouvelle mesure de Haar auto-duale est
(55) da = |A\Y?dya

avec dgya auto-duale pour «y.

De fagon similaire, la nouvelle transformée de Fourier est donnée par

fla) = / a(zy) f(y) dy = / ao(Aey) () A2 doy,

ainsi

(56) Fl) = A2 PP,

Soit alors ¢(u) = —log |u|. Sa transformée de Fourier comme distribution est donnée par,
67) @.1) = / (~log hul) flw) du.

Omn a

—log [u]) fO(Au) |\ dou
—log v]) fO(v) dov + [log|A| FO(v) dov
= [(~log[v]) fO(v) do v + log || £(0).

J(=logu]) f(u
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Ainsi, le lemme découle de (54). g

Passons maintenant au cas global, rappelons que si «, a # 1, est un caractere de A tel que a/k =1,
il existe une idele différentielle d = (d,,) telle que (cf. [W1]),

(58) ay(T) = o (dy x)

ou o = Il oy, et ot chaque caractere ag, est normalisé comme ci-dessus.

Nous pouvons alors réécrire la formule de Weil (théoréme 1) comme,

Théoréme 6. Soit k un corps global, o un caractére non-trivial de A/k et o = I, ses facteurs
locauzx.

Soit h € S(Cy) a support compact, alors

~ ~ ~ / u—l
)+ = Y R, p) = Z/* ?f_u)' d*u

L(X,p)=0
0<Rep<1

ot la normalisation de [" est donnée par av, comme dans le théoréme V.3, etﬁ(?(, z) = [ h(u) X(u) |u|* d*u.
Preuve. Cela découle de la formule (21), lemme 3 et de I’égalité log |d| =" log|dy|. n

Normalisation de la mesure de Haar sur le groupe modulé

Soit G un groupe abélien localement compact avec un morphisme propre,
(1) g—lgl. G—RL

dont I'image est cocompacte dans R .

Il existe une unique mesure de Haar d*g sur G telle que
(2) / d*g ~ log A quand A — +o0.
lgl€[1,A]

Soit Gp = Kermod = {g € G; |g| = 1}. C’est un groupe compact par hypotheése, et 'on peut
identifier G/Gq avec I'image N du module. Déterminons la mesure d*n sur N C R telle que (2)

soit vérifiée pour

(3) [raa=] < [ o) d90> d'n

ou la mesure de Haar dgg est normalisée par

() /Godgo_l.
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Soit pa la fonction sur G définie par
. 1 .
(5) p/\(g) =0 si |g| ¢ [LA] ) PA(Q) - @ S1g € [17A] .

La normalisation (2) signifie que [ pp d*g — 1 quand A — oc.

Posons d’abord N = Y ; alors 'unique mesure satisfaisant (2) est

dA
d*\ = —.
(6) A 3

Posons alors N = pZ pour un certain g > 1. Considérons la mesure

(7) /ffg:aEJﬂM%

On prend f = pa, alors, le coté droit est « % ot N est le nombre de " € [1,A], i.e. ~ 11222 Cela

montre que (2) est vérifiée ssi

(8) oa=logpu.

Montrons plus généralement que si H C G est un sous-groupe compact de G et si a la fois d*g et

d*h sont normalisées par (2), on a

(9) /(/ﬂwm%>%y—/ffg

ot dy y est la mesure de Haar de l'intégrale 1 sur G/H,

(10) / doy=1.
G/H

Le coté gauche de (9) définit une mesure de Haar sur G et il est juste nécessaire de montrer qu’il
satisfait (2).

On a ||pa(-y) — palli = 0 quand A — oo , et
(11) /pA(hy) d'h —1 quand A — oo

uniformément sur les ensembles compacts de y € G, ainsi

(12) / </ pa(hy) d*h> doy — 1 quand A — oco.

Appendice ITI. Formules de trace d’une distribution.

Dans cet appendice, nous rappelons pour le confort de la lectrice le traitement des distributions

indépendantes des coordonnées de [GS] et donnons des détails pour les conditions de transversalité.

Etant donné un espace vectoriel E sur R, dim E = n, une densité est une application, p € |E|,

(1) p:\"E—=C
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telle que p(Av) = |A| p(v) VA eR, YveAN"E.

Etant donnée une fonction linéaire T': E — F, soit |T| : |F'| — |E| I'application linéaire correspon-

dante, elle dépend de fagon contravariante de T

Etant donnée une variété M et p € C°(M,|TM|) sur une intégrale canonique,

(2) /pec.

Etant donné un fibré vectoriel L sur M, on définit les sections généralisées sur M comme l’espace
dual de C°(M, L* @ |TM])

(3) C=®(M, L) = dual de C®(M, L* @ [T M)

ou L* est le fibré dual. On a une inclusion naturelle,

(4) C*®(M,L)Cc C~*°(M,L)

étant donné 'appariement,

(5) e C®(M,L), s € CX(M,L* ® |TM]) - /(5,0}
ou (s,o) est vu comme une densité, (s,o) € C°(M, |[TM|).

On a la notion similaire de section généralisée sur les supports compacts.

Etant donnée une application lisse ¢ : X — Y, alors si ¢ est propre, elle a une application (con-

travariante) associée :

(6) " CF(Y, L) = CP(X, 9" (L)) 5 (" &)(x) = &E(p(x))

ot ©*(L) est le pullback du fibré vectoriel L.

Ainsi, étant donnée une forme linéaire sur C2°(X, ¢*(L)), on a une forme linéaire (covariante)
associée sur C°(Y, L). En particulier, avec L trivial, on voit que si on a une densité généralisée
p € C~(X,|T]), on a un pushforward

(7) ex(p) € CT(Y,|T)

avec (p«(p), &) = (p,p*€) V€ CX(X).

Ensuite, si ¢ est une fibration et p € C°(X, |T|) est une densité, alors, on peut intégrer p le long

des fibres ; la densité obtenue sur Y, ¢.(p) est donnée comme dans (7) par

(8) (pulp) [) = (o™ f) Ve CO®(Y)

mais 'important est que ce n’est pas seulement une section généralisée mais également une section
lisse @« (p) € CE(Y,|T).
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Il suit de cela que si f € C~°(Y) est une fonction généralisée, alors on obtient une fonction

généralisée ©*(f) sur X par,

9) (" (f)p) = (frex(p))  Vp e CO(X,[T]).

En général, le pullback ¢*(f) continue d’avoir du sens tant que la condition de transversalité tient,
(10) d(e*(1)) #0 Ve WE(f).

ot WF(f) est I'ensemble des fronts d’onde de f ([GS]). Le point suivant est la construction de la
section généralisée d'un fibré vectoriel L sur une variété X associée a une sous-variété Z C X et un

symbole,
(11) o€ C™®(Z,LR|N3|) .

ol Nz est le fibré normal de Z. La construction est la méme que celle de I'intégration habituelle sur
un cycle. Etant donné £ € C°(X, L* ® |T|), le produit o &/Z est une densité sur Z, puisque c’est
une section de |Tz| = |Tx| ® [N%|. On peut alors I'intégrer sur Z. Quand Z = X, on a N} = {0}
et [N} | a une section canonique, de telle maniere que le courant associé a o est juste donné par
(5). Quand Z = pt est un point singulier x € X, une section généralisée de L donnée par une
distribution de Dirac en z nécessite non seulement un vecteur &, € L, mais également une densité

duale, i.e. un volume multi-vectoriel v € |T.
Maintenant, soit ¢ : X — Y avec Z une sous-variété de Y et o comme dans (11).

Assumons que ¢ est transverse & Z, de telle sorte que pour tout x € X avec y = p(z) € Z, on ait

(12) 0u(Te) + Ty (Z2) =Ty Y .
Soit
(13) w={X €Ty, v.(X)€Ty(2)}.

Alors, @, est un isomorphisme canonique,
(14) 0 Tp(X) /10 =Ty (Y)/Ty(Z) = Ny(2) .

Et ¢~1(Z) est une sous-variété de X de la méme codimension que Z avec un isomorphisme naturel

de fibrés normaux
(15) NQD*I(Z) EQP*NZ

En particulier, si est donnée une d§-section généralisée d’un fibré L a support Z et un symbole

0 € C™(Z,L®|N}|), on a le symbole correspondant sur ¢~ 1(Z) qui est donné par

(16) ¢ o(z) =a(p(@)) € (¢" L)e @[N]

en utilisant I'isomorphisme (15) L.e. N ~ N7 ..

Maintenant, pour toute d-section associée a Z, o, ’ensemble des fronts d’onde est contenu dans le

fibré conormal de la sous-variété Z, ce qui montre que si ¢ est transverse a Z, le pullback ¢*dz,
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de la distribution sur Y associée & Z, o fait sens, il est égal & d,-1(7) o+ (o)-

Formulons alors maintenant le théoreme du noyau de Schwartz. On considere une application linéaire

continue,

(17) T:C2(Y) = C72(X),

I’énoncé du théoreme peut s’écrire

(18) 16 @) = [ ko)) dy

ou k(z,y) dy est une section généralisée,

(19) ke C™(X xY , pry-(|T))) .

Soit f : X — Y une application lisse, et T' = f* 'opérateur

(20) (T¢) () =&(f(z) VE€CXT(Y).

Montrons que le k correspondant est la §-section associée a la sous-variété de X x Y donnée par
(21) Graphe(f) = {(z, f(z)) ; z€ X} = Z

et identifions son symbole, o € C*(Z, pry (|T]) ® |[N%|).

Etant donné & € T;(X), n € T,;(Y), on a (§,1) € Ny ssi il est orthogonal & (v, f.v) pour tout
v e TH(X), e (v,&)+ (fev,n) =0 de telle facon que

(22) e=—1in.

Ainsi, on a un isomorphisme canonique j : T,;(Y) ~ Nz, EN (—fIn,m). La transposée (j~1)! est

donnée par (j71)!(Y) = classe de (0,Y) dans Nz, VY € T,(Y). Ainsi, on a le choix canonique pour

le symbole o,
(23) o=j"" e C™(Z,pry(T|) ® [NZ|).
On note la §-distribution correspondante par

(24) k(z,y)dy = 6(y — f(x)) dy.

On vérifie alors la formule,

(25) / Sy — f(o) € dy = £(f(z)  VEECE(Y).

Considérons maintenant une variété M avec un flot F;
(26) Fi(z) = exp(tv) x ve C®(M,Twy)
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et I'application correspondante f,
(27) f MxR—>M, f(x,t) = F(x).

On applique les éléments ci-dessus avec X = M x R, Y = M. Le graphe de f est la sous-variété Z
de X XY,

(28) Z={(zty); y=F()}.
Si ¢ est 'application diagonale,
(29) oz, t) = (z,t,x), o: M xR =X xY

et le premier résultat est la transversalité ¢ h Z.

Nous avons alors besoin de considérer (12) pour chaque (z,t) tel que ¢(x,t) € Z, i.e. tel que
x = Fi(z). On regarde I'image par ¢, de lespace tangent T, M x R sur M x R en (z,t). On prend
0; le champ de vecteurs naturel sur R. L’image de (X, A9;) est (X, A0, X) pour X € T, M, X € R.

En divisant I'espace tangentiel de M x R x M par I'image de ¢,, on obtient un isomorphisme,
(30) (X,00,Y)>Y - X

avec T, M. L’espace tangent a Z est {(X', u 0y, (Fy)« X' 4+ pvp,)); X' € To M, € R}. Ainsi, la
condition de transversalité signifie que tout élément de T, M est de la forme

(31) (F)« X = X + pv, XeTlT, M, pneR.
On a
(32) (Fo)s vz = pog

de telle maniere que (F}), définit une application quotient, I’application inverse de Poincaré
(33) P:T,/Rv, — T,/Rv, =N,

et la condition de transversalité (31) signifient exactement,

(34) 1-P est inversible.

Faisons cette hypothese et calculons le symbole o de la distribution,

(35) T=¢"(0(y — Fi(x)) dy) -

D’abord, comme ci-dessus, posons W = o~ 1(Z) = {(x,t) ; F,(z) = 2}. La codimension de ¢~!(2)
dans M x R est la méme que la codimension de Z dans M x R x M, et elle est donc égale a dimM,,
ce qui montre que o~ !(Z) est de dimension 1. Si (z,t) € ¢~ 1(Z) alors (Fy(z),t) € ¢~ 1(Z). Ainsi,

si 'on suppose que v ne s’évanouit pas en x, I’application,
(36) (z,t) St

est localement constante sur la composante connexe de ¢~ !(Z) qui contient (z,t).

69



Cela autorise & identifier I'espace transverse & W = ¢~1(Z) comme le produit

(37) NV ~ N, xR

x,t —
dans lequel a (X,\0;) € T, (M x R), on associe la paire (X, ) donnée par la classe de X dans
N, =T,/Ruv, et A € R.

Le symbole o de la distribution (35) est une section lisse de |N"*| tensorisée par le pullback *(L)
ou L = pry [Ty|, et on a

(38) ©*(L) ~ [p* T
(39) p(z,t) == V(z,t) e M xR.

Pour calculer o, on a besoin de I'isomorphisme,

(40) Ny B Toony (M xR X M)/Tpp)(Z) = N7
L’application ¢, : N% — NZ est donnée par

(41) e (X;A0) = (1= (Fi)e) X — A XeN,,  eR
et le symbole o est juste

(42) o =o't € [p* Tul @ |NW].

Cela fait sens puisque ¢, : p* Thy — NW.

Considérons maintenant la seconde projection,

(43) g(z,t)=teR

et calculons le pushforward ¢.(7) de la distribution 7.

Par construction, d(y — Fy(x)) dy est une section généralisée de pr} |T, de telle facon que 7 est une

section généralisée de p* |T'| = ¢* pry |T.
Ainsi, ¢.(7) est une fonction généralisée.

On regarde d’abord la contribution d'une orbite périodique, la partie correspondante de p~1(Z) est

de la forme,
(44) o N Z)=V xT CcMxR

ou I' est un sous-groupe discret cocompact de R, tandis que V' C M est une sous-variété compacte
de M de dimension 1.
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Pour calculer ¢.(7), on définit h(t) |dt| comme une 1-densité sur R et on la pullback par g comme la
section sur M x R du fibré ¢* |1,

(45) §(x,t) = h(t) |dt].
On a alors besoin de calculer f(p71( 2) £ 0. On peut regarder la contribution de chaque composant :

Vx{T}, TeT.

On obtient

1

46  ——
(46) |1 — Pr|

h(T) .

ou T# est la longueur de Porbite primitive, ou, de maniére équivalente, le covolume de T’ dans R
pour la mesure de Haar |d¢|. On peut alors écrire les contributions des orbites périodiques comme

(47) ZZCOVOI =7 PT| h(T).

ou la fonction test h s’évanouit en 0.

Le prochain cas & considérer est celui ol le champ de vecteurs v, a un zéro isolé 0, v,, = 0. Dans

ce cas, la condition de transversalité (31) devient
(48) 1 — (F})s inversible (en zg).

On a Fy(xg) = zo pour tout ¢ € R et maintenant, le composant pertinent de p~*(Z) est {zo} x R.
L’espace transverse NV est identifié & T}, et 'application ¢, : NV ~ NZ est donnée par :

(49) P =1—(F)s.

Ainsi, le symbole o est la fonction scalaire |1 — (F}).|~! . La section généralisée g. p*(6(y— Fy(z)) dy)

est la fonction, t — |1 — (F})«|~!. Nous pouvons alors écrire la contribution des zéros du flot comme,

h(t
o0 > [t

zéros

ol h est une fonction test s’évanouissant en 0.
Nous pouvons alors rassembler les contributions (47) et (50) en
h(u)
(51) / ——— d"u
2 ), T
ol h est comme ci-dessus, I, est le groupe d’isotropie de I'orbite périodique 7y, la mesure de Haar d*u

sur I, est normalisée de telle fagcon que le covolume I, soit égal a 1 et nous remplagons a nouveau

(Fy)« par sa restriction & l’espace transverse +.
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Algébres de Hecke, facteurs de type III et transitions de phase’
avec brisure spontanée de symétrie en théorie des nombres?

Jean-Benoit BOST - Alain CONNES

Résumé Dans cet article, nous construisons un systéme C*-dynamique naturel, dont la fonction
de partition est la fonction ¢ de Riemann. Notre construction est générale et associe a une inclusion
d’anneaux (sous une condition adéquate de finitude) une inclusion de groupes discrets (les groupes
az + b associés) et les algébres de Hecke correspondantes de fonctions bi-invariantes. Cette algébre
est munie d'un groupe canonique & un parameétre d’automorphismes qui mesure le manque de nor-
malité du sous-groupe. L’inclusion d’anneaux Z C Q fournit le systéme C*-dynamique souhaité, qui
admet la fonction ¢ comme fonction de partition et le groupe de Galois Gal(Q%/Q) de 'extension
cyclotomique Q¥ de Q comme groupe de symétrie. En outre, ce systéme présente une transition de
phase avec brisure spontanée de symétrie a température inverse 8 = 1 (cf. [Bos-C]). La motivation

initiale de ces résultats vient des travaux de B. Julia [J] (cf. also [Spe]).

1 Description du systéme et de sa transition de phase

Rappelons d’abord les notions générales de mécanique quantique statistique et des transitions de
phase. Un systéme statistique quantique consiste en :
() une C*-algebre d’observables : A ;
(8) une évolution dans le temps (o)er, qui est un groupe a un paramétre d’automorphismes de A.
Un état d’équilibre, ou état KMSg, a température inverse 8 sur (A, o) est un état ¢ sur A qui
satisfait la condition KMSg condition relativement & oy, c’est-a-dire tel que pour tous z,y € A, il
existe une fonction bornée holomorphe (continue sur la bande fermée), F, ,(2),0 < I'mz < (8 telle
que
Fuy(t) = p(zou(y)) VteR

Foy(t+iB) = (ot(y)x) ViR,

Dans le cas le plus simple ot A = My(C) est lalgébre des matrices N x N, tout groupe & un

paramétre d’automorphismes (o )¢cr de A est de la forme
or(x) = Hge ™ Vrec AteR

pour un élément auto-adjoint H = H* € A. Alors pour tout # € [0, 00[, on a un unique état KMSg
pour oy, et il est donné par
Trace (e*/’)H :E)
pp(x) = Trace (¢ PH) Vo € A.
Noter ici que la normalisation additive de H peut étre fixée en imposant que H > 0 et 0 € SpH.
Alors le facteur de normalisation Trace(e M) est appelé la fonction de partition de (A,0;). La
formule suivante est vérifiée :

Log Trace (eiﬁH) = st;p(S(so) — Bp(H))

1J'ai traduit ce texte et cette traduction comporte sirement des erreurs qui n’engagent que moi.
%Selecta Mathematica, New Serie, Vol.1, No.3 (1995), 1995, Birkhiuser Verlag, Basel.



ou ¢ varie sur tous les états de A et S(¢p) est 'entropie de l'état
S(p) = —Trace(pLogp) pour ¢ = Trace(p).

Plus généralement, si (A4, 0¢) est un systéme C*-dynamique quelconque et si ¢ est un état KMSg tel
que la fermeture faible de A est un facteur de type I, alors les conditions ci-dessus s’appliquent et
Pénergie libre S(p) — Bp(H) est bien définie.

Dans une situation un peu plus contrainte que celle ot A = My (C), notamment pour les systémes
sans interaction, il est encore vrai que pour n’importe quel 5 € [0, o[, il existe un unique état KMSg.

Plus précisément, on a comme conséquence immeédiate la :

PROPOSITION 1. Soit A = ®@uerA,, un produit tensoriel infini d’algébres de matrices A, = M,,(C),
et oy = Queroy un produit d’évolutions temporelles. Alors pour tout § > 0, il existe un unique état

KMSg g pour (A, 01), et on a v = Quppgy. 0 g, est l'unique état KMSg pour (Ay,0f).

Pour les systémes intéressants avec interaction, on s’attend en général & ce que pour les hautes tem-
pératures, i.e. pour les 3 petits, le désordre prédominera de telle facon qu’il existera seulement un
état KMSg. Pour les températures suffisamment faibles, un certain ordre devrait apparaitre qui
autorisera l’existence de phases thermodynamiques variées, i.e., d’états KMSg variés. C’est un fait
important trés général de la formulation C*-algébrique de la mécanique quantique statistique qui
fait que, pour un certain S5 donné, tout état KMSg se décompose de maniére unique comme une

superposition d’états KMSg eztrémes :

PRrROPOSITION 2. ([Br-R] [H]) Soit (A, o) un systéme C*-dynamique et 5 € [0,00[. Alors lespace
des états KMSg est un simplexe convere compact de Choquet. Les points extrémes sont les facteurs

d’états KMSg et, quand ils sont de type I, ils cédent une énergie libre bien définie.

Pour un exposé détaillé du lien entre les états KMSg extrémes et les phases thermodynamiques, nous

renvoyons le lecteur a [H].

Comme exemple simple illustrant la coexistence des phases aux températures basses, on peut penser
au diagramme des phases de ’eau et de la vapeur ou mieux aux matériaux ferromagnétiques. Dans
ce dernier exemple, quand la température T est supérieure & la température critique T, de I'ordre
de 103K, le désordre domine, alors que pour T < T, les moments des spins individuels ont tendance
a s’aligner les uns avec les autres, ce qui dans le cas classique & 3 dimensions améne un ensemble de
phases thermodynamiques homogeénes paramétré par la sphére en 2 dimensions des directions dans
I’espace & 3 dimensions.

Cet exemple sert a illustrer le phénomene de brisure spontanée de symétrie : le groupe SO(3) des
rotations dans R? est le groupe de symétrie du systéme dynamique avec lequel on commence et,
pour les grandes valeurs de T',T > T, I’état d’équilibre est unique et par conséquent invariant par
rotation. Pour les petites valeurs de T' cependant, T < T, le groupe SO(3) agit de fagon non triviale
sur ’ensemble des phases thermodynamiques et le choix d’un état d’équilibre brise la symétrie.



La formulation C*-algébrique de cela est évidente. On a un groupe (compact) G d’automorphismes

de la C*-algébre A qui commute avec ’évolution temporelle
ag € Autd, VgeG, ag0p = oy VE € R

Un tel groupe agit de fagon évidente sur 'espace compact convexe des états KMSg et par conséquent

sur ses points extrémes.

Nous allons maintenant décrire (la motivation précise sera expliquée ci-dessous) un systéme C*-
dynamique intimement relié a la distribution des nombres premiers et exhibant le comportement

ci-dessus de brisure spontanée de symétrie.

La C*-algebre A est une algébre de Hecke, qui contient ’algébre des opérateurs de Hecke usuels de
la théorie des nombres, i.e., ceux qui sont reliés aux correspondances de Hecke pour les treillis dans
C ([Sh], [Ser1]). Cette derniere algébre est commutative et c’est I'algebre de composition des classes
doubles

v € GL(2,Z)\GL(2,Q) /GL(2,Z).

Plus généralement, étant donné un groupe discret ' et un sous-groupe I'g qui est presque normal,

c’est-a-dire qui satisfait la condition que
“les orbites de T'y agissant a gauche sur I'/Ty sont finies”,

on deéfinit Palgebre de Hecke H(T',Ty) comme l’algébre de convolution de fonctions (C-valuées pour
notre objectif) a support fini sur To\I'/Ty. Plus spécifiquement, étant données 2 telles fonctions
f, [" € H(T,Ty), leur convolution est

(f=M)= > fOGu"Hf'(m) Vyer.

~v1€L\T
Dans cette formule, f et f’ sont vues comme des fonctions I'g-bi-invariantes sur I' et & support fini

dans T'o\I'/T.

Pour compléter H en une C*-algébre, on la ferme en norme dans la représentation réguliére de H
dans £2(Tg\I') (cf. [Bi]) :

PRrROPOSITION 3. Soit I'g C I" un sous-groupe presque normal du groupe discret I". Alors la formule
suivante définit une représentation (involutive) A de H(T,Tg) dans £2(Tg\T) :

ADO@) =D flym He(m) Yy e\, VfeH.

Lo\l

On vérifie que A(f) est bornée pour tout f € H(I',T'y). L’involution sur H telle que

A=A VfeH

() =f(y1)  VyeTo\I'/T.



Alors, prenons A la C*-algébre fermée en norme de H(I',T'y) dans ¢2(I'g\I'). Une bonne notation

pour cette algebre, compatible avec le cas des groupes discrets est

H(I', To) = C(I,T).
Définissons maintenant le groupe & un parameétre d’automorphismes o3 € AutA. Nous avons d’abord
besoin d’introduire les notations. Puisque toute Ty orbite sur T'/T est finie, nous noterons, pour
vyel
L(v) = cardinalité de 'image de T'gyI['g dans T'/Tg
R(~y) = cardinalité de I'image de I'p7yT"g dans T'o\TI.
Alors, par construction, L(y) € N*, R(y) € N*, R(y) = L(v™!), L et R sont toutes deux des fonc-

tions I'p-bi-invariantes.

PROPOSITION 4. Soit I'g C I' un sous-groupe presque normal du groupe discret T
Il existe un seul groupe a un parameétre d’automorphismes o, € Aut(C;(I',T'g)) tel que
L(v)

(@ (F)() = (w) F() ¥y e T\

En fait, comme nous le verrons plus tard, o_; est la réduction du groupe modulaire d’automorphismes
of pour I'état sur M = A\(H)” donnés par le vecteur unité correspondant a la classe 'y € To\I'.
Considérons maintenant 1’algébre de Hecke H pour les groupes :

_ pt+ _ p+
I=Pf, To=P

1 b
0 a
que nous nous restreignons aux cas pour lesquels a > 0. On vérifie que PZ+ est presque normal dans
P& (cf. Lemme 13).

Nous allons maintenant décrire la transition de phase avec brisure spontanée de symétrie pour le

ot P est le groupe des matrices 2 x 2 défini par P = { [ } caa ' =a"ta = 1} et ot le 4+ indique

systéme dynamique correspondant & I' = P& ,To = Pg . Notons par vz la fonction suivante sur le
groupe Q/Z. Etant donné n = ¢ € Q/Z, avec a,b € 7Z, avec a premier & b > 0, soit

b:Hka

peEP

la, décomposition en facteurs premiers de b et posons

den)= [ o7 -p"H1-p )"

PEP kp£0

(b Hmec)er

definit un plongement Q/Z C T'o\I'/T'y et des morphismes injectifs d’algébres involutives

L’inclusion du sous-groupe unipotent

ClQ/z] c H(T, To)

et
C*(Q/z) c C/(I', To).



Le résultat principal de cet article est le
THEOREME 5. Soit (A, o) le systeme C*-dynamique associé auw sous-groupe presque normal PZ"' de
P&. Alors

a) Pour 0 < 8 < 1, il existe un unique état KMS, sur (A, o¢). Sa restriction a C* Z) C
B8 PB
Crx(I',To) est donnée par la fonction ci-dessus de type positif g sur Q/Z. Chaque g est un
facteur d’états et le facteur associé est le facteur hyperfini de type III;, Ro.

(b) Pour 8> 1 les états KMSg sur (A, o) forment un simpleze dont les points extrémes g sont
paramétrés par les plongements complezes x : Q! — C du sous-corps Q¥ de C engendré par

les racines de l'unité et dont les restrictions a C*(Q/Z) sont données par la formule suivante :

pax(1) =CB) D nPx(y)”
n=1

Ces états sont des facteurs d’états de type I.
(c) La fonction de partition est la fonction zéta de Riemann.

Le facteur de normalisation est l'inverse de la fonction ¢ de Riemann évaluée en 5. En d’autres
termes, la température critique est ici T, = 1 et a basse température (8 > 1), les phases du systéme
sont paramétrées par tous les plongements possibles de K = Q%! dans le corps des nombres com-

plexes.

Comme nous le verrons ci-dessous, le groupe de Galois G = Gal(Q%*!/Q) agit naturellement comme
un groupe d’automorphismes de CX¥(T',T'g) qui commute avec 'évolution temporelle (o4)er, et la

brisure spontanée de symétrie a lieu pour g > 1.

Avant que nous ne commencions la démonstration du théoréme 5, nous allons expliquer comment le

systeme C*-dynamique ci-dessus est relié a la distribution des nombres premiers.
2 Seconde quantification des bosons et nombres premiers comme

sous-ensemble de R

E. Nelson a dit que la premiére quantification est un mystére tandis que la seconde est un foncteur.
Dans le cas des bosons, ce foncteur S, de la catégorie des espaces de Hilbert vers elle-méme, assigne

a chaque espace de Hilbert H un nouvel espace de Hilbert SH donné par
SH - @?LO:()SnH

ou S™H est la n—iéme puissance symétrique de H munie du produit intérieur suivant :
n
G oGmm) =Y [ mem)  V,mieH
o 1

(voir par exemple [G]). Etant donné un opérateur 7' dans H (plus généralement T' : H; — Haz),
lopérateur ST dans SH est donné par

(ST)(fl .. gn) = (Tgl)(TEZ) s (Tgn) V& € H.



Meéme si T est borné, ST n’est pas borné en général mais si T' est auto-adjoint (non-borné), il en est

de méme de ST'. Aussi, nous travaillerons avec de tels opérateurs. On a la formule suivante :

Trace(ST) = det(ll—T) (*)

qui fait sens si ||T]| < 1 et T € LY(H).

Le probléme que nous allons maintenant étudier est le suivant : trouver une caractérisation simple
des opérateurs auto-adjoints T' dans H dont le spectre est le sous-ensemble P C R formé de tous les

nombres premiers, chacun avec une multiplicité de 1 :
P={2,3,57,11,13,17,...} C R.

Le probléme correspondant pour l’ensemble N = {0,1,2,3,...} des entiers naturels, ou pour N* =
N\{0}, est plus facile, et a été résolu dans l'article de Dirac [Dir] qui a inauguré la théorie quantique

des champs. Dans ce cas, la solution est simplement qu’il existe un opérateur a tel que
ad* —a*a=1, a*a=T.

(Pour N*, il est nécessaire que aa* soit égal a T'). Etablissons maintenant le résultat pour le sous-
ensemble P C R :

LEMME 6. Soit T un opérateur auto-adjoint dans un espace de Hilbert H ; alors (en comptant les
multiplicités)
Spectrum T = P <= Spectrum ST = N*.

Preuve. Assumons d’abord que Spectre ST = N*. Alors, comme généralement Spec T" C Spec ST,
(en utilisant l'inclusion H C SH), on voit que ). = Spec(T') C N*. Montrons que P C ..
Effectivement, prenons p € P et qui n’est pas dans .. Alors, puisque >, C N*, onap & >."
pour tout n (avec Y. = {kika...ky; k; € >_.}). Cela montre que p ¢ Spec(ST) = U>_", d’on
une contradiction. Ainsi P C Y. Si k € > \P, alors puisque k£ € P™ pour un certain n > 1,
cela signifierait que & n’est pas une valeur propre simple pour ST. Ainsi P = . L’inverse est
évident et découle du théoréme d’Euclide d’'unicité de la factorisation, mais fixons les notations
correspondantes : appelons H; = £2(P) I'espace de Hilbert de base (ep)pep, et identifions-le au
sous-espace a une particule de SH; = £2(N*), l'espace de Hilbert des séquences de carré intégrable

de nombres complexes, avec la base canonique (€, )nen+. On note T Vopérateur :
T:03P)— 2(P); Tep =pe, VpeEP
et ST l'opérateur correspondant
ST : (2(N*) — (*(N*); (ST)e, = ne, Vn € N*.

Posons H = log(ST). Cest le générateur du groupe unitaire & un paramétre Uy = exp(itH) = T,
dont le role est rendu clair par le cas particulier suivant de la formule (*) qui est la formule du

produit eulérien pour la fonction ¢ de Riemann :

1
Pour Re s > 1;4(s) = Trace(ST)" = gy
e _ S



La signification du Lemme 6 est que le sous-ensemble P C R a une définition agréable a condition
qu’on soit prét a utiliser le formalisme de la théorie quantique des champs de bosons. Ce formalisme
contient [’algébre des opérateurs de création et destruction, respectivement a*(&) et a(n), pour ,n €

‘H, donnés par
a* (). & = &6 Y EH
a(n) = (a*(n))".

Le formalisme inclut également 1’évolution temporelle, selon le schéma d’Heisenberg, donné par
oi(x) = Uy & U = et g o711

Dans notre cas, la C*-algébre correspondante dans SH = ¢2(N*) et 1’évolution temporelle sont don-

nées par la :

PROPOSITION 7.

(a) Pour tout p € P, soit p, lisométrie dans ¢?(N*) donnée par la décomposition polaire de
Vopérateur de création associé au vecteur unité e, € H. La C*-algébre C*(N*) engendrée par

les pp,’s est la méme que celle engendrée par les isométries u,,n € N*, qui est définie par

UnEk = €gn Yk € N¥,

(b) Cette C*-algebre est le produit tensoriel infini

N = Q7
peEP
ot chaque 7, est la C*-algebre engendrée par p, et est la C*-algébre de Toeplitz.
(c) L'égalitée oy(z) = e x 7 vz € O*(N*),t € R, ot H = log(ST), définit un groupe a un

parameétre d’automorphismes de C*(N*) donné comme
01 = ®pepoip i otp(ip) = Py  VEER.

Preuve.
(a) Par construction, p, est le décalage d’'un coté dans I'espace de Hilbert SCe, tensorisé par I'identité

dans chacun des espaces de Hilbert SCeq, ¢ # p dans la décomposition

SH = (X) SCz,.

qeP

Par rapport aux bases (g,) de SH, on a alors
HpEn = Epn YN EN

de telle fagon que (a) en découle.

(b) On rappelle que la C*-algébre de Toeplitz 7 est la C*-algebre définie par un générateur unique
u satisfaisant la relation u*u = 1. Si u est une quelconque isométrie non-unitaire dans un espace de
Hilbert (séparable), la plus petite C*-algébre contenant w est isomorphe a 7. Cette C*-algébre est

nucléaire de telle facon que les produits tensoriels finis ® Tp, sont définis de maniére non-ambigue.
p<n



La C*-algébre ® Tp est leur limite inductive. Maintenant pour chaque p, 'isométrie u, engendre
peEP

7p dans SCe), et puisque les produits tensoriels finis X Tp sont représentés fidelement dans H, on
p<n
obtient (b).

(¢) découle d'un calcul direct.

Le systéme C*-dynamique ainsi obtenu n’est pas trés intéressant parce qu’il est sans interaction
(voir Proposition 8 (a)). Néanmoins, les uniques états KMSg associés seront utiles plus tard et sont

donnés par le corollaire suivant de la Proposition 1 et par la classification d’Araki-Woods des ITPFI.

PROPOSITION 8.
(a) Pour tout 5 > 0, il existe un unique état KMSg sur (C*(N*),0;). C’est le produit tensoriel
P8 = OpePPpp

ol g p est l'unique état KMSg sur (1p,0vp) pour og,. La liste des valeurs propres de ¢g ), est
{(1=p")p™ ;n e N}.
(b) Pour B > 1, l’état pg est de type I, et est donné par
ws(x) = C(B) I Trace(e PHz) Vo € C*(N*).
(c) Pour B =1, létat g est un facteur d’états de type III, donné par
ps(r) = Trace,(e fz) Vo e C*(N¥)
ot Trace,, est la trace de Dizmier.

(d) Pour 0 < B <1, @g est un facteur d’états de type III, et le facteur associé est le facteur Ru
d’Araki- Woods.

L’assertion (d) pour 8 =1 est due a B. Blackadar ([Bl]). Nous renvoyons le lecteur a [Co] IV.2 pour
la définition de la trace de Dixmier, dont les propriétés générales rendent clair que I’égalité (c) definit
un état KMS;.

Preuve. (a) Montrons d’abord qu'’il existe un unique état KMSg sur 7, pour le groupe oy;,. On
définit 7, comme la C*-algeébre dans /%(N) engendrée par le décalage d’un seul coté S, alors que
o1p(S) = p'S est le groupe a un paramétre d’automorphismes. D’abord soit g, la restriction a 7,
de I'état sur £(¢%(N)) donnée par
P(A) = Anar(n)
neN
-1

oo
m=0

On vérifie que Qpﬁ,piest un état KMSg sur 7,. Inversement, soit ¢ un état KMSg sur 7,. Alors la

condition d’état KMSg montre que ¢ s’évanouit sur tout vecteur propre A € 7,

orp(A) = N*A ¥Vt € R, acondition que \ # 1.



Cela montre aussi que p(SS*) = p(S* 0_;5(S)) = p~Pp(S*S) = p~# de telle maniére que p(1 —
S$8*) =1 —p~B. Plus généralement, on a pour tout k,£ € N :

o(SkS*) =0 si k#4

=p " & k=0t
Cela montre I"unicité de ¢ = pg, sur I'idéal K des opérateurs compacts, K C 7.
Ainsi, la différence 1 = ¢ — g, s’évanouit sur K et est une forme linéaire continue sur la C*-algébre
quotient 7,/K = C(S'). Nous avons vu que ¢(S™) = ¢5,(S™) = 0 pour tout n > 0 et similairement
pour (S*)™ de telle maniére que ) =0 et ¢ = @g .
L'unicité de g découle alors d'un argument général pour les produits tensoriels : Soit (A,07') et
(B,oP) des systemes C*-dynamiques et ¢ un état KMSg sur (A ® B,oi' ® o). Alors pour tout
b € B, la fonctionnelle sur A
pp(a) = p(a®Db)

est KMSg sur A. Par conséquent, pour tout =,y € A, on a

plof @)y @b) = p(o{*P(z @ 1)(y @ b))
plyof(x) @ b) = p(y @ b)o; P (z @ 1)).

(b) On utilise la finitude de Trace(e™?#) pour 8 > 1.
(c) Par construction, on a un produit tensoriel infini de facteurs de type I avec comme liste de

valeurs propres
/\p,n - p_nﬁ(l - p_ﬁ) )
et ainsi, I'assertion (c) découle de [A-W].
(d) On vérifie directement la condition KMSj, et les mémes arguments que ceux utilisés pour (c)
montrent que ¢; est de type III;.

3 Produits d’arbres et algébres de Hecke non-commutatives

Dans cette section, nous allons relier le systéme C*-dynamique (C*(N*),0,) de la section 2 avec
des notions de la théorie basique des nombres [Wes| et obtenir le systéme dynamique de Hecke du
Théoréme 5.

Soit P le groupe ax + b, i.e. le groupe des matrices triangulaires 2 x 2 de la forme avec a

1 b]
0 al|’
inversible. Nous le voyons comme un groupe algébrique sur Z, i.e. comme un foncteur A — P4 des
anneaux commutatifs vers les groupes. Il joue un réle important dans la classification élémentaire
des corps localement compacts (commutatifs et non discrets) (cf. [Wesg]). En effet, étant donné un

tel corps K, alors le groupe G = Pxk est un groupe localement compact, et de ce fait, il a un module

0:G =R
défini par le manque d’invariance de la mesure de Haar & gauche dg sur G par les translations a
droite :
(1) d(gk) =6(k)dg VeG

(ou, de maniére équivalente d(g)~! = §(g)~'dg comme mesures sur G).



Ce module ¢ : P — R vaut 1 sur le groupe additif et sa restriction au groupe multiplicatif (étendu

par 0 sur K\ K*) ameéne une application multiplicative propre continue

(2) modg : K =R;.

En fait, si dx désigne la mesure de Haar sur le groupe additif (localement compact) K, on a
d(ax) = modg(a)dx Va € K*.

De plus, les ensembles ouverts {k € K;modg (k) < £} forment une base de voisinages de 0. L’image
de 0 est un sous-groupe fermé de R et excepté dans le cas de corps archimédiens R ou C, ce sous-
groupe fermé est discret et égal a AZ pour un certain \ €]0,1[ dont linverse ¢ = A~! est appelé le
module de K. La fonction sur K x K d(z,y) := modx(x — y) est alors une distance ultramétrique

qui donne en retour la topologie de K ([Wesg]). En d’autres mots, on a la :

PROPOSITION 9. (cf. [Wey]) Soit K un corps localement compact non-discret commutatif, K # R ou
C. Alors il existe un nombre premier p tel que mody (p) < 1. Appelons R, R* et P les sous-ensembles
de K définis respectivement par

R ={z € K;modg(z) <1},

R ={z € K;modg(z) = 1},

J ={x € K;modg(z) < 1}.

Alors R est le sous-anneau compact mazimal de K; R* est le groupe des éléments inversibles de R ;
J est Uunique idéal mazimal de R, et il existe m € J tel que J = 7R = Rw. La topologie sur le groupe
topologique K est l'unique topologie (ultramétrique) telle que les idéaux ™R forment une base de
voisinages de 0. De plus, le corps de restes k = R/J est un corps fini de caractéristique p ; si q est le

nombre de ses éléments, 'image de K* dans R’ sous mody est le sous-groupe de R’ engendré par q.
Etant donné z € K, Uentier v(z) tel que modg () = ¢~¥®) est appelé la valuation de .

Comme exemple basique, le corps Q, des nombres p-adiques est défini (étant donné p un nombre
premier quelconque), comme la complétion du corps Q des nombres rationnels pour la fonction de

distance :

(3) d(z,y) = |z —ylp

ot pour € Q,z = p"§ (avec n,a,b des nombres entiers et a, b premiers & p), on pose

(4) |zlp =p~"

Le sous-anneau maximal R de K = Q, est 'anneau Z, des entiers p-adiques et le corps résiduel
k= R/J est le corps fini F),.

De cette maniére, on obtient, avec I'inclusion Q C R, toutes les inclusions Q C K du corps des nom-
bres rationnels comme un sous-corps dense d’un corps local K. De telles inclusions (ou plutéot, en
géneéral, les classes d’équivalence des complétions) sont appelées places et pour distinguer les places

réelles Q C R des autres, ces derniéres sont appelées places finies.
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En mettant ensemble les inclusions de Q dans ses complétions QQ, = K paramétrisées par les places
de Q, on obtient une seule inclusion de Q dans I’anneau commutatif localement compact des adéles
qui est le produit restreint des corps Q,. Plus spécifiquement, cet anneau est le produit R x A ou

I’anneau A des adéles finies est obtenu comme suit :

(a) Les éléments x de A sont les familles arbitraires (xp)pep avec z, € Qp, telles que x;, € Z,, pour

tout p sauf pour un nombre fini.
(b) (x+y)p = xp + yp ; (xy)p = xpy, définit I'addition et le produit dans A.

(¢) Finalement, A a I'unique topologie d’un anneau localement compact tel que le sous-anneau

R =[] Z

peP

est ouvert et fermé et hérite de la topologie de produit compact.

Nous allons maintenant relier le systéme C*-dynamique (C*(N*),0;) de la section 2 avec 'anneau

localement compact A des adéles finies.

Nous avons seulement besoin de rappeler que, un groupe G quelconque localement compact étant
donné, avec une fonction modulaire 6 : G — R’ , on a un groupe naturel & un parametre d’automorphismes

oy de C*(G) donné par la formule suivante valide sur L'(G) :

(5) (o:()(g) = 8(9) " f(g) VgeG,teR

Ce groupe d’automorphismes définit aussi un groupe d’automorphismes de la C*-algébre réduite

Cr(@G), et le groupe o_; est le groupe modulaire d’automorphismes du poids de Plancherel sur C*(G).

PRrROPOSITION 10. Soit A l’anneau des adéles finies sur Q, et R son sous-anneau compact mazimal
(ouvert). Soit G le groupe localement compact G = Py, et e € C*(G) la fonction caractéristique du

sous-groupe compact et ouvert Pp € Py. Alors :

(1) On a e = e* = €%, et la C*-algébre réduite C*(G). = {x € C*(G) ;ex = we = x} est

canoniquement isomorphe a la C*-algébre C*(N*) de la section 2.

(2) On a oi(e) = e ¥Vt €R, et la restriction de o a la C*-algebre réduite C*(N*) est I’évolution

temporelle de la section 2.

Nous pensons & la fonction caractéristique de Pg comme & un élément de L'(G,dg) C C*(G), avec
dg 'unique mesure de Haar a gauche qui attribue la mesure 1 & Pg. Le groupe G est résoluble et par
conséquent moyennable de telle maniére qu’il n’y a pas de différence entre C*(G) et la C*-algebre
réduite C}(Q).

La preuve de la Proposition 10 se réduit immédiatement a une assertion locale, notamment : si
K = Q, et R C K est le sous-anneau compact maximal, le systéme C*-dynamique (C*(Pk), o¢)
donné par (5), réduit par la projection e, définie comme la fonction caractéristique de Pg, est iso-
morphe a la C*-algebre de Toeplitz 7,, avec I’évolution temporelle oy, de la Proposition 7 (c).
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Pour vérifier cela, on utilise les isomorphismes
C*"(Pg) 2 C*(K) x K* =2 Cy(K) » K*

donnés par l'identification du groupe additif K avec son dual de Pontrjagin (cf. [Wes] ; nous utilisons
dans la suite les mémes normalisations pour la mesure de Haar et la transformation de Fourier sur K
que dans loc.cit., notamment la mesure de Haar de R = Z,, vaut 1, et 'identification de K & son dual
de Pontrjagin est telle que R+ = R). Alors, a e, correspond 1'élément du produit croisé donné par
Jr+ 1rUydg. La C*-algébre réduite C*(PK)., est alors engendrée par I'isométrie ju, p1, € C*(Py, e,
donnée la par la fonction L' suivante :

(6) fp ( Ll) 2]) =1sibeR, val(a) =1, et est égal & 0 sinon.

Vérifions que py, est une isométrie, i.e. que ppu, = ep. La mesure de Haar & gauche sur Pg est

1 b e . .
donnée par d [ a] = dbd*a ou d*a est la mesure de Haar multiplicative normalisée de telle maniére

0

que [p.d*a = 1. Le module § du groupe localement compact Pf est donné par & (Ll) Z]) = |al.

L’adjoint p,, de p, est donné par la fonction

(7) 1p(9) = mp(g~1)3(g™1).

Ainsi, la convolution i * u, est donnée par l'intégrale

(8) (15 % 1) (g) = / (@Dt (919)

Py

Celle-ci s’évanouit & moins que g € Pg, ce que ’on peut voir en utilisant g = gl_lgg pour fu,(g;) = 1.
1 b . _ 1 *ailbl 1 by 1 by — agaflbl
Avec g; = ' btient gy 'go = ! = !
Vee gi [O ai]’ Ot ODHEHE 9192 0 at 0 as 0 aytas
I'intégrale fPK pp(g) est égale a 1 de telle maniére qu’on obtient p; * i, = €.

} € Pgr. De plus,

On a o4(pp)(g) = 0 & moins que g = {(1) Z] ,val(a) = 1,b € R, et pour de tels g, on a o¢(1p)(9) =

6(9) “up(9) = lal " pup(9) = p™ pp(g). Ainsi oy(pp = p™ 1.

Nous pouvons aussi écrire I'é¢tat ¢g , sur C*(Pk)., en termes de fonctions bi-invariantes. On obtient
Iidentité suivante pour tout f € C*(Pk)e, :

©) esnt=1 (g ﬂ)+(zpk<l-ﬁ>f([é plkmu—pﬁ*)

k>0

(Observer que les éléements de C*( Pk ) peuvent étre identifiés a des fonctions Pg-bi-invariantes dans
L?(Pg), et par conséquent & des fonctions localement constantes sur Py ; en particulier, elles ont des
valeurs bien définies sur les points de Pg). Selon la Proposition 8 (a) et sa preuve, pour démontrer
(9), on a seulement besoin de vérifier que la fonctionnelle linéaire sur Ce(P)e,, définie par le coté

droit de (9), satisfait la condition KMSg ; cela découle d’un calcul évident.

Le systéme C*-dynamique (C*(Py), o¢) de la Proposition 10 est sans interaction, exactement comme

(C*(N*),0,) (Proposition 8), et il y a 'exacte analogue de la Proposition 8, qui établit I'existence
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et l'unicité (& un facteur d’échelle prés) des poids KMSg sur le systéme ci-dessus. On a besoin
d’utiliser les poids car on travaille avec des C*-algébres non unitaires. D’un point de vue technique,
de tels poids doivent étre semi-continus et semi-finis (pour la topologie de la norme) (cf. [Com]).
C’est cependant instructif de travailler sur la formule explicite pour ces poids KMSg. En utilisant
Iisomorphisme naturel du dual de Pontrjagin A du groupe additif A & lui-méme (cf. [Wes]), on

obtient un isomorphisme
(10) C*(Py) = Ch(A) x A*

ou le groupe multiplicatif A* des idéles finies agit par des homothéties dans ’espace localement
compact A. Le poids KMSg sur C*(P4), 0y est alors le poids dual de la mesure suivante pg sur A :

(1) wil0) = O [ 1P rG)as

Ici d*j est la mesure de Haar measure sur le groupe multiplicatif A*, 5 — |[j| est le module, et la
formule fait sens ainsi pour 8 > 1, et par prolongement analytique pour 0 < 8 < 1 (cf. [T], [Weq],
[Webg])

Il est clair que pour obtenir un systéme C*-dynamique avec interaction, nous avons besoin d’utiliser

non seulement ’anneau localement compact A mais également l'inclusion fondamentale
(12) QCA

Nous utiliserons l'inclusion correspondante Py C P, = G et l'action de P4 sur le C*-module
& = C*(G)e sur C*(N*) donné par 'isomorphisme de la Proposition 10 : C*(G). = C*(N*). En
effet, quelle que soit la C*-algébre B et la projection (auto-adjointe) e € B, ’espace £ = Be =
{zx € B ;xe = x} est de maniére naturelle un C*-module (& droite) sur la C*-algébre réduite
B, = {z € B;ex = ze = z}. Ainsi, on définit

(13) En)y=&neB., VEme&=DBe

o, VEe€, a € Be.

Ce C*-module a de plus une structure naturelle & gauche de B-module, donnée par (b,&) — b €
ENbe B, £ek.

Dans notre cas, £ = C*(G)e est un espace de fonctions sur G qui sont invariantes par multiplications
a droite par des éléments de Pr C G, ou, en d’autres termes, ¢’est un espace de fonctions sur 'espace

homogene

(14) A =G/Pg.

Cet espace A est par construction le produit restreint des espaces
(15) A, = Pg,/Ps,

relativement au point de base donné par Py, .
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PROPOSITION 11. L’espace homogeéne A, = Py, /Py, sur le groupe Py, C GL(2,Q,) est naturelle-
ment isomorphe a I’(ensemble des sommets de [’)arbre de SL(2,Qp). Le groupe Py, agit par les

isométries de A,, et préserve un point a l’co.

Rappelons (cf. [Sers]) que larbre de SL(2,K), ou K est un corps local, est défini en termes de
classes d’équivalence des treillis dans un espace vectoriel de dimension 2 noté V sur K. Avec les
notations de la Proposition 9, un treillis L C V est un R-sous-module de V' qui est de type fini et
engendre V' comme un espace vectoriel. Le groupe multiplicatif K* opére sur I’ensemble des treillis
par (L,z) — L pour x € K*, et on définit T comme ’ensemble des orbites de cette action de K*.
Etant donné un treillis L C V et une classe A’ € T, il existe un unique représentant L' € A’ tel que
L' c Let L' ¢ wL (avec m donné par la Proposition 9). Alors L/L’ = R/7™R et Uentier n, qui

dépend seulement des classes de L et L/, définit une distance d sur T, par 1’égalité
(16) d( classe de L, classe de L") = n.

En utilisant 1’ensemble des paires & distance mutuelle égale & 1 pour définir un complexe simplicial
a une dimension, on obtient un arbre, arbre de SL(2, K), et la distance ci-dessus est la longueur

de 'unique plus court chemin injectif joignant les deux éléments de cet arbre (cf. [Serg]). Le groupe
GL(V) des automorphismes de ’espace vectoriel V' agit sur I’ensemble des treillis par

(17 (L,g) = gL Vg € GL(V),

et, comme cette action commute avec celle de K*, elle donne une action, par isométries, de GL(V)
sur larbre T. Identifions V avec K2, GL(V) avec GL(2, K), et considérons Px comme un sous-

groupe de GL(2,K) : Px = { [(1) (lj ca€ K*be K} Soit Ly le treillis R? ¢ K2. Alors on vérifie

que Py agit transitivement sur T' et que le stabilisateur de la classe de Ly est Pr. Nous obtenons

ainsi une identification canonique 7' = Pk /Pg. En prenant K = Qy, on aboutit a la conclusion.

PROPOSITION 12.

(1) L’espace homogéne G/Pr = A équipé du point de base Pr est canoniquement isomorphe au
produit restreint des arbres T), équipé des points de base Pz, et l'action de G' sur A est simpli-

ciale.

(2) Le sous-groupe P@ C P4 = G agit transitivement sur A, et le sous-groupe d’isotropie du point
de base * est Pg'.

Preuve. (1) Puisque a la fois P4 et Pg sont des produits restreints, la preuve de (1) est évidente.
(2) D’abord, Q est dense dans le groupe additif A des adeéles (si on enléve la place a ’00), (cf. [Sery]).

Le sous-groupe Q% de A* est discret et on a A* = QL R* ou R* = {(z;) ;val(xz,) =0 Vp} est un
sous-groupe compact de A* (cf. [Wes]).

Considérons la séquence exacte de groupes

(18) 0> A— PygH A =1
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La fermeture de P& dans P4 est donnée par pfl((@j_). Ainsi, P& = A x Q. Etant donné g =

1 n .
{ ] € Py, on peut écrire h = rs avec r € Q% ,s € R*, alors

0 h
1 n 1 ns 1)1 0]  —=+
9‘[0 h}_{o rHo S]EPQPR

Ainsi g € P&PR et puisque Pr est ouvert dans Py, on obtient g € P&PR. Ainsi Py = P&PR et P&
agit transitivement sur A.
. . . . 1
Finalement, le sous-groupe d’isotropie du point de base * = Pgr est donné par P&ﬁPR = { {0 ZL] in € Z} =
Py
Nous pouvons alors identifier A avec P6 / Pz, et nous allons maintenant obtenir ’algébre de Hecke
du Théoréme 5 du commutant de ’action de P& dans l'espace des fonctions sur A. Nous avons
besoin pour cela de considérer I’espace de Hilbert £2(A) = €Q(P6/PZ).
Posons T" = P&, Ty = Pg C P&. Veérifions d’abord le

LEMME 13. L’action de Ty = P sur I'/T' a seulement des orbites finies.

Preuve. Soit g = [1 “

+
0 k} S PQ. Alors

bl )= {f 1] e

1 m 1 nl |1 n+at+mk
o 119100 1] ~ o k

Quand ny varie, ni1k prend seulement un nombre fini de valeurs modulo Z, leur nombre dépendant
du dénominateur de k. Ainsi on voit qu’on obtient par exemple une orbite finie de cardinalité le

dénominateur de k.

LEMME 14.

(a) Tout élément T' du commutant de T' agissant dans ¢2(I'/T) est caractérisé par la fonction
Do-bi-invariante fr(g) = (Tee, g te.).

(b) Ona Y |fr(g))* < oc.

g€T\I'
(c) Ona fp(g9) = fr(g™").

(d) La fonction fr, 1, T'o-bi-invariante , associée au produit de deux éléments T et T5 dans son

commutant est donnée par

from(9) = fr(991) fr(gr).-

I'/Ty

Preuve. (a) Tout élément de T' agit par permutation de la base e,z € T'/Tg de H = (*(I'/Ty).

Puisque T commute avec T, il est caractérisé par Te. qui est déterminé par fr. On a fr(g) =

15



(T'gee,ee) de telle facon que fr est T'p-bi-invariante.
(b) Evident.
() fr+(g) = (T*ee, 9™ 'ee) = (gee, Tee) = (Tee, gee)

(d)
frnr(9) = <T1T25e797186> = <T2867971T1*66>
Z (Toce, g12e) (166, 9 Tiee)
g1€T/To

> frilgg)fret)

g1€I' /Ty

On peut écrire (d) comme

fT1T2(g): Z le(ggl_l)sz(gl)

g1€T' /Ty

La condition (b) montre que fr(g) = 0 & moins qu'il existe un ensemble fini F' C I" avec
Togl'g C FTYy

i.e., si g Ty appartient & une orbite finie de Ty sur I'/Ty. Par le Lemme 13, on peut prendre une
base de fonctions I'g-bi-invariantes, ex, ou X parcourt les classes doubles X € T'o\I'/Tg,ex(g) =0
sigd X,ex(g) =1sige€ X. Pour toute telle classe, on a deux entiers finis associés :

(19)
L(X) = cardinalité de l'image de X dansT'/Ty
R(X) = cardinalité de l'image de X dans I'o\I.

En fait, & chaque classe double X correspond un nombre rationnel positif donné par k pour tout

B Z] € X, et L(X) est le dénominateur de k, alors que R(X) est le numérateur de k.

PRrRoOPOSITION 15.

(a) Soit f une fonction To-bi-invariante sur T' de support fini dans To\I'/Ty. Alors il existe un
unique élément r(f) du commutant de T' dans (?(T'/Ty) tel que

f(9) = (r(f) e, gt ee) Vgel.

(b) L’application r s’étend a un isomorphisme de C)(I',T'y) avec la C*-algébre C' = Cq engendrée
par r(f) dans 2(A).

Preuve. (a) Soit X une classe double, X € I'g\I'/T'y et ex la fonction I'g-bi-invariante correspondante.

Soit T' la matrice définie par

(Tg1 €e, 92 €c) = ex (95" g1).

On a, par le Lemme 13, l'inégalité

supa Y |Tapl < LX),  sups Y |[Tasl < R(X)
B a
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qui montre que T définit un opérateur borné dans £*(A) et dans £°(A), et donc dans £2(A). L’unicité

est évidente.
(b) découle du Lemme 14 (d) et des définitions de H(T',T) et C;(T',Ty) (cf. Proposition 3).

Ensuite, soit ¢ ’état sur Cg défini par

(20) (1) = (Tee, ee).
LEMME 16. ¢ est un état KMS; sur C' relativement au groupe & un parameétre oy,
: R(X)
= k" k=——=.
ot(ex) ex, (%)
Preuve. Le produit des fonctions I'g-bi-invariantes est donné par
(fixf)@) = D filg)fler'g)
g1€l'/To
On a
o(fixfa)=(fixf)le)= > filg)falor")
glEF/FO
plex+f)= Y ex(g)flor")
glEF/FO
o(fxex)= Y flg2dex(gy")-
g1€T/To

Soit g € T' avec X = T'g g ['g une classe double fixe ; alors puisque f est I'gp-bi-invariante, les deux

expressions ci-dessus sont des multiples de f(g™!) :

plex ) = LX) f(g7"), o(f xex) = R(X)f(g™)-
Ainsi p(ex * f) = R(X)Qp(f x ex). Cela montre que eX est un vecteur propre du groupe modulaire

d’automorphismes de 1’état normal fidéle
T — (Tee,ee)

sur la fermeture faible C” de C agissant dans H = ¢2(T'/Tg). Il découle alors de cela que ¢ est un
état KMS; pour le groupe o; = o%,. Le vecteur e, € £2(A) est toujours séparateur pour la fermeture
faible de Cg parce qu’il est cyclique pour P«S par la Proposition 12 (2). Le sous-espace H, de £2(A)
donné par

Hr = Cote

est dans le bicommutant de ’action de P@ sur A et nous allons le calculer.

LEMME 17. Soit £ € (2(A) ; alors £ € H, ssi & est fize par Ty C Péﬁ agissant & gauche sur
A = Pg/Ty.

Preuve. Soit £ € H fixe par I'g. Alors la fonction f(g) = (£,e4),9 € I'/Ty est T'g-bi-invariante.
Pour montrer que ¢ € H,, on peut assumer, en utilisant une décomposition orthogonale, que f
est la fonction caractéristique d’une classe double, f = ex. Nous obtenons comme ci-dessus que
e e =), ger 9 € Ol X = FT, de telle maniére que toutes les fonctions caractéristiques des classes
doubles appartiennent a H,. Inversement, si £ € H,, et £ =T €, pour un opérateur T’ qui commute
avec P@ , alors puisque T commute avec I'g C P& et gee =¢e. Vg € I'g, on obtient que £ reste fixe
par I'g.
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4 Présentation de la C*-algébre Cqy = C/(Pg, P;)

Considérons d’abord ’algebre de Hecke H = H(I',Tg) ou I' = P@, Iy = P, sont définis comme ci-
dessus. C’est une algébre involutive sur C avec une base linéaire ex, indexée par les classes doubles
X € I')\I'/T'y. Nous utiliserons les notations suivantes :

(o) Pour n € N* p, = n_l/QeXn ol X, est la classe double de I’élément [é

0 +
n} de Py .
(8) Pour v € Q/Z,e(y) = ex~ ot X7 est la classe double de ’élément {0 1] de P+/P+

PROPOSITION 18. Les éléments pp,e(y),n € N* v € Q/Z engendre l’algébre involutive H et les
relations suivantes donnent une présentation de H.

(a) pinpn =1 Vn

(b) tnm = tntim Vn,m

(€) pntiyy = pipn st (n,m) =1

(d) e()" = e(=7),e(n +12) = e()e(r2) VY, 7,72

(e) e(y )ﬂn = Mn ( ) Vn vy

(£) pne(y)pt = Z Vn, V7.

no=-y
Preuve. Nous devons d’abord vérifier que les relations (a)-(f) sont respectées en utilisant les défini-

f

tions du produit et de 'involution dans H, c’est-a-dire que :

(1) fxfalg)= > flo) f20919)
g1€'/Ty
(2) frlg) = flg™).

1
Pour n € N*, la classe a droite [0 2} Ty est déja une classe double : X,,. Cela montre que pour

toute fonction I'g-bi-invariante f € H :
1/2 . 1 0
3) w9 =T |, 1|9 VgeT.

De fagon similaire, la classe a droite [(1) 1] To,v € Q/Z est déja une classe double X7 de telle sorte

e
0 conren@=1(lg T]a)  wveer

et en utilisant 1’égalité T’y [(1) Y] = X7,

) greno=1(aly 7]) weer
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En utilisant (3), (4), (5), on prouve directement les relations (b), (d) et (e). La multiplication a

gauche par u} est donnée par
n—1

(6) n2 (s = f) (g Zf([ }g> VgeT
k=0

ou la bi-invariance de f montre que f <[(1) Tﬂ g) dépend seulement de k modulo n, puisque

1 b1 k| |1 k+nb
0 1/ 10 n| |0 n
L’égalité (a) découle directement de (6). Soient n,m des entiers tels que (n,m) = 1 ; en utilisant (3),

on obtient que la fonction bi-invariante n'/2ml/ 2un * pf, est la fonction caractéristique des classes

doubles Ty : [(1) %?Z

]. En utilisant (6), on obtient que

wicnin= S (s )

Soit g = [é g] e I'. Alors le (k 4 1)-iéme terme du coté droit s’évanouit & moins que [é 7];] g e

0
et est égal & n

1 . . . . .
[ n] i.e. & moins que a = n/m, B+ %k € Z. Ainsi, le coté gauche s’évanouit & moins que 3 € Z/m

—1/2 i B € Z/m puisque, comme (n,m) = 1, seule une valeur de k contribuera a la

somme. Cela prouve la relation (c). Pour prouver (f), on combine (3) et (4), ce qui donne
1/2 1 =yt
n(unxeM x 9 =F1, -1 |9 vgel

que I'on applique a f = p. On a f(g) =n'/?sige Ll) ?//Z] et f(g) = 0 sinon. Cela montre que

(pin, * e(y) * ) (g) s’évanouit & moins que g = [é ﬂ avec

1 —n 111 B c 1 Z/n
0 n' ][0 1 0 nt
i.e. nf =~ modulo n. Puisque cette équation a n solutions 8 € Q/Z, on obtient ().

Nous avons ainsi démontré les relations (a)-(f). Inversement, soit A I'algébre involutive engendrée

par les éléments (f1,), (e,) satisfaisant (a)-(f). Nous allons montrer que les monémes de la forme

tn,m,'y = ,une(’Y),u:m n,m e N*, (n,m) =1,v€ Q/Z

forment un ensemble de générateurs de I'espace vectoriel A. Il suffit pour cela d’exprimer 1’adjoint
et les produits de tels mondémes comme des éléments de leur enveloppe linéaire L.
D’abord, si nous continuons en notant ¢, ,, » I'expression pine(y) s, quand n, m ne sont pas premiers

entre eux mais s'ils sont tels que (n,m) = ¢ > 1, nous pouvons écrire
tn myy = Hn/qlq€ ( )M;:u’:n/q
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et utiliser (f) pour I'exprimer comme un élément de £. Il est clair que (¢, m~)* = tmn,—y de telle

sorte que £ = L£*. Calculons maintenant le produit : t,, m, yitno,meqe- S0it ¢ = (m1,n2), alors

Hiy Fing = Hyy saaPaking jg = iy, gPna /g = Fa Jqltn, /o 0 utilisant (a), (b), (c).

Ainsi tn, mi oy tnamene = ume(’yl)um/qu:‘nl/qe('yg)ujm. En utilisant (e) et son adjoint, on obtient
alors

_ ng my .
bnymi i tngmayye = Hning/q€ ?’Yl + 7’72 Homims /q

qui est un t,,,~ avec (n,m) non nécessairement égal a 1 et peut étre exprimé comme ci-dessus

comme un élément de L.

Nous avons montré que I’enveloppe linéaire £ des ¢, 4 est une algébre involutive et ainsi que £ = A.

Dans I'algebre H, les ¢, , 4 sont donnés par

1
= —1/2 — class v
(7 thmy = (nM) ex, X = classe double de {O n/m] .
Ainsi, ils sont linéairement indépendants dans H et cela suffit pour conclure que (a)-(f) est une

présentation de H.

Il est crucial que la présentation de H ci-dessus soit définie sur le corps Q des nombres rationnels,
puisque cela permettra Iaction naturelle du groupe de Galois G de I’extension cyclotomique Q¢!

de Q sur certaines représentations de H que nous construirons plus tard en Section 6.

Un résultat similaire a la Proposition 18 est obtenu pour la C*-algebre Cg = C;(T',T'p) et du fait de
la moyennabilité de I" = P@', la nuance entre C*(I',T'y), la C*-algébre universelle engendrée par les

(ftn, e) avec les relations ci-dessus, et C;(I',I'g) ne se léve pas. On a C*(I',T'g) = C;(I", T'p).

PROPOSITION 19. Soit m une représentation involutive de H comme opérateurs dans un espace de

Hilbert H. Alors m s’étend uniquement par continuité a une représentation de C)(I',T) = Cq.

Preuve. Les relations (a) et (d) montrent que () est une isométrie et w(e(y)) est unitaire. Ainsi

on a

17 (e (V) )| <1 Vn,m, .

Cela montre que w(f) est borné pour tout f € H, avec

[ (NI < [1f]l

o ) s L)
Il f1l1 7;/:%5(7) Lf(7)] d(7) RO

11 suit alors que I’égalité suivante définit une norme sur H dont la complétion est une C*-algébre :

(8) [fllmaz = Sup{llw(£)] ;7 € RepH}

ou RepH est la classe de toutes les représentations involutives de H dans un espace de Hilbert

séparable fixé.
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Montrons que

9) [fllmax = [l flczrrg)y VS EH

qui est une assertion de moyennabilité de la paire (I',I'g). Prouvons d’abord (9) pour les éléments
de I’'anneau de groupes f € C[Q/Z], i.e. les combinaisons linéaires des e,y € Q/Z.
En utilisant les représentations de H dans ¢£2(Io\I'), on a

(10) [1f llmax = [I.f[lc; VfeH.

Ainsi, nous avons seulement besoin de prouver l'autre inégalité. La moyennabilité du groupe Q/Z

montre que

(11) (O < [ fllez @z vf e ClQ/Z]

pour toute représentation unitaire 7 de Q/Z.

Observons que dans la représentation de H dans £2(To\I'), la restriction a C[Q/Z] définit une
représentation fidele de C*(Q/Z) = C*(Q/Z). Par exemple, la restriction de l'action de Q/Z a
Porbite de g9 = Ty, est isomorphe & la représentation réguliere de Q/Z, d’ou découle le résultat.
Cela prouve (9) pour les éléments de C[Q/Z] et nous autorise & voir C*(Q/Z) comme une C*-sous-
algebre de la C* complétion C*(I',I'g) de H pour la norme (8). Identifions le dual du groupe Q/Z
avec le groupe additif R C A en utilisant I’égalité Q/Z = A/R et 'identification du groupe additif
A avec son dual de Pontrjagin. Considérons maintenant le groupoide localement compact G défini

comme suit. Puisque I'espace localement compact G est le sous-ensemble suivant de R x Q7 ,
(12) G={(b,a) € R x Q* ;ab € R}

qui peut étre identifié & une union dénombrable d’ensembles ouverts et fermés de R.
Ona G® =R x1=mR et les applications image et antécédent sont

(13) r(b,a) =ab, s(ba)="hb
tandis que la composition est donnée par
(14) (b1,a1) o (b2, a2) = (b2,a1a2).

Par construction, les fibres G* et G,,x € R de r et s sont des ensembles discrets dénombrables et
les C*-algebres C*(G) et C(G) de ce groupoide localement compact font bien sens. Ce sont les

complétions de I’algebre de convolution C.(G) des fonctions continues & support compact sur G,

(15) (ixf)() = D fin)fa()
(16) fr)=f61

sous les normes respectives suivantes :

(17) | fllmax = sup{[[7(f)|| ;7 € Rep G}
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(18) 11 = sup. A ()]

zeg©

ot A\, est la représentation réguliére a gauche de f dans ¢?(G®) donnée par :

(19) Ae(NOM = D Fr)étn ).

r(m)=e

Maintenant, puisque le groupe Q% est moyennable, il s’ensuit que le groupoide localement compact

G est moyennable au sens de [Ren], de telle fagon que les normes (17) et (18) coincident.

Maintenant, étant donnée une représentation = de H, nous obtenons une représentation 7 de C.(G)
comme suit. Nous identifions A avec une sous-algébre de C.(G) en vérifiant que les éléments suivants

e(y), fin, de C.(G) satisfont la présentation de la Proposition 18,

(20)
e(y)(b,a) =0 a moins que a = 1,
e, 1) = (b,7)

(ou (b, ~y) est 'appariement entre R et Q/Z donné par la dualité de Pontrjagin des groupes abéliens)
(21) fin(b,a) =0 a moins que a =n" ' ;i (b,n ) =1 VbeR.

On vérifie directement les relations (a)-(f) de la présentation de H en utilisant en particulier 1’égalité
(22) (nv,b) = (y,nb) VyeQ/Z, VvyeQ/Z,beTR telquendbeR.

Alors soit 7 une représentation involutive de H. Nous avons montré ci-dessus que la restriction de 7
a l'anneau de groupes de Q/Z s’étend a une représentation de C*(Q/Z) = C;(Q/Z). 11 découle alors
de cela, en utilisant i, qui, avec C(R), engendre C.(G), que 7 s’étend & une représentation 7 de
Palgebre de convolution C.(G) du groupoide localement compact G. La moyennabilité de G ameéne

alors

(23) (A < sup [|A=(f)]| VfeH.
TER

L’homomorphisme h : G — Q% , h(b,a) = a, ameéne pour chaque x € R, une injection de G* dans Q.

qui nous autorise & considérer le corps continu d’espaces de Hilbert ¢2(G%),x € R comme un sous-

corps du corps des constantes avec comme fibre ¢2(Q%.). Pour tout f € H, application z — Ay (f)
est alors fortement continue avec des valeurs dans £(¢*(Q%)). Cela peut étre vérifié directement
pour les fi,, et pour les éléments de C(R).

Il s’ensuit que pour toute f € H, la fonction sur R, définie par & — || A (f)||, est semi-continue par

le bas dans le sens ou {z ; |[[A\;(f) > a} est un ensemble ouvert pour tout «. Ainsi

(24) sup [|Az(f)|| = Ess Sup,er[|A=(f)
TER

et le coté droit est égal a || flcx (I, To) de telle fagon que ’égalité (9) en découle.
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5 Action de W x R sur la C*-algébre Cq

Soit (o¢)ter V'action de R sur la C*-algebre Cg = C*(P@ﬂPg) définie dans la proposition 4. En
fonction des classes doubles X dans To\I'/T,T" = P@, I'p = Pg, on a

. R(X
Jt(ex) = k‘_ltex, k= M

L(X)

1 b

et pour la classe double de g = [O a] € Pt ona

(1) k= a.
Par rapport a la présentation de Cg (Proposition 18), on a

(2) ot(pn) =0, YneN*, ale(y)) = e(v)

quelque soit v € Q/Z et quelque soit t € R.

ProprosSITION 20.

(a) La C*-sous-algebre de C; donnée par les points fixes de o, C§ = {z € Cq ;01(2) = x,Vt € R}
est 'image de C*(Q/Z) par I'isomorphisme associé a ’homomorphisme v € Q/Z — e(y) € Cg.

(b) Le centralisateur de I'état ¢ sur Cp donné par le Lemme 16 est égal a CF = C*(Q/Z).

Preuve. (a) Par construction, C*(Q/Z) C Cg. Laction o de R sur Cg est presque-périodique et
diagonale dans la base linéaire (ex) de H. La projection P sur les points fixes de o, donnée par

la moyenne presque-périodique des oy est 'identité sur les classes doubles exv,v € Q/Z, et elle
. 1 .
s’évanouit, P(ex) = 0, sur les classes doubles de tout g = [O Z} ,a # 1. La conclusion en découle

puisque H est dense sur Cgp et P est de norme continue.
(b) découle de (a) et du Lemme 16.

Nous allons maintenant définir une action naturelle par les automorphismes de Cg, du groupe des
classes d’ideles W = A*/Q%. Rappelons d’abord que nous avons obtenu Cgp dans la Proposition
15 du commutant de Pa dans ¢2(A) ot A = Py/Pr = P@/Pg. Montrons que W = A*/Q% agit
de fagon naturelle sur le commutant de P(é{ dans ¢2(A). Le groupe P4 agit sur A et sur £?(A) et
ainsi le commutant de P& est le méme que le commutant de sa fermeture ?6 dans P4. On a (cf.

Proposition 12) ﬁa = A x Q% qui est un sous-groupe normal de P4. Ainsi le groupe quotient
-+

(3) W = A*/Q" = Pa/Py

agit naturellement sur le commutant Péﬁ " de P(éﬁ dans (?(A), par

(4) 0u(7) = uzu*  Vr € PF', VueW.

(Le choix du représentant u € P4 de la classe de u est sans importance). Cela définit une action

fortement continue du groupe compact W sur ’algébre de von Neumann P6 "
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PRrROPOSITION 21.

(a) L’action 6 de W sur P(éf " laisse la C*sous-algebre dense globalement invariante et est de norme

ponctuelle continue (elle converge simplement en norme) sur Cy.
(b) La sous-algébre point fixe C’S/ est la C*-algebre C*(N*) engendrée par les u, € Cp.
(c) L’action de W sur Cg préserve 1’état ¢ et commute avec I'action (o¢)¢cr.

Preuve. Montrons d’abord que ji,, i.e. la convolution a droite r(f) dans ¢2(I'/Ty) par f = n~"/2ex,,

appartient non seulement au commutant de P&' (Proposition 15) mais également au commutant de

P,4. Par construction, on a

(5) (ree.gee) = f(g) =n"?ex,(9) VgeT
et puisque les ge., g € I'/T forment une base de £2(A), nous obtenons

» _ 1 0
(6) phee =n"Y2gue0,  gn= [0 n} cT.

Supposons que n = p est un nombre premier et montrons que p*/ 2/4]’5 coincide avec I'opérateur dans
2(A) = ®q(€2(Tq), %) donné par t, = 1 ®t, ® 1 ® ..., ol t, est la translation hyperbolique d'une
unité de longueur vers le point & ’'oo dans ’arbre 7T}, de la Proposition 12.

Notons que cette translation hyperbolique est exactement p vers un de telle facon que p_l/ th est
une co-isométrie sur ¢2(7,). Maintenant, on a & la fois My, €t tp qui commutent avec 'action de P&'

sur £2(A), et e, est cyclique pour P@. Ainsi I'égaliteé

1/2, % _ T
/,upgei pse

p
implique 1'égalité des opérateurs
(7) I
Puisque %; appartient au commutant de Py, par construction, on obtient ainsi que u, € (P4)’ et

Pour prouver 21 (a), nous avons seulement besoin de montrer que Paction 6 de W laisse la C*-sous-
algebre C*(Q/Z) = C(R) de Cg globalement invariante et qu’elle est de norme ponctuelle continue

sur C*(Q/Z). Cela va découler de I'assertion plus précise suivante :

LEMME 22. Soit f € C(R) = C*(Q/Z) C Cq. Alors

0.(F)(b) = f(ub) VbeR,uER =W

Preuve. Considérons (cf. [Wes] p. 257) la décomposition en produit direct :
A* = Q% x (Hz;;> =Q% xR*
p
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ot le morphisme 7 : A* — Q7 est donné par
T(Z) = H |Zp|;1 = Hpval(zp)
P P

Par construction, r est I'identité sur Q* et son noyau est Hp Z,, ="R* ; ainsi, r est la projection sur
le premier terme de cette décomposition comme un produit. Nous utilisons la seconde projection
pour identifier W et R*.

L’égalité des groupes abéliens A/R = Q/Z montre que la multiplication par un élément v € R*
définit un automorphisme m,, de Q/Z et pour prouver le Lemme 22, on a juste & montrer que pour
tout v € Q/Z, on a

9) Oule(y)) = e(my-17)  Vue R
Puisque &, est séparateur pour P@’, il suffit de vérifier que 0y, (e(7)) e = e(my,-17) €, i.e. que
(10) we(y) u* ge = e(my-17) €e.

Puisque g, est laissé fixe par Pr C Py, il est fixe par 'action de u* € R* C Pr. De plus, pour tout

0 € Q/Z, Vaction de e(d) sur &, donne simplement [(1) ﬂ €e. Ainsi (10) découle de 'égalité

e T P

Cela compléte la preuve du Lemme 22 et de la Proposition 21 (a). Pour prouver la Proposition 21
(c), noter que I'action de R* dans £2(A) fixe le vecteur ., ce qui prouve que I’action de W sur
Cq préserve l'état ¢. Il commute trivialement avec oy en tous cas. Prouvons la Proposition 21 (b).
Puisque W est un groupe compact, nous pouvons considérer la projection naturelle F de Cg sur C(S/

donnée par

(11) E(x) = / 0. (z)du
w
Par construction, E est de norme continue et satisfait
(12) E(azb) =a E(x)b VzeCp, a,be C'(S/.

Puisque par (8), on a C*(N*) C C(S/ , il suffit d’utiliser la base linéaire pu, e(y) u), de H, pour

montrer que
(13) E(e(7)) € C*(N") vy € Q/Z

pour conclure que C*(N*) = C’(S/.
Finalement, pour prouver (13), noter que E(e()) € C*(Q/Z) = C(R) est donné par une fonction
f € C(R) telle que

(14) f(ub) = f(b) Vu € R*,¥b € R.
Cette égalité définit une C*-sous-algébre de C(R) = @) C(R,), qui est identique a C*(N*) N

pEP
C*(Q/Z). Cela peut se voir localement en montrant que

(15) feC(Ry), flub)=f(b) VueR,beR,

implique que f est une fonction de | |p.
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6 Classification des états KMSs pour 8 > 1

Nous allons d’abord construire des représentations involutives m, de ’algébre de Hecke H étiquetées
par le groupe de Galois G = Gal(Q¥“!/Q) du sous-corps Q%! de C engendré par toutes les racines
de l'unité.

Soit H I’espace de Hilbert ¢?(N*), avec sa base orthonormale canonique (gg)gens-
PROPOSITION 23. Les égalités suivantes définissent une représentation involutive 7 de ’algébre de
Hecke H = H(T',Ty) dans ¢?(N*),

() m1(pn) ek =enx Vn,k € N*

(8) m(e()) ex = exp(2miky) e VE €N, v € Q/Z.

Proof. Nous avons juste besoin de vérifier que les relations (a)-(f) sont respectées par les opérateurs
pr, = m1(pn) et € () = m(e(y)) définis par (), (8). Puisque I'application k — nk de N* dans N*
est injective, la relation (a) est vérifice et de plus, Padjoint u)* est donné par

(1) ek = €gym  if |k et 0 sinon.

La relation (b) est évidente. Pour vérifier (¢), noter que si (n,m) = 1, alors m|lk <= m|nk et

quand on I'applique & e, & la fois 11, * et py,* iy, 8’évanouissent ou sont égaux a €,y /,,,- La relation

(d) est évidente ainsi que (e),
(2) ¢'(7) by ek = €'(7) enk = exp 2mi(nky) eng, = p1y, €' (nY) e

Veérifions (f). Les deux cotés appliqués & ey s’évanouissent & moins que nlk. C’est clair pour le coté
gauche par (1), et c’est vrai pour le coté droit parce qu’il est de la forme

e'(60) % Z e(d), ndy=-r

nd=0

et Z €'(8) ex = 0 & moins que n|k. Ensuite, quand n|k de telle fagon que k = gn, on a :
nd=0

i, € () i €x = exp(2migqy)
€' (8o) e = exp(2mikdy) e = exp(2miqy) ex

pour tout dg € Q/Z tel que ndy = 7.

PROPOSITION 24.

(1) Pour a € G = Gal(Q¥/Q), les égalités suivantes définissent une représentation involutive
de H dans ¢*(N*) :
(o) mo(pin) € = €nie Yn, k € N*
(B) ma(e(7)) ek = alexp2miky) ey, Vk € N*, v € Q/Z.

(2) Pour tout élément z € H(Q) de la Q algebre engendrée par les u, et les e(v), les éléments de

la matrice 7, () satisfont
(Ta () €y, Eky) = (1 (T) €k, ERy) VE;.
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Preuve. (1) La preuve ci-dessus de la Proposition 23 marche sans changement. Le seul point im-
portant est de vérifier (d), notamment que mq(e(7))* = ma(e(—7)). Cela est vrai car la conjugaison

complexe z — Z commute avec tout a € G.

(2) Par construction, les éléments de la matrice des 7, des générateurs satisfont la relation souhaitée
qui est stable par les opérations algébriques sur des matrices n’impliquant que des sommes finies de

produits.

Définissons H comme l'opérateur positif dans ¢£2(N*) correspondant & I’évolution temporelle décrite

dans la Section 2, notamment

(3) H., = (logn)e, VneN"

Nous avons déja vu dans la Section 2 que

(4) M g e — gy(x) Vo e C*(N*), VteR.

Puisqu'il est évident que H commute avec 7, (y) pour tout y € C*(Q/Z) C Cg, nous obtenons alors
(5) e o (z) e = 1 (0y(z)) Vo € Cg,Vt € R.

Nous pouvons maintenant énoncer le :

THEOREME 25. Soit 7, I'extension canonique de la représentation 7, de H a la C*-algébre Cq, et
soit B > 1.

(a) L’égalité suivante définit un état KMSg sur (Cq, 0y) :

_ -1 ~ —8H
Ppa(@) = C(B) Trace(Fa(x) e 1) Va € Co.
(b) L’application o — ¢34 est un homomorphisme du groupe de Galois G de Qe avec I’espace
des points extrémes du simplexe de Choquet des états KMSg sur (Cq, o).

Preuve. (a) D’abord, par la Proposition 19, nous savons que la représentation m, s’étend a une

représentation de Cg et 'égalité (5) avec la finitude de Trace(e #H) = ((3) donne (a).

(b) Fixons 3 > 1 et montrons d’abord que I’application a — g, est injective.

Pour montrer cela, noter que chacune des représentations 7, de Cq est irréductible et par construc-
tion, chaque g o est un facteur d’état de type I. Aussi sa construction GNS détermine canonique-
ment 'opérateur positif H,0 € SpH, comme un opérateur non-borné associé a la fermeture faible de

Cg : en particulier, ¢g , détermine canoniquement I'état & température 0,

(6) Poo,a(T) = (Ta(z) €1,€1).

Quand on restreint cet état ¢ o & 'anneau de groupes Q[Q/Z] de Q/Z a coefficients rationnels, on

trouve le plongement du corps Q¢ des racines de 1'unité dans C :

(7) Pooa(D_ X)) = a(d_ Ajexp(2miv;))
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qui bien sir détermine o € G de maniére unique.

Ensuite, chaque ¢g, est un facteur d’état et ainsi, est un point extréme de ’ensemble convexe
faiblement compact Kz d’états KMSg. Soit £(K ) 'espace des points extrémes de Kg. Nous avons
montré que 'application o — g o est une injection de G dans £(Kpg).

Cette application est faiblement continue puisque, comme 3 > 1, la série Y a(exp 2miky)k™? est
uniformément convergente. Il reste & montrer que cette application est surjective. Noter d’abord

que pour tout élément u de W, il existe un élément correspondant a(u) de G tel que

(8) ¥B,10° Oy = PB,0(u)

et 'application © — a(u) est un isomorphisme entre W et G. Ensuite, il existe sur Cp un unique
état KMSp qui est W-invariant. Cela est vrai pour toute valeur 5 €]0,00[ et cela découle de la
Proposition 21 (b) et de la Proposition 8 (a). En effet, étant donné un tel état ¢, on a ¢ = o E ou
F est la projection F = fW Oudu ¢ de Cg sur C'(S/ et la restriction de ¢ a C(S/ = C*(N*) est unique.
Alors soit 9 est un état KMSg ; on a

(9) / 1 o Oydu :/ ©8,a(w)du
w w

puisque les deux cotés sont des états KMSg W-invariants. Maintenant, si ¢ € £(Kg) est un point
extréme, cette égalité (9) donne deux décompositions du méme état comme barycentre des mesures

sur £(K3), qui est un simplexe de Choquet (Proposition 2), de telle sorte que
(10) ol € {cpﬁ,a(v) ;v € W} pour presque tout w.

Finalement, cela implique que ¢ = wﬁ,a(v)mﬂ;l pour un u,v € W et ¢ est dans 'image de 'application
a — g . Puisque 'application a@ — g, est continue et bijective et puisque G est compact, il est

homéomorphe a son image £(Kp3) et cela prouve le Théoréme 25.

REMARQUES 26.

(1) Nous donnerons dans la section prochaine la formule générale (pour toutes les valeurs de [3)
pour 'état KMSg W-invariant ¢g sur Cg, mais nous pouvons trouver la formule pour g8 > 1
d’ores et déja en utilisant ’égalité (9). D’abord, en utilisant la base linéaire (¢, ) de H C Cg

décrite dans la Section 4, on a
(11) P(tpmy) =0si n/m#1 Yo € Kg.

Ainsi, cela suffit pour déterminer la restriction de pg & Cg. Pour cela, on peut par exemple
utiliser le coté droit de (9) et la formule du Théoréme 25 (a) pour ¢g.q. Soit v € Q/Z,n € N*.

Alors on a
. p(b/d)
(12) / a(exp 2miny) do =
G e(b/d)
oy =¢,(a,b) =1et (n,b) =dest le p.g.c.d de n et b. De plus, i est la fonction de Moebius

et ¢ est I'indicateur d’Euler. Définissons pg comme la fonction multiplicative telle que

(13) > P =ps(b) <(B).

(n,b)=1
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Onapgd)= [ @-p")

p|b, p premier

L’unique état KMSg W-invariant, donné par (9) satisfait

(14) palel) = 3 LS a0y

dlb

ot b est le dénominateur de la fraction irréductible v = 7. Le coté droit de (14) est une fonction

multiplicative de b et il est aussi donné par

(15) psle() =b" I @a-p"Ha-pH"

plb, p premier

comme cela peut étre constaté en calculant le coté droit de (14) quand b est une puissance de

premier. Nous donnerons une autre preuve de (15) dans la prochaine section.

(2) L’énoncé du Théoréme 25 (b) s’applique aussi aux états & température 0 notés ¢ o. Pour de
tels états extrémes, l'application ¢ o restreinte & Q[Q/Z] € C*(Q/Z) donne I'appariement
associé au corps Q¢ des racines de 'unité dans C, comme nous ’avons vu plus haut.

(3) Le Théoreme 25 montre que la fonction de partition du systéme C*-dynamique (Cq, o) est la

fonction zéta de Riemann.

7 Unicité des états KMS; pour 5 €]0, 1]

Dans cette section, nous allons montrer que pour 3 €]0, 1], il existe un unique état KMSg sur la C*-
algebre Cy. Nous avons vu dans la Section 5, Proposition 21, que la C*-sous-algebre C*(N*) C Cg
engendrée par les yu, est I'algebre point fixe de I'action de W sur Cj :

(1) cr(N) = o

Puisque W est un groupe abélien compact, son action sur Cg a un spectre discret, et nous pouvons
considérer pour chaque caractére x de W le sous-espace spectral correspondant (cf. [Ped]),

(2) Coy ={x€Cq;bu(z)=xu)z YuecW}

Pour prouver l'unicité des états KMSg sur Cg pour 0 < 8 < 1, nous allons analyser les automor-
phismes partiels des facteurs de type III; associés a (C*(N*), pg) et a un caractére non trivial fixe x
de W.

Nous montrerons que ces automorphismes partiels sont extérieurs. Etant donné un élément V de
C*(Q/Z) = C(R) (resp. un caractére y de W), nous dirons que V (resp. x) est localisé dans un
sous-ensemble F' de P, ’ensemble des places finies de Q, ssi

3) V€ (&@perC(Rp)) ® 1 C C(R)

resp. si x, vu comme un caractére de A*, se factorise & travers la projection W — Q).
p- si X, : proj ,
pelF

Enoncons le lemme principal.
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LEMME 27. Soient 3 €]0,1] et ¢ un état KMSg sur le systéme C*-dynamique (Cg,0y). Alors :
(a) La restriction de ¢ & C*(N*) est égale & ¢g.

(b) Soit x un caractére non trivial de W et V' € C*(Q/Z) une isomeétrie partielle tous deux localisés
dans un ensemble fini F' C P, tels que

0,(V)=x(9)V  VgeW.
Alors p(Vz) =0 Vz e C*(N¥).
(c) La restriction de v aux sous-espaces spectraux Cg,y, x 7# 1 est égale a 0.

Preuve. (a) Puisque la restriction de oy & C*(N*) est le groupe & un paramétre d’automorphismes
de la Proposition 8, la restriction de ¢ a C*(N*) est un état KMSg et la conclusion découle de la
Proposition 8 (a).

(b) Soit E = V*V. Comme C*(Q/Z) est commutatif, on a E = VV™* ; aussi E appartient a I’algébre
Cg = C*(N*). Soit a 'automorphisme de I’algébre réduite C*(N*) g déterminé par 1’égalité

(4) alz)=VaV* VeeC"(N)g.

Soit M le facteur (de type IIl;) qui est la fermeture faible de C*(N*) dans la représentation G.N.S. de
¢p. Identifions C*(N*) avec une sous-algebre faiblement dense de M et étendons I’état @3 a un état
normal @g sur M. Puisque V appartient a I’algébre point fixe de oy, il appartient au centralisateur

de . Tl suit de 1a que I'automorphisme o de C*(N*)g préserve ¢g et s’étend a un automorphisme
de Mpg. Montrons que pour 3 €]0, 1], cet automorphisme est extérieur. Pour tout ¢ € P\F, on a

(5) Eug € Mp, a(Epg) = x(9¢) E pq
o g, € R* =1] Z,, est donné par ses composants
(6) (99)p =a €ZNZLy siq#p,(9q)q = 1.

Pour prouver (5), notons que pour tout f € C(R) = C*(Q/Z) et n € N*, on a (cf. Proposition 18

()

(7) frin = pnfn, oufu(b) = f(nb) VbeER.
Ainsi, si f est localisé dans F C P et ¢  F, on obtient 4, (f) = fq,
(8) f g = 1q bg,(f)

En appliquant cela & f =V, on obtient Vg = x(gq) ptq V, i.e. on obtient (5). Voyons y comme un
caracteére de (Z/mZ)* ou les facteurs premiers de m appartiennent tous & F. Alors nous pouvons sim-
plement écrire x(q) plutot que x(gq), pour ¢ & F. 11 découle de (5) que, modulo les automorphismes

intérieurs, 'automorphisme « est le produit tensoriel infini

(9) o = ® pq’X(q) dans .2\4—FC = ®(Mq7‘p,8,q)
q¢F q¢F

ol pour tout nombre complexe A, |[A| =1, on définit p, » comme l'automorphisme de 7,, tel que
(10) Po(p) = At
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Cet automorphisme est un cas particulier de oy, et il préserve ’état g, par construction.
Pour tout x € W localisé sur F', appelons 6, 1’élément de Ext(M) = Aut(M)/Int(M) déterminé par
la classe de

(11) <® id) X & Py

qeF q¢F

LEMME 28. 5)( est intérieur relativement & ¢g ssi le produit infini suivant converge absolument en
valeur absolue

[Ta-p?0-xmp ™"

peEP
Preuve. On a, dans le facteur M), de type I, associé a (7, ¢3,p), un facteur unitaire implémen-
tant _l’automorphisme Ppx(p) ; 1l est donné par 'opérateur diagonal qui a pour valeurs propres les
x(p)?, j € N. Evaluer I'état ¢g ), sur cet unitaire donne

1=p)> x@)"p ™ =10-p )1 = xp)p ")
0

et le résultat suit de critéres généraux (cf. [Co]). Cela montre en utilisant le théoréme de Dirichlet
[Ser1] que é\x est extérieur (x non trivial) quand S < 1 et est intérieur (puisque yg est un facteur
d’états de type I) pour 8 > 1.

Ce lemme montre que, pour § €]0, 1], 'automorphisme o de Mg donné par (4) est extérieur :

(12) {ye Mg; yalx)=2y Ve Mg}=/{0}.
Maintenant, soit L la forme linéaire sur Mg donnée par
(13) L(x) =v¢(Vz) Ve C*"(N)g.

L'inégalité de Schwartz |L(z)|> < ¥(E) 1 (z*z) montre que c’est une fonctionnelle linéaire normale
sur Mg. Soit u l'isométrie partielle, u € Mg, de sa décomposition polaire L = u |L|. La condition
KMSg pour 7 appliquée a la paire Vz,y ; x € C*(N*),y € C*(N*), montre que L satisfait la
condition KMSg a-twistée, ou L(o(y) x) est remplacé par L(o¢(y) a(x)). Maintenant puisque a la
fois V et ¢ sont oy invariants, L I’est aussi et par conséquent, u et |L| le sont aussi. Il suit de ¢a que
la dérivée de Radon-Nikodym (D|L| : Dgg), appartient au centralisateur de @g et est de la forme

h't avec

(14) |L|(x) = pp(hx) Ve Mg.
De la condition KMSg twistée, on obtient

(15) zhu=hua(z) Vze Mg

ce qui implique par (12) que hu = 0 et que L = 0.

Cela prouve le Lemme 27 (b). Prouvons 27 (c). 1l suffit pour cet objectif, étant donné un caractére
X € W localisé dans F C P, de trouver une séquence V,, d’isométries partielles V,, € C*(Q/Z) =
C(R), localisée dans F et telle que

(16) 0g(Va) =x(9)Va Vg e W5 op(VaVyy) — 1

n—oo
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Alors, a € Cg,, étant donné, on a :

b(a) = Tim (V, Vi a) =0

n—oo

parce que V¥ a € Cg = C*(N*) et le Lemme 27 (b) s’applique. Finalement la construction des V,

se réduit par le Lemme 22 & la construction de fonctions continues V;, € C (H Zy) telles que
peF

(17) Va(gb) = x(9)Va(b) wellz.ge]]z
F F

et telles que les |V;,| sont uniformément bornées et convergent ponctuellement vers 1 ; ceci est im-

meédiat et I’existence des isométries partielles V,, en découle.
COROLLAIRE 29. Pour tout B €]0,1], il existe au moins un état KMSg sur Cg.

Preuve. Le groupe W est un groupe compact tel que la somme directe des sous-espaces spectraux

Cg,y; est dense dans Cg et cela détermine ¢ de maniére unique par le Lemme 27.

Nous allons maintenant construire cet unique état KMSg 15 sur Cg de maniere géométrique en
utilisant ’action du produit d’arbres de la Section 3. La construction va découler du lemme général
suivant, appliqué au C*-module £ = C*(G)e sur C*(N*) et a I’évolution temporelle oy de C*(N*).

LEMME 30. Soit C une C*-algébre unitaire, £ un C*-module sur C, (04)ier un groupe 4 un parameétre
d’automorphismes de C, § €]0,00[, pg un état KMSz sur C, et Hyy lespace de Hilbert de la
construction GNS pour ¢g.

(a) Soit Hg la complétion de € pour le produit intérieur donné par

(&mp=ws({&m) VENEE.

Alors, Uaction des endomorphismes Endc(E) sur € s’étend par continuité a Hg.

(b) 1 existe une représentation unique p de C° (I’algébre opposée de C) dans Hg telle que pour
tout £ € Hg et a € C dans le domaine de 05/, on a

p(a)€ = Eoig 2(a).
Cette représentation commute avec laction a gauche de Endc(E).

Preuve. L’espace de Hilbert Hg est le produit tensoriel des C*-modules
(18) Hp =E @c Hep

de telle sorte que la premiére assertion en découle. La seconde assertion en découle également, en
utilisant H,,, comme une algebre de Hilbert gauche et le théoréme de stabilisation de Kasparov
[Kal.

Nous appliquons ce lemme avec C = C*(N*), &€ = C*(G)e, et o € Aut C donné par 1'évolution
temporelle (Proposition 7 (¢)) de C*(N*). Comme & est un espace de fonctions sur A, il en est de

méme de chaque Hg, et pour chaque o € A, nous prenons €, la fonction caractéristique de {a} C A.
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Les vecteurs €4, € A sont de longueur unité dans chaque Hg et fibrent toujours un sous-espace
dense de Hg. Pour 8 = 1, ils forment une base orthonormée de telle sorte que H; = £2(A). Pour
calculer le produit intérieur (eq,€e4)g dans Hg, nous allons d’abord travailler localement, i.e. nous
fixons le corps local K = Qy, et appliquons le Lemme 30 & C' = C*(Pk), la C*-algebre réduite de
Py relative a la projection e = 1p,, alors que le C*-module est £ = C*(Pk)e. Nous utilisons sur C
I’état ¢g ).

Alors le Lemme 30 fournit un produit intérieur sur I’espace des fonctions & support fini sur ’arbre
Tp = P/ Pg.

Calculons maintenant explicitement ce produit intérieur sur l'arbre T associé a n’importe quelle
valeur 3. Ainsi, K est un corps local, K = Q,, et nous notons d’abord qu’en transportant ¢g,
par I'isomorphisme canonique entre 7, et la C*-algebre réduite C* (P )e, sa valeur sur une fonction

Pr-bi-invariante f(s),s € Px est donnée par (cf. formula (9) de la Section 3),

(19) epnlf) = (Zpk(lﬁ)f (B pikD) R <[‘1) ?D |

k>0

1 no
0 ho
est égal & g ,(f), o la fonction f est associée par la formule (13) de la section 3 aux classes a droite

Pg et g Pr dans Pr/Pg :

Soit g € Px,g = [ ] Le produit intérieur (g €o, €9)g, avec g correspondant au point de base,

(20) f(s) =m(gPrN Prs™t) Vse& Py
ou m est la mesure de Haar & gauche sur Pg. Nous avons juste besoin d’évaluer f(s) pour s =
1 p*
{O 1 ] On a
1 1 n][1 p*
Prs = ;val(n) > 0,val(h) =0
(21) 0 h||0 1

_ { [é pfkth ”} val(n) > 0, val(h) = o}

1 . . . .
Tous ses éléments { ZL] satisfont val(a) = 0. Cela implique que Pg s~ N g Pg # 0 seulement si

0
val(hg) = 0. Ainsi

(22) (geoc0) =0 si val(hg) £ 0 <p0ur 9= [(1) Zg] € PK).

. 1 0
Supposons maintenant que val(hg) = 0 ; en remplagant g par g {0 h_l}’ nous pouvons Supposer
0

que ho = 1 sans changer g £9. On a

g Pr _{[(1) ”10] [(1) Zi] ;val(nl)zo,val(hl)—O}

(23)
_ L e ano ;val(ng) > 0,val(hy) =0
0 hq
On a g PrN Pg s7! # 0 seulement si val(ng) = —k. Supposons que val(ng) = —k. Alors nous

avons besoin de calculer la mesure de Haar multiplicative sur I’ensemble de h; € R* telle que

k

hing = p~* mod R. Cela est veérifié ssi hy € p=F ngl —|—n51 R = pF nal +p" R. Les mesures de Haar
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-1
additive et multiplicative coincident sur R* & un coefficient global prés d*h = (1 — %) dh. Ainsi

nous obtenons 1’égalité, avec g = [(1) nlo]

! (B plkb = (1—p )ik si k= —val(no)

f (B pIkD ~0 si k # —val(no)

Ceci avec la formule (19) donne I’égalité

(25) epp(f)=p A —p A -p")7", k= —val(ng)
(26) (g0, c0)g =p (1 —-p" A —pH,

N . 1 no o
oug—[0 1],k——val(no).

L’étape suivante consiste & comprendre la signification géométrique de I'orbite de { [O ﬂ Lo} dans

larbre T}, et de la valeur £k = —val(n). Puisque l'action de Pk sur arbre T, fixe un point a I'oo, elle
préserve les horocycles correspondant a ce point. Ces horocycles sont les classes d’équivalence de la
relation Ry, : L ~ L’ ssi dg tel que t? L = t9 L' o t est la translation hyperbolique d’une unité vers
le point & 'co.

Nous vérifions d’abord que les deux treillis L, L’ sont R, équivalents ssi ils sont sur la méme orbite

0 :L ,n € K de Pg. Ce sous-groupe est un sous-groupe normal et par conséquent,

il définit une relation d’équivalence qui est stable par 'action & gauche de Pg. L’application ¢ est

du sous-groupe

donnée par

1 0
(27) t(g LO) =499 Ly Vg € Pg avec gp = [0 p:|

Plus généralement, t9(g Lo) = g g4 Lo Vg € Pk. Ainsi g1 Ly ~ g2 Lo(Ry) ssi g1 gp Lo =
g2 gg Lo, i.e.

(28) 95" 91 € g8 Prg,".

Cela est vérifié ssi g, ‘g1 est de la forme [(1) Zj ,val(h) = 0,val(m) > —q. Ainsi g1Lo ~ g2 Lo(Ro)

- - 1 . . .
ssi gy 191 € K % R*. Les deux treillis g L et [0 ﬂ g Lg satisfont trivialement cette relation et

. . . 1
inversement, si g1 Lo ~ g2Lo(Rso), nous pouvons écrire go comme [O ?
Interprétons maintenant la valeur de —val(m) as comme une fonction de distance entre Ly and
1 m
|01
k — 1. Ainsi d(Lo, L) = 2k. On obtient

] g1 sans affecter g; Lo.

Lo. Soit k = —val(m). Nous savons que t*(Lg) = t*(L) et que cela n’est pas vrai pour

LEMME 31. Soit L, L’ € T deux treillis.

34



(a) S’ils appartiennent & des classes d’équivalence d’horocycles différents, ils sont orthogonaux pour
( )

(b) S’ils appartiennent & des classes de méme horocycle a distance d(L, L") = 2k > 0, on a
(ep.e)s=p A -p 1 —p H7

(C) Si L= L/, alors <€L75L’>B = 1.

REMARQUES.

(a) Pour 8 — +o0, le produit intérieur ci-dessus converge vers une valeur non nulle seulement si
L=L"ousi L# L' mais L ~ L'(Ry), auquel cas il tend vers —p~1(1 —p~1)~L.

(b) Pour 8 = 0, le produit intérieur converge vers 1 sur la classe d’équivalence de chaque horocycle,

qui se réduisent alors 4 un seul point dans Hg, 8 = 0.
Calculons maintenant le produit intérieur correspondant sur A = [[(7T;, Lo) = Py /P; . Appelons

1 . .
0 Z] =g,n € Q,h € Q}, pour obtenir un produit
intérieur non nul, (g Lo, Lo), nous avons besoin qu’en chaque place p, g, Lo ~ Lo(Roo) et ainsi que

val(gp) = 0. Alors h = 1. Posons alors N = { Ll) Tf

intérieur sur orbite N Ly. Nous avons une base ¢, paramétrée par x € Q/Z,

1 x
Ex = |:0 1] LO.

Le produit intérieur (e,,¢€0)g est alors donné, en utilisant le Lemme 31, par

(exr0)s = [[ p ™1 -p"Ha—pH)!
peEP
Ep#0

a nouveau Lg le point de base. Etant donnée {

] in € Q} et essayons de comprendre le produit

ouz = a/b,(a,b) =1et b= Hpkp est la decomposition de b comme produit de puissances de

P
premiers. Plus généralement, elle est invariante par translations, i.e. (€5,€y)3 = (€2—y,€0)p ; ainsi la
positivité qui en découle est le fait que la fonction donnée par (29) est de type positif sur le groupe
des racines de I'unité Q/Z. Cette fonction est la fonction 3 du Théoréme 5.

On a (g1 Lo, g2 Lo)s = 0si g5 'g1 ¢ N.

Prenons alors une orbite arbitraire N g Lo, g € P&. Nous avons besoin de calculer ((1,2) g Lo, (1,y) g Lo)s
oux,y € Qet (1,2), (1,y) sont les éléments correspondant de N. On a ((1,z) g Lo, (1,y) g Lo) =
({9 exryg ey) = (Ewr—y,€0) 01t (1,2") = g7 (1, 2)g et (1,9') = g~ (1,y)g. Ainsi, nous voyons que les

. 1 0
orbites N [0 1
un renommage prés, donné par (29) sur chacun d’eux.

} €0, k € Q7, sont orthogonaux deux a deux pour ( )g et le produit intérieur est, a

Nous sommes maintenant préts & décrire les espaces de Hilbert Hg associés par le Lemme 30 au
C*-module £ = Be sur C*(N*) et les états KMS ¢g, et alors a obtenir le commutant de Pa dans

‘Hp comme une représentation unitaire de la C*-algébre Cg.
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PROPOSITION 32.

(a) Soit Hg la complétion de Uespace de Hilbert du C*-module C*(Py)e, sur eC*(Pa)e = C*(N*),
avec l’état . Alors Hg a une base naturelle indexée par P@/P"' , et son produit intérieur est

wmwartant par translations a gauche par P& et donné par

1 b . .
0 a €ey€e ) =0 a moins que a = 1

(e

ot g est la fonction de type positif définie dans le Théoréme 5.

(b) La C*-algébre C’& admet une représentation dans Hg donnée par la convolution droite avec

6812 pour toute fonction Pz'i'-bi-invariante f sur Pd'.

(c) Le vecteur g9 = classe de PZ+ est cycliqgue pour P, séparateur pour Cq, Coeo est l'ensemble
des points fives de P, C P@' et (Cq)” est le commutant de P@' dans Hg.

(d) Le vecteur e définit un état KMSg sur Cg.

Preuve. La preuve de (a) découle de (29). Définissons Hg 1 comme le sous-espace de Hg engendré
par Dorbite Neg de g9 sous le sous-groupe normal N de P@'. Plus généralement, pour k € Q% , nous

prenons

10
(30) Hﬁ,k - |:O k’:| Hﬁ,l-

Les sous-espaces Hg j sont orthogonaux deux & deux et Hg est leur somme directe.

Prouvons (b). Nous savons que I’action par convolution droite de 1’algébre de Hecke H d’une fonc-
tion Pg -bi-invariante sur P(é{ ameéne une représentation de H° sur l'enveloppe linéaire de la base
naturelle e, x € P@'/Pg de Hg. Cela est encore vrai si l'on twiste cette action par 'automorphisme
(non involutif) de H donné par la multiplication par 6°/2. Nous avons alors seulement besoin de
montrer que la nouvelle représentation de H? dans Hg est involutive. Quand nous restreignons cette
représentation a l’anneau de groupes de Q/Z, nous obtenons (comme § = 1 sur les classes doubles

dans Q/Z) que la représentation correspondante de Q/Z est donnée par

(31) o) [(1) 2] o = [(1) b”} o

a

Ainsi p(7y) est diagonal dans la décomposition Hg = ©Hgy, et sa restriction a Hgy est unitaire

puisque 'action gauche de N sur Hg est unitaire.

Quand nous restreignons la représentation p de HC & la sous-algébre involutive engendrée par les
fin, SN unitarité découle du Lemme 30 (b). Le calcul explicite de I'isométrie U, = p(u;,) dans Hg
associée & p,, p un nombre premier, est le suivant. Nous appelons comme ci-dessus t,, la translation
hyperbolique d'une unité de longueur vers le point & 'oo dans I'arbre 7,,. Nous le faisons agir

trivialement sur les autres arbres. On obtient alors

(32) Up €a = p/;’/271 Z Ea'-

tp(a)=a
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On peut vérifier directement en utilisant le Lemme 31 que U, est effectivement une isométrie.

Nous avons ainsi montré que p est une représentation involutive de H° dans Hp et par la Proposition

19, elle s’étend a une représentation de C’(% dans Hg. Cela prouve (b). Par construction, eg est

cyclique pour P& . Puisque l'action ci-dessus de H° (et C(O@) commute avec P(éf , le vecteur gp est

séparateur pour C(%. La preuve de la derniére assertion de (c¢) est la méme que dans le cas 5 =1 (cf.

Lemme 17). La preuve de (d) est la méme que celle du Lemme 16.

En combinant le Corollaire 29 et la Proposition 32 (d), nous obtenons que pour 8 €]0, 1], I'état sur

Cg donné par

(33)

o(z) = (p(x)eg,e0) Vx € Cy

est le seul état KMSg. Ceci combiné a 32 (a) compléte la preuve du Théoréme 5.

REMARQUES 33.

(a)

Soient Hg, A l'opérateur de multiplication par k? sur Hp - Il existe un unique poids g (a
une constante multiplicative prés) sur (P(éf )" & groupe modulaire d’automorphismes

(34) ol () = A.ATE

1
0

Son extension cyclique Cgep, définit une projection E,, € (Pg)” qui appartient au centralisa-

0 . .
Pour chaque m € N*| le vecteur ¢, = { m_l] €4 est séparateur pour Cé mais non cyclique.

teur de 1 et sur lequel 95 est fini. Sur le sous-espace E,,, 'opérateur modulaire de la paire

(P&/Em, C’& et vecteur &,,) est la restriction de A. Le sous-espace E,, est I’espace des points

fixes du sous-groupe Ll) W;Z

Ey C Epy si m divise m’) qui est totale dans Hg.

} de P@ . Ces sous-espaces forment une famille imbriquée (i.e.

Nous avons utilisé tout au long de cet article la paire de groupes P(éﬁ ,Pg - P@ plutot
que la paire Py, Pz C Pg. La relation entre les systémes C*-dynamiques correspondant
C*(P@, P@), o et C*(Py, Pz), 0y est assez simple. En effet, le dernier est juste la C*-algebre
des points fixes de l'involution @ du premier donné par la conjugaison complexe z — Z vue
comme un élément de W = Gal(Q¥<!).

Ceci est facile & vérifier parce que la classe double X modulo Pz d’un élément g € Pg,g9 =

B Z] est la méme que la double classe modulo Pz de g = [é

autorise & supposer que a > 0. Cela montre que les fonctions Pz-bi-invariantes sur Py incluent

g} ,&€ = Sign(a), ce qui nous

toutes les fonctions Pg invariantes sur P@' , qui sont invariantes sous l’involution

1 0 1 0
(35) g — [0 _1] g [O _1] gEP@.
On obtient ainsi 1’égalité o, équivariante
(36) C*(Pg, Pz) = C*(Pg, P;)*

et on peut réécrire le théoréme principal de notre article en fonction de C*(Py, Pz).
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(c) Dans cet article, nous avons ignoré la place a l'infini dans notre traitement des états ou des
poids KMSg et dans la construction de Cg & partir de I'action sur le produit d’arbres (Section
2). Nous avons obtenu, pour les places finies, ’action de Pk sur I’arbre de SL(2, K) ainsi que le
produit intérieur adéquat sur les fonctions sur 'arbre (Section 5) & partir de la compréhension

des poids KMSg sur C*(Pk) et de la réduction par la projection e € C*(Pg),e = 1p,.

A la place infinie, le systéme C*-dynamique en jeu est C*(Pg), 0t ou Pr est le groupe de matrices

1 b *
(37) {O a] ; beR, acR

et oul oy est donné par le module § de P,

(38) o (f)(g) = 6(9) " f(9) Vf e L'(Pr), t €R.

La C*-algébre de Pr est, en utilisant I'identification de R avec son groupe dual de Pontrjagin, donnée

par
(39) C*(PR) = Co(R) x R

ou l'action de R* se fait par homothéties. Cette action a deux orbites, R\{0} et {0} et & la séquence

exacte équivariante de C*-algébres

(40) 0 — Co(R\{0}) - Co(R) = C—0
correspond la séquence exacte de produits croisés :

(41) 0->K—=C"(Pr) = C*"(R") =0

similaire a la séquence exacte de la C*-algébre de Toeplitz . Icil’idéal & deux cotés IC est la C*-algébre
élémentaire d’opérateurs compacts. La théorie de la représentation de C*(Pgr) découle immeédiate-
ment de (7) et en plus des caractéres de C*(R*) qui fournissent des représentations a une dimension
de C*(Pgr), on a une unique représentation irréductible de dimension infinie 7. Cette représentation

peut étre décrite comme suit.
On pose H = L%(R) avec

(42) (m(9))(t) = lal'*¢(at —b) V€ R,E € L*(R)

1 b . .
ol g= [O a] comme ci-dessus, appartient a Pg.

Pour chaque 8 €]0,00], il existe, & normalisation pres, un unique poids KMSg sur C*(Pgr), donné

par
(43) ©a(f) = Trace(n(f)A™2)  vf e C*(Pa)*
ol A = —% est le Laplacien, un opérateur auto-adjoint non-borné dans L?(R).

Par construction, ¢g est le poids du facteur de type I qui est le poids dominant (|C||, [C-T])
sur le facteur de type I, correspondant. Il découle de cela que pour tout facteur M de poids 1,
le centralisateur de @ ® @z est l’algébre de von Neumann semi-finie associée de la décomposition

continue de M, i.e. le produit croisé par le groupe modulaire d’automorphismes oy,

(44) (M ® Lo)pagy = M %40 R.
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Dans notre cas, avec 8 €]0, 1], il est naturel de prendre pour M le commutant de P@ agissant dans
I'espace de Hilbert Hg (cf. Proposition 32). Pour obtenir le produit croisé (44), il est alors naturel
d’utiliser & la place infinie espace de Hilbert H7F® de la construction GNS du poids ¢g sur C*(Pr).
Dans le produit tensoriel Hg ®H§°, on a une action naturelle de produit du groupe P4 sur les adéles
A = AxR. Le produit croisé (44) est alors contenu dans le commutant de P@ qui est un sous-groupe
discret de Py.
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La théorie quantique de 1’émission
et de ’absorption de radiation

P. A. M. Dirac
St. John’s College, Cambridge, et Institut de Physique Théorique, Copenhague

Communiquée par N. Bohr, For. Mem. R.S. Recue le 2 février 1927 !

1 Introduction et résumé

La nouvelle théorie quantique, basée sur la supposition que les variables dynamiques n’obéissent pas
a la loi commutative de la multiplication, s’est maintenant développée suffisamment pour former
une théorie complete de la dynamique. Elle permet de traiter mathématiquement le probléeme de
n’importe quel systéme dynamique composé d’un certain nombre de particules et des forces instan-
tanées agissant entre elles, lorsque ce systeme est décrit par une fonction hamiltonienne, et on peut
interpréter les mathématiques d’un point de vue physique par une méthode assez générale. D’autre
part, presque rien n’a été fait jusqu’a présent sur I’électrodynamique quantique. Les questions du
traitement correct d’un systeme dans lequel les forces se propagent a la vitesse de la lumiere plutot
qu’instantanément, de la production d’un champ électromagnétique par un électron en mouvement,
et de la réaction de ce champ sur 1’électron n’ont pas encore été traitées. De plus, il y a une
sérieuse difficulté pour faire que la théorie satisfasse toutes les exigences du principe restreint de
la relativité, puisqu’alors une fonction hamiltonienne ne peut plus étre utilisée. Cette question de
la relativité est, bien sur, liée aux précédentes, et il sera impossible de répondre a aucune de ces
questions sans répondre a toutes. Pourtant, il semble possible de construire une théorie satisfaisante
de I’émission de radiation et de la réaction du champ de la radiation sur le systeme I’émettant sur
la base d’une cinématique et d’une dynamique qui ne soient pas strictement relativistes. C’est le
principal objectif de cet article. La théorie est non-relativiste seulement par le fait que le temps
est toujours compté via un c-nombre, plutot que d’étre traité symétriquement avec ’espace des co-
ordonnées. La variation de la relativité de la masse avec la vitesse est prise en compte sans difficulté.

Les idées sous-tendant la théorie sont tres simples. Considérons un atome interagissant avec un
champ de radiation, que I'on peut supposer pour sa définissabilité comme étant enfermé dans une
boite de telle sorte a n’avoir qu’un ensemble discret de degrés de liberté. En résolvant la radiation
en ses composantes de Fourier, on peut considérer ’énergie et la phase de chacun des composants
comme étant des variables dynamiques décrivant le champ de radiation. Ainsi, si E, est I’énergie
d’un composant appelé r et si 6, est la phase correspondante (définie comme la durée depuis laquelle
I'onde est dans une phase standard), on peut supposer chaque E, et 6, comme formant une paire de
variables canoniquement conjuguées. En I’absence de toute interaction entre le champ et ’atome,
le systeme complet champ plus atome sera décrit par I’hamiltonien

(1) H =%,E, + Hy

égal a I'énergie totale, Hy étant ’hamiltonien pour 'atome seul, puisque les variables E,., 6, satisfont
trivialement leurs équations canoniques de mouvement
OH . oOH
— = 0’ 97, = — =
00, OFE,

! Jai traduit ce texte en francais et cette traduction comporte siirement des erreurs qui n’engagent que moi, Denise
Vella-Chemla.

E, = 1.




Quand il y a interaction entre le champ et I'atome, cela pourrait étre pris en compte par la théorie
classique par une addition d’un terme d’interaction & ’hamiltonien (1), qui pourrait étre une fonc-
tion des variables de 'atome et des variables F,., 6., qui décrivent le champ. Ce terme d’interaction
donnerait 'effet de la radiation sur ’atome, et également la réaction de I’atome sur le champ de
radiation.

Pour qu’une méthode analogue puisse étre utilisée en théorie quantique, il est nécessaire de sup-
poser que les variables E,., 0,, sont des g-nombres satisfaisant les conditions quantiques standard
0.F, — E.0, = ih etc., ou h est (271')*1 fois la constante de Planck habituelle, comme les autres
variables dynamiques du probleme. Cette supposition donnent immédiatement a la radiation des
propriétés quantiques lumineuses?. Car si v, est la fréquence du composant r, 2716, est une variable
d’angle, de telle fagon que son conjugué canonique E,./27v, peut seulement prendre un ensemble
discret de valeurs différant par des multiples de h, ce qui signifie que F, peut uniquement varier
par multiples entiers du quantum (27h)v,. Si maintenant on ajoute un terme d’interaction (pris en
compte par la théorie classique) & ’hamiltonien (1), le probléme peut étre résolu selon les regles de
la mécanique quantique, et I’on s’attend & obtenir les résultats corrects pour ’action de la radiation
et de 'atome 'un sur 'autre. Nous montrerons que nous obtenons effectivement les lois correctes
pour I’émission et ’absorption de radiation, et les valeurs correctes pour les A et B d’Einstein.
Dans la théorie précédente de 'auteur?, ol les énergies et les phases des composants de la radiation
étaient des c-nombres, seuls les B pouvaient étre obtenus, et la réaction de 'atome sur la radiation
ne pouvait pas étre prise en compte.

Il sera également montré que 'hamiltonien qui décrit 'interaction de ’atome et des ondes électroma-
gnétiques peut étre rendu identique a 'hamiltonien pour le probleme de l'interaction d’un atome
avec un ensemble de particules en mouvement a la vitesse de la lumiere et satisfaisant les statis-
tiques d’Einstein-Bose, par un choix judicieux de 1’énergie d’interaction pour les particules. Le
nombre de particules ayant n’importe quelle direction de mouvement et d’énergie, qui peut étre
utilisé comme une variable dynamique dans I’hamiltonien pour les particules, est égal au nombre de
quanta d’énergie de 'onde correspondante dans I’hamiltonien des ondes. Il y a ainsi une harmonie
complete entre les descriptions ondulatoire et lumineuse quantique de l'interaction. Nous allons
effectivement construire la théorie a partir du point de vue quantique et montrer que ’hamiltonien
se transforme naturellement en une formule qui ressemble a la formule pour les ondes.

Le développement mathématique de la théorie a été rendu possible par une théorie générale de
I'auteur de transformation des matrices quantiques®*. Comme nous comptons le temps comme un
c-nombre, nous pouvons utiliser la notion de valeur de toute variable dynamique a tout instant.
Cette valeur est un g-nombre, qui peut étre représenté par une “matrice” généralisée selon de nom-
breux modeles matriciels différents, certains d’entre eux pouvant avoir des intervalles continus pour
les colonnes et les lignes, et pouvant nécessiter que les éléments des matrices appartiennent a cer-
taines sortes d’infinités (du type donné par les fonctions 6)°. Un modele de matrices peut étre
trouvé dans lequel tous les ensembles souhaités de constantes d’intégration du systeme dynamique
qui commutent sont représentés par des matrices diagonales, ou dans lequel les variables qui com-
mutent sont représentées par des matrices qui sont diagonales & un temps spécifié®. Les valeurs des

2Des suppositions similaires ont été utilisées par Born and Jordan [Z. f. Physik, vol. 34, p. 886 (1925)] dans le but
de prendre en charge la formule classique de ’émission de radiation par un dipole en théorie quantique, et par Born,
Heisenberg and Jordan [Z. f. Physik. vol. 35, p. 606 (1925) pour calculer les fluctuations d’énergie dans le champ de
radiation du corps noir.]

3Roy. Soc. Proc. A, vol. 112, p. 661, §5 (1926). Cela est cité ensuite dans loc. cit., I.

4Roy. Soc. Proc. A, vol. 113, p. 621 (1927). Cela est cité ensuite par loc. cit., II. Une théorie globalement
équivalente a été obtenue indépendamment par Jordan [Z. f. Physik. vol. 40, p. 809 (1997). Voir aussi F. London, Z.
f. Physik. vol. 40, p. 193 (1926)

®Loc. cit. 1I, §2.

50n peut utiliser un modele de matrices dans lequel les variables qui commutent sont & tout instant représentées



éléments diagonaux d’une matrice diagonale représentant un g-nombre quelconque sont les valeurs
caractéristiques de ce g-nombre. Les coordonnées cartésiennes ou le moment auront en général
toutes les valeurs caractéristiques de —oo a +00, alors qu’une variable d’action prend seulement un
ensemble discret de valeurs caractéristiques. (Nous prendrons pour régle d’utiliser des lettres sans
prime (") pour dénoter les variables dynamiques ou g-nombres, et les mémes lettres avec prime (')
ou double prime (") pour dénoter leurs valeurs caractéristiques. Les fonctions de transformation ou
fonctions propres sont des fonctions des valeurs caractéristiques et non les g-nombres eux-mémes,
de telle sorte qu’elles peuvent toujours s’écrire en termes de variables avec prime (' ou ”).)

Si f(&,m) est n’importe quelle fonction des variables canoniques &g, 7, la matrice représentant f a
tout instant dans le modele de matrices dans lequel les & a 'instant ¢ sont des matrices diagonales
peut s’écrire sans aucun probleme, puisque les matrices représentant les & et les 75 eux-mémes au
temps ¢ sont connues, notamment,

2)
{ §(£'€") = §,.0(6°¢")
s(§'€") = —ihd(& = &) .. 0(& 1 = &L 18" (& = EDI(Ey — &) -+

Ainsi, si 'hamiltonien H est défini comme une fonction des & et des 7, on peut immédiatement
écrire la matrice H(£'¢”). On peut ainsi obtenir la fonction de transformation, disons (§'/a’), qui
se transforme en un modele de matrice («)) dans lequel 'hamiltonien est une matrice diagonale,
puisque (£'/a’) doit satisfaire I’équation intégrale

3) / HE'E")de" (€ o) = W (a).(€ o),

dans lequel les valeurs caractéristiques W (') sont les niveaux d’énergie. Cette équation est juste
I'équation d’onde de Schrodinger pour les fonctions propres (£'/a’), qui devient une équation diffé-
rentielle ordinaire quand H est une fonction algébrique simple des & et des n selon les équations
spéciales (2) des matrices représentant les & et les n,. L’équation (3) peut s’écrire sous la forme
plus générale

3) / H(E'E")dE" (" fa!) = ihd(€'jo') o,

forme dans laquelle elle peut s’appliquer & des systémes pour lesquels I’hamiltonien fait intervenir
le temps explicitement.

On peut avoir un systeme dynamique spécifié par un hamiltonien H qui ne peut pas étre exprimé
comme une fonction algébrique d’un quelconque ensemble de variables canoniques, mais qui peut
étre représenté par une matrice H(£'¢”). Un tel probleme peut encore étre résolu par la méthode
présente, puisqu’on peut encore utiliser I’équation (3) pour obtenir les niveaux d’énergie et les fonc-
tions propres. Nous trouverons que ’hamiltonien qui décrit 'interaction d’un quantum lumineux et
d’un systeme atomique est de ce type plus général, de telle sorte que l'interaction peut étre traitée
mathématiquement, bien que l'on ne puisse pas alors parler d’énergie potentielle d’interaction au
sens usuel.

Il faudrait observer qu’il y a une différence entre une onde lumineuse et 'onde de de Broglie ou
Schrédinger associée aux quanta lumineux. D’abord, 'onde lumineuse est toujours réelle, alors que
I'onde de de Broglie associée a un quantum lumineux se déplacant dans une direction définie doit

par des matrices diagonales si 1’on sacrifie la condition que les matrices satisfont les équations du mouvement. La
fonction de transformation d’un tel modeéle dans un modeéle dans lequel les équations du mouvement sont satisfaites
utilisera le temps explicitement. Voir p. 628 in loc. cit. II.



faire intervenir une exponentielle imaginaire. Une différence plus importante est que leurs intensités
doivent étre interprétées de fagons différentes. Le nombre de quanta lumineux par unité de volume
associés a une onde lumineuse mono-chromatique est égal a 1’énergie par unité de volume de ’'onde
divisée par l'énergie (27h)r d’'un quantum lumineux simple. D’un autre c6té, une onde de de
Broglie mono-chromatique d’amplitude a (multipliée par le facteur exponentiel imaginaire) doit étre
interprétée comme représentant a® quanta lumineux par unité de volume pour toutes les fréquences.
C’est un cas spécial de la régle générale pour interpréter ’analyse des matrices” selon lequel, si (¢//a/)
ou Yy (&) est la fonction propre des variables &, de I’état o/ d’un systeme atomique (ou particule
simple), [¢q(&},)|* est la probabilité que chaque & ayant la valeur &, [ou |1y (£,)[2dE1dE) . . . soit
la probabilité de chaque & se trouvant entre les valeurs & et & + d&., quand les & parcourent
des intervalles continus de valeurs caractéristiques| selon la supposition que toutes les phases du
systeme sont équiprobables. L’onde dont I'intensité doit étre interprétée de la premiere de ces deux
manieres apparait dans la théorie seulement quand on traite un assemblage de particules associées
satisfaisant les statistiques de Einstein-Bose. Il n’y a alors pas de telle onde associée aux électrons.

2 Perturbation d’un assemblage de systemes indépendants

Nous allons maintenant considérer les transitions produites dans un systéeme atomique par une
perturbation arbitraire. La méthode que nous adopterons sera celle précédemment fournie par
l'auteur® qui ameéne simplement aux équations qui déterminent la probabilité du systeme d’étre
dans un état stationnaire quelconque du systéme non perturbé i tout instant”. Cela, bien str, four-
nit immédiatement le nombre probable de systemes dans cet état a cet instant pour un assemblage
de systemes qui sont indépendants les uns des autres et sont tous perturbés de la méme maniere.
L’objet de la présente section est de montrer que les équations pour les niveaux de transition pour
ces nombres probables peuvent étre mises sous forme hamiltonienne de maniére simple, ce qui au-
torisera des développements plus avant dans la théorie a construire.

Soit Hy I’hamiltonien du systéme non perturbé et V' I’énergie perturbante, qui peut étre une fonction
arbitraire des variables dynamiques et peut ou peut ne pas faire intervenir le temps explicitement,
de telle sorte que I’hamiltonien pour le systeme perturbé soit H = Hy + V. Les fonctions propres
du systeme perturbé doivent satisfaire I’équation d’onde

ihdw ot = (Ho + V),

ot (Hy+ V) est un opérateur. Si ) = X,a,1, est la solution de I’équation qui satisfait les conditions
initiales elles-mémes, ou les v, sont des fonctions propres du systéme non perturbé, chacune associée
A un état stationnaire indicé par r, et si les a, sont des fonctions du temps seulement, alors |a,|?
est la probabilité que le systeme soit dans 1’état r a tout moment. Les a, doivent étre initialement
normalisés, et resteront du coup toujours normalisés. La théorie s’appliquera directement a un
assemblage de N systémes indépendants similaires si nous multiplions chacun de ces a, par N'/2
de maniere & rendre ¥,|a,|> = N. Nous aurons maintenant que |a,|> est le nombre probable de
systemes dans ’état r.

L’équation qui détermine le niveau de transition des a, est °

(4) tha, = Esv;"sas’

"Loc. cit. II. §§6,7

8 Loc. cit. I

9La théorie a été récemment étendue par Born [Z. f. Physik, vol. 40, p. 167 (1926)] de maniére & prendre en
compte les transitions adiabatiques dans les états stationnaires qui pourraient étre produits par la perturbation aussi
bien que par les transitions. Cette extension n’est pas utilisée dans le présent article.

O Loc. cit. 1, equation (25)



ol les V,¢’s sont les éléments de la matrice représentant V. L’équation imaginaire conjuguée est
/ Sk * % *
(4" —iha, = X, Vias = YsaiVer
Si on regarde a, et iha® comme des conjugués canoniques, les équations (4) et (4’) prennent la
forme hamiltonienne avec la fonction hamiltonienne F; = ¥,sa;V;sas, notamment,

dar 1 6F1 . daI 6F1
= ih =

dt — ihdar’ dt — da,

Nous pouvons transformer en variables canoniques N, ¢,, par la transformation de contact
1 1o
a, = N2 e~ ir/ , al = N? eiér/h,

Cette transformation rend les nouvelles variables NV, et ¢, réelles, N, étant égal a aya; = |ar|2,
le nombre probable de systémes dans U'état r, et ¢,/h étant la phase de la fonction propre qui les
représente. L’hamiltonien F; devient maintenant

1 1.
Fy =%,V NP2 Ng ez(qﬁrfqﬁs)/h,

et les équations qui déterminent le niveau auquel les transitions ont lieu ont la forme canonique
8F]_ QS o 8F1
96, " ON,

Une maniere plus pratique de mettre les équations de transition dans une forme hamiltonienne peut
étre obtenue a ’aide des quantités

Ny =

br — are—zl/l/rt/h7 b: — CL:Ezi/[/rt//?,7

W, étant I'énergie de I'état 7. On a |b-? égal & |a,|?, le nombre probable de systémes dans 1’état r.
Pour b, on trouve

(5) . |
ihb, = Wb, + ihdre_lwrt/h
= WTbr + Eswsbsei(wsfwr)t/h

avec I’aide de (4). Si on pose Vs = Vpshse!Wr=Wat/h qe telle sorte que v,s est une constante quand

V ne fait pas intervenir le temps explicitement, cela se réduit a

ihb, = Wb, + Sgvpsbs
= Eersbm

ou H.; = W65 + vpg, est un élément de la matrice de I’hamiltonien global H = Hy + V avec le
facteur temps e/Wr=Wat/h &liminé, de telle facon que H,s est une constante quand H ne fait pas
intervenir le temps explicitement. L’équation (5) est de la méme forme que I’équation (4), et peut
étre mise sous forme hamiltonienne de la méme maniere.

On devrait remarquer que ’équation (5) est obtenue directement sil’on écrit I’équation de Schrodinger
sur un ensemble de variables qui spécifient les états stationnaires du systéme non perturbé. Si ces
variables sont &, et si H(£'¢”) dénote un élément matriciel de ’hamiltonien global H dans le modele
(&), cette équation de Schrodinger serait

(6) ihdy () /0t = Zen H (') ("),

comme ’équation (3’). Elle difféere de 'équation précédente (5) seulement dans la notation, un
simple suffixe r étant utilisé 1a pour dénoter un état stationnaire plutét qu’un ensemble de valeurs



numériques &, pour les variables &, et b, étant utilisé a la place de ¥(¢’). L’équation (6), et par
conséquent également I’équation (5), peuvent encore étre utilisées quand I'hamiltonien est du type
plus général qui ne peut pas étre exprimé comme une fonction algébrique d’un ensemble de variables
canoniques, mais peut encore étre représenté par une matrice H(&'¢”) ou H,s.

Prenons maintenant b, et ¢hb: des variables canoniquement conjuguées plutét que a, et ihal.
L’équation (5) et son équation conjuguée imaginaire prendra maintenant la forme hamiltonienne
avec la fonction hamiltonienne

(7) F =%,.brH,bs.
En procédant comme précédemment, on effectue la transformation de contact
(8) ) )

b, = Nriefier/h’ b: = NEewT/h,

sur les nouvelles variables canoniques N,., #,, ou N, est, comme précédemment, le nombre probable
de systemes dans 1’état r, et 0, est une nouvelle phase. L’hamiltonien F' deviendra alors

1 1
F= ErersNr2N52el(er_es)/ha

et les équations pour les niveaux de transitions des NV, et 6, prendront la forme canonique

) OF . oF
N = —_—— 9 =
06, " 0N,
L’hamiltonien peut alors s’écrire
L1
(9) F =3%.W.Np + 350, N2 N ez(GTfHS)/h'

Le premier terme X, W,.N,. est ’énergie propre totale de ’assemblage, et le second terme peut étre
vu comme ’énergie additionnelle due a la perturbation. Si la perturbation est nulle, les phases 6,
augmenteront linéairement avec le temps, tandis que les phases précédentes ¢, seront constantes
dans ce cas.

3 Perturbation d’un assemblage satisfaisant les statistiques
de Einstein-Bose

Selon la section précédente, nous pouvons décrire l'effet d’une perturbation sur un assemblage de
systemes indépendants au moyen de variables canoniques et d’équations hamiltoniennes du mou-
vement. Le développement de la théorie qui nous vient naturellement a ’esprit consiste a faire
de ces variables canoniques des g-nombres satisfaisant les conditions quantiques habituelles plutot
que des c-nombres, de telle facon que leurs équations hamiltoniennes du mouvement deviennent de
vraies équations quantiques. La fonction hamiltonienne va maintenant fournir une équation d’onde
de Schrodinger, qui doit étre résolue et interprétée de la facon habituelle. L’interprétation don-
nera non seulement le nombre probable de systemes dans n’importe quel état, mais également la
probabilité d’une distribution quelconque donnée des systemes parmi les différents états, cette prob-
abilité étant, en fait, égale au carré du module de la solution normalisée de 1’équation d’onde qui
satisfait les conditions initiales adéquates. Nous pourrions, bien sir, calculer directement & partir
de considérations élémentaires la probabilité de toute distribution donnée quand les systémes sont
indépendants, puisque nous connaissons la probabilité de chaque systeme d’étre dans un état donné
particulier. Nous trouverions que la probabilité calculée directement de cette maniere n’est pas en
accord avec celle obtenue par I’équation d’onde, excepté dans le cas particulier ou il y a seulement
un seul systeme dans 1’assemblage. Dans le cas général, il sera montré que ’équation d’onde amene



a la valeur correcte pour la probabilité de n’importe quelle distribution donnée quand les systemes,
plutot que d’étre indépendants, obéissent aux statistiques de Einstein-Bose.

Supposons que les variables b,,¢hb; du §2 sont des g-nombres canoniques satisfaisant les conditions
quantiques
by.ithb) — ihb).b, = ih

ou
bobt — b¥b, = 1
et
brbs - bsbr = Oa b:b: - bzb: =Y
bt — biby = 0 (s £ 7).

Les équations de transformation (8) doivent maintenant étre écrites sous forme quantique

(10)
_ . 1
by = (N, 4 1)2e70r/h — ¢=i0r/h N2
1 _

by = N2 eifr/h = eifr/h(N, 4 1)3,
de telle fagon que les N, 6, puissent aussi étre des variables canoniques. Ces équations montrent
que les N, peuvent seulement avoir des valeurs caractéristiques entieres non négatives'!, ce qui nous
fournit une justification de la supposition que les variables sont des g-nombres tels que nous les avons

choisis. Les nombres de systemes dans les différents états sont maintenant des nombres quantiques
ordinaires.

L’hamiltonien (7) devient alors

(11)

pﬂ:gﬁﬁ@;ﬁ@ﬁwwmgm+n%%W

S HyaNE (N, 1 — 0,500/

dans lequel les H,.s sont toujours des c-nombres. Nous pouvons écrire ce F' dans la forme correspon-
dant & (9)
(117)

F = 5, W, Ny + Sya0raNE (N, + 1= 8,600/
dans laquelle il est & nouveau composé d’'un terme correspondant a I’énergie propre X, W, N, et d’un

terme correspondant a 1’énergie d’interaction.

L’équation d’onde écrite en fonction des variables N, est!?

0
ol F' est un opérateur, chaque 6, apparaissant dans F' étant interprété comme signifiant :hd/ON].

Si nous appliquons 'opérateur e=fr/"

Ni, N, ..., le résultat est

X0/l f(NY, Ng, ... NJ...) = eFooNe f(NT NG .. N]..)
= f(N{,N3,...N/ F1,...).

a n’importe quelle fonction f(N7, N4, ... N/, ...) des variables

"Voir §8 de P’article de Pauteur Roy. Soc. Proc. A, vol. 111, p. 281 (1926). Ce qu’on appelait les valeurs d’un
c-nombre, et qui sont ici les valeurs qu'un g-nombre peut prendre, se verront donner le nom plus précis de valeurs
caractéristiques de ce g-nombre.

120n suppose pour la définissabilité que I'indice r des états stationnaires prend les valeurs 1, 2, 3,...



Si nous utilisons cette régle dans I’équation (12) et que nous utilisons 1’expression (11) pour F', nous

obtenons!3

(13)
ih g (N], N§, N§ .. )

_ETSHTSNQ(N’Jrlf(STS) O(N|, Ny N —1,.. N/ +1,..)).

Nous voyons du c6té droit de cette équation que dans la matrice représentant F, le terme de F
faisant intervenir ¢ —%)/" contribuera seulement aux éléments de la matrice qui représentent les
transitions dans lesquelles N, décroit d’une unité et N, croit d’une unité, i.e. aux éléments de
la matrice de la forme F(N{,Nj...N....N;N{,N;...N/, —1...N. 4+ 1...). Si nous trouvons
une solution (N7, Nj...) de 'équation (13) qui est normahsee [i.e. une solution pour laquelle
YNy g YN NG )2 = 1] et qui satisfait les conditions propres initiales, alors |[t)(N{, Nj...)[?
sera la probabilité de cette distribution dans laquelle N7 systémes sont dans I’état 1, No dans 1'état
2, ... a tout instant.

Considérons d’abord le cas ou il y a un seul systeme dans ’assemblage. La probabilité qu’il soit dans
I'état ¢ est déterminée par la fonction propre ¥ (N7, Nj,...) dans laquelle tous les N’ sont égaux
a zéro sauf Ny, qui est égal a I'unité. Nous noterons cette fonction propre ¢{q}. Quand elle est
substituée dans le coté gauche de (13), tous les termes de la somme du c6té droit s’évanouissent sauf
ceux pour lesquels r = ¢, et il reste

0
ihal/}{Q} = X, Hysp{s}

qui est la méme équation que (5) avec ¥{q} jouant le role de b,;. Cela établit le fait que la théorie
présente est équivalente a celle de la section précédente quand il y a seulement un systeme dans
I’assemblage.

Maintenant prenons le cas général d’'un nombre arbitraire de systéemes dans 'assemblage, et sup-
posons qu’ils obéissent & la mécanique statistique de Einstein-Bose. Cela nécessite que, dans le
traitement habituel du probleme, seules les fonctions propres qui sont symétriques entre tous les
systemes doivent étre prises en compte, ces fonctions propres étant par elles-mémes suffisantes pour
donner une solution quantique compléte du probleme!*. Nous allons maintenant obtenir équation
pour le niveau de transition de 1'une de ces fonctions propres symétriques, et montrer qu’elle est
identique & 'équation (13).

Si nous indigons chaque systéme par un nombre n, alors le hamiltonien pour ’assemblage sera
Hy = ¥,H(n), o H(n) est le H du §2 (égal & Ho + V) exprimé en fonction des variables du
n-ieme systeme. Un état stationnaire de I’assemblage est défini par les nombres r1,79...7, ... qui
sont les indices des états stationnaires dans lesquels stagnent les systemes séparés. L’ equation de
Schrodinger pour I’assemblage en un ensemble de variables qui spécifient les états stationnaires sera
de la forme (6) [avec H4 plutét que H], et nous pouvons I’écrire dans la notation de I’équation (5)
; ainsi :

(14) ihb(rirg...) = Xg s, Ha(r172 .. 58182 . )b(s182.. . .),

ot Ha(rra...;8182...) est I’élément de la matrice globale de H4 [en enlevant le facteur temps).
Cet élément matriciel s’évanouit quand plus d’un s,, differe du r,, correspondant ; il est égal & H.,.

quand s,, differe de 7, et que tous les autres s,, sont égaux aux r, : et il est égal & X, H,.
tout s, est égal & r,,. En substituant ces valeurs dans (14), nous obtenons

mSm

quand

nTn

(15) ihb(riry . ..) = Y Zstrm Hrmsm 01172 - o P 18mTmgt - - -) + X Hyppp, b(r1r2 .. ).

Bott s =7, p(N{, N5 ... N} —1...N.+1) doit étre pris comme signifiant )(N{N% ... N....).
YLoc. cit. §3



Nous devons maintenant contraindre b(r17q .. .) & étre une fonction symétrique des variables ri, 7o, . ..
de facgon & obtenir les statistiques de Einstein-Bose. Cela est rendu possible puisque si b(ri7y. . .)
est symétrique & tout instant, alors Péquation (15) montre que b(r17 . ..) est aussi symétrique & cet
instant, de telle sorte que b(riry...) restera symétrique.

Notons N, le nombre de systemes dans I’état r. Alors un état stationnaire de I’assemblage décrivable
par une fonction propre symétrique doit étre spécifié par les nombres Ny, No, ... N, ... aussi bien que
par les nombres 1,7y ... 7, ..., et nous serons capables de transformer ’équation (15) en les variables
Nj, Ny, . ... Nous ne pouvons pas vraiment prendre la nouvelle fonction propre b(Ni, Ny . ..) égale a
la précédente b(rirs . ..), mais nous devons en prendre une qui soit un multiple de autre de fagon &
ce que les deux soient correctement normalisées selon leurs variables respectives. Nous devons avoir,
en fait,
Zrl’r2“_|b(7’17’2 . |2 =1= ENl,Nz...|b(N1, Ng . |2,

et ainsi, nous devons prendre |b(Ny, Nz . ..)|? égal & la somme des |[b(r172 . ..)|? pour toutes les valeurs
des nombres 71,79 ... de telle fagon que N7 d’entre eux soient égaux a 1, No égaux a 2, etc. Ainsi,
il y a N!/N1!No!... termes dans cette somme, ot N = 3, N, est le nombre total de systémes, et
ils sont tous égaux, puisque b(ri72...) est une fonction symétrique de ses variables r1,ry.... Par
conséquent, nous devons avoir

b(Nl,NQ, .. ) = (N'/NﬂNg' .. .)%i)(’f’ng .. )

Si nous effectuons cette substitution dans 1’équation (15), le c6té gauche deviendra

ih(N1INo! ... /NDZb(Ny, Na ...

Le terme H,, g, b(r172 ... Tm—18mTm+1 - - -) dans la premiere somme du ¢6té droit deviendra
(16) NN (Ny = D) (N + D! /N2 Hy (N1, Ny . Ny — 1. Ny +1..),

ol nous avons écrit r pour rp, et s pour s,,. Ce terme doit étre ajouté pour toutes les valeurs de
s sauf r, et doit alors étre ajouté pour r prenant chacune des valeurs r1,79.... Ainsi chaque terme
(16) se voit répété par le procédé de sommation jusqu'a ce qu’il apparaisse un total de N, fois, de
telle fagon qu’il contribue
Ny [N{INo! . (Ny — DV (Ny+ D). /N2 H,b(Ny, Ny . Ny — 1. Ny +1...)
1
N2 (N +1)2(N{INy! ... /N2 Hpb(Ny,No ... N, — 1. Ny +1...)

au coté droit de (15). Finalement, le terme ¥, H,, ., b(ri,r2,...) devient
1
ETNTHTT.b(T'l’I’Q .. ) = ETNTHTT.(NﬂNQ! e /N')Qb(Nl, N2 .. )

Par conséquent, ’équation (15) devient, en enlevant le facteur (N1!Ny!... /N !)%,

(17)
. 1
ihb(N1, Ny ...) = 5,84 sp N2 (No + 1) 2 Hpb(Ny, Ny ... Ny — 1. Ny +1...) + 5. N, Hopb(N1, Ny .. ),

ce qui est identique a (13) [excepté le fait que dans (17), les primes (’) ont été omis pour les N, ce qui
est permis quand on n’a pas besoin de faire référence aux N comme & des g-nombres|. Nous avons
ainsi établi que ’hamiltonien (11) décrit effet d’une perturbation sur un assemblage satisfaisant
les statistiques de Einstein-Bose.



4 Réaction de ’assemblage sur le systéeme perturbant

Jusqu’a présent, nous avons seulement considéré des perturbations qui peuvent étre représentées par
une énergie de perturbation V ajoutée a ’hamiltonien du systeme perturbé, V' étant une fonction
seulement des variables dynamiques de ce systeme et peut-étre du temps. Il est possible que la
théorie s’étende au cas ou la perturbation consiste en une interaction avec un systeme dynamique
perturbant, la réaction du systéme perturbé sur le systéme perturbant étant prise en compte (la
distinction entre le systeme perturbant et le systeme perturbé est, bien stir, non réelle, mais elle sera
gardée par facilité).

Nous considérons maintenant un systeéme perturbant, décrit, disons, par les variables canoniques
Ji,wg, les J étant ses premieres intégrales quand il est seul, interagissant avec un assemblage
de systemes perturbés sans interaction mutuelle, qui satisfont les statistiques de Einstein-Bose.
L’hamiltonien global sera de la forme

Hp = HP(J) + ZnH(n),

ou H, est I'hamiltonien du systeme perturbant (une fonction des J seulement) et H(n) est égale
a Pénergie propre Hy(n) plus 1'énergie de perturbation V(n) du n-ieme systéme de ’assemblage.
H(n) est une fonction des seules variables du n-iéme systéme de 'assemblage et des J et w, et ne
fait pas intervenir le temps explicitement.

L’équation de Schrédinger correspondant & 1’équation (14) est maintenant
ihb(J/,Tﬂ"Q .. ) = EJ//EShSQ NN HT(J/,?"ﬂ"Q caey J”, 5182 .. .)b(,]”, §182.. .),

dans laquelle la fonction propre b fait intervenir les variables Jj.

L’élément matriciel H,.(J',r17o...;J", s182...) est maintenant toujours une constante. Comme
précédemment, il s’évanouit quand plus d’un s, differe du r, correspondant. Quand s, differe
de 7, et que tout autre s, est égal & ry, il se réduit & H(J'rp; J"sm), qui est I’élement matriciel
(J'rm; J"sm) (avec le facteur temps éliminé) de H = Hy + V, Dénergie propre plus 1'énergie de
perturbation d’un seul systeme de 1’assemblage ; alors que lorsque tout s, est égale a ry,, il prend la
valeur Hp(J')0 g + X H(J 'y, 5 J"1,). Si, comme précédemment, nous contraignons les fonctions

propres a étre symétriques en les variables 71,75 ..., nous pouvons a nouveau les transformer en les
variables N1, No ..., ce qui amenera, comme précédemment, au résultat.
(18)

ihb(J', N1, Nj...) = Hy(J)b(J', N{, N3 ...)
S SNy 2 (N 41— 8pg) 2 H (J'r; J"8)b(J", NI, Ny ... Nl —1... N/ +1...)

Ceci est I’équation de Schrodinger correspondant a la fonction hamiltonienne

1 .
(19) F = Hp(J) + SpoHpsNZ (Ny + 1 — 6,4) 2¢O =0)/1.

dans laquelle H,s est maintenant une fonction des J et des w, telle que quand on le représente
par une matrice du modele (J), son élément (J'J") est H(J'r; J"s) (il convient de noter que H,s
commute encore avec les N et les ).

Ainsi linteraction d’un systéme perturbant avec un assemblage satisfaisant les statistiques de
Einstein-Bose peut étre décrit par un hamiltonien de la forme (19). Nous pouvons le mettre dans
une forme correspondant & (117) en observant que ’élément matriciel H(J); J!) est composé de la
somme de deux termes, un terme qui provient de I’énergie propre Hy, qui est égale a W, quand
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J = Jj et s =r et qui s’évanouit sinon, et un terme qui provient de 'énergie d’interaction V', qui
peut étre notée v(J); J.). Ainsi, nous aurons

HTS = Wr6r5 + Vps,

ol v,s est cette fonction des J et des w qui est représentée par la matrice dont 1’élément (J'J”) est
v(J'r; J"s), et de ce fait, (19) devient

(20)
3 1 i(0.—04)/h
F=Hp(J)+ X, W, Ny + 2, 0,6 N2 (Ng + 1 — 0p) 2" 7)1,
L’hamiltonien est ainsi la somme de 1’énergie propre du systéme perturbant Hp(J), de I’énergie pro-
1

pre des systemes perturbés 3. W, N,. et de ’énergie de perturbation E,o,SvTSNT5 (NS+1—6TS)%ei(9T_93)/h.

5 Théorie des transitions d’un systeme d’un état vers d’autres
états de méme énergie.

Avant d’appliquer les résultats des sections précédentes aux quanta de lumiere, nous allons considérer
la solution du probléme représenté par un hamiltonien du type (19). La caractéristique essentielle
de ce probleme est qu’il concerne un systeme dynamique qui peut, sous 'influence d’'une énergie
de perturbation dans laquelle le temps n’intervient pas explicitement, effectuer des transitions d’un
état vers d’autres états de méme énergie. Le probleme des collisions entre un systeme atomique
et un électron, qui a été traité par Born' est un cas particulier de ce type. La méthode de Born
consiste a trouver une solution périodique de 1’équation d’onde qui consiste, aussi loin qu’elle fasse
intervenir les coordonnées de 1’électron qui percute le systeme, en des ondes planes, qui représentent
I’électron incident, et qui approchent le systeme atomique, et qui sont éparpillées ou diffractées dans
toutes les directions. Le carré de 'amplitude des ondes éparpillées dans n’importe quelle direction
avec n’importe quelle fréquence est supposé par Born étre la probabilité que 1’électron soit éparpillé
dans cette direction avec I’énergie correspondante.

Cette méthode ne semble pas pouvoir s’étendre d’une maniere simple au probleme général des
systemes qui effectuent des transitions d’un état vers d’autres de méme énergie. De plus, il n’y a
pas a présent de moyen tres direct et certain d’interpréter une solution périodique d’une équation
d’onde pour 'appliquer & un phénomene physique non périodique tel qu'une collision (la méthode
plus précise qui va étre donnée maintenant montre que la supposition de Born n’est pas tout a fait
correcte, dans la mesure ou il est nécessaire de multiplier le carré de 'amplitude par un certain
facteur).

Une méthode alternative pour résoudre un probleme de collision est de trouver une solution non
périodique a I’équation d’onde qui consiste simplement au départ en ondes planes se déplacant dans
I’espace entier dans les directions imposées avec la fréquence imposée pour représenter 1’électron
incident. Au cours du temps, les ondes se déplacant dans d’autres directions peuvent apparaitre
de telle fagon que I’équation d’onde reste satisfaite. La probabilité pour ’électron d’étre éparpillé
dans n’importe quelle direction avec n’importe quelle énergie sera alors déterminée par le niveau de
croissance des composants harmoniques correspondant de ces ondes. La maniere d’interpréter les
mathématiques utilisées par cette méthode est assez bien définie, cette interprétation étant la méme
que celle du début du §2.

Nous allons appliquer cette méthode au probleme général d’un systeme qui effectue des transitions
d’un état a d’autres états de méme énergie sous I'action d’une perturbation. Soit Hp ’hamiltonien

Y5Born, Z. f. Physik, vol. 38, p. 803 (1926)
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du systeme non pertubé et V 1’énergie perturbante, qui doit ne pas faire intervenir le temps explicite-
ment. Si nous prenons le cas d’une suite continue d’états stationnaires, spécifiée par les premieres
intégrales, disons aj, du mouvement non perturbé, alors, en suivant la méthode du §2, nous obtenons

(21) iha(a) = /V(a'oz”)da”.a(o/')7

correspondant & ’équation (4). La probabilité du systéeme d’étre dans un état pour lequel chaque oy,
est compris entre o, et o}, + da/, a tout instant est |a(a/)[*da).ddl . .. quand a(a’) est correctement
normalisé et satisfait les conditions propres initiales. Si initialement le systéme est dans I’état o,
nous devons imposer que la valeur initiale de a(a’) soit de la forme a®.5(c’ — o). Nous laisserons
aV prendre une valeur arbitraire, parce que ca serait un inconvénient que de normaliser a(c’) dans
le cas présent. Pour une premieére approximation, nous pouvons substituer & a(a) du c6té droit de
(21) sa valeur initiale. Cela donne

iha(o/) = a®V (0/a®) = av(a/a?)e! W (@)= W(a)lt/h
ot v(a’a’) est une constante et W (') est 'énergie de I'état o’. Par conséquent

CilW (@) =W (a)t/h _

(22) iha(a’) = a"3(a’ — o) + a"ula'e) Zapn ey

Pour les valeurs des o, telles que W () differe de fagon appréciable de W (a®), a(a’) est une fonction
périodique du temps dont 'amplitude est petite quand 1’énergie perturbante V est petite, de telle
sorte que les fonctions propres correspondant a ces états stationnaires ne sont pas excitées d’'une
quelconque fagon appréciable. D’un autre coté, pour les valeurs des o}, telles que W (/) = W (a?) et
ay, # ag pour un certain k, a(a’) augmente uniformément par rapport au temps, de telle fagon que
la probabilité du systéme d’étre dans I'état o’ & tout instant augmente proportionnellement avec le
carré du temps. Physiquement, la probabilité du systeme d’étre dans un état avec exactement la
méme énergie propre que 1’énergie propre initiale W (a’) n’a pas d’importance, étant infinitésimale.
Nous sommes seulement intéressés par l'intégrale de la probabilité qui couvre un petit intervalle
de valeurs d’énergie propre proche de I'énergie propre initiale et qui, comme nous le trouverons,
augmente linéairement avec le temps, en accord avec les lois des probabilités ordinaires.

Nous transformons les variables ai,as...q, en un ensemble de variables qui sont des fonctions
arbitrairement indépendantes des « telles que 1'une d’entre elles est ’énergie propre W, disons
les variables W, 71,72 ...7v,—1. La probabilité a tout instant du systéme de rester dans un état
stationnaire pour lequel tout -y est compris entre 73’ et v, + d7;, est maintenant (au facteur de
normalisation pres) égal &

)
w_dw’.
WA - Y1)

/ /
(o), ...«

(23) Byl [ latel)?

Pour une durée qui est grande comparée aux durées des périodes du systeme, nous trouverons
que pratiquement la totalité de l'intégrale dans (23) provient des valeurs des W' trés proches de
WO = W(a). Posons

a(d) =a(W',v) et (o), ahy...al)JOW' A1 .. .vh_y = J(W'A).

Alors, pour I'intégrale dans (23), nous trouvons, avec I'aide de (22) (a la condition que v}, # ~§ pour

12



un certain k)

/ (W' )| (W' )dW

[ei(W/—WO)t/h _ 1He—i(W’—W0)t/h _ 1]

(W’ _ W0)2 dW/

=P [ oW ORI )
= 20al? [ o, 7050V )1 = cos( = WOy /hl /(W = WO

= 2|a’|?t/h. / oW + ha/t,~ ;WO AN PT(WO + ha/t,v')(1 — cosz) /22 dx,

si l'on fait la substitution (W’ — W0°)t/h = x. Pour de grandes valeurs de ¢, cela se réduit &

o

2|a0|2t/h.|v(W0,7’)|2J(W0,'y')/ (1 —cosz)/x?.dx
= 2ra /(WO +/; WO, 1) 2T (WO, 7).

La probabilité par unité de temps d’une transition vers un état pour lequel 4 est compris entre ~y;,
et 7}, + dv;, est alors (& un facteur de normalisation prés)

(24) 27(a®)? /R (WO, 4's WO, A0) 2T (WP, 4 )dv .drhy . . . dv_y,

qui est proportionnel au carré de I’élément de matrice associé a cette transition de I’énergie pertur-
bante.

Pour appliquer ce résultat au probleme d’une simple collision, nous définissons les a comme étant
les composantes du moment p,,py,p. de I'électron percutant et les v comme étant les 6, et les ¢,
comme étant les angles qui déterminent la direction du mouvement. Si en prenant en compte le
changement de masse de la relativité avec la vitesse, nous appelons P le moment résultant, égal a
(p? —i—p; + pg)%, et E Iénergie, égale & (m?c* + PQCQ)%, de I’électron, m étant sa masse restante,
nous trouvons pour le Jacobien

- a(pxapyapz) . EP .
J = (5.0, 0) =2 sin 6.

Ainsi J(W? 4/) de 'expression (24) a la valeur
(25) JW ') = E'P'sin¢' /%,

ot E' et P’ se réferent & cette valeur pour I'énergie de ’électron éparpillé qui rend 1’énergie totale
égale & I'énergie initiale W0 (i.e. & cette valeur nécessitée par la conservation de I’énergie).

Nous devons maintenant interpréter la valeur initiale de a(a’), notamment, a°5(a’ — ), que nous

n’avons pas normalisée. Selon le §2, la fonction d’onde des variables oy, est b(e/) = a(a’)e=W't/" de
telle sorte que sa valeur initiale est

—iW't/h —iW't/h
a®6(a — a0)e WM = 05 (p, — p)3(pl, — pD)o (0, — p)e WA
Si nous utilisons la fonction de transformation'®

(&) = (2mh) " 3eBmthsl 0,

Pour alléger 1’écriture, le symbole x est utilisé pour représenter x, vy, z.
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et la regle de transformation
P(a') = / (@' /0" )0 (p")dp,dpydp’,
nous obtenons pour la fonction d’onde initiale en les coordonnées x,y, z la valeur
ao(27rh)_%em”yngx,/he_iwlt/h.

Cela correspond & une distribution initiale de |a®|?(27h) 2 électrons par unité de volume. Puisque
leur vitesse est P%?/E°, le nombre par unité de temps frappant une unité de surface i angles
perpendiculaires & leur direction de mouvement est |a®|?P%c?/(27h)3E°.

En divisant cela dans I’expression (24), nous obtenons, avec 1'aide de (25),

! 170

E'E
(26) 47%(27h)? a

P
|v(p';p0)|2ﬁ sin 0'd0’'d¢’.
C’est la zone effective qui doit étre frappée par un électron de maniere a ce qu’il soit éparpillé dans
I'angle solide sin 6'df’d¢’ avec 1'énergie E’. Ce résultat differe par un facteur (2wh)%/2mE’. P'/P°
de celui de Born'”. La nécessité du facteur P’'/PY dans (26) aurait pu étre prédite par le principe

d’équilibre, puisque le facteur |v(p’; p°)|? présente une symétrie des processus direct et inverse'®.

6 Application aux quanta lumineux

Nous allons maintenant appliquer la théorie du paragraphe §4 au cas ou les systemes de ’assemblage
sont des quanta lumineux, la théorie étant applicable a ce cas puisque les quanta obéissent aux lois
statistiques de Einstein-Bose et n’ayant pas d’interaction mutuelle. Un quantum lumineux est dans
un état stationnaire quand il se déplace & moment constant en ligne droite. Par conséquent, un
état stationnaire r est déterminé par les trois composantes du moment du quantum lumineux et
par une variable qui spécifie son état de polarisation. Nous travaillerons en supposant qu’il y a un
nombre fini de ces états stationnaires, tres proches les uns des autres, parce que ca présenterait un
inconvénient d’utiliser des intervalles continus. L’interaction des quanta de lumiere avec un systéme
atomique sera décrite par un hamiltonien de la forme (20), dans lequel Hp(J) est ’hamiltonien du
systeme atomique seul, et les coefficients v,; correspondent aux inconnues. Nous montrerons que
cette forme du hamiltonien, avec les v,.s arbitraires, amene aux lois d’Einstein pour I’émission et
I’absorption de radiation.

Le quantum lumineux a la particularité qu’il cesse apparemment d’exister quand il est dans I'un
de ses états stationnaires, notamment 1’état nul, dans lequel son moment, et par conséquent son
énergie également, sont nuls. Quand un quantum lumineux est absorbé, il peut étre considéré comme
sautant vers son état zéro, et quand il est émis, il peut étre considéré comme sautant de ’état zéro
vers un état dans lequel il est physiquement en évidence, de telle facon qu’il apparait comme venant
d’étre créé. Puisqu’il n’y a pas de limite au nombre de quanta lumineux qui peuvent étre créés de
cette maniere, nous devons supposer qu’il y a un nombre infini de quanta lumineux dans I’état zéro,
de telle fagon que le Ny du hamiltonien (20) est infini. Nous devons maintenant avoir 6, la variable
canoniquement conjuguée a Ny, qui est constante, puisque

0y = OF /0Ny = Wy + termes faisant intervenir N,

[N

1
Zou(No+1)"

"Dans un article plus récent (Nachr. Gesell. d. Wiss., Gottingen, p. 146 (1926), Born a obtenu un résultat en
accord avec celui du présent article pour la mécanique non relativiste, en utilisant une interprétation de ’analyse basée
sur les théoremes de conservation. J’ai une reconnaissance particuliere a ’égard du Prof. N. Bohr pour avoir pu lire
a I’avance une copie de ce travail.

18Voir Klein et Rosseland, Z. f. Physik, vol. 4, p. 46, équation (4) (1921).

14



et Wy est nul. Pour que 'hamiltonien (20) puisse rester fini, il est nécessaire que les coefficients
Ur0, Vor soient mﬁmment petits. Nous supposerons qu’ils sont infiniment petits de facon a rendre

’UT()NO et ’UOTNO finis, de facon a ce que les coefficients de probabilité de transition puissent étre
finis. Ainsi nous posons

1 1
TO(N0+1>26 z@o/hzvr7 ,UOTZV()zeu‘)o/h:U;):7

ol v, et v sont des imaginaires finis conjugués. Nous pouvons considérer que v, et v} sont des
. R . . 1,
fonctions seulement des J et des w du systéme atomique, puisque leurs facteurs (No+1)2e Bo/h et,

1
Ng et/ sont pratiquement des constantes, le niveau de transition de Ny étant tres petit comparé
a No. L’hamiltonien (20) devient maintenant

(27)

1 .
F = Hp(J) 45, Wy Nyt Spso v, N2 €97/ (N, 1) 26 l9r/h]+2r¢ozs¢oursN (Ny+1—6,4)2ei0n—0:)/h.

La probabilité de transition dans laquelle un quantum lumineux dans 1’état r est absorbé est pro-
portionnelle au carré du module de I’élément matriciel de I’hamiltonien qui correspond a cette

1
transition. Cet élément matriciel doit venir du terme v, N2 /" dans I’hamiltonien, et doit ainsi

1
étre proportionnel a NF ou N/ est le nombre de quanta lumineux dans 1’état r avant le proces-
sus. La probabilité du processus d’absorption est ainsi proportionnelle & N/. De la méme facon,
la probabilité qu'un quantum lumineux dans I’état r soit émis est proportionnel & (N, + 1), et la
probabilité qu’un quantum lumineux dans I’état r soit bombardé dans ’état s est proportionnelle a
N!(N!+1). Les processus de radiation du type le plus général considérés par Einstein et Ehrenfest!”
dans lesquels plus d’un quantum lumineux entrent en jeu simultanément ne sont pas pris en charge
dans la présente théorie.

Pour établir une connexion entre le nombre de quanta lumineux par état stationnaire et 'intensité de
la radiation, nous considérons une boite de volume fini, disons A, contenant la radiation. Le nombre
d’états stationnaires pour les quanta lumineux d’un type donné de polarisation dont la fréquence
est comprise entre v, et v, + dv,, et dont la direction de déplacement est plus petite que I'angle
solide entre dw, et la direction du mouvement de 1’état r sera maintenant AvZy,d, /c®. L’énergie des
quanta lumineux dans ces états stationnaires est par conséquent N/.27hv,. Av2dv,dw,/c3. Cela doit
étre égal & Ac™'I.dv,dw,, on I, est 'intensité par unité d’intervalle de fréquence de la radiation sur
Iétat r. Ainsi

(28) I, = N.(2rh)v3/c?
de telle sorte que N est proportionnel & I, et (N} + 1) est proportionnel & I, + (2wh)v3/c?.

Nous obtenons ainsi que la probabilité d’un processus d’absorption est proportionnelle a I, I'intensité
incidente par unité d’intervalle de fréquence, et que celle du processus d’émission est proportionnelle
al.+ (271]1)1/,?,’/02, qui sont justement les lois d’Einstein®’. De la méme maniére, la probabilité d’un
processus dans lequel un quantum lumineux est éparpillé d’un état r a un état s est proportionnelle
A I [Is+(27h)v? /c?], qui est la loi de Pauli pour le bombardement d’une radiation par un électron?!.

197, f. Physik, vol. 19, p. 301 (1923)

2Le rapport entre une émission stimulée et une émission spontanée dans la présente théorie est juste deux fois
sa valeur dans la théorie d’Einstein. Cela est di au fait que dans la présente théorie, un composant polarisé de la
radiation incidente ne peut que stimuler une radiation polarisée de la méme fagon, alors que dans la théorie d’Einstein

les deux composants polarisés sont traités ensemble. Cette remarque s’applique aussi au processus d’éparpillement.
2'Pauli, Z. f. Physik, vol. 18, p. 272 (1923).

15



7 Coefficients de probabilité pour I’émission et ’absorption

Nous allons maintenant considérer 'interaction d’un atome et d’une radiation du point de vue on-
dulatoire. Nous résolvons la radiation en ses composantes de Fourier, et supposons que leur nombre
est trées grand mais fini. Indigons chaque composant par un suffixe r, et supposons qu’il y a o,
composants associés a la radiation d’un type défini de polarisation par unité d’angle solide et par
unité d’intervalle de fréquence concernant le composant r. Chaque composant r peut étre décrit
par un potentiel vecteur k,, choisi de fagon a annuler le potentiel scalaire. Le terme de perturba-
tion a ajouter a 'hamiltonien sera maintenant, conformément a la théorie classique en négligeant
la mécanique relativiste 18,k X, ot X, est le composant de la polarisation complete de 'atome
dans la direction de k,, qui est la direction du vecteur électrique du composant 7.

Nous pouvons, comme expliqué dans le §1, supposer que le champ peut étre décrit par les variables
canoniques N;,6,, avec N, le nombre de quanta d’énergie du composant r, et 6, est sa phase
conjuguée canonique, égale a 2why, fois le 6, de §1. Nous aurons maintenant k, = a, cos 6, /h ou a,
est Pamplitude de &, qui peut étre connecté a N, comme suit : le flot d’énergie par unité de surface

et par unité de temps pour le composant r est %Wc_lazyf. Par conséquent, l'intensité par unité
d’intervalle de fréquence de la radiation dans le voisinage du composant r est I, = %ﬂc_lafyfor.

1
En comparant cela avec I’équation (28), nous obtenons a, = 2(hv,./ cat)%N,?, et par conséquent,

1
Kp = 2(hyr/car)%N7? cos b, /h.

L’hamiltonien pour le systéeme entier de I’atome plus la radiation sera maintenant, conformément a
la théorie classique,

. 1
(29) F = Hp(J) + %, (27hy) Ny + 2¢ Lo (hvy feor) 2 X 2Ny cos 6,/

ou Hp(J) est ’hamiltonien pour Patome seul. En théorie quantique, nous devons faire des variables
N, et 0, des g-nombres canoniques comme les variables Ji, wy qui décrivent ’atome. Nous devons

1
maintenant remplacer le N;? cos 8, /h dans (29) par le g-nombre réel

1. 1 . 1 1. 1. ,
§~{NT2 efr/h 4 eil@T/th} = i{NTQ e/t 4 (N, + 1)%eﬂar/h}
de telle fagon que ’hamiltonien (29) devienne
: . 1 ,
(30)  F=Hp(J)+ S, 2nhuy)Ny + h2e 25, (v, /o,) 2 X, ANZ /" 4 (N, + 1)2 00 /7).

Celui-ci est de la forme (27), avec

X,

N

(31) v =) = h%c_%(y,«/or)

et
vps =0 (Tv s# 0)

Le point de vue ondulatoire est ainsi consistant avec le point de vue quantique et il donne des valeurs
aux coeflicients inconnus d’interaction v,; dans la théorie quantique. Ces valeurs ne sont pas telles
qu’elles permettent d’exprimer 1’énergie d’interaction comme une fonction algébrique des variables
canoniques. Puisque la théorie ondulatoire donne v.; = 0 pour r,s # 0, cela semblerait montrer
qu’il n’y a pas de processus directs d’éparpillement, mais cela pourrait étre dii & une incomplétude
de la théorie ondulatoire proposée ici.

Nous montrerons maintenant que ’hamiltonien (30) amene les expressions correctes des A et des B
d’Einstein. Nous devons d’abord modifier 1égerement 1’analyse du §5 pour 'appliquer au cas ou le
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systeme a un grand nombre discret d’états stationnaires plutét qu’un continuum de tels états. Au
lieu de I’équation (21), nous aurons maintenant

iha(a') = Xon V(' )a(a”).

Si le systéme est initialement dans I’état o, nous devons prendre pour valeur initiale de a(a’) la
valeur 0,40, qui est maintenant correctement normalisée. Cela donne en premiere approximation

Zha(a/) == V(O/ao) = U(O/O[O) = 'U(alao)ei[W(a/)_W(aO)]t/hv

qui amene a
iW(@)-W(t/h _ q

e
]’L / — 6 , + /7 0 ’
A a(oz) o’al ’U(Oz « ) i[W(O/) _ W(ao)}/h

correspondant & (22). Si, comme précédemment, nous transformons les variables W,y1,7v2 ... Yu—1,
nous obtenons (quand ' # 7°)

a(W'y) = o(W',5/ ;WO A0)[L = WM (w0,
La probabilité du systeme d’étre dans un état pour lequel chaque i, est égal & v est Sy |a(W'y) .
Si les états stationnaires sont proches les uns des autres et si le temps ¢ n’est pas trop grand,

nous pouvons remplacer cette somme par I'intégrale (AW)~! / la(W'y)|2dW’, ot AW est Iécart

entre les niveaux d’énergie. En évaluant cette intégrale comme précédemment, nous obtenons pour
probabilité par unité de temps d’une transition vers un état pour lequel chaque v, = ;.

(32) 2 RAW.[o (WO, 4 ; WO, 40) 2.

En appliquant ce résultat, nous pouvons prendre pour v n’importe quel ensemble de variables qui
sont indépendantes de 1’énergie propre totale W et qui avec W définissent un état stationnaire.

Nous retournons maintenant au probléeme défini par 'hamiltonien (30) et considérons le processus
d’absorption dans lequel ’atome saute de ’état JO 4 1’état J’ avec absorption d’un photon de ’état 7.
Nous prenons comme variables 7/ les variables J’ of the de ’atome avec les variables qui définissent
la direction du mouvement et 1’état de polarisation du quantum absorbé, mais pas son énergie.
L’élément matriciel v(W0 ~"; W0 4%) devient

h2e 2 (v Jo,)2 X, (JOT)ND,

ott X,.(J°J') est 1’élément matriciel ordinaire (J°.J') de X,. Par conséquent, a partir de (32), la
probabilité par unité de temps du processus d’absorption est

2r  hy,

X (JOINEND.
WA Cgarl (JOT) PNy

Pour obtenir la probabilité du processus lorsque le photon vient depuis n’importe quelle direction
dans un angle solide dw, nous devons multiplier cette expression par le nombre de directions possibles
pour le quantum de lumiere dans 'angle solide dw, qui est dwo, AW /27h. Cela donne

127 . 1 .
e XT 0 7/ 2N0 — - X’r‘
dwhc?" (LTI dw27rh2(: Vﬁ‘

(JOT)PI,

avec l'aide de (28). Par conséquent le coefficient de probabilité pour le processus d’absorption est
1/2whcv?.| X, (J°J'|?, conformément & la valeur habituelle du coefficient d’absorption d’Einstein
en mécanique matricielle. La concordance des coefficients d’émission peut étre vérifiée de la méme
maniere.
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La présente théorie, puisqu’elle rend compte de sa propre fagcon de 1’émission spontanée, doit
supposément donner l'effet de la réaction de la radiation sur le systéeme émettant, et permet-
tre de calculer les largeurs naturelles des raies spectrales, si I'on réussit a dépasser les difficultés
mathématiques que présente la recherche d’une solution générale au probleme de I’onde correspon-
dant & ’hamiltonien (30). La théorie permet également de comprendre comment il se fait qu’il n’y
ait pas de violation des lois de conservation de I’énergie quand, disons, un photo-électron est émis par
un atome sous l'action d’une radiation incidente extrémement faible. L’énergie de I'interaction entre
I’atome et la radiation est un g-nombre qui ne commute pas avec les premieres intégrales du mou-
vement de ’atome seul ou avec 'intensité de la radiation. De ce fait, on ne peut pas spécifier cette
énergie par un c-nombre en méme temps qu’on spécifie I’état stationnaire de I'atome et l'intensité
de la radiation par des c-nombres. En particulier, on ne peut pas dire que ’énergie d’interaction
tend vers zéro quand 'intensité de la radiation incidente tend vers zéro. Il y a du coup toujours une
partie non spécifiable de ’énergie d’interaction qui peut fournir de ’énergie au photo-électron.

Je voudrais exprimer ma gratitude au Prof. Niels Bohr pour son intérét pour ce travail et pour de
nombreuses discussions amicales a ce propos.

Résumé

On traite le probleme d’un assemblage de systemes similaires satisfaisant les contraintes de Einstein-
Bose de la mécanique statistique, qui interagit avec un autre systeme différent, une fonction hamil-
tonienne étant obtenue pour décrire le mouvement. La théorie est appliquée a l'interaction d’un
assemblage de quanta lumineux et d’un atome ordinaire, et 'on montre que cela fournit les lois
d’Einstein pour I’émission et 'absorption d’une radiation.

L’interaction d’un atome avec des ondes électromagnétiques est alors considérée, et il est montré que
si 'on prend des énergies et des phases d’ondes qui sont des g-nombres satisfaisant les conditions
propres du quantum lui-méme plutét que des c-nombres, la fonction hamiltonienne prend la méme
forme que celle du traitement quantique. La théorie ameéne & ’expression correcte des A et B
d’Einstein.
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Cohomologie cyclique et
géométrie différentielle non-commutative
Alain CONNES
Proceedings du Congres international des mathématiciens
Berkeley, Californie, Etats-Unis, 1986

La cohomologie cyclique est apparue indépendamment a partir de deux courants différents d’idées,
la K-théorie algébrique et la géométrie différentielle non-commutative. J’essaierai d’expliquer
dans cet article le sens de la géométrie différentielle non-commutative. Le besoin de considérer
de tels espaces et de développer pour eux les analogues des outils de géométrie différentielle est
mieux compris dans les deux exemples suivants. Dans les deux cas, on essaie de prouver un ré-
sultat de géométrie différentielle classique, et une preuve heuristique est possible si ’on accepte

la nouvelle définition de I’espace.
Premier exemple.

THEOREME (LICHNEROWICZ, 1961). Si M est un feuilletage compact de spin dont le genre A est
non nul, alors il est impossible de doter M d’une métrique Riemannienne de courbure scalaire

strictement positive.

La preuve du résultat utilise une idée globale simple. Par I’identité de Lichnerowicz, le carré de
I’opérateur de Dirac est V * V + }1 y ou V % V est un opérateur positif et y est la courbure
scalaire. Ainsi pour y > 0, ’opérateur de Dirac a un index nul. Mais par le théoréme de I’index
index(Dirac) = A\(M ) # 0. CQFD.

On a un résultat plus fort & propos de la non-existence d’une métrique de courbure scalaire po-

sitive qui est le résultat suivant

THEOREME [14]. Soit M un feuilletage compact orienté avec ;\\(M) # 0.
Alors il n’y a pas de sous-fibré de spin intégrable F de T M de courbure scalaire strictement

positive.

Donnons une preuve heuristique de ce résultat qui fonctionnera lorsque nous obtiendrons les
bons outils. L’idée est la suivante : étant donné un sous-fibré intégrable F du fibré tangent de M,
on peut a priori ’intégrer et obtenir un feuilletage de M qui crée un nouvel espace B de feuilles
de cette variété feuilletée (Voir Figure 1).

Maintenant, X(M ) est I’index de I’opérateur de Dirac, au moins si M est spin, ou, équivalem-
ment, c’est le pushforward z!(L) du fibré trivial L sur M par la fonction 7 : M — pt. Comme

7 = m om,, ou , est la projection de M sur I’espace de feuilles B, on a #!(L) = 7, (7, (L)),



mais 7,!(L) € K(B) est 'index de la famille d’opérateurs de Dirac le long des feuilles et par

conséquent est nul puisque la courbure scalaire des feuilles est strictement positive.

1
2 I

FIGURE 1

FIGURE 2

Ce raisonnement ne marche pas si ’on a juste une fibration; on applique alors le théoréme de
I’index pour les familles. Pourtant, en général, étant donné un sous-fibré intégrable F, il est
impossible de décider s’il crée une fibration ou un feuilletage. Par exemple, sur le deux-tore
T? = R?/Z?, I’équation dy = 6 dx définit une fibration ssi § est rationnel. Du coup, il est impos-
sible de se restreindre au cas des fibrations, et on a besoin de gérer des espaces comme 1’espace
B des feuilles d’un feuilletage arbitraire. On a besoin de nouveaux outils pour comprendre et uti-
liser de tels espaces parce que vus seulement comme des espaces topologiques ordinaires, ils ne

sont d’aucune utilité ; en général, ils devraient apporter la topologie globale et K(B) serait trivial.

Second exemple. Nous passons maintenant de 1’espace des feuilles d’un feuilletage a un autre
exemple 1ié aux groupes discrets. Il vient d’un probléme énoncé par Novikov - I’invariance d’ho-
motopie des plus grandes signatures. Soit M une variété compacte orientée et ¢ une fonction de
M vers un K(x, 1) espace V. Par exemple, on peut prendre pour ¢ la fonction qui classifie la
couverture universelle de M. Pour chaque classe de cohomologie w € H*(V,C) = H*(x,C),
la plus grande signature de la paire (M, @) est donnée par le scalaire (L ,,.¢™(w), [M]) ou L,
estle L genre de M et ¢*(w) est le pullback de w par ¢. Le probleme est le suivant : le nombre
bien défini ci-dessus est-il un invariant d’homotopie de la paire (M, @) ? (voir Figure 2).

Quand V' = pt, on obtient la signature ordinaire de M, qui est un invariant d’homotopie. Par le
travail de Wall et Miscenko, en théorie de la chirurgie équivariante, on peut assigner une signature
m-équivariante au recouvrement M de M pullbacké par ¢ du recouvrement universel VdeV.

De plus, cette signature équivariante appartient (en négligeant la torsion) au groupe de Witt de



I’anneau de groupe Cr et est un invariant d’homotopie, Signature (M) € Witt(Cx). Quand =
est commutatif, on peut prouver I’invariance d’homotopie des plus grandes signatures comme
suit. I y a par exemple un espace assigné au groupe r, I’espace des caractéres, i.e., le dual 7,
qui est Hausdorff et compact, de dimension finie si z est finiment engendré. Alors I’anneau de
groupes Cr intégre comme sous-anneau I’anneau C(7) des fonctions continues sur 7 :

Cr C C(7).

La diagonalisation des formes quadratiques sur C(7) améne une fonction du groupe de Witt de
Cr sur le K groupe de 7 :
Witt Cz — K°(7).

Maintenant n’importe quel
we H'(V,C)=H"(x,C)

est représenté par un cocycle de groupes w(g!, ..., g") totalement antisymétrique en les g’.

On définit alors de maniére unique un flot C sur 7 par 1’égalité :

Y TN IO LD WA O TR CO R ACOTCINNTD
[loe' =1

ot les f! sont les fonctions sur 7 de telle fagon que leur transformation de Fourier f’ soient des

fonctions sur le groupe z lui-méme. Le flot C est fermé parce que w est un cocycle de groupes.

Le lemme principal, alors, qui est un corollaire du théoréme de I’index pour les familles, dit que
si ’on apparie C avec le caractére de Chern de la signature équivariante, on obtient une signature
plus grande :

(C,Ch(Signature (M))) = (L ;.0 (@), [M]).

Ainsi le coté droit est invariant par homotopie. CQFD.

En général, quand = n’est pas commutatif, i1 n’y a pas d’espace de caracteres intéressant et on ne
peut pas vraiment parler du dual de 7 comme d’un espace. Pourtant, et cela sera 1’élément clef
de cette discussion, on peut assigner une C*-algébre non-commutative a r ; c’est la complétion

de I’anneau de groupe Cr agissant sur I’espace de Hilbert /().

Une étude attentive des deux exemples précédents révele que I’on a besoin, de maniére a pouvoir
procéder, d’une généralisation adéquate de la notion d’espace, qui nous autorisera a traiter a la
fois les espaces de feuilles et les duaux des groupes non-commutatifs, comme si c¢’étaient des

espaces ordinaires.



Grothendieck _ Category of sheaves on X

Space X
Gelfam
Algebra of complex functions on X
_’__/*Topos
“Spane”X

\‘Noncommutative C*-algebras

L’idée de base sous-tendant la nouvelle notion d’espace découverte par Grothendieck - et qu’il a
appelée “topos” - est que dans un espace topologique ordinaire, le role principal n’est plus joué
par les points et par leurs relations de proximité, mais par les catégories de faisceaux sur 1’espace.
En effet, ’espace topologique original peut étre retrouvé a partir de cette catégorie et, de plus,
si I’on garde vraiment les conditions adéquates satisfaites par de telles catégories, on obtient la
notion de topos qui joue un role fondamental implicite dans la nouvelle géométrie algébrique. La
nouvelle notion d’espace avec laquelle nous allons travailler est basée sur une idée similaire, mais
elle assigne un rdle spécifique aux nombres complexes C ou, de facon équivalente, a 1’analyse
fonctionnelle. Elle a pour origine la théorie de Gelfand des C*-algebres. Elle affirme qu’un espace
topologique compact X est caractérisé par la x-algebre C(X) des fonctions continues a valeurs
complexes sur X et que de telles algebres sont les C*-algebres commutatives les plus générales.
Il n’y a donc pas de bonne raison de se restreindre aux C*-algebres commutatives plutot qu’aux
non-commutatives et cette idée remonte aux développements initiaux de la mécanique quantique
avec la découverte de la mécanique matricielle par Heisenberg. En comprenant, d’un point de vue
trés optimiste grandement renforcé par 1’évidence expérimentale en spectroscopie, 1’interaction
de la matiere avec le champ de radiation, Heisenberg a montré que les observables habituels de
la mécanique classique devaient étre remplacés par des matrices qui violent la commutativité
de la multiplication. Ainsi I’espace des phases des particules quantiques est un des premiers
exemples de ce nouveau type d’espaces que nous allons traiter. Pour pousser plus avant cette
seconde idée d’espace, nous avons besoin de nombreux exemples, chacun étant utilis€ comme
un petit laboratoire dans lequel tester les idées et voir ce qui fonctionne. Nous résumons quelques

exemples dans la table ci-dessous :

Espace Algebre

X C(X)

X = 7 dual de C*(x) D Cx

un groupe discret (complétion dans /%(x))
X = M /F espace des feuilles C*(M, F)

Exemple : feuilletage de Kronecker VU = (exp 2x,0)UV

X = Q/G espace des orbites produit croisé Cy(Q2) X G

Nous avons déja discuté du premier exemple. Le second vient des feuilletages. Il y a une C*-
algebre tres naturelle, venant des opérateurs qui différencient seulement dans la direction des

feuilles, et qui sont elliptiques dans cette direction. Ils s’averent avoir des parameétres naturels ;
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ils sont inversibles modulo les opérateurs qui sont lisses dans la direction des feuilles. Ces opé-
rateurs constituent une C*-algebre, C*(M, F). Un exemple serait de prendre le feuilletage de
Kronecker du 2-tore, qui est induit par I’équation dy = 6 dx ou 6 est irrationnel. Dans ce cas, on
obtient une C*-algebre engendrée par les deux €léments unitaires qui ne commutent pas, mais
qui commutent a une phase pres égale a 4 = exp 2zi6. C’est une algebre avec laquelle on peut
faire de nombreux calculs, exactement comme si on calculait avec les fonctions ordinaires du
2-tore en utilisant 1’analyse de Fourier.

Un autre exemple trés important a été découvert par Bellissard [6] dans le domaine de la phy-
sique des états solides et de I’effet de Hall quantique. Dans 1’étude des systemes désordonnés,
I’Hamiltonien H,, est étiqueté par un parametre @ € Q. De plus, H, ne peut commuter avec
Hy (w) ou T est I’action du groupe de translation de 1’espace de parametre Q. Ainsi le trans-
laté de I’Hamiltonien engendre une C*-algebre non-commutative, qui correspond au “spectre
d’énergie” du systeme.

Etant donnés ces exemples, on a besoin des bons outils. Le premier provient de mon domaine ori-
ginale d’étude : “les algebres de von Neumann”. Ces algebres constituent exactement 1’analogue
non-commutatif de la théorie de la mesure. Leur classification et compréhension ont atteint un

état presque complet et satisfaisant.

Mais nous avons besoin alors d’un peu plus que de la simple théorie de la mesure ; nous avons
besoin de topologie. Je décrirai maintenant I’outil de base en topologie, introduit initialement par
Grothendieck en géométrie algébrique, et ensuite par Atiyah pour les objectifs de la topologie.
Cet outil est la K-théorie. Il y a une relation assez simple entre les fibrés vectoriels complexes sur
I’espace X et les modules projectifs sur I’algebre A = C(X); c’est le théoreme de Serre-Swann :

K'(X) = Ki(A = C(X)).

Il nous permet de faire de la K-théorie des espaces en faisant de 1’algebre linéaire ou le corps
C est remplacé par ’anneau A. Alors le groupe des dimensions des modules projectifs finis
est le K-groupe K,(A). Le théoreme de périodicité de Bott nous dit que les K-groupes d’une
C*-algebre A sont les groupes d’homotopie du groupe de gauge, i.e. du groupe unitaire U" des
matrices infinies sur A :

K(A)=m (V)
A chaque fois qu’un espace est construit en collant ensemble deux espaces, de telle fagon qu’on ait

une séquence exacte d’algebres, il y a une séquence exacte longue correspondante de K-groupes,
qui est raccourcie grace a la périodicité :

Ko(J) — Ko(A)

. >K0(B)

Ki(A) <—— Ky(J)

0—+J—A—B—o0= K (B)



De plus, il y a un principe général qui est absolument crucial. Ci-dessus, nous avons utilisé deux
fois le théoreme de I’index pour les familles. Maintenant le principe est qu'un “espace” X sera
décrit par une algébre non-commutative A, et que quand on a une famille (D, ), x € X indexée
par X, de telle facon que la famille des opérateurs de Dirac soit indexée feuille a feuille par I’es-
pace des feuilles, alors 1’index de cette famille appartient 3 K(X) = Ky (A).

Ce principe est trés important parce qu’il nous autorise a traduire en termes K-théoriques les
propriétés analytiques de base telles que :

o L’évanouissement de I’index de la famille d’opérateurs de Dirac feuille a feuille :
IndeX(DiraCL)LEM/F =0

quand la courbure scalaire des feuilles est strictement positive.
» L’invariance d’homotopie de la signature z-équivariante : Signature,r(ﬁ/l\ ) € Ky(C*(m)).

L’évanouissement dont il est question ci-dessus a lieu dans le K-groupe K,(C*(M, F)). Tous
les K-groupes sont des groupes abéliens dénombrables mais sont de prime abord des objets
extrémement mystérieux, définis a travers les C*-algebres ci-dessus. Quand on travaille avec
des espaces ordinaires, on obtient quelque intuition a propos de leurs K-groupes, mais cela est
moins clair avec les C*-algebres. La premiere percée réelle qui a vraiment fait tout démarrer
a été réalisée par Pimsner et Voiculescu [26] qui ont, en particulier, calculé les K-groupes du
feuilletage du flot de Kronecker dont il a été question ci-dessus. Cela a permis a P. Baum et a
1’auteur de deviner quelle serait la réponse a la fois en termes généraux et en termes géométriques.
La situation se décrit ainsi : nous construisons un groupe géométrique, la K-homologie de son
espace classifiant, et une fonction y vers le K-groupe de la C*-algebre. L’espace classifiant fait
sens dans toutes les situations ci-dessus puisque les topologues ont une maniere de donner du
sens, a homotopie pres, a des espaces comme I’espace des feuilles d’un feuilletage ou I’espace
des orbites d’une action de groupe. Ce qu’ils font c’est qu’ils amplifient I’espace, disons M, sur
lequel le groupe I" agit, en croisant M avec un espace contractible ET sur lequel I" agit librement ;
alors le quotient M X ET fait sens et est “homotopique a M /T

K, (Espace classifiant) Ea K(C*-algebre)

L’application y est difficile a construire [5, 4, 12, 24] et méme quand on traite un espace a un
seul point, sa simple existence découle du théoréeme d’Atiyah-Singer [5]. C’est essentiellement
I’application de la dualité de Poincaré dans la mesure ou elle inverse les fonctorialités. Le pro-
bleme principal de la théorie est de gérer cette application y ; tous les calculs effectués jusque-la
indiquent que c’est une bijection [4, 23, 24, 27]. Un outil important développé par I’école russe,
par Miscenko et Kasparov en particulier, et aussi par Atiyah, Brown, Douglas, et Fillmore (cf.
[23, 24, 1, 7]), est la K-homologie pour les C*-algebres. Puisque cette théorie a joué un rdle
crucial dans la compréhension de 1’analogue de la théorie de de Rham des flots sur les espaces
ci-dessus, je la rappellerai bricvement. Pour les espaces ordinaires, la K-homologie est définie,



en utilisant la dualité, par un théoréme général qui établit qu’étant donnée une théorie cohomo-
logique (telle que la K-théorie), il y a une théorie correspondante de I’homologie, appelée ici
K-homologie. On veut réaliser cette théorie de ’homologie concrétement. Il est assez frappant
que si I’on est trés conservateur et que 1’on souhaite coller des espaces ordinaires, en n’acceptant
pas les “espaces”, on ne sera pas capable de décrire la théorie K-homologie (X) (ily aun K,

etun K,,,) comme des classes d’homotopie de classes d’applications d’espaces Z,,,,,,, Z,44 VErs

even’
I’espace X. Pourtant, avec des “espaces”, c’est possible ; Z,,, s’obtient en collant ensemble deux

“espaces” contractibles, et la C*-algebre C(Z,,) est I’algebre non-commutative A,,, des pairs

ev’
d’opérateurs (x, y) dans I’espace de Hilbert #Z dont la différence x — y est un opérateur compact.
De fagon similaire, C(Z,,,) = A,44 qui apparait aussi dans Beyond Affine Lie Algebras, par 1.
Frenkel, est I’algebre des matrices 2 X 2 (x;;) d’opérateurs, tels que x, et x,; sont compacts.
Bien sir, une “application continue” de Z,,, vers X est donnée par un homomorphisme de C(X)
vers C(Z,,), 1.e., un homomorphisme de la C*-algebre A = C(X) vers A,,. On ’appelle un

module de Fredholm sur A parce que cela revient a donner un espace de Hilbert mesuré Z/2,
/% @ % avec comme étalon € = [(1) _01] , avec une structure de A-module a gauche telle que
(1) ea=ae Ya € A,
(2) [F, a] est compact Va € Aou F = [(1) (1)]

Il y a une notion similaire de module de Fredholm impair. Sur chaque variété compacte spin®
de dimension paire, le module des spineurs L2, avec I’étalon Z/2 donné par la matrice y5 [5]
et 'opérateur F donné par la phase F = D|D|~!' de I'opérateur de Dirac, est un module de
Fredholm qui représente la classe fondamentale de la variété en K-homologie [5]. Si I’on met
ensemble cette notion d’un module de Fredholm avec les idées de Helton et Howe, Carey et Pin-
cus [18, 9] sur les opérateurs commutants modulo les idéaux de la trace, on aboutit a I’analogue
non-commutatif de la théorie de de Rham : la cohomologie cyclique. Helton et Howe ont associé
a chaque opérateur T, normal modulo les opérateurs de classe trace, un flot de de Rham sur R?
avec une frontieére amenée par le spectre essentiel de T'. Leur travail était tres inspirant parce qu’il
montrait que le calcul des formes différentielles pourrait naitre de considérations purement théo-
riques sur les opérateurs dans I’espace de Hilbert. C’est ce qui est fait dans [11]; étant donné un
module de Fredholm sur A, on peut définir des formes différentielles sur 1’“‘espace” correspon-
dant non pas en utilisant des cartes locales et en les recollant ensemble mais directement comme
des opérateurs dans 7. C’est exactement la méme étape que le remplacement, en mécanique
quantique, des crochets de Poisson par des commutateurs. Ainsi

da = i[F,a] Vae A

définit la différentielle d’une fonction. Les formes de degré g sont obtenues comme produits
de 1-formes : Q4 = {Z x0dx!... dx4, x/ e A}. De cette maniére, on obtient une algebre

différentielle graduée ; le produit est le produit d’opérateurs et la différentielle est donnée par

do=i(Fo—- (—1)wF) for w € Q1.



Onad? = 0, et le point principal est d’obtenir I’intégration des formes w — f w € C satisfaisant
[dw=0et [ w0, = (1)1 [ 0 ,.

La formule qui marche est assez simple : f o = Trace(ew). C’est 1a qu’apparait la dimension,
la trace ayant uniquement un sens si  est un opérateur de classe trace. Par I’inégalité de Holder,
cela est vérifié, pour tout € Q", si’on suppose que [F, a] € L" Va € A. Ici, pour tout nombre
réel p € [1, 00], L? est I’idéal des opérateurs compacts T avec Y, A,(IT1)? < o0, 00 4,(|T]) est
la g®™¢ valeur propre de la valeur absolue de T'. La dimension d’un module de Fredholm sur une
algebre est le plus petit des p pour lesquels [F,a] € LP Va € A. Pour la classe fondamentale
des variétés M décrite ci-dessus, cela fournit la dimension de M. En général, elle n’est pas
nécessairement entiere. Etant donné un module pair de Fredholm de dimension p sur A, on ne
peut intégrer que les formes w € Q" de degré > p. De plus, les formes impaires ont une intégrale
nulle. Du coup, la construction ci-dessus fournit pour tout entier pair n > p, la fonctionnelle 7,
appelée le caractere n-dimensionnel du module de Fredholm :

z‘n(ao, ah) = /aoda1 ...da" Vd' € A.

Une analyse attentive de ces fonctionnelles m’a amené a découvrir la cohomologie cyclique en
1981. Elle a été découverte indépendamment a partir de la K-théorie algébrique par Feigin et
Tsigan [17, 30], en remplagant I’homologie de groupe par I’homologie de 1’algebre de Lie dans
la construction de base de la K-théorie algébrique de Quillen. Elle est aussi apparue, au moins
sous une forme implicite, dans le travail de Hsiang et Staffeld sur la K-théorie algébrique des
espaces [20]. C’est bien siir frappant que de plusieurs courants d’idées, on obtienne la méme

théorie : la cohomologie cyclique. On a le lemme simple et crucial suivant.

LEMME. Soit A une algebre et T une application (n + 1)-linéaire AX AX -+ X A — C telle que
(D) 7@, ...,a" a% = (=12, ...,a"\Vd' € A;
2) Zg(—l)jr(ao, odk a4 (=) (@, . ,a") =0 Vd € A.

Alors Uapplication e € A, 2=e— z(e, ..., e), fournit un morphisme de Ky(A) to C.

En fait, K(A) est engendré par les idempotents e?> = e dans les matrices sur A, M, A =
M, (C) ® A, et on doit étendre 7 a M, (A) par Iégalité :

Tq(m0 ®d,....m" Q@ a") = Trace(m® ... m")z(d’, ..., a")

Vmi € M,(C),d’ € A.

Voici quelques exemples de fonctionnelles rz qui satisfont (1) et (2) :

EXEMPLE a. Soit A = C®(M), I’algebre des fonctions lisses sur une variété compacte, et C un
flot fermé sur M de dimension k. Alors r(/o, ,/k) = (C,/Od/1 Aol A dfk)ij €EAa
exactement les propriétés (1), (2) d’un cocycle cyclique. En fait, 7 satisfait z° = sign(c)z pour
toute permutation de {0, 1, .., k}, mais puisque Trace(mP ... m*) est invariant seulement sous les

permutations cycliques, il n’y a que (1) qui soit satisfaite par tous les 7,. On a Ky(A) = K O(M)



et le lemme fournit en retour le caractere de Chern, vu comme un appariement avec I’homologie
de M.

EXEMPLE f. Soit 7 un groupe discret, A = Cz ’anneau de groupe, et € Z"(x, C) un co-
cycle de groupe convenablement normalisé tel que w(g',...,g") = 0si gl...g" = 1. Alors
I’égalité

(g% ...,g")=0ifg’ ... g"#1 Vg en

(g% ....g" =w(!,....g" ifg’...g" =1 Vg' e,
définit un cocycle n-cyclique 7 sur A. De plus, en étendant = aux matrices infinies sur .4, on peut
montrer que

(T,Signature”(ﬁ)) = (L0 (@), [M])

avec les notations du probleme des plus hautes signatures. La cohomologie cyclique des anneaux
de groupes est calculée par Burghelea dans [8].

EXEMPLE y. Pour chaque n > p pair, le caractére n-dimensionnel 7, d’un module de Fredholm
sur A est un cocycle cyclique. De plus, I’appariement avec Ky(A), (z,,e) est donné pour tout
idempotent e par I’index d’un opérateur de Fredholm, et, en particulier, il aboutit dans Z C C.
Il correspond a I’appariement Z-valué entre la K-théorie et la K-homologie, ce qui assure qu’il
est hautement non trivial.

Etant donnée une algebre A, il y a une manicre évidente de construire des cocycles cycliques
sur A, notamment 7 = bp ol ¢ € C:l’_l est une fonctionnelle n-linéaire sur A satisfaisant (1),
et b sa colimite de Hochschild donnée par la formule (2). Le groupe pertinent est le quotient
H}(A) = Z;(A)/bC/’l‘_l, ou Z% = Ker b, et il est appelé la cohomologie cyclique de A. 11
s’avere qu’en travaillant simplement avec les modules de Fredholm de 1’exemple y, toutes les
propriétés de la cohomologie cyclique permettent de retomber sur ses pieds. D’abord, un module
de Fredholm a de nombreux caracteres 7, un pour chaque entier pair ¢ > p, et il ne serait pas
déraisonnable de s’attendre a ce que 7,45, 7,44 ... ameéne une nouvelle information non contenue

dans 7,. Les calculs explicites montrent qu’il y a un opérateur de périodicité naturelle
S : H(A) > H2(A)

donné en fait par le cup produit par le générateur de H,*(C) et tel que Topok =S k 7,in H j+2k (A).
Alors, dans le but de trouver le plus petit n pour lequel 7, est défini, on a besoin de déterminer
I’image de .S. Mais par construction, le complexe (C”, b) est un sous-complexe du complexe de
Hochschild (C”, b) oit C" est I’espace de toutes les fonctionnelles (n + 1)-linéaires sur A. Il en
résulte que 7 € Im.S ssi 7 est trivial dans ce dernier complexe, dont la cohomologie H"(A, .A%),
la cohomologie de Hochschild de A a coefficients dans le bimodule des formes linéaires sur
A, est calculable par les méthodes générales de I’algebre homologique. Le point final est la
construction d’un opérateur naturel B a partir de la cohomologie de Hochschild H"(A, .A*) vers

H /’1'_1(.,4) et la preuve de I’exactitude de la séquence suivante :



AHP(A) S HPY2(4) 5 H"”(A,Ab

B CH}}“(A) S, HPPB(A) L HM (4, 4%)S

-

Ainsi, la cohomologie de Hochschild et 1a cohomologie cyclique forment un couple exact qui
avec la séquence spectrale associée devient un outil de base pour calculer la cohomologie cy-
clique des algebres. La puissance de cet outil est illustrée par deux exemples :

EXEMPLE a. Soit M une variété compacte, A = C*(M). En imposant des conditions de conti-
nuité évidentes aux cochaines, on obtient que les groupes de cohomologie de Hochschild H9(A, A*)
sont identifiables a I’espace €2, des flots de de Rham de dimension g sur M. L’application JoB
du couple exact est la limite de de Rham d’, et on obtient

H}(A) = {Kerd' cQ,} + H, »(M,C)+ H,_4(M,C)....
L’homologie de de Rham de M s’identifie a la cohomologie cyclique périodique de
A = H (A) = Lim(H}(A), S).

EXEMPLE b. Soit (M, F) une variété feuilletée, A = C*(M, F) sa C*-algebre correspondante.
Dans A, il y a une sous-algebre dense naturelle .A d’éléments lisses et on doit calculer sa coho-
mologie cyclique. On a

H}, (A) = H(Classifying Space)

ou le coté droit est la cohomologie avec les coefficients complexes de 1’espace classifiant du
groupoide d’holonomie ou le graphe du feuilletage. L’index = signifie que cette cohomologie
est twistée par 1’orientation du fibré transverse = du feuilletage. En utilisant les fibres sur M
et la construction naturelle de .4, on construit un morphisme de localisation 4,,, qui est une
généralisation de grande portée du flot de Ruelle-Sullivan :

A
Ay @ H} (A) = HX(M,C)

et I’on aboutit a la formulation cohomologique suivante du théoreme de I’indice longitudinal
pour les feuilletages [12].

THEOREME. Soit (M,F) une variété compacte feuilletée, D un opérateur elliptique longitudinal,

et T un cocycle cyclique sur A. Alors
(7, Index(D)) = (A (z)Td(F)Ch o, [M])

ou oy est le symbole longitudinal de D.

10



Il y a, cependant, encore une tres difficile étape a franchir pour utiliser la cohomologie cyclique
comme une théorie de de Rham ordinaire pour nos “espaces” - tel que I’espace des feuilles d’un
feuilletage - et pour prouver le Théoréme 2 de cet article, par exemple [14]. Le point probléma-
tique est que A C A, dans I’exemple b, n’est en général pas un isomorphisme en K-théorie, et
I’information analytique repose en K(A) et non en K(.A). Ce probleme est complétement résolu
dans [14] pour la classe transverse fondamentale de M / F et toutes les classes venant par pull-
back de la cohomologie de Gelfand-Fuchs par la fonction B(espace classifiant) — BI,.

Cette difficulté est que pour un feuilletage général, il est impossible de réduire le groupe de struc-
ture transverse a un groupe compact. De fagcon équivalente, pour un groupe de difféomorphismes
agissant sur une variété, on ne peut pas trouver de métrique Riemannienne invariante. Le résultat
implique, en particulier, la conjecture de Novikov pour les classes de cohomologie de Gelfand-
Fuchs sur B(Diff N) pour tout N.
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L’imagination et ’infini
Alain Connes
Alain Prochiantz !

Imaginations, une série d’entretiens proposée par Alain Prochiantz, neu-
robiologiste, professeur au College de France.

ALAIN PROCHIANTZ : Nous sommes dans la grille d’été, sur le pro-
gramme Imaginations, avec des philosophes, des sociologues, et des savants,
et des artistes, sur le theme probablement rassembleur, entre les scientifiques
et les artistes. Il faut dire que c¢’est comme ¢a qu’on a en tout cas pensé la
chose. Et j’ai aujourd’hui le plaisir de recevoir Alain Connes. Alors, Alain
Connes est un tres grand mathématicien. Il est professeur du College de
France, ou il a occupé la chaire Analyse et géométrie. Il est récipiendaire de
la plus grande récompense qu’on puisse avoir en mathématiques, qui est la
médaille Fields. Et il a cet intérét non seulement pour les mathématiques,
bien entendu, mais aussi pour la musique et pour 'art, ce qui fait qu’il est
vraiment une des personnes qui peut faire le lien aujourd’hui tres fort entre art
et science sur un mode qui n’est pas un mode plat mais qui est un mode qui
engage intellectuellement celui qui fait de I'art ou celui qui fait de la science,
¢’est-a-dire une véritable réflexion sur le sujet de I'art et le sujet de la science.
C’est un spécialiste de ce qu’on appelle la géométrie non-commutative et si je
dis ¢a, c’est probablement parce que ce n’est pas étranger a son intérét pour
le temps, et a travers I'intérét pour le temps, son intérét pour la création
musicale.

Alain, j’ai le devoir d’essayer d’extraire de toi, pas tout parce que c’est
inépuisable, mais en tout cas des éléments de réflexion sur cette question de
la science, des mathématiques, de la beauté en mathématiques, et de son lien
avec la beauté artistique.

1. Cet interview d’Alain Connes, Professeur honoraire de mathématiques au College de
France, par Alain Prochiantz, Administrateur du College de France ainsi que Professeur
de Neurobiologie au College de France, a été réalisé lors d’une émission Savoirs du Cycle
Imaginations sur France-Culture (22.7.2018).

Transcription par Denise Vella-Chemla (2.2.2019).



ALAIN CONNES : Oui. En fait, donc, j’ai un peu réfléchi en ce qui
concerne simplement I'imagination. Et la premiere chose qui m’a frappé, c’est
que finalement, la radio, comme moyen de communication, est un moyen qui
est beaucoup plus intéressant, au niveau de la concentration de ’auditeur, au
niveau de ’écoute justement, qu’un autre moyen de communication comme
la télévision. Pourquoi ? Parce que 'imagination, dans le terme imagination,
il y a les images, et il est extrémement important que I’auditeur n’ait pas un
role purement passif, ne recoive pas l'image telle qu’on veut la lui imposer,
mais soit capable lui-méme de la créer, et de la créer a partir du discours,
a partir du langage. Donc, c’est la premiere chose qui m’a frappé, c’est a
quel point une émission de radio est beaucoup plus appropriée, pour parler
de I'imagination, que si on essayait de l'illustrer directement. La deuxiéme
chose qui m’a aussi beaucoup frappé, c’est en quel sens les mathématiciens
ont une utilisation de I'imagination qui a priori est tres différente, tres tres
spéciale, tres différente de ce qui se passe dans les autres domaines, c’est ca
que je veux essayer d’expliquer. Donc, ce que je veux dire, ¢’est qu’un mathé-
maticien utilise beaucoup l'imagination, mais il 'utilise d’une maniere tres
spéciale. C’est-a-dire qu’en fait, le rdle, le premier role de I'imagination pour
un mathématicien, qui est un role essentiel, c’est celui de créer des images
mentales.

Et dans ce role-la, en fait, bien sfir, bien entendu, ce n’est absolument
pas quelque chose de passif. C’est un... comment dire... on ne peut y arriver
véritablement que lorsqu’on séche sur un probleme. Donc il y a une vertu
essentielle... pour un mathématicien, c’est, par exemple s’il est en train de
lire un bouquin, c’est de prendre par exemple un théoreme qui est dans un
livre etc. et surtout, de ne pas regarder la démonstration, mais d’essayer de
démontrer lui-méme. Pourquoi? Parce que lorsqu’il fait cela, en fait, il va
créer dans son cerveau, je dis une image mentale mais en fait, c’est tres ra-
rement, c’est pas toujours quelque chose de géométrique, c’est pas toujours
quelque chose qui peut se décrire comme une image, mais, ¢’est un certain
assemblage dans son cerveau qui ensuite va faire que, lorsqu’il sera confronté
a une page de formules, eh bien, cette page de formules va lui parler. Et dans
cette page de formules, il va voir des acteurs. Il va voir des choses qui vont
“résonner” entre elles, etc. La comparaison que j’ai toujours envie de prendre,
c’est que supposez par exemple que vous soyez dans le métro, et que vous
voyiez un passager du métro ou une passagere du métro qui est en train de
lire une partition de musique. Quand on n’est pas musicien, cette partition de



musique ne nous dit rien, rien du tout. Quand on n’est pas mathématicien et
qu’on voit un passager en train de lire des formules de maths, on a I'impres-
sion que... je veux dire, qu’on est completement exclu et qu’on n’a aucune
chance de comprendre. Et en fait, la raison, c’est justement cette fabrica-
tion d’images mentales et cette fabrication d’images mentales, elle implique
de maniere absolument essentielle cette capacité d’imaginer. Cette capacité
d’imaginer, 1a, elle joue un réle absolument fondamental. Et je donne tou-
jours le conseil suivant, je veux dire, par exemple, a un jeune mathématicien :
le conseil, ¢’est si on est confronté par exemple a un calcul méme tres difficile,
bien siir, ce sont des calculs abstraits etc., la bonne méthode, ¢a n’est pas
de se ruer sur 'ordinateur pour essayer de faire le calcul, ou de prendre une
feuille de calculer, non! La bonne méthode, c’est de partir pour faire un tour
a pied et d’essayer de se débrouiller avec ce qu’on a, pour justement, en y
réfléchissant, créer dans le cerveau ces images mentales. Et peu importe la
complexité du probleme.

Peu importe le caractere impossible au départ de cette création, c’est en
séchant, et justement, en s’appropriant progressivement des objets mentaux
qui vont correspondre au probleme qu’on va progresser. Donc, il y a une
part active qui est absolument essentielle et de mon point de vue, c’est ca
vraiment le premier, le réle fondamental de I'imagination en mathématiques.
En ce sens-la, c’est trés différent d’autres domaines, parce que, bien sir lors-
qu’on fait de la physique, et qu’on parle de I'univers, bon, eh bien, chacun a
une image mentale au départ, de ce que c¢’est que 'univers, donc, on ne va
pas avoir besoin de créer quelque chose a partir de rien, alors qu’en maths,
vraiment, on est confronté a cette chose-la. Donc, de mon point de vue, il y
a ce point essentiel, qui est que 'on doit étre actif, et on est d’autant plus
actif que I’on ne nous donne pas un modele déja pré-établi. Et si par exemple
on était a la télévision, on essaierait d’illustrer des concepts de mathéma-
tiques par des images mais, chaque mathématicien, chaque personne, est un
cas particulier et va créer dans son cerveau, une image trés particuliere, un
assemblage tres tres particulier, et il est impossible de donner une forme gé-
nérique comme cela.

ALAIN PROCHIANTZ : Mais quand tu parles d’images mentales, je pense
qu’a un certain niveau, méme en dehors des mathématiques, il y a un moment
ot il est besoin d’avoir recours a cet espece de fabrication d’images mentales...



ALAIN CONNES : Tout a fait.
ALAIN PROCHIANTZ : de briques que 1’on manipule...
ALAIN CONNES : ...qui s’emboitent entre elles...

ALAIN PROCHIANTZ : qui s’emboitent ou qui ne s’emboitent pas et ca,
c’est peut-étre parce que justement, la pensée mathématique est la seule fa-
¢on de penser, en dehors des formules. C’est pas uniquement des formules,
c’est une facon de réfléchir qui est une langue naturelle pour le savant d’une
certaine facon. Donc la question que je voulais te poser, pour éclairer un petit
peu, pour moi d’ailleurs, mais aussi peut-étre pour ceux qui nous écoutent,
c’est, je dirais “Quelle est 'image de ces images mentales? Ca ressemble a
quoi une image mentale ?”

ALAIN CONNES : Bon, alors d’abord, il y a les images mentales les plus
simples, bien entendu. C’est-a-dire que si on parle de la géométrie ordinaire,
par exemple, la géométrie plane, il y a un théoréme que j’aime beaucoup, c’est
le théoreme de Morley. Donc la, l'auditeur doit essayer d’abord d’imaginer
un triangle. Alors chaque auditeur va imaginer un triangle différent, mais
peu importe, d’accord. Donc on part d'un triangle. Et que dit le théoreme de
Morley, que dit le théoreme de Morley 7 C’est qu’on découpe chaque angle du
triangle en trois parties égales, donc en trois angles égaux. Et on intersecte les
droites correspondantes. On obtient un triangle & l'intérieur, en général, du
triangle dont on est parti, et la merveille, c’est que le triangle qu’on obtient a
Pintérieur est toujours, toujours, un triangle équilatére. Alors ¢a, c’est mer-
veilleux ! C’est ce qu’on appelle le théoréme de Morley. Et quand on a énoncé
ce théoréme, on a une image mentale, bien siir. Et en fait, I'image mentale
que l'on a est bien meilleure que si on dessinait sur un papier un triangle,
et qu'on ait dessiné le triangle équilatere au milieu. Pourquoi? Parce qu’on
serait automatiquement perturbé par le grain du papier, par le crayon avec
lequel on a écrit, etc. Donc la, il y a déja une abstraction qui s’est produite.
Mais... il y a un point essentiel justement en mathématiques. Il y a un point
essentiel, ¢’est que j’ai pu vous expliquer ce que c¢’était qu’une image mentale
trés simple, dans le cas de la géométrie plane. Mais en mathématiques, on
manipule des géométries qui sont bien plus compliquées que ca, et qui en
général, sont des géométries qui sont de dimensions bien plus grandes que 3,
et méme en général, de dimension infinie.
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C’est-a-~dire on a compris, grace a la physique par exemple, que la méca-
nique quantique, c’est une mécanique qui se produit dans un espace qu’on
appelle I'espace de Hilbert, qui est un espace de dimension infinie. Alors,
comment se fait-il que le mathématicien puisse avoir acces a cet espace, de
dimension infinie 7 C’est ¢a la question, c’est la question essentielle. Et cette
question essentielle, en fait, elle a une réponse trés, tres, tres fondamentale.
Cette réponse, c’est la dualité entre la géométrie et I’algebre.

Alors pour I'expliquer, je vais prendre un exemple. Je vais prendre un
exemple plus simple que le théoreme de Morley. Supposons par exemple
qu’on soit frappé par le fait que les médianes d’un triangle se rencontrent
en un point. Alors ¢a va bien quand on fait dans la géométrie plane. On voit
bien ce que c’est. On a un énoncé analogue lorsqu’on va dans la géométrie
dans l'espace. Mais qu’en est-il lorsqu’on regarde une géométrie en dimen-
sion arbitraire 7 Ca parailt impossible parce que comment est-ce qu’on va se
représenter un espace de dimension 4, un objet correspondant a un triangle
en espace de dimension 4 etc. ou en dimension plus grande : la réponse est
merveilleusement simple : ¢’est que la maniére de comprendre, dans le lan-
gage, algébrique, par une formule, pourquoi les médianes d’un triangle se
rencontrent, ¢’est simplement d’écrire les coordonnées de ce qu’on appelle le
barycentre de 3 points. C’est-a-dire qu’on prend les coordonnées des points.
Et puis on fait leur somme et on la divise par 3, parce qu’on est en dimension
deux ; si on était en dimension 3, on diviserait par 4 et ainsi de suite. Et alors,
ce qui est merveilleux, c’est que lorsqu’on a, c¢’est un peu comme les deux
hémispheéres du cerveau, c¢’est-a-dire il y a ’hémispheére droit et I’hémisphere
gauche, ils communiquent entre eux. C’est I’hémisphere droit qui a I'image
mentale du triangle, comme je vous 'ai expliqué au début. C’est-a-dire qu’il
le voit, qu’il voit le triangle de Morley, etc. Et puis apres, on communique.

On communique avec I’hémisphere gauche. Dans 'hémisphere gauche, il
y a une formule. C’est une formule qui permet... Et cette formule, elle est
completement insensible a la dimension. C’est-a-dire qu'une fois qu'on I'a
écrite en dimension 2, elle va exister en dimension 3, en dimension 4, et
méme en dimension infinie. Donc il y a une merveille qui se produit, qui est
qu’en mathématiques, on est capable d’escalader, précisément, parce qu’il
y a quelque chose qui permet de renforcer 'image mentale, qui permet de
lui donner une sécurité, et c’est la formule. Et une fois qu’on a cette for-



mule, apres, on va fonctionner dans un autre mode. Et ce mode n’est plus le
mode visuel, et c’est pour ca que la notion d’image mentale est réductrice,
parce qu’elle réduit tout a une vision géométrique. Or, en mathématiques, il
y a une dualité, entre justement la géométrie et I'algebre. C’est-a-dire que
d’un coté, on a cette vision géométrique et la, en général, la vision géomé-
trique, c’est quelque-chose qui va s’imposer immédiatement... C’est-a-dire on
a une figure, cette figure va vous parler, mais elle va vous parler tout de suite.

Alors que l'algebre, c¢’est précisément autre chose. Et c’est quelque chose
qui va évoluer dans le temps, et c¢’est une chose dans laquelle les calculs vont
se faire algébriquement, et j’avoue que moi, je suis par exemple persécuté. La
nuit derniere, je me suis réveillé, je me suis dit “est-ce que dans telle formule,
je ne me suis pas trompé?”. Pourquoi? Parce que mon cerveau continue &
fonctionner...

Et il continue & faire les calculs etc. Et ¢a, c’est quelque chose qui se
déroule dans le temps, et qui n’est pas du tout de la méme nature, qu'une
image mentale statique, une image géométrique, qui elle existe et est figée
une fois pour toutes et qu’on comprend de maniere immédiate.

ALAIN PROCHIANTZ : Les images mentales ne sont pas forcément sta-
tiques. J'imagine qu’on les bouge, on les retourne, on les combine.

ALAIN CONNES : On peut les bouger, on peut les retourner. Il y a le
retournement de la sphere par exemple.

ALAIN PROCHIANTZ : Mais probablement pas n’importe comment. C’est-
a-dire est-ce qu’il y a une grammaire de la combinaison des images mentales ?
Qu’est-ce qui est permis dans la manipulation des objets mentaux, de ces
images, et qui fait que ce n’est pas n’importe quoi, il y a une sorte de gram-
maire derriére.

ALAIN CONNES : Il v a bien siir une grammaire derriére. Je pense que,
sans doute, une des facettes les plus importantes de la grammaire, c’est le
pouvoir de 'analogie. Et puis ensuite de la métaphore. Mais je pense que
I’analogie, c’est quelque chose d’extraordinairement puissant, et qui pour le
moment, est tout a fait inaccessible a des procédés comme le Machine Lear-
ning, l'intelligence artificielle, etc. Donc c’est un outil extraordinaire...



ALAIN PROCHIANTZ : Pour toi, ¢’est I'intuition, I'analogie ?

ALAIN CONNES : Non, c’est plus que ¢a. C’est-a-dire qu’en fait, ce qui
se produit, justement, a travers les images mentales, c’est qu’a un moment
donné, le cerveau s’apercoit que deux images mentales qui paraitraient extré-
mement loin les unes des autres (c¢’était ce qui était arrivé a Poincaré lorsqu’il
montait dans le bus), des images mentales extrémement éloignées les unes
des autres, je veux dire, il parlait de deux choses completement différentes,
en fait, il s’est aper¢u & un moment donné qu’il y avait des ressemblances
extraordinaires entre les deux. Et le fait qu’il y a eu ces ressemblances ex-
traordinaires entre les deux a fait que, apres, il a pu développer une analogie
entre deux domaines qui a priori n’ont rien a voir les uns avec les autres.

Et alors, une analogie, c’est quelque-chose qui est extrémement délicat a
manipuler, parce que c’est pas un simple dictionnaire. Si ¢’était un simple
dictionnaire, ce serait rasoir, c¢’est-a-dire si on pouvait dire “telle chose corres-
pond a telle autre chose etc., etc”. C’est une espéce de... Il y a un mathémati-
cien japonais, qui s’appelle Oka, qui avait merveilleusement décrit, c’est une
espece de transplantation, une espece de... On a une petite fleur et tres dé-
licatement, on essaie de la transplanter & un autre endroit, et pourquoi c’est
quelque chose d’incroyablement fécond et efficace, ¢’est parce que en général,
justement, les choses que 'on comprend d’un c6té, on ne les comprend pas
de 'autre et inversement. Donc ¢a veut dire qu’on va pouvoir transplanter la
compréhension qu’on a d’'un c6té, et voir comment, en essayant, on fait des
essais, on voit etc. mais il ne faut surtout pas, a ce moment-la du développe-
ment, il ne faut surtout pas essayer d’étre trop rigoureux, parce que si on est
trop rigoureux, tout va s’effondrer. Et ¢’est un moment, justement, qui a un
aspect poétique et artistique. Pourquoi ? Parce que quand on transplante des
petites fleurs, quand on fait ce procédé-la, si on essaie d’étre trop intelligent,
trop rapide, etc., on va dire “bah, ¢a va pas marcher, mais ca va pas marcher
pour telle raison etc.” Et a ce moment-la, on abandonne, et on a tout géché.

ALAIN PROCHIANTZ : C’est une sorte de correspondance, en fait.
ALAIN CONNES : C’est une sorte de correspondance, d’analogie. Et on

ne peut pas essayer de la codifier de maniére trop précise au moment ot on la
découvre. C’est quelque-chose d’extrémement fragile et cette fragilité-la fait
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que, si par exemple, au moment ou on la découvre, on essaie de la dire, on
essaie, il faut, il faut savoir que les mathématiciens sont des gens tres durs,
c’est-a-dire qu’en mathématiques, le réve est exclu. Je vais revenir la-dessus.
Mais si on a percu une analogie entre deux sujets, et si on essaye de maniere
trop rapide, trop prématurée, de la dire, elle va étre détruite. Donc il y a une
partie du développement d’une nouvelle théorie comme ca, dans laquelle on
doit se protéger, on doit se protéger, c’est comme un petit enfant qui doit
étre protégé, etc. et seulement au bout d’un moment, quand il aura fait ses
preuves, quand il aura grandi suffisamment, 1a on pourra le dévoiler.

ALAIN PROCHIANTZ : Il faut laisser miirir ’analogie, mfirir la correspon-
dance, pour que ¢a soit suffisamment solide, pour affronter I’épreuve de vérité.

ALAIN CONNES : Alors I'épreuve de vérité est quelque-chose d’absolu-
ment terrible. Donc ce qu’il faut savoir, quand je parlais de I'imagination
en mathématiques, naivement, on pourrait croire que, 'imagination en ma-
thématiques, c’est imaginer des choses et puis essayer de les démontrer, etc.
Mais en fait, il y a un carcan en mathématiques, qui est absolument terrible,
et qui, je pense, est largement semblable & celui de la physique, mais d’une
maniere tres différente. C’est-a-dire en fait, en mathématiques, ce qui se pro-
duit, c’est qu’on peut avoir de I'imagination, on peut imaginer une nouvelle
théorie etc. Mais, le probléme, c’est que, trés vite, on va se heurter a une
réalité, qui est la réalité mathématique, et cette réalité mathématique, elle
est terrible, au sens ou, je veux dire, que si on n’a pas tous les éléments
d’une démonstration, si on n’a pas par exemple, je veux dire, la possibilité
de vérifier les choses sur un ordinateur etc., on se rend compte en fait que
la liberté dont on jouit est absolument minimale. Donc c’est pour ca que j’ai
insisté sur le fait que le role de 'imagination en mathématiques, ce n’est pas
d’imaginer de nouvelles choses, etc. Pas du tout. C’est de créer une image
mentale & 'intérieur du cerveau. La, ¢a sert vraiment. C’est quelque chose
d’essentiel. Par contre apres, il y a un tel carcan au niveau de 'imagination,
par rapport a d’autres sujets, je pense aux artistes, je pense aux romanciers
etc., ce carcan est tellement dur, tellement contraint, qu’en fait, ¢a empéche,
¢a annihile justement toute possibilité de liberté.

ALAIN PROCHIANTZ : Trés bien. Nous allons peut-étre passer sur une
premiere variation sur un air national allemand de Chopin, interprétée par
Nikita Magaloff, sur lequel tu nous feras un petit commentaire.



ALAIN CONNES : Exactement, bien str, oui oui.
(Intermeéde musical) : Sur un air national allemand

ALAIN PROCHIANTZ : Est-ce que tu peux nous dire pourquoi tu as choisi
ce morceau !

ArLAIN CONNES : Voila, alors, pourquoi est-ce que j’ai choisi cet air,
ces variations. Bien siir, pour I'interprétation de Nikita Magaloff, que j’aime
beaucoup. Mais, en fait, ma raison est une raison tres personnelle, et qui a a
voir, comment dire, avec la structuration de I'imaginaire de I'’enfant. Ce que
je vais dire, c’est quelque-chose de tres personnel, donc, mais peu importe,
je pense que c’est quelque chose de générique. C’est-a-dire en fait, mes deux
grands-parents du co6té de ma mere viennent de Constantine en Algérie. Ils
étaient originaires de cette ville. Et mon enfance a été bercée par le fait que
justement, ma grand-mere maternelle était pianiste. Et elle était orpheline,
elle était devenue orpheline a I’dge de 6 ans. Ses deux parents étaient morts.
Elle était en Algérie, elle avait été recueillie dans un couvent, et elle me ra-
contait, souvent, quand j’étais gamin, quand j’étais tout petit, des histoires
de son pere. Et son pere, quand elle était toute petite, lui avait offert un
piano, et lui avait joué, sur le piano, la partie des variations de Chopin qui
est si belle, pas le tout début, mais le theme majeur et qui est introduit par
Nikita Magaloff de maniére incroyable, parce que c’est un morceau qu’on
pourrait interpréter comme un morceau de technique mais pas du tout en
fait, il a compris exactement & quel point I'exposition du theme devait étre
précédée par un ralentissement, etc., et a quel point le theme est beau.

Et en fait, mon enfance a été bercée par cette air, que j’ai eu beaucoup
de mal a retrouver ensuite, lorsque j’ai écrit la généalogie de la famille, et
donc en fait, ce que je voulais dire, c’est que je pense que I'imaginaire d’un
enfant est structuré tres tot en particulier par la musique, et par, cette fois,
I'imaginaire, au sens naif, de ce que I’enfant peut imaginer quand il entend
des histoires comme celle-la. Donc je ne suis jamais allé a Constantine. En
fait, je ne suis jamais allé en Algérie, mais j’ai toujours eu dans ma téte, une
image extrémement intéressante, justement, de ce moment auquel le pere de
ma grand-mere qui était médecin, en fait, lui avait offert ce petit piano. Et
le role que ca a joué...



ALAIN PROCHIANTZ : Et est-ce que ¢a a un rapport avec la facon de
penser en mathématicien ?

ALAIN CONNES : Eh bien, disons qu’il est tres connu, chaque mathéma-
ticien est différent, donc je ne veux pas faire de généralités. Mais en fait, il est
tres, tres admis, qu’en général, les mathématiciens sont tres intéressés par la
musique, a défaut, forcément, d’étre musiciens, puisqu’on n’a pas beaucoup
de temps lorsqu’on est mathématicien, donc, si on veut pratiquer un instru-
ment, c’est quelque chose qui occuperait trop de temps. Mais en général, ils
sont tres sensibles a la musique et c’est vrai, c¢’est vrai, et je continue ce que je
disais tout a I’heure, c’est vrai qu’il y a une analogie tres forte entre ’algebre
et la musique, par le déroulement dans le temps...

J’explique toujours bien siir le fait que le langage lui-méme, le langage
que nous utilisons tout le temps, est non-commutatif puisqu’on peut pas per-
muter les lettres entre elles, & moins de faire des anagrammes mais... donc, il
y a toute une relation tres forte effectivement entre la musique et I'algebre,
je pense.

ALAIN PROCHIANTZ : Et donc la temporalité...
ALAIN CONNES : Et la temporalité, bien sir, bien entendu.

ALAIN PROCHIANTZ : Tu peux nous expliquer un peu cette question de
la temporalité et un petit peu la géométrie non-commutative, comment ca
se met la-dedans?

ALAIN CONNES : Oui, bien siir. Alors disons qu’on a écrit deux livres,
avec Dany Chéreau, qui est mon épouse, et puis Jacques Dixmier qui était
mon professeur de these. Et justement, dans ces deux livres, on a continué
ce théme qui est un theme essentiel dans ce que j’ai fait, dans ma vie de
scientifique, et qui a démarré par la découverte du fait que lorsqu’on fait de
I’algebre, mais de maniére non-commutative, c¢’est-a-dire qu’on ne s’autorise
pas a permuter les lettres entre elles. Alors bien siir, ¢’est quelque chose qui
est essentiel parce que c¢’est ce qu’a trouvé Heisenberg, lorsqu’il a découvert
la mécanique quantique.
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Lorsqu’il a découvert la mécanique quantique, il a compris que lorsqu’on
traite de systemes tout petits, de systémes microscopiques, en fait, contrai-
rement a ce qu'on fait lorsqu’on fait de la physique classique, ou on écrit
e = mc? ou e = ¢®>m, c’est la méme chose. Lorsqu’on travaille avec un sys-
teme microscopique, on n’a plus le droit de permuter les lettres, c’est extra-
ordinaire, il a fait une découverte fantastique. Et d’ailleurs, il a fait cette
découverte a 4 heures du matin, alors qu’il était isolé sur I'lle d’Heligoland
et, ce qui est merveilleux en fait, c’est a quel point les découvreurs arrivent
a transmettre, dans leurs écrits, Heisenberg I'a fait dans ses mémoires, 1’ex-
traordinaire vision qu’il a eue au moment ou il a fait cette découverte. Et il
a dit que c’était une vision qui était effrayante, parce que du fait qu’il était
le premier a voir cela, en fait, il a eu devant lui un paysage qui était presque
tout le paysage, et qui était effrayant. Et il le décrit merveilleusement. Et il
n’est pas le seul & avoir été capable justement, en étant le premier décou-
vreur, a transmettre cela.

Alors de mon c6té donc, ce que j’avais percu si vous voulez, c’est que, en
fait, lorsqu’on fait de la géométrie non-commutative eh bien, automatique-
ment, ¢’est un certain type d’algebre qui a été découverte par Von Neumann,
automatiquement, I'algebre elle-méme sécrete son propre temps donc le fait
que l'algebre soit non-commutative sécrete le temps, le passage du temps
et ¢a c’est quelque chose d’absolument bouleversant d’une certaine maniere,
et pendant des années et des années, j'avais été fasciné par ce fait-la. Bien
stir, mathématiquement, ¢a a un tas de conséquences parce que par exemple,
Palgebre a des périodes, etc., mais j’avais toujours été incapable d’avoir une
idée de comment cette trouvaille, si vous voulez, pouvait trouver sa place
en physique et donc ¢a c’est le sujet de notre premier livre, qui s’appelle Le
thédtre quantique, qui est publié chez Odile Jacob et dans lequel, justement,
on a essayé, moi et mes deux co-auteurs, de transmettre cette trouvaille, mais
de telle sorte qu’elle puisse étre pergue par le public.

C’est difficile, c’est difficile. Et dans le deuxiéme livre alors, Le Spectre
d’Atacama, on est allé beaucoup plus loin au sens ou la, on a essayé de
transmettre justement, ce lien entre les formes et la musique, qui est un lien
aussi extrémement important, et qui dit que, lorsqu’on essaie par exemple
d’expliquer ot nous nous trouvons dans ’espace eh bien en fait, on se trouve
confronté a un probléme mathématique qui n’est pas du tout trivial, qui n’est
pas du tout évident, qui est le probleme de pouvoir donner un espace ou une
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forme, de maniere plus générale, de maniere invariante. Et ce que les mathé-
matiques nous enseignent, c’est que si on veut donner une forme de maniere
invariante, la premieére chose qu'une forme nous procure, nous donne, c’est
une gamme musicale, ¢a parait quelque-chose de tout & fait étonnant donc :
une forme nous procure une gamme musicale qui s’appelle un spectre. Et
apres, bien sir, il y a a partir de la tout un développement. Le deuxieéme
livre s’appelle Le Spectre d’Atacama parce que précisément, ce qui se pro-
duit, et qui est tout a fait étonnant, c’est que, alors qu’on peut calculer le
spectre de formes ordinaires. Donc bon, si on regarde un espace comme un
tambour, ¢’est Marc Kac qui avait depuis longtemps posé le probleme si vous
voulez : est-ce qu’on peut entendre la forme d’un tambour ?

C’est-a-dire qu’'un tambour a des vibrations, lorsqu’on tape dessus, et il
ne faut pas croire qu’on obtiendra toujours le méme son ; c’est ce que savent
faire les gens qui jouent de la batterie par exemple; donc on a des sons tres
différents mais ces sons forment une gamme, et une question évidente, c’est
“est-ce que on peut reconnaitre la forme du tambour & partir de la gamme ?”.

Alors c’est une question qui a une réponse mathématique mais la chose
vraiment étonnante, alors qu’on peut calculer la gamme d’un objet géomé-
trique, d’une forme géométrique que 1’on connait, il existe des spectres, donc
j’identifie la gamme si vous voulez avec la gamme des fréquences. Et ces fré-
quences, on va les représenter par des raies spectrales. Il y a un probléme
qui se pose de maniere absolument insolente. C’est qu’en fait, il existe des
spectres, qui apparaissent completement naturellement, et ou on a vraiment
une difficulté considérable, mais bon, dans certains cas, on y arrive, a retrou-
ver la forme, la forme physique, dont le spectre est le spectre. Et alors, il y a
un exemple qu’on explique et qui justifiera le deuxieme morceau de musique
dont je parlerai tout a I'heure... C’est un exemple qu’on explique en grand
détail dans le livre, c’est ce qu’on appelle le spectre de la guitare.

Alors je vais essayer de l'expliquer, mais a nouveau, il faut que l'audi-
teur se prépare a construire lui-méme des images mentales dans ce que je
vais expliquer. Donc la premiére image mentale, ¢’est imaginez une guitare.
Bon. Vous avez une guitare. Vous avez sans doute vu des guitares, donc vous
pouvez imaginer dans votre téte ce que c’est qu'une guitare, j’ai pas besoin
de vous la montrer. Alors si vous regardez une guitare, vous allez voir sur
le manche de la guitare, des raies qui sont perpendiculaires au manche, et
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qu’on appelle des frettes. Alors si vous regardez attentivement ces frettes,
vous allez voir... Regardez-les dans votre téte. Vous allez voir qu’au départ,
il n’y a pas de frettes, il y a un espece de trou, bon, qui va permettre des
résonances. Et puis la, les frettes commencent. Et elles ne sont pas du tout
espacées de manieére réguliere. On aurait pu penser que simplement, lors-
qu’on regarde le manche de la guitare, si vous voulez, les frettes vont étre
espacées également. En fait, elles ne sont pas du tout espacées également Et
le mathématicien, quand il voit I'espacement des frettes, il se pose tout de
suite la question “mais pourquoi est-ce qu’on n’a pas espacé les frettes de ma-
niere égale 7”. Alors la réponse, c¢’est une réponse mathématique, mais c’est
une réponse qui est merveilleuse, parce qu’elle va nous donner un spectre.
Et ce spectre, apres, on va devoir chercher la forme dont c’est le spectre.
Alors d’abord, quel est ce spectre? Eh bien, quand on fait de la musique,
on s’apercoit d’une chose tres importante, qui est que l'oreille n’est pas du
tout sensible a 1 2 3 4 5, etc. elle n’est pas sensible a additionner, elle est
sensible en fait a multiplier une fréquence par quelque chose, c¢’est-a-dire si
on prend une fréquence et qu’on la multiplie par 2, ¢a correspond au pas-
sage a l'octave. L'oreille est sensible au passage a 'octave, elle ressent une
correspondance entre les deux fréquences, elle ressent une harmonie entre
les deux fréquences. C’est la multiplication par 2. L’oreille ’est également
sensible a la multiplication par 3 : quand on prend une fréquence et quand
la multiplie par 3, l'oreille entend une résonance, elle entend quelque chose
qui correspond. Alors maintenant, comment cela explique-t-il le spectre de
la guitare ? Ca explique le spectre de la guitare parce que, lorsqu’on éleve le
nombre 2 a la puissance 19, on obtient pratiquement le nombre 3 élevé a la
puissance 12. Ca peut pas étre une égalité parce que quand on éleve 2 a la
puissance 19, on obtient un nombre pair. Alors que quand on éléve 3 a la
puissance 12, on obtient un nombre impair. Donc ¢a ne peut pas étre une
égalité. En fait, ce qui se produit, c’est que si on regarde la racine douzieéme
de 2, ¢’est un nombre qui vaut 1.05 etc., et c’est pratiquement la méme chose
que la racine 19%™¢ de 3, qu’est-ce que ca veut dire ? Ca veut dire qu’en mu-
sique, ce qu’on a fait, avec les frettes de la guitare, c’est qu’on s’est arrangé
pour faire croire que ces deux nombres étaient égaux et le 12 en question,
ce sont les 12 tonalités de la gamme bien tempérée. Et toute la musique est
basée la-dessus. Et qu’est-ce que c’est que le spectre de la guitare? Ce sont
les puissances du nombre, qui est la racine douziéme de 2, et qui est pra-
tiquement la racine 19°™¢ de 3. Donc c’est quelque chose d’extraordinaire.
Et alors, on se trouve la confronté a un probleme parce qu’on a de maniere
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évidente ce spectre. Ce spectre est devant nous et on se demande quel est
I’objet donc il est le spectre. Alors quand on est mathématicien, on a un tas
d’outils pour regarder ¢a? Pourquoi ? Parce que quand on regarde le spectre
qui correspond au tambour, ou le spectre qui correspond a une forme qui
est bi-dimensionnelle, qui est de dimension 2, on s’apercoit que sa gamme,
elle croit comme une parabole. Si on regardait un objet de dimension 3, ca
croitrait avec une puissance 3, etc. Et alors, on regarde maintenant le spectre
de la guitare ? (Claquement de langue interrogatif). Ah! Il est extrémement
bizarre! Parce que si on calcule sa dimension en utilisant ce que je vous ai dit
avant, on obtient que c’est un objet de dimension 0, un objet de dimension 0
au sens ou sa dimension est plus petite que tout nombre, non nul mais positif.
Ah?! Alors la merveille, c’est qu’en fait, il y a un objet dont le spectre est
le spectre de la guitare, mais c’est un objet de géométrie non-commutative.
Donc on retombe sur ses pieds. Et donc en fait, le livre, le livre qu’on a écrit
sur le Spectre d’Atacama, c’est un livre qui est entierement basé sur le fait
d’essayer de comprendre un spectre. Ce spectre a été observé par 1’Obser-
vatoire d’Alma au Chili et pendant tout le livre, il y a un héros, enfin, il y
en a plusieurs, il y a trois personnages essentiels, il y a un mathématicien,
il y a une physicienne qui était la dans le premier livre, qui a échappé a un
séjour quantique et tout le livre est basé sur le fait d’essayer de comprendre
ce spectre mystérieux dans le désert d’Atacama.

ALAIN PROCHIANTZ : Dans le désert d’Atacama. Donc nous allons écou-
ter maintenant Salut d’amour, d’Elgar, joué par Itzhak Perlman et apres,
nous reprendrons notre discussion.

ALAIN CONNES : Bien sfir.

(Interméde musical : Salut d’amour)

ALAIN PROCHIANTZ : Apreés ce Salut d’amour, je rappelle que nous
recevons aujourd’hui, dans le cadre de la série d’interviews sur le théme Ima-
ginations, Alain Connes, mathématicien et professeur du Colleége de France,
titulaire de la chaire Analyse et géométrie. Alain, je crois que tu voulais t’ex-

primer sur ce morceau.

ArLAIN CONNES : Absolument. Pourquoi j’ai choisi cet air? C’est pour
illustrer exactement ce que je disais tout a ’heure, mais la différence entre

14



le violon et la guitare. Donc la guitare, j’ai parlé du spectre de la guitare, et
des frettes sur le manche de la guitare. Bon. C’est bien évident que quand
on a un violon, on n’a pas de frettes, et la difficulté extraordinaire du violon
vient du fait que justement, on n’a pas un spectre discret au sens mathéma-
tique, c’est-a~-dire on n’a pas... Si vous voulez, un déplacement infinitésimal
du doigt sur le manche du violon va faire toute la différence. Et cette in-
terprétation de Itzhak Perlman Perlman, est merveilleuse, et c¢’est pour ¢a
que je voulais qu’on I’écoute, elle est merveilleuse par l'infinie précision qu’il
arrive a avoir, dans les sons qu’il produit ; mathématiquement, ce qu’on dit,
si vous voulez, c¢’est que la différence entre la guitare et le violon, c’est que
la guitare a un spectre discret, que j’ai expliqué tout a I'heure, le violon a un
spectre continu. Mais il y a dans le spectre du violon la méme difficulté que
dans la guitare. C’est-a-dire qu’il y a une échelle exponentielle, c¢’est-a-dire
que lorsqu’on passe d’une note a 1’ autre, naivement on croirait qu’il faut le
faire en espagant les doigts d’une longueur égale, non, il faut le faire en les
espagant d’une longueur exponentielle, puisque ¢a correspond aux puissances
du nombre d’avant.

Donc en fait, il y a toujours, toujours, entre deux violonistes, des diffé-
rences infinitésimales et cette interprétation d’Itzhak Perlman est, de mon
point de vue, une merveille parce qu’il y a de toutes petites nuances, infimes,
que loreille pergoit bien siir, et qui font que cette adaptation est merveilleuse.

ALAIN PROCHIANTZ : Merci beaucoup, Alain Connes, j’aurais voulu re-
venir un tout petit peu sur la question du mathématicien, sur la question de
la démonstration en fait, parce qu’il y a les conjectures. Comment ¢a vient
une conjecture ? Et comment peut-on passer, apres, du travail de la conjec-
ture a la démonstration de la chose et ce sont deux fagons différentes de faire
des mathématiques. Ce sont deux types d’esprits mathématiques différents ?

ArLAIN CONNES : En fait, ¢’est toujours étonnant ce qui se produit avec
les conjectures. C’est-a-dire en fait, un mathématicien découvre quelque chose
de totalement nouveau. L’exemple que j’ai en téte, bien siir, on en parle beau-
coup dans le livre, ¢’est Riemann, au siécle dernier, au XIX®™® siecle, plus
précisément, c’est pas le siecle dernier, qui a fait une découverte absolument
phénoménale. En fait, il a trouvé qu’on pouvait comprendre les nombres
premiers, donc comprendre ’aléatoire des nombres premiers, 1'aléatoire qui
n’était pas du tout contrdlé, a partir d'une fonction qui s’appelle la fonc-
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tion zéta () et apres avoir démontré une formule, donc il donne une formule
exacte si vous voulez, pour le nombre de nombres premiers plus petits que
n. C’est pas tellement le fait qu’il y ait une formule exacte, parce qu’il en
existe d’autres, mais c’est le fait que cette formule en fait décrit exactement
le comportement des nombres premiers. Et il s’est apercu en fait, dans cette
formule qu’il a démontrée, qu’il y avait une musique des nombres premiers,
c’est-a-dire il a montré qu’il y avait un terme dominant, qui est facile a com-
prendre parce qu’en gros, les nombres premiers deviennent de plus en plus
rares, en gros, comme l'inverse du nombre de chiffres du nombre qu’on re-
garde.

Donc quand on regarde les nombres premiers par exemple, entre 10000
et 100000, ou bien entre 100000 et 1000000, la proportion va étre divisée
par 2. En fait, cette chose-la, si vous voulez, ce phénomene-la, conduit a une
fonction qu’on appelle le logarithme intégral, qui est effectivement le premier
terme dans la formule de Riemann. Mais apres, 1'aléa des nombres premiers
se manifeste justement par un spectre. Et se manifeste justement par ce qu’on
pourrait appeler la musique des nombres premiers.

Alors en fait, quand Riemann a trouvé ga, il s’est aperqu en faisant des
calculs, il a fait des calculs, il s’est apercu que les zéros de sa fonction, qui
gouverne justement le spectre, avaient I'air d’étre tous sur une certaine droite.
Et le fait qu’ils soient sur cette droite joue un role essentiel, parce que le fait
qu’ils soient sur sa droite dit que la formule qu’il a donnée est une formule
extrémement précise. S’il y en avait qui étaient en dehors de cette droite, il
y aurait une espece de chaos qui s’introduit, ¢a ne serait pas du tout quelque
chose d’agréable. Et il a conjecturé que tous ses zéros étaient la. Cette conjec-
ture, elle a été faite donc, en gros dans les années 1850-1860, donc ¢a fait
un temps considérable qu’elle a été faite, mais, je pense que lui était pra-
tiquement stir que c’était vrai, et en gros, il voulait continuer et faire une
conjecture, c’est étre pratiquement siir qu’un résultat est vrai, et aller au-
dela.

Alors maintenant, cette conjecture de Riemann, elle a été vérifiée avec
I'ordinateur, parce qu’avec l'ordinateur, on peut aller trés tres loin; en fait,
on a une maniere de calculer, qui est trés tres efficace pour cette fonction,
et on l'a vérifiée pour des milliards de zéros; donc au niveau vérification,
on a une indication tres forte. On ne sait pas si elle est vraie parce qu’il y
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a d’autres conjectures qui avaient l'air d’étre vraies comme ¢a, mais qui ne
sont pas vraies pour des nombres tres tres grands, donc on ne sait pas si elle
est vraie mais la maniere dont il I’a trouvée, c’est qu’il n’avait pas envie de
s’arréter la, si vous voulez, et il avait envie d’aller plus loin.

Et bon apres lui, il y a eu un tres grand nombre de mathématiciens qui
s’y sont intéressés, il y a eu par exemple des mathématiciens qui, lorsqu’ils
prenaient I’avion ou etc., envoyaient une lettre en disant “j’ai démontré etc.”
en pensant que si I'avion se cassait la gueule..., & ce moment-la... (rires).
Voila. Donc j’ai toutes sortes d’histoires, autour de cette conjecture. Mais
disons que, ce qu’elle a d’extraordinaire, ce qu’une conjecture comme celle-
la a d’extraordinaire, c’est qu’en fait secretement, elle a motivé la plupart
des développements les plus intéressants en mathématiques au XX siecle.
C’est-a~dire que si on connait suffissamment de choses en mathématiques, on
s’apercoit que, quantité de développements qui n’ont a priori rien a voir avec
la conjecture, en fait étaient motivés par celle-la; un exemple typique, c’est
toute la théorie des fonctions presque périodiques de Bohr, le footballeur, le
frere du physicien, donc je veux dire, ¢’est étonnant, c¢’est étonnant. Et a ce
propos-1a, et ¢a, on I'explique en détail dans le livre, ce qu’il est important
de savoir, c’est qu'un mathématicien devant un probléeme, a toujours une
technique qui fait qu’il n’est pas désarmé et quelle est cette technique ? C’est
une technique tres intéressante qui je pense ne s’applique pas seulement aux
mathématiques, elle s’applique, je pense, en fait a toutes sortes de domaines ;
et c’est pour ¢a que je veux l'expliquer.

C’est une technique qui consiste a dire, face & un probleme fixé, par
exemple la conjecture de Riemann, au lieu d’étre 1a a regarder le probléme et
puis d’étre incapable de faire quoi que ce soit, non. Ce qu’on va faire, c’est la
premiere chose qu’on va faire, ¢’est quelque chose de criminel d’une certaine
maniere. C’est-a-dire, on va prendre le probleme et on va le généraliser. Alors
¢a parait completement idiot. Ca paralt completement idiot de remplacer un
probléme particulier par un probléme beaucoup plus général. Et 'exemple
qu’on prend dans le livre, c’est I'exemple des tablettes de chocolat. C’est-a-
dire qu’on est 1a, on vous regarde, et puis on vous demande “quelle est la
maniere optimale de casser une tablette de chocolat de 6 x 8 par exemple
en petits carreaux ?”. Et alors, 'intérét de généraliser, ¢’est qu’on va main-
tenant pouvoir spécialiser le probléeme généralisé a des cas beaucoup plus
simples. Ca, c’est formidable parce que si vous étes confronté au probléme
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d’une tablette de 6 x 8, vous étes completement coincé parce que vous vous
dites “mais c’est trop compliqué, j’y arriverai jamais.” Par contre, si vous
remplacez 6 et 8 par [ et m, ca parait bizarre. Mais maintenant, vous prenez
[ =1, m = 3, vous avez une tablette de trois carreaux, trois carreaux. Bon
ben pour la casser, c’est pas tres difficile. Donc en fait, en mathématiques,
on fait ¢a et on a fait ¢a pour I’hypothése de Riemann, et ¢a a été quelque
chose d’extrémement fructueux parce que c’est ¢a qui a permis a André Weil
justement, de démontrer une généralisation qui avait été faite et de démon-
trer que c’était vrai dans ce cas-la. Donc ¢a donne confiance et en général,
justement, ¢ca permet de donner un point d’ancrage, pour ce dont je parlais
tout a 'heure, c’est-a-dire 'analogie. C’est-a-dire qu’une fois qu’on a démon-
tré un cas particulier du probleme généralisé, on a un outil extraordinaire qui
est 'analogie. C’est-a-dire qu’on imagine que la démonstration qu’on a fait
dans le cas particulier va pouvoir se transplanter, je ne dis pas se transpo-
ser, je dis se transplanter, comme je le disais tout a ’heure, avec les petites
fleurs qui sont tres fragiles. Donc elle va pouvoir se transplanter au cas qui
nous intéresse vraiment. Donc le pouvoir créateur des conjectures n’est pas
du tout négligeable, c’est une espeéce de maniere d’avoir vu plus loin que les
autres, et apres bon ben, apres, il faut rentrer dans le dur, il faut essayer de
démontrer la conjecture.

ALAIN PROCHIANTZ : Mais les conjectures sont toujours démontrées ?
Ou bien il y en a qui sont fausses ?

ALAIN CONNES : Oui, bien siir, il y en a qui sont fausses.

ALAIN PROCHIANTZ : Et si on travaille sur une conjecture qui est fausse,
et si on tire des résultats intéressants, et qu’on démontre qu’elle est fausse...

ALAIN CONNES : En fait, ce qui se produit en mathématiques, ¢’est qu’il
v a deux aspects. Il y a 'aspect il y a un probleme, est-ce que ce probleme est
résolu ou non, bon... Ca, c’est un aspect des mathématiques. Mais il y a un
aspect qui est largement aussi important, ¢’est ’aspect d’édifier des théories.
Et par exemple Grothendieck était trés connu justement pour lorsqu’on lui
posait une question, etc. il essayait toujours de formuler la question dans le
bon cadre, et ensuite d’édifier une théorie qui fasse en sorte que la question
se résolve par elle-méme. C’est Serre qui a employé la meilleure métaphore
par rapport a ca : il disait que quand on lui posait un probléme comme
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¢a, il essayait de le laisser se dissoudre dans une marée montante de théo-
ries générales. Donc ¢a dit bien ce que ¢a veut dire. Et donc en fait, il y a
I'impulsion qui est donnée par une question comme une conjecture etc. Tres
souvent justement, I’aspect le plus créateur, le plus positif d’une conjecture,
c’est I'édification des théories qui vont permettre soit de la résoudre, soit
de dire qu’elle est fausse. Ca peut tres bien arriver. Et d’ailleurs, ce qu’on
veut, c’est savoir la vérité. On ne veut pas, nécessairement, démontrer. En
fait d’ailleurs, dans le livre, on raconte une histoire que je ne veux pas lou-
per parce que le livre, Le Spectre d’Atacama, se termine par cette histoire ;
cette histoire, ¢’est 'histoire d’'un mathématicien vieillissant, bon, pensez a
qui vous voudrez, qui s’est attaqué pendant des années a une conjecture bon,
et qui finalement décide, parce qu’il voit qu’il n’a plus beaucoup de temps
devant lui, de vendre son dme au diable, pour connaitre la réponse. On dit
au départ, pour connaitre la réponse.

ALAIN PROCHIANTZ : C’est une histoire connue, ¢a.
ALAIN CONNES : Euh, pas tellement celle que ’on raconte...

ALAIN PROCHIANTZ : L’histoire de vendre son ame au Diable, en tout
cas.

ALAIN CONNES : Bien sir, bien siir. Vendre son ame au Diable, ¢’est un
phénomeéne connu, mais dans ce cas-la, ce qui se produit, c¢’est assez éton-
nant, parce qu’il finit par avoir rendez-vous avec le Diable et d’ailleurs le
Diable est incarné par le Machine Learning. Hein! (rires) Donc il finit par
avoir un rendez-vous avec le diable et puis, lorsqu’il rencontre le Diable, il
le rencontre dans une banlieue mal famée de Naples et le diable commence
par lui faire signer les papiers comme quoi il a vendu son dme au diable et
le mathématicien ne se rend pas compte que, du fait qu’il a signé les papiers
et qu’il a donné son dme au Diable, il va changer de comportement. Donc le
Diable lui dit “mais bon quel est votre souhait maintenant ? Il faut que vous
donniez votre souhait...” Et le mathématicien dit “je souhaite que 'hypothese
de Riemann soit fausse” (rires) Et c’est seulement quand il rentre chez lui
qu’il réalise qu’en fait, ce qu’il vient de dire, c’est parce qu’il avait vendu son
ame et que donc, au lieu de souhaiter qu’elle soit vraie, etc., il a souhaité
qu’elle soit fausse.
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ALAIN PROCHIANTZ : Cher Alain, je pense que nous allons bientot clore
cet entretien qui était vraiment passionnant; j'aimerais te poser une ques-
tion : “est-ce que les mathématiques sont pour toi une langue naturelle 7”

ALAIN CONNES : Alors je pense que non seulement, c¢’est une langue
naturelle, mais je pense que c’est la seule langue qui nous permettra de com-
muniquer avec une intelligence extraterrestre. Et ¢a rejoint le livre mais je
suis désolé de le mentionner trop, mais eh bien, ce qui se produit dans le
livre justement, c’est que ce message qui est requ et qui est le spectre d’Ata-
cama, il est regu en alternance avec les nombres premiers, et une intelligence
terrestre, un mathématicien, ne peut pas manquer de reconnaitre une intel-
ligence extérieure & nous, et qui se manifeste par cette compréhension qui
est extraordinaire, qui a été faite par Riemann au XIX®® siecle, donc ce
que je prétends, ...et il y a un langage qui a été inventé qui s’appelle le Lin-
cos..., mais ce que je prétends, c’est qu’on pourra communiquer justement
avec les extraterrestres grace au langage mathématique, pourquoi 7 Parce que
c’est le seul langage qui n’est pas auto-référentiel. C’est le seul langage qui
n’est pas auto-référentiel, c’est-a-dire que, contrairement a un dictionnaire
qui, quand on cherche la définition d’un mot fait référence & un autre mot,
qui lui-méme fait référence & un autre mot etc. etc., n’est pas auto-référentiel.

ALAIN PROCHIANTZ : Mais ce langage est composé, donc, pour revenir
au point de départ, d’images mentales.

AraiN CONNES : Euh non, ce langage est composé, au départ, par
exemple de signaux, qu’on envoie de maniére spectrale, qu’on envoie de ma-
niére répétitive...

ALAIN PROCHIANTZ : Mais par exemple toi, quand tu penses?...

ArLAIN CONNES : Ah quand je pense, bien siir, je pense a travers des
images mentales, bien entendu.

ALAIN PROCHIANTZ : Tu ne penses jamais en langue naturelle ?...
ALAIN CONNES : Non, non, non. La langue naturelle, je veux dire, c’est
une langue qui apres, péniblement, essaie de transcrire nos images mentales,

nos manieres de penser, etc., mais je dis “péniblement” parce qu’en général,
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je n’arrive pas a transmettre ¢a de maniére vraiment satisfaisante, j’essaie de
maniére orale etc., il y a des gens qui sont vraiment forts pour le faire, et je
pense en particulier a Grothendieck. Grothendieck était capable lorsque, ce
dont on parlait tout a I’heure, c¢’est-a-dire a propos d’une idée qui n’était pas
encore miire, il était capable de se mettre a écrire sur elle et ca,...

ALAIN PROCHIANTZ : Ca la faisait mfirir ?...

ALAIN CONNES : Ca la faisait mfirir, mais je pense que ¢a n’est pas
donné & tout le monde d’étre capable d’écrire sur une idée qui n’est pas en-
core mire et de la faire mirir, je veux dire.

ALAIN PROCHIANTZ : De la sortir de son cocon...

ALAIN CONNES : De la sortir de son écrin, de son cocon. Et il y a une
autre chose que je voulais dire quand méme, avant qu’on termine, c’est, je
ne sais pas si ¢a a été mentionné dans un autre dialogue sur l'imagination,
mais il y a un exemple extraordinaire, c¢’est 'exemple de Eureka d’Edgar Poe.
Donc cet exemple, c¢’est quand méme merveilleux, de savoir qu'un poéte a
pu, au XIX®™® siecle, avoir 'intuition pas seulement du Big Bang, mais du
fait que I'univers pouvait ensuite avoir un Big Crunch, etc., et qu’il a pu étre
moqué, il a été moqué pendant plus d’un siecle, jusqu’a ce que finalement,
on s’apercgoive qu’en fait, il avait raison, mais il avait raison par une intuition
purement géniale, et purement poétique.

ALAIN PROCHIANTZ : Voila, eh bien, écoutez, je pense que c’est la
meilleure fagon de terminer cet entretien avec, je le rappelle, Alain Connes,
titulaire de la chaire Analyse et géométrie du College de France. Merci Alain,
d’étre venu aujourd’hui et & bientot.

21



Les mathématiques
et la pensée en mouvement
Alain Connes!

Le but de mon exposé, c’est de vous faire sentir deux choses : la pre-
mieére, ¢’est que je vais vous raconter un certain nombre d’histoires, sur des
mathématiciens, et la deuxiéme, c¢’est de vous faire comprendre que les ma-
thématiques sont une fabrique de concepts, mais de concepts absolument
fondamentaux et de concepts qui ont trait, si vous voulez, a la vie, et qui ne
sont pas du tout confinés a des calculs avec des nombres, ou des choses comme
¢a; on a trop souvent I'impression que le mathématicien est quelqu’un qui
fait des calculs; bien siir, ¢a lui arrive de faire des calculs, mais ce que je vais
essayer de vous faire comprendre, justement, dans cet exposé, c’est a quel
point justement, la technique mathématique débouche de temps en temps
sur des concepts fondamentaux, sur des idées fondamentales, et ce sont des
idées qu’on peut expliquer simplement et qui ont trait a la vie, c’est-a-dire
si vous voulez, elles sont aussi importantes, je pense, pour des gens qui font
des sciences humaines que pour des gens qui vont faire des sciences dures.
Voila, donc, il y aura une galerie de portraits. On va commencer par Galois.

Et si vous voulez, Galois, c¢’est le prototype du mathématicien qui a eu
une vie absolument incroyable : il est né en 1811, et il avait 17 ans lorsqu’il a
fait ses choses les plus importantes. Et ce qui s’est produit donc, il y a eu une
succession d’incompréhensions, en fait. Si vous voulez, en 1829, Abel meurt.
Et en gros, c’est Galois qui reprend le flambeau des idées d’Abel. Mais en
fait, je me suis bien renseigné avec des spécialistes d’Abel. Abel était venu
a Paris, mais il est absolument impossible qu’il ait rencontré Galois : Galois
était trop jeune quand Abel est venu & Paris; j’avais toujours imaginé qu’ils
s’étaient rencontrés dans un café parisien, qu’ils avaient discuté tous les deux.
Apparemment, ce n’est pas possible. Donc quand il avait 17 ans, Cauchy qui
était un académicien, avait déja fait en 1829, deux exposés sur les travaux
de Galois, a I’Académie, au mois de mai et au mois de juin. Ca, ¢’était donc

1. Conférence du CPES (Cycle Pluridisciplinaire d’Etudes Supérieures), PSL (Paris
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en 1829. Et au mois de juillet 1829, le pére de Galois se suicide parce qu’il
avait été la victime d’une campagne de calomnie, qui avait été faite contre
lui, et en plus, Galois échoue pour la deuxieme fois a I’école polytechnique.
Donc c’était la deuxiéme fois qu’il se présentait a I’école polytechnique. A
I’époque, 1’école polytechnique était au top des grandes écoles, donc c’est la
deuxieme fois qu’il échoue. C’est 1a qu’il y a eu la scéne apparemment ou il
a balancé le chiffon a la téte de I'examinateur de mathématiques, parce que
I’examinateur ne comprenait pas les explications de Galois sur le logarithme.

Mais heureusement, Galois est recu & 1’école normale. Et en janvier 1830,
il y a une lettre de Cauchy a I’Académie qui dit qu’il va parler sur Galois.
Ce serait donc pour la troisieme fois, et puis finalement Cauchy renonce, et
je pense, enfin on pense, et les historiens pensent, si vous voulez, qu’il s’était
mis d’accord avec Galois parce qu'il y avait un Grand Prix de I’Académie qui
devait étre donné en 1830 et Cauchy avait convaincu Galois de réécrire son
article, de réécrire ses articles et de se présenter pour ce grand prix. Alors la,
ce qui s’est passé, ¢’était absolument dramatique parce que 'académicien qui
devait rapporter sur 'article de Galois, ¢’était Joseph Fourier. C’est un tres
tres grand mathématicien et Fourier apparemment, il était en haut de ses es-
caliers chez lui, il s’est pris les pieds dans sa robe de chambre et il a dégringolé
I’escalier, il est mort. Donc, gros probleme, gros probleme, et si vous voulez,
il y a eu un tel désordre a ce moment-la, que le manuscrit de Galois a été
perdu. Alors, non seulement Galois n’a pas eu le prix, qu’il aurait peut-étre
mérité, le prix a été donné a Jacobi et Abel, bien stir deux mathématiciens
immenses. Jacobi était un mathématicien allemand, Abel était mort, il était
mort en 1829, le prix a été donné a Abel a titre posthume.

Mais si vous voulez, Galois ne pouvait pas se plaindre de ne pas avoir eu
son grand prix ; par contre, il pouvait se plaindre, a I’époque, il n’y avait pas
de photocopieuse. Donc il avait écrit son manuscrit ; a I’époque, vous écriviez
le manuscrit et puis ¢’était fini. Il 'avait donné a I’Académie mais manuscrit
perdu. Donc il s’était plaint a plusieurs reprises a I’ Académie, mais manuscrit
perdu. Et donc en 1830, le grand prix a été donné en juin 1830 et en juillet
1830, c’est les Trois Glorieuses. C’est Les Trois Glorieuses, et Galois a été a
I’école normale et 1a, il ralait parce que, a I’école normale, les éleves étaient
confinés, ils ne pouvaient pas aller sur les barricades. Par contre, les éleves de
I’école polytechnique, eux, ils pouvaient, donc alors la, Galois a commencé
a vraiment se révolter. C’est tres tres bizarre, si vous voulez, bon, il avait



a peine 18 ans. Donc il a commencé a se révolter et il s’est révolté contre
le directeur de 1’école normale. Et apres ’été, donc, il a commencé a militer
plus ou moins, et de fil en aiguille, il a réussi a se faire renvoyer de 1’école
Normale. Dong, il a été renvoyé de ’école Normale en janvier 1831, et il y a
quelque chose d’incroyablement ironique, qui est que Galois était a la rue, si
vous voulez, il n’avait plus de salaire parce qu’a I’époque, a I’époque et c’est
encore le cas maintenant, les éleves de 1’école Normale recevaient un petit
salaire. Donc il était & la rue et alors pour gagner un peu d’argent, il avait
créé un cours d’algebre, cours d’algebre qui réunissait un certain nombre de
gens qui venaient 1’écouter parce que c¢’était un magnifique mathématicien
malgré son tres jeune adge. Et l'ironie totale, c’est que son cours d’algebre, il
le donnait dans la rue qui maintenant, ¢’est une rue attenante a la Sorbonne,
qui s’appelle la rue Victor Cousin. Pourquoi est-ce que c’est ironique 7 C’est
ironique parce que la personne qui a signé le renvoi de 1’école Normale de
Galois s’appelle Victor Cousin. Alors il y a quelques années, pour les 200 ans
de la naissance de Galois, j’ai eu & donner I'exposé a I’Académie des Sciences
sur Galois. Et a ce moment-la, j’ai voulu que tout le monde se mettent d’ac-
cord pour rebaptiser la rue Victor Cousin en rue Galois. Bon, ¢a n’a pas été
possible, mais il faudrait quand méme, c’est incroyable.

Donc voila ce qui s’est passé. Alors apres, dong, il faut bien dire que Ga-
lois, il est mort & 20 ans. Et les deux dernieres années de sa vie, il n’a pas
beaucoup fait de maths. C’est incroyable, c’est absolument incroyable. Et ce
qui s’est produit, c’est qu’une fois qu’il a été renvoyé de ’école normale, il y
avait quand méme un autre académicien qui lui voulait du bien, il s’appelait
Poisson. Et en mathématiques, il y a une formule bien connue qu’on appelle
la formule de Poisson. Et si vous voulez, Poisson 'avait convaincu de réécrire
son manuscrit et de le présenter a I’Académie. Donc Galois s’était exécuté.
Il avait réécrit son manuscrit. Il avait travaillé, etc. Et entre temps, bien sir,
apres Les Trois Glorieuses, tout le monde commencait a étre extrémement
décu par le nouveau pouvoir. Et Galois faisait partie de ces gens-la. Donc la
premiere chose qu’il a faite, c’est pas tres, pas tres malin, enfin bon. Il était
dans un banquet qui fétait la libération d’opposants au pouvoir. Et alors,
il était dans ce banquet, et il avait levé son verre a Louis-Philippe. Alors,
tous les gens se disaient “il est complétement fou!” : il était dans un banquet
contre Louis-Philippe et il levait son verre a Louis-Philippe. Et dans la main,
il avait un couteau. D’abord, les gens n’avaient pas compris pourquoi il levait
son verre a Louis-Philippe ; secundo, il y avait un espion qui était la et qui



avait vu qu’il avait un couteau a la main. Il avait été arrété, ¢a c¢’était au mois
de mai 1831, il avait été arrété, et il avait été jugé assez vite. Il avait été jugé
par un jury populaire. Mais comme il avait été jugé par un jury populaire, les
gens avaient vu qu’il était un peu bizarre, bon, enfin, je veux dire, il ne se dé-
fendait pas, en gros, il disait... Alors ils 'avaient acquitté. Je crois qu’il avait
été acquitté en juin 1831. Et un mois apres, il a recu le rapport de Poisson sur
son article. Alors la, catastrophe parce que Poisson disait que c¢’était stire-
ment une tres tres belle théorie, mais qu’il n’y avait pas assez de détails dans
les démonstrations, etc. Donc il ne pouvait pas accepter 'article. Et Galois,
quand il a regu ce rapport, il a écrit a la main, dans la marge du rapport, il a
écrit “Oh, chérubins!”. Ca veut dire qu’il voyait que les gens ne comprenaient
rien a ce qu’il faisait. A ce moment-la, il a un peu dérapé, c¢’est-a-dire que la,
il s’est fait arréter. Ca, c¢’était le 4 juillet qu’il a requ le rapport de Poisson, il
a été arrété le 14 juillet a la téte d’'une manifestation contre Louis-Philippe.
Et 1a, il a été mis en prison pour de bon; il a été mis dans une prison qui
s’appelle Sainte-Pélagie ; et bon, il y a beaucoup d’entre vous sans doute, qui
imaginent que s’ils étaient en prison, ils pourraient au moins réfléchir tran-
quilles avec des bouquins; en fait, ¢’était pas du tout comme ¢a, parce que
Galois, il était au milieu des condamnés et c¢’était absolument terrible parce
que les autres condamnés l'obligeaient a boire de la liqueur tres forte, etc. ;
je veux dire que c’était absolument orthogonal a son... a ce qu’il faisait et
en fait 1a, il a rencontré Nerval. Nerval I’a rencontré alors qu’il était en prison.

Et alors, c’est terrible, c¢’est terrible, parce que si vous voulez, Galois est
resté en prison jusqu’au mois de mars de 'année d’apres, 1832. Il n’avait pas
20 ans, toujours, euh, si, il avait 20 ans. Et en mars 1832, la raison pour
laquelle il a été libéré, c’est qu’il y avait le choléra a Paris. Et qu’ils vidaient
les prisons pour pas qu’il y ait trop de dégats. Donc il a été mis dans une
maison de santé et dans cette maison de santé, il est plus ou moins tombé
amoureux d’une fille qui était la, sans se rendre compte qu’elle était déja avec
quelqu’un d’autre.

Et bon, tout ¢a a fini par un duel, d’accord. Et alors la, ¢’est pareil, si vous
voulez, je suppose que chacun d’entre vous imagine que s’il était en devoir de
se battre en duel, il aurait plus d’habileté que I’adversaire, donc ¢a irait quoi,
il s’en sortirait. Malheureusement, le duel dans lequel Galois a été pris, il a
essayé de s’en sortir avant. Il a essayé de dire que... Mais malheureusement,
¢’était un duel absolument terrible, ¢’était comme la roulette russe, ¢’était un
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duel dans lequel il y avait deux revolvers dont 'un seulement des deux était
chargé. Et il fallait qu’ils se les mettent sur le ventre. Donc il a eu, bien sir,
une balle dans le ventre. A I’époque, et méme maintenant, c¢’était mortel, et
les autres 'ont laissé sur place.

Il a été retrouvé par un paysan sur place, qui I’a emmené a ’hopital et il
est mort le jours apres. Bon. Et il a laissé une liasse de papiers, c’est ce qu’il
dit, c’est ce qu’il dit dans ses trucs, donc c’était... Alors il y a des gens qui
vous feront croire qu’il a trouvé tous ses résultats la veille de son duel. C’est
absolument pas vrai, je veux dire, évidemment, il avait continué a réfléchir
et ¢’était au point... il avait di tellement se forcer a continuer a faire des
maths pendant qu’il était dans des circonstances abominables, que des gens
qui 'ont vu a sa sortie de prison disaient qu’il avait 1’air d’avoir 50 ans alors
qu’il avait 20 ans. D’accord, donc c¢’est vous dire un peu la passion qui ’habi-
tait, et ¢’est un miracle, finalement, c¢’est un miracle qu’on ait eu ses travaux.

C’est un miracle absolu qu’on ait eu ses travaux. Donc ¢a, c’est ce qu’il
écrivait et qu’il a laissé dans sa lettre-testament. C’est sa lettre-testament
qu’il avait laissée a son frere, et a son ami, il avait un ami aussi.

Et ce qui s’est produit, donc, c’est que 10 ans ont passé. Et par un ha-
sard extraordinaire, Liouville, qui était un contemporain de Galois, qui avait
simplement deux ans de plus que Galois, a retrouvé les papiers de Galois. Et
il a compris que c¢’étaient des choses absolument géniales. Et il en a parlé a
I’Académie. Donc si vous voulez, 10 ans apres la mort de Galois, ¢’est Liou-
ville que voila. Bon la, évidemment, il est beaucoup plus vieux mais c¢’était
un contemporain de Galois, ¢’était quelqu’un qui était né en 1809, donc deux
ans avant Galois. Et donc, Liouville a compris I'extraordinaire force des tra-
vaux de Galois si vous voulez.

Alors il a écrit ¢a, mais ¢a, je vous le montre écrit correctement, donc
c’est comme ca.

Il en a parlé a I’Académie. Et puis, graduellement, les travaux de Galois
ont été compris. Et alors ce que je vais faire, je ne veux pas vous embéter avec
des mathématiques trop compliquées, je vais simplement vous donner 1’es-
sence de la théorie de Galois. Je vais vous donner I’essence en vous donnant
un exemple. Ce que dit Galois dans sa lettre-testament, c’est quelque-chose



d’incroyablement visionnaire, si vous voulez, ce qu’il dit, c’est :

“Tu sais mon cher Auguste, (il avait un ami qui s’appelait Auguste) que
ces sujets ne sont pas les seuls que j’ai explorés. Mes principales méditations
depuis quelques temps ont étaient dirigées sur application a 'analyse trans-
cendante de la théorie de I'ambiguité.”

Donc Galois a découvert cette théorie de 'ambiguité. Et dans cette lettre,
a la fin de sa vie, il dit que non seulement, il ’a appliquée & des équations
polynomiales. Mais en fait, il I’a appliquée a la théorie des fonctions trans-
cendantes. Personne ne sait ce qu’il avait exactement en téte. Ca, personne
ne peut dire que I'on sait, maintenant, ce que Galois avait en téte.

Par contre, on sait tres bien ce qu’il avait en téte pour les équations po-
lynomiales.

Et donc, pour les équations polynomiales, je vais vous expliquer ce qu’est
la théorie de 'ambiguité. Donc ce que Galois a compris, si vous voulez, ¢’est
quelque-chose d’assez extraordinaire, c¢’est que lorsque vous vous donnez une
équation algébrique, par exemple, je vous ai donné une équation donc, on
sait la résoudre. Vous savez que maintenant, je veux dire avec l'ordinateur,
vous pouvez controler tout ¢a, vous pouvez tracer le graphe d’une fonction,
vous pouvez résoudre une équation polynomiale, et tout ¢a. Mais ’ordinateur
ne vous donnera jamais les zéros qu’avec une certaine précision, il ne vous
donnera jamais les racines qu’avec une certaine précision.

Alors, ce que dit la théorie de Galois, elle dit quelque chose d’extraordi-
naire : elle dit que quand vous prenez une équation comme celle-la, qui est
irréductible, c’est-a-dire qu’on ne peut pas la factoriser en un produit de 2
facteurs avec des coefficients rationnels par exemple. Donc lorsqu’une équa-
tion est irréductible, ce que dit la théorie de Galois, c’est qu’il y a un groupe
qui opére sur les racines, ici sur les b racines, et qui fait qu’on ne peut pas,
si vous voulez, isoler une racine. C’est-a-dire qu’il y a une ambiguité entre
les racines; ce groupe, il fait tourner les racines. Et toute relation qui est
vérifiée entre les racines, toute relation rationnelle qui est vérifiée entre les
racines, par exemple, avec I'ordinateur, vous pouvez voir que cette relation,
elle est presque vérifice, le fait que £ = 4C? + 2D?, vous pouvez vérifier
¢a. En fait, ce que dit la théorie de Galois, c’est qu’il y a un groupe qui



permute ces racines, c’est-a-dire qu’elles peuvent bouger de I'une a 'autre.
Et de telle sorte que si une relation comme ¢a a lieu, elle aura lieu pour les
racines permutées. Et ce que dit la théorie de Galois, ¢’est que par ce groupe,
vous pouvez transformer n’importe quelle racine en n’importe quelle autre.
Alors ce que dit Galois apres, en fait ce que je vous dis en particulier ici, c’est
que c’est impossible d’avoir cette relation. Pourquoi est-ce impossible d’avoir
cette relation 7 Parce que si vous avez cette relation, vous voyez bien que les
5 racines, elles sont réelles. Ca, c’est pas du tout difficile & démontrer. Donc
vous avez bien b racines qui sont réelles. Mais supposez que vous ayez une
relation comme celle que j’ai écrite : £ = 4C?+2D?. Eh bien a ce moment-la,
comme E peut devenir n’importe laquelle des autres racines, C' et D seront
d’autres racines aussi. Et vous voyez bien que toutes les racines devraient
étre positives, puisque ce sont des sommes de carrés. Et donc ce n’est pas
possible. Ce n’est pas possible. Donc, c’est extraordinaire !

Ca vous dit que sans calculer et sans se salir les mains, ni quoi que ce
soit, on sait que cette relation n’est pas possible. C’est-a-dire qu’avec 1'ordi-
nateur, 'ordinateur va vous dire “Mais elle est vraie, elle est vraie!”. Il va le
dire avec des décimales et tout ¢a. Non! Galois dit “c’est pas possible, cette
relation n’est pas vraie!”. Et elle n’est pas vraie par la pensée pure, c’est ex-
traordinaire ! C’est quelque-chose d’extraordinaire! Parce qu’il a compris que
derriére une équation, il n’y a pas seulement la valeur numérique des racines.
Non. Il y a les relations entre les racines qui peuvent exister, Et ce que fait
la théorie de Galois, c’est de déceler exactement toutes les relations entre les
racines. Et elles sont décelées par un groupe. Alors, ne croyez pas les gens
qui vous diront que c’est Galois qui a inventé la théorie des groupes. Non, les
gens comme Lagrange, etc., savaient ce que c’étaient que les groupes avant
lui. Mais Galois est le premier mathématicien moderne. C’est-a-dire que c’est
le premier mathématicien qui a eu cette fulgurance, si vous voulez, qui fait
que certaines choses comme ¢a sont vraies sans qu’on ait a calculer ou quoi
que ce soit, d’accord. On a une théorie abstraite, ¢’est une théorie de I'am-
biguité et résoudre une équation, c’est graduellement diminuer I'ambiguité
qu’il y a, pour que finalement, sur I’équation, on puisse affirmer telle racine,
et telle racine, etc. D’accord. Donc c’est ¢a, la théorie de 'ambiguité. Et ici,
en 'occurrence, on peut calculer ce qu’est le groupe de Galois. Donc le groupe
de Galois, vous voyez les 5 racines, elles sont indiquées ici. Le groupe de Ga-
lois, il va les permuter. Et puis, mais il les permute si vous voulez de maniere
transitive, c’est-a-dire que si on itere ces permutations, si par exemple, je
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prends la racine qui est en-haut au milieu, elle va aller sur la premiere; et
apres, si je regarde ou va la premiere, elle va sur la derniére; apres, si je
regarde la derniere, elle va sur 'avant-derniere ; si je regarde I'avant-derniere,
elle va sur la seconde. Donc vous voyez que vous avez fait tout le tour d’ac-
cord.

Donc bon, et ¢a, c’est toujours vrai, ¢’est-a-dire que quelle que soit ’équa-
tion que vous preniez, Galois vous dit que si elle était réductible, il y a un
groupe qui permute les racines. Alors il y a beaucoup de mathématiciens qui
croient connaitre la théorie de Galois, parce qu’ils disent que Galois a réussi
a démontrer qu'une équation est résoluble par radicaux si et seulement si
son groupe de Galois est résoluble. Mais en fait Galois, a 17 ans, avait bien
mieux que ¢a, il avait... un théoréme...

Je vais vous effrayer mais ne vous inquiétez pas, on va passer a un autre
sujet tout de suite. Donc ce que Galois démontre, c¢’est que si on prend une
équation qu’il appelle primitive. C’est une certaine définition technique, pour
qu’elle soit résoluble par radicaux, il faut et il suffit qu’on puisse indexer les
racines par un corps fini. C’est Galois qui a inventé les corps finis. C’est assez
amusant parce que les Frangais sont pudiques, parce que les Anglo-Saxons
appellent ces corps finis les Galois fields. Si on traduit en francais, ¢a se tra-
duit par corps de Galois. Mais en France, on n’utilise pas cette terminologie :
on parle de corps fini. Et alors le théoreme de Galois, qu’il avait quand il
avait 17 ans, c’est que pour qu’une équation primitive soit résoluble par ra-
dicaux, il faut et il suffit qu’on puisse indexer ses racines par un corps fini, de
telle sorte que le groupe de Galois, alors la, tenez-vous bien, accrochez-vous,
soit contenu dans le produit semi-direct du groupe affine du corps fini par le
Frobenius, par les puissances du Frobenius. D’accord, d’accord, ok, bon.

(rires)

Et alors quand j’ai préparé mon exposé pour 1’Académie, justement, je me
suis apercu qu’en fait, Galois connaissait un nombre incalculable de choses
et qu’il connaissait par exemple, maintenant ce qu’on appelle la théorie de
Sylow, qui est une théorie qui a été mise au point peut-étre 50 ans apres la
mort de Galois. Donc c’est vous dire un peu a quel point il avait réussi a voir
si loin. Et & la fin de mon exposé, je vous montrerai un texte de Grothendieck
et c’est un texte qui est fondamental parce que ¢a s’applique merveilleuse-



ment au cas de Galois d’accord, et c’est un texte sur la créativité, sur la
découverte et sur le fait que la vraie créativité, elle demande justement si
vous voulez de retourner a cet esprit de 'enfant qui est a la fois libre, mais
aussi qui n’accepte pas si vous voulez le poids des connaissances qu’on met
sur lui. Donc on y reviendra a ¢a, d’accord.

Alors maintenant, j’en viens a un autre sujet, parce que je ne veux pas
négliger la physique. Et & un autre sujet qui me tient & coeur aussi énormé-
ment et qui est celui, si vous voulez, d'un autre grand découvreur, dans le
XX gidcle, si vous voulez, c’est la découverte de la mécanique quantique.
Maintenant, on va passer a Heisenberg et a la mécanique quantique. Donc on
fait une pause si vous voulez. Ce que j’ai essayé de faire, c’est de choisir des
sujets qui vous montrent, chacun, une nouvelle notion qui a été découverte,
soit en faisant de la recherche mathématique, soit en faisant une recherche
sur la nature, sur la physique. Mais chacune de ces notions est une notion
qui a un sens, qui a un sens absolument fondamental.

Donc, I'histoire d’Heisenberg, elle est en fait reliée a un lieu, et ce lieu,
c’est une ile qui en allemand s’appelle Helgoland ; en francais, on traduit
Heligoland. C’est une ile des pays nordiques. Et c’est une ile qui a une par-
ticularité, je ne sais plus si cette particularité est encore vraie de nos jours;
en tout cas, elle avait une particularité dans les années 1925, qui était qu’elle
n’avait pas de pollen. Il n’y avait pas d’arbres, il n’y avait pas de sources de
pollen. Alors, quel est le lien avec Heisenberg ? Le lien, c¢’est que Heisenberg
était un étudiant en physique, enfin, un étudiant, il avait déja de la bou-
teille... Il était a Gottingen, je pense. Et a un moment donné, ¢’était au mois
de mai, il a été pris d’une allergie terrible, le thume des foins si vous voulez.
Donc il avait la téte enflée, enfin tout ¢a quoi, et donc a I’époque, le seul
remede, on ne donnait pas d’anti-histaminiques, le seul remede, c’était de
I’envoyer a Heligoland. Donc il a été envoyé sur cette ile. On lui a dit “il faut
arréter de faire vos cours, etc.” et on vous envoie sur cette ile. Et il est arrivé
sur cette ile. Il était logé par une vieille dame dans une maison, peut-étre
une des baraques qui sont la-haut, 1a. Et puis a ’époque, il cherchait... (petit
bruit circonspect interrogatif). A 1'époque, il cherchait...

Il essayait de ... A I’époque, la mécanique quantique était & un stade pré-
historique, c¢’est-a-dire qu’on avait décidé ce qu’on appelle certains principes,
qui permettaient de calculer des énergies et tout ca, mais je veux dire que ce



n’était absolument pas une vraie théorie. Et Heisenberg réfléchissait sur un
probléme. En gros, son probléme, ¢a prendrait trop de temps de I'expliquer,
si vous voulez, I'idée, en gros, a I’époque, on concevait I'atome comme un
petit systeme solaire. Mais ¢a ne marchait pas. Parce que ce qui se passe
dans un systeme comme le systéme solaire, c’est que, par exemple si 1’élec-
tron tournait autour du noyau, il émet de I’énergie, et donc en fait, son orbite
devrait se ratatiner sur le noyau. Et ¢a, c’est pas ce qui se passe en réalité.
Donc il y avait des choses comme ¢a qui ne collaient pas du tout. Et donc,
Heisenberg a réfléchi la-dessus. Il est parti des résultats expérimentaux, ce
qu’on appelle le principe de Ritz-Rydberg. Et puis bon, il avait ce calcul qu’il
voulait faire et quand il était sur cette ile, il a commencé & faire ce calcul. Il
y avait des choses qu’il ne comprenait pas, tout ¢a. Et puis un matin, a 4h
du matin, tout a marché! Il a eu cette révélation extraordinaire! Et au lieu
d’aller se coucher, il est allé grimper sur un des pics rocheux (rires) qui sont
au bord de I'1le. Il s’est installé en haut, et il a attendu le lever du soleil. Et
dans ses mémoires, il décrit de maniére extraordinaire si vous voulez, cette
illumination qu’il a eue et il dit vraiment, et c¢’est vrai, qu’il a eu tout d’un
coup devant les yeux un immense paysage qui s’est dévoilé a ses yeux, mais
¢’était un paysage intellectuel, bien siir; ce paysage, c¢’était 1'essence de la
découverte qu’il a faite, si vous voulez, c’est quelque-chose d’incroyable! Il
a découvert que quand on fait des calculs, voila Heisenberg, et on y revien-
dra a g¢a. Ce qu’il a découvert, c’est que vous voyez, quand vous faites de
la physique, bon par exemple, vous écrivez e = mc? ou des trucs comme
ca. Vous pourriez écrire e = ¢? fois m, c’est du kif-kif, ce sont des nombres.
Bon, eh bien, je veux dire, ¢a ne change rien. Ce qu'Heisenberg a trouvé,
c’est quelque-chose d’incroyable. Heisenberg a trouvé que si vous essayez de
manipuler la position et le moment, on parle de la vitesse, mais il faut parler
du moment : le moment, c’est le produit de la vitesse par la masse, d’accord ?
Donc, si vous essayez de manipuler a la fois la position et le moment, au ni-
veau microscopique d’un tout petit truc, d’'un atome ou d’un truc comme ca,
eh bien, vous pourrez toujours faire tout ce que vous voulez, vous n’arriverez
jamais a mettre en défaut ce qu’on appelle le principe d’incertitude d’Hei-
senberg, d’accord, qui est que AzAp... Az, c¢’est 'incertitude sur la position,
Ap, c’est 'incertitude sur le moment. Eh bien ¢a, c¢’est toujours plus grand
ou égal a h/2, qu’est-ce que c’est que h, c’est la constante que Planck avait
introduite au début du siecle, pour expliquer certains phénomenes physiques.

Alors 14, il faut que je vous raconte une petite histoire, a propos du prin-
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cipe d’incertitude parce que bon, (chuchotant) je crois qu’il y a un bouquin
d’ailleurs la-dessus, qui est pas mal, d’ailleurs... Mais en fait, sur le principe
d’incertitude, si vous voulez vraiment ressentir en quoi ce principe a troublé
les gens, il y a une histoire qu’il faut que je vous raconte. C’est que bien
stir, Einstein n’y croyait pas. Pourtant, Einstein est a ’origine de la théorie
quantique, je veux dire, c’est Einstein qui a eu l'idée que le photon avait
des niveaux d’énergie qui étaient quantiques. Donc Einstein n’y croyait pas.
Donc Einstein avait imaginé un dispositif.

A T'époque donc, Heisenberg a trouvé son principe d’incertitude vers la
fin des années 1920. A cette époque-la, il y avait ce qu’on appelait les congres
Solvay ; c¢’étaient des réunions de physiciens, en petit nombre, et bien siir, ils
discutaient entre eux.

Donc il y a eu un congres Solvay, je crois que ¢’était en 1830, ou quelque-
chose comme ¢a. Et donc Einstein avait imaginé la chose suivante; il avait
imaginé pour mettre en défaut le principe d’incertitude, mais pas sur la po-
sition et le moment, mais sur AtAFE; c’est a dire que...(soupir, soupir)... le
temps, c’est la variable duale de I’énergie, de méme que la position est la
variable duale du moment. Et le principe d’incertitude vous donne quelque
chose de semblable pour AtAE. Quelque-chose comme h ou h/2, ¢a dépend
des unités. Donc Einstein ne croyait pas a ¢a. Et Einstein avait imaginé...
Bien siir, il faisait toujours la méme chose, c’est-a-dire que quand il ne croyait
pas a quelque chose, il imaginait une expérience de pensée. Une expérience
de pensée, qu’est-ce que ¢a veut dire? Ca veut dire que je vais vous faire
un dessin tres grossier : mais en fait, on peut trés bien imaginer que cette
expérience soit rendue de plus en plus précise. D’accord? Donc le dessin
treés grossier, ¢’était le suivant : (dessinant le dispositif au tableau) 1a, on
va mettre un petit ressort, et puis ici, on va mettre une boite. Et puis on
va mettre comme un coucou quoi. Et puis avec, il y aura I’heure ici, d’accord ?

C’était ¢a son systéme, et puis 1a, il y a une espece de truc. Et puis, la,
il y a des... Voila le systéeme.

Alors quelle était 'idée d’Einstein ? L’idée d’Einstein, c’est que At, eh
bien, on va le controler puisqu’on a I’heure ici, d’accord. Donc ¢a, c’est le ¢
donc. Et AFE maintenant ? Donc, qu’est-ce que ¢a veut dire, qu’est-ce que j’ai
dit ici (montrant un endroit du dessin)? Ca veut dire qu’il y aura un moment
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donné ou le coucou va faire “Touc!”. Il va émettre un photon. Et on saura
a quelle heure il ’a émis puisqu’il y a ce truc qui marque ’heure, d’accord.
Donc At, (bruit pour exprimer qu’on ne sait pas quoi...). Alors maintenant
AFE. Eh bien le photon, ¢a, Einstein, il le sait, le photon, il pése hv, ou v
c’est la fréquence du photon. Donc ca, c¢’est e si vous voulez, c¢’est ’énergie.
Donc quand le photon sort, ce truc-la, il devient un petit peu plus léger...
(voyant qu’il semble peut-étre avoir un peu perdu la compréhension de son
auditoire) Est-ce que vous connaissez ’histoire du camion qui transportait
des trous, non? Vous ne la connaissez pas? Il était en montagne, d’accord,
puis & un moment donné, le chauffeur, il s’est senti plus lourd, il a reculé, il
est tombé dans le trou, d’accord.

(rires).

Bon, je reprends, d’accord ? Donc, ici, une fois que le photon a été émis,
d’accord, ce truc-la devient un petit peu plus léger, donc ¢a va, si vous vou-
lez, I'aiguille, elle va monter un petit peu, et en regardant de combien elle
est montée, on va connaltre AE donc en fait, Einstein disait “bah on va
connaitre AFE, on va connaitre At, avec une précision aussi grande que 'on
veut. Donc on aura pas le principe d’incertitude”. Alors il a dit ¢a. Et ¢a a fait
terriblement peur a Bohr qui était en train de discuter avec eux, parce que
Bohr croyait bien sfir au principe d’incertitude, ¢a lui a fait terriblement peur
parce que... Quelle était la raison pour laquelle il avait peur ? La raison pour
laquelle il avait peur, c’est que quand vous faites les calculs avec ce systeme,
proposé par Einstein, ce qui va intervenir, c’est la constante de gravitation
parce que vous voyez, I’horloge, quand elle monte un peu, elle est dans le
champ gravitationnel, donc quand vous allez chercher de combien ’énergie
a diminué, vous allez faire intervenir la constante de gravitation, donc évi-
demment, la constante de gravitation, elle rentre absolument pas dans le h
de Planck etc. La théorie de Planck, elle est completement disjointe de la
gravitation. Donc Bohr se disait, c’est foutu!

Dong, il y a une photo extraordinaire, sur laquelle on voit Einstein sortir
tres fierement de la salle de congres Solvay et on voit Bohr qui le suit un peu
comme un petit chien, et qui est, bon... Et alors ce qui s’est passé, c’est que
ce n’est pas la fin d’histoire. La fin de I'histoire est absolument merveilleuse,
parce que ce qui s’est passé, c’est que Bohr est rentré a son hotel. Evidem-
ment, il n’a pas dormi, il n’a pas dormi de la nuit parce que bon, je veux
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dire... Il n’a pas dormi de la nuit, et il a trouvé la réponse... Et la réponse est
fantastique. La réponse est absolument fantastique, parce que, si vous voulez,
bon, ¢a paraissait impossible, impossible! Pourquoi ? Parce que, comme je le
disais, il y aura la constante de gravitation quand vous allez faire le calcul
et ca, c’est impossible que ¢a marche! C’est impossible qu’on retrouve le h.
D’ou il sort 7 Ce qu’a trouvé Bohr pendant la nuit, il a trouvé que le méme
Einstein, en fait, il avait pondu la relativité générale. (Alain Connes écrit
les formules a la craie au tableau). A I'époque! Ca, vous savez, maintenant,
cette année, au mois de novembre, il va y avoir un tas de célébrations de la
découverte de la relativité générale par Einstein. Ca fait exactement 100 ans.
C’est pour ¢a qu’il va y avoir toutes ces célébrations. Donc ¢a fait exactement
100 ans. Et c’était donc une dizaine d’années, ou méme plus, une quinzaine
d’années avant ’histoire en question. Qu’est-ce que ¢a a voir avec le truc?

Ce que ca a a voir avec le truc, c’est la chose suivante : c’est que ce que
dit la relativité générale, elle dit que le passage du temps, si vous écrivez la
métrique, vous avez ce qu’on appelle la métrique de Minkowski, en fait, qui
est diie a Poincaré, donc de 'espace-temps si vous voulez. Lorsque ca, c’est
Pespace-temps de la relativité restreinte, et si vous regardez la métrique de
I’espace-temps de la relativité générale, en premiere approximation, ce qui
se passe, c’est que la métrique ne change pas pour les coordonnées usuelles :
on est dans un espace euclidien. Par contre, elle change pour le passage du
temps, et la maniére dont elle change, c’est que le coefficient dt? est multiplié
par 1+ deux fois le potentiel Newtonien V' (z,y, z).

Vous inquiétez pas, c’est pas... bon. Qu’est-ce que ¢a veut dire? Ca veut
dire que le temps passe différemment selon I'altitude, ok 7 Mais ’horloge, elle
a changé d’altitude un petit peu (Eclats de rires). Donc son temps a passé
différemment. Vous faites le calcul et vous retrouvez le principe d’incertitude
d’Heisenberg. C’est incroyable! Ca veut dire que Bohr, si Einstein n’avait
pas découvert la relativité générale (Eclats de rires) une quinzaine d’années
avant, il aurait eu raison, d’accord ?... Personne n’aurait cru que le principe
d’incertitude était valable. Mais, a cause de la relativité générale, que lui-
méme avait inventée, il a été battu, il a été mis en défaut. Donc le lendemain
matin, Bohr est rentré, triomphant, je veux dire, c’est extraordinaire! C’est
vraiment extraordinaire, mais si vous voulez, tout ca, c’est pour essayer de
vous faire sentir le fait qu’aucune de ces notions n’a été acceptée au début.
Pas du tout! Absolument pas. Il y a toujours une résistance absolument
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terrible, a des choses qui sont nouvelles comme ca... Et alors, ce qui est in-
croyable dans le quantique, ce qui est ahurissant dans le quantique, si vous
voulez, et ¢a je pense que ce n’est pas vraiment passé dans les connaissances.
Oui, alors, bon. J’en parlerai apres de ga, j’en parlerai apres. J’y reviendrai.
Ce qui est incroyable dans le quantique, si vous voulez, c’est le fait que, et ¢a,
¢a vient du principe d’incertitude d’Heisenberg, ¢’est que, contrairement a la
physique classique, quand vous faites une expérience dans le quantique, vous
ne pouvez pas reproduire ’expérience. C’est quelque-chose de fondamental.
Quand j’essayais de vous dire, si vous voulez, que j’allais vous expliquer des
concepts ou des notions... Ce sont des notions qui font une telle cassure
avec la vision classique, si vous voulez, que c’est énorme comme différence.
Qu’est-ce que je veux dire par 1a? Ce que je veux dire par la, c’est que si
vous faites une expérience de nature quantique, par exemple vous envoyez
un photon, et ce photon, il va passer par une toute petite fente qui est a peu
pres de la taille de sa longueur d’onde. Et apres, vous allez le recevoir sur une
cible. Eh bien, le fait que vous receviez le photon a un endroit  donné, cette
expérience-1a n’est pas reproductible. C’est-a-dire que vous pourrez refaire
I’expérience avec autant de précision, donner les mémes conditions initiales,
etc., le résultat final ne sera pas le méme. C’est incroyable, ¢a! Et il ne sera
pas le méme a cause du principe d’incertitude de Heisenberg.

Alors, vous pouvez me dire “Bon bah d’accord bah bon moi, je m’en
fiche, il y a un peu d’aléa, quoi! Un aléa microscopique, je m’en fiche!”. Mais
non! Maintenant, ce qui se produit, c’est que le fait qu’il y ait cette incer-
titude fondamentale, si vous voulez, eh bien, ¢a a été utilisé pour produire
des nombres aléatoires. C’est-a-dire qu’il y a des Suisses qui ont fabriqué
un appareil qui marche, maintenant c’est avec une lampe LED, vous savez
les petites lampes LED la, comme ¢a. Alors ces petites lampes envoient des
photons sur une cible, voila. On regarde a quel endroit le photon arrive, il
arrive sur I'un des carreaux de la cible. Et & partir de la, on fabrique un
nombre et comme c’est un phénomene quantique, c¢’est-a-dire que c’est un
phénomeéne qui n’est pas reproductible, ¢a produit des nombres aléatoires,
qui sont tellement aléatoires que, méme si un attaquant voulait reproduire la
méme chose, ¢a veut dire s’il connaissait toutes les données sur le systeme, il
n’arriverait pas a reproduire le méme nombre. Alors qu’avec un ordinateur,
si vous fabriquez des nombres aléatoires, si 'attaquant connait votre systéme
de fabrication, il arrivera a les reproduire, les nombres aléatoires, d’accord ?
Donc c’est phénoménal, c’est phénoménal! Alors, de la, si vous voulez de
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cette vérité extraordinaire, en fait, sort une idée, qu’on a commencé a exploi-
ter et cette idée, c’est la suivante : vous voyez, nous, nous sommes habitués
en physique a attribuer tout variabilité au passage du temps, c’est-a-dire que
bon... Moi, je me souviens une fois mon prof, j’avais un prof, je ne sais plus
si ¢’était en maths sup. Il m’a dit de passer au tableau, alors j’y passe.

II m’interroge. Et puis, il me fait ¢a (geste d’une courbe dessinée en l’air)
- Ouhouh ?! (rires). Moi, je regarde comme c¢a... Il me dit “Monsieur Connes,
quelle est la variable 7”. Alors, moi, je faisais de la cinématique. Je réfléchis...
Et puis au bout d’'un moment, je lui réponds : “c’est le temps!”. C’était la
bonne réponse ! Vous voyez, normalement, il y a un tas de choses qui sont va-
riables. Et toute la physique est écrite en notant d/dt de quelque-chose égale
quelque-chose d’autre... Toute la physique est écrite en fonction du temps. Et
en fait, si on réfléchit suffisamment, au niveau conceptuel, on s’apercoit en
fait, que la mécanique quantique occasionne immédiatement des paradoxes,
des paradoxes tres tres violents, tres tres forts, si vous voulez, et qui viennent
précisément du fait qu’on attribue la variabilité au passage du temps.

Et il y a une idée fondamentale qui a du mal a passer, mais qu’on a essayé
de vulgariser etc., et cette idée c’est en fait que la vraie variabilité, c’est la
variabilité quantique et que le temps en fait, émerge de cette variabilité-la.
Ca veut dire que le temps n’est qu'un phénomene secondaire, n’est qu’un
phénomene émergent, qui résulte de la variabilité quantique, mais qui n’est
pas du tout fondamental d’accord.

Alors pour essayer de faire passer cette idée, en fait, je ne vais pas vous
donner tous les détails, on a écrit un livre, donc, avec Danye Chéreau et
Jacques Dixmier, on a écrit un livre ensemble, qui s’appelle Le Théétre quan-
tique. Et dans ce livre, vous verrez une introduction a cette idée-la, qui est,
on l'espere, compréhensible quoique un peu cryptique évidemment, c’est-a-
dire qu’on ne donne pas tous les détails etc. Mais 'idée vient d’un autre
mathématicien tout a fait extraordinaire Von Neumann.

Cest-a-dire apres la découverte de Heiseberg, si vous voulez, apres la
grande découverte de Heisenberg, bien siir, les mathématiciens ont formalisé
ce que Heisenberg avait trouvé. Ca a pris du temps. Ce que Heiseberg avait
trouvé, donc je vous le rappelle, ¢’était que vous ne pouvez pas permuter les
lettres, les variables comme e = mc?, vous ne pouvez pas écrire e = cm. On
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ne peut pas faire ¢a, d’accord ? Alors il y a des gens qui vous diront “Ouh
la la la la! Qu’est-ce que ca va étre compliqué tout ¢a!”. Mais en fait, non,
revenons a Heisenberg.

Vous voyez ces deux phrases, donc ¢a, c’est une anagramme qui a été
trouvée par Jacques Perry-Salkow, qui est tout a fait extraordinaire et qui
a été la naissance du bouquin que je vous ai montré. Mais que signifie une
anagramme ? Elle signifie que si j'avais le droit de permuter les lettres, j'ob-
tiendrai le méme résultat : pas terrible! (rires) a2bcd... Donc vous voyez,
dans le commutatif, ¢ca vous donne le méme résultat. Mais bien sfir, nous
sommes tous habitués a faire attention a l'ordre des lettres... Bien siir, c¢’est
le langage! Le langage est fait pour ¢a. Et la découverte d’Heisenberg peut
se dire incroyablement simplement : elle peut se dire en disant que Heisen-
berg, il a trouvé qu’il fallait faire attention a l'ordre des lettres, quand on fait
des calculs avec les variables microscopiques, c¢’est merveilleux ! C’est quelque
chose d’absolument merveilleux, d’accord! Bon alors Von Neumann a élaboré
la-dessus, il a trouvé qu’il fallait un formalisme mathématique qui s’appelle
le formalisme des espaces de Hilbert, c¢’est un truc assez compliqué.

Alors, vous savez, dans mon introduction, j’ai dit que j’allais parler des
algebres de Von Neumann, d’accord. Alors justement la j’en parle, d’accord.
Je ne vous donne pas trop de détails, bien siir, pas trop de détails sur les types
et tout ¢a. Mais maintenant, je vais vous parler d’un autre mathématicien,
et qui a été le point de départ, vraiment de mon travail, de ma these, etc., et
qui est 'outil qui a permis d’avoir, I'outil essentiel qui permet de donner un
sens a cette idée que le temps, le passage du temps émerge a partir de ’aléa
du quantique. Alors, la raison pour laquelle je vous montre sa photo, c’est
que malheureusement il est mort, le 9 octobre, a ’age de 91 ans; sa photo a
été prise quand il était venu a Bures-sur-Yvette il y a exactement 30 ans. Il
a passé un an a Bures-sur-Yvette il y a 30 ans, et pourquoi c’est un person-
nage absolument extraordinaire ? C’est un personnage extraordinaire parce
que par exemple, il était dans I'armée au moment de la guerre entre le Japon
et les Etats-Unis, mais il était devenu sourd a I’dge de 2 ans. Donc il y a eu
un moment donné ou tous ses coréligionnaires couraient aux abris, quand il
y avait un bombardement. Tomita ne bougeait pas, et quand ses coorélion-
naires revenaient le voir, ils lui disaient “mais tu es fou?...”. Ils le secouaient,
et il leur disait “Quel bombardement ?”. C’était a ce point-la, il était connu
comme ¢a. Et alors il y a eu un épisode ot le gradé qui les commandait a dit
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que lui ne serait pas de I'expédition qu’ils allaient faire parce que, comme il
était sourd, ¢a posait plutét un probléme. Donc il est resté et tous les autres
sont morts. Et apparemment, mais ¢a j’en suis moins siir, apparemment, il
était le suivant sur la liste des kamikazes au moment ou la guerre s’est arrétée.

Ensuite, il a eu un prof, il faut dire que peu apres la guerre donc, quand il
était a 'université, au lieu de faire des cours, enfin au lieu d’aller écouter les
cours, les étudiants allaient planter des pommes de terre tellement il y avait
la famine. Ils allaient planter des pommes-de-terre tout pres de 'université.
Donc il avait un prof. Il avait un prof pour faire sa these, son prof s’appelait
Ono, et son prof, la premiere fois donc Tomita va voir son prof, parce qu’il
voulait faire une these; son prof prend un gros gros bouquin, je n’en ai pas
amené avec moi. Le prof lui donne un livre, oh ! plus que ¢a, deux fois ¢a facile,
d’accord, il le donne a Tomita et il lui dit “Lisez ce bouquin et revenez me
voir quand vous aurez tout compris”. Alors ¢a va, comme ca. Alors pendant
2 ans, ils ne se voient pas. Et puis au bout de 2 ans, par hasard, Tomita ren-
contre son prof dans les couloirs de I'université. Son prof se souvenait quand
méme : “alors ce bouquin, ¢a avance ?”. Et Tomita lui répond “je I'ai perdu au
bout d’une semaine...” (rires) C’était un type absolument génial. Il racontait
des histoires qui étaient absolument géniales. Il a fait une découverte abso-
lument géniale. Seulement, comme il était sourd, si vous voulez, c¢’était tres
tres tres difficile de communiquer avec lui. C’était vraiment tres tres difficile,
la plupart du temps, il coupait son appareil. (Tires). Moi, ¢a a été le point
de départ de mes travaux si vous voulez. Le départ de mes travaux, ca a été
le fait que donc Tomita et puis apres Takesaki, qui avait repris les travaux
de Tomita, avait trouvé que bon, sur une algebre de Von Neumann, comme
Von Neumann les avait définies, il y avait une évolution mais qui dépendait
d’un état. Et alors, ce que j’ai démontré dans ma these, ¢’est qu’en fait, elle
ne dépendait pas d’un état et qu’il suffisait d’avoir la non-commutativité,
c’est-a-dire qu’il suffisait d’avoir une algebre, de faire des calculs dans les-
quels vous faites attention & I'ordre des termes, pour qu’il y ait une évolution
dans le temps, donc pour qu’il y ait un temps qui passe. Bon alors apres, il
y a eu un tas de conséquences de ca, bien entendu. Et en fait, I’essentiel de
mes travaux a été si vous voulez de développer la géométrie pour des espaces
qui contrairement aux espaces de Descartes, parce que Descartes si vous vou-
lez, avait réussi a comprendre qu’il y avait une dualité entre la géométrie et
I’algebre car Descartes avait compris qu’on pouvait encoder un espace géo-
métrique par des coordonnées et puis faire des calculs algébriques au lieu de
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faire des calculs géométriques. Un exemple le plus simple possible : si vous
voulez démontrer que les 3 médianes d’un triangle se coupent. Eh bien, il y
a plusieurs manieres de faire, mais la maniere la plus simple, c’est de faire
le calcul du barycentre. Vous prenez les coordonnées puis vous calculez le
tiers de la somme des coordonnées. Quel est 'avantage de la démonstration
algébrique sur la démonstration géométrique? Vous pouvez bien sir faire
une démonstration géométrique du fait que les 3 médianes d’un triangle se
rencontrent. Mais supposez que je vous demande de le démontrer en dimen-
sion n? (rires). Alors que la démonstration algébrique, elle est évidente, vous
faites 1/n fois la somme des coordonnées et puis c’est tout, ¢a vous donne le
point d’intersection et puis c’est terminé. Donc vous voyez la puissance de ce
va-et-vient, entre d’un coté la géométrie, et de l'autre coté I'algebre. Alors
ce qu’a découvert Heisenberg, c’est qu’il y avait des espaces incroyablement
naturels dans lesquels justement, les coordonnées ne commutent pas. Et ces
espaces correspondent aux observables sur un systéme microscopique.

Et donc moi, I'essentiel de mes travaux, ¢a a été de développer la géomé-
trie, pour de tels espaces.

Alors comme le temps est encore assez court, au lieu de vous parler de
mes travaux, je vais vous parler d’un autre mathématicien absolument ex-
traordinaire, qui s’appelle Alexandre Grothendieck, et qui est mort il y a
un an, et la raison pour laquelle je vais vous en parler, ce n’est pas parce
que je veux vous décrire la théorie des topos, parce que ca, c’est une mer-
veilleuse théorie mais ¢a ne passerait pas, je n’ai pas envie d’en parler. Apres
peut-étre... Mais c’est surtout pour vous expliquer, pour vous montrer ce que
Grothendieck dit sur la créativité et sur ce besoin absolument nécessaire de
retrouver, lorsqu’on est devant un probleme tres treés difficile, son ame d’en-
fant et cette espece de, justement, d’ouverture, de sensibilité, etc. qui est en
fait trop souvent complétement gommeée, complétement effacée par le poids
des connaissances. Donc voila ce que dit Grothendieck, je vais le lire avec
vous, et puis on s’arrétera la. Donc voila Grothendieck quand il était jeune.
Il a eu, lui aussi, une vie extrémement tumultueuse.

Donc voila ce qu’il écrit. Il écrit :

Dans notre connaissance des choses de ['univers, qu’elles soient mathéma-
tiqgues ou autres, le pouvoir rénovateur en nous n’est autre que l’innocence.
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C’est l'innocence originelle, que nous avons tous regue en partage d notre
naissance, et qui repose en chacun de nous, objet souvent de notre mépris,
de nos peurs les plus secrétes. Elle seule, (donc cette innocence) unit I’hu-
milité (bien siir, la recherche est une école d’humilité, ’école quotidienne
de I'humilité) [’humilité et la hardiesse qui nous font pénétrer au ceur des
choses et qui nous permettent de laisser les choses pénétrer en nous, et de
nous en imprégner. (Ca, c’est la premiere chose qu’il dit. Ensuite il dit :) Ce
pouvoir-la, (Ca, c’est trés trés important, maintenant.) Ce pouvoir-la n’est
nullement le privilége de dons extraordinaires.

Vous voyez, lorsque parfois on assiste a des expositions, sur les mathé-
matiques, vous avez 'impression que ouh! Ce sont des extraterrestres ces
gens-la, non il ne faut pas du tout avoir cette peur, absolument pas. Il arrive
au contraire trop souvent que les gens trop intelligents aient une réaction
immédiate et que cette réaction immédiate en fait, soit fausse. C’est-a-dire
ils vous disent “ca va pas marcher pour telle et telle raison...”. En fait, s’ils
avaient réfléchi plus, il se seraient apercus que ¢a marche, d’accord. Donc ce
que dit Grothendieck, c¢’est que donc :

Ce pouvoir la mais nullement le privilége de dons extraordinaires, d’une
puissance cérébrale, disons hors du commun, pour assimiler et pour manier
avec dextérité et avec aisance, une masse impressionnante de faits, d’idées
et de techniques connues. Ces dons sont certes précieux et sources d’envie
strement pour celui qui, comme moi, n’a pas été comblé ainsi a sa naissance
au-dela de toute mesure...

La, il est vraiment ironique, ironique, j’aime pas dire le plus grand parce
que le plus grand, qu’est-ce que ¢a veut dire..., on ne peut pas comparer des
choses différentes, mais il a eu une influence phénoménale sur les mathéma-
tiques du XX®™€ siecle. Une influence phénoménale. Donc I'entendre lui, dire
¢a... ¢’est rassurant, disons! Ces dons sont certes précieux et sources d’envie
strement pour celui qui comme moi n'a pas été comblé ainsi a sa naissance
au-dela de toute mesure. Ce ne sont pas ces dons-la, pourtant, ni l’ambition
méme la plus ardente (Pambition ne suffit en rien) ['ambition, servie par
une volonté sans faille, qui font franchir ces cercles invisibles et impérieux
qui enferment notre univers. Seule linnocence les franchit, sans le savoir, ni
sans s’en soucier, a l'instant ot nous nous retrouvons seuls a l’écoute des
choses, intensément absorbés dans un jeu d’enfant.
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Donc ce qu’il explique, c’est qu’il n’y a rien de plus fructueux que de
se saisir d’'une question et d’y réfléchir, mais de cette maniere-la, d’une ma-
niere completement indépendante du poids de la science, etc. d’accord. Bien
stir, bon, pour arriver au probleme, il faut connaitre un certain nombre de
choses mais apres, il faut y réfléchir comme ¢a. Et donc il continue en disant :

La découverte est le privilége de 'enfant. C’est du petit enfant que je veuz
parler, 'enfant qui n’a pas peur encore de se tromper, d’avoir ’air idiot, de
ne pas faire sérieut...

Par exemple, tout a I'heure, il y aura des questions donc d’accord, at-
tention & c¢a, il ne faudra pas avoir peur. Il y a méme un proverbe chinois
qui dit : “si je pose une question, j’ai I’air idiot pendant 5 secondes; si je ne
la pose pas, j’ai I'air idiot tout le reste de ma vie.”. Donc voila ce qu’il dit,
donc, de ne pas faire sérieux, de ne pas faire comme tout le monde. Et c’est
vrai quand-méme qu’il y a une attitude typiquement francaise assez caracté-
ristique dans une assemblée : on a peur de poser la question, sauf quand on
connait la réponse (rires).

1l n’a pas peur non plus que les choses qu’il regarde aient le mauvais gott
d’étre différentes de ce qu’il attend d’elles, de ce qu’elles devraient étre, ou
plutot de ce qu’il est bien entendu qu’elles sont, c’est-a-dire, ce que la majo-
rité des gens vont lui avoir dit qu’elles seraient ; il ignore les consensus muets
et sans faille, qui font partie de l’air que nous respirons, celui de tous les gens
sensés et bien connus comme tels. Dieu sait s’il y en a eu, des gens sensés
et bien connus comme tels, depuis la nuit des ages; nos esprits sont saturés
d’un savoir hétéroclite, enchevétrement de peurs et de paresses, de fringales
et d’interdits, d’informations a tout-venant et d’explications pousse-boutons...

Un exemple typique, c¢’est ce qu’on appelle 'effet papillon, le nombre de
gens qui ont ressassé ¢a sans savoir que c¢’était une idiotie, ¢’est quelque-chose
de considérable. Mais je veux dire, ¢a a perduré, ¢a a perduré longtemps d’ac-
cord. Alors je continue donc.

...espace clos ou viennent s’entasser informations, fringales et peurs, sans

que jamais s’y engouffre le vent du large, exception faite d’un savoir-faire de
routine. Il semblerait que le réle principal de ce savoir est d’évacuer une per-
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ception vivante, une prise de connaissance des choses de ce monde.

C’est ¢a qui compte, c’est cette perception vivante. Par exemple, pour
aimer les mathématiques, il faut en faire, bien stir. Et peu importe le pro-
bléme que vous regardez, mais ce qui est important, ¢’est que vous en fassiez,
c’est pas que vous preniez comme... Si quelqu’un vous dit un théoréme, par
exemple, si vous voulez, il faut pas trop avoir la démonstration. Il faut la
chercher par vous-méme, méme si vous ne la trouvez pas. Vous allez gagner.
Pourquoi ? Parce que si vous la cherchez, par vous-méme, quand on vous la
dira, méme si vous ne la trouvez pas, et bien vous direz “mais c’est bien sfir,
c’était ca, et c’était ¢a!”. Si vous ne la cherchez pas et si on vous la donne,
¢a rentre par une oreille et ¢a sort par I'autre, et puis vous aurez oublié au
bout d’une demi-heure. Donc, c’est tres tres important d’en faire, d’accord.
Donc donc... Son effet est surtout celui d’une inertie immense. Il parle du
poids de ce savoir en commun, souvent écrasant.

Le petit enfant découvre le monde comme il respire. Le flux et le reflux
de sa respiration lui font accueillir le monde en son étre délicat et le font se
projeter dans le monde qui l'accueille. L’adulte aussi découvre, en ces rares
instants ou il a oublié ses peurs et son savoir, quand il regarde les choses
ou lui-méme avec des yeux grand ouverts, avides de connaitre, avec des yeux
neufs, des yeux d’enfant.

J’espere que vous ressentez le plus important dans ce que j’ai dit. C’est
que ca ne s’applique pas du tout qu’aux mathématiques; c’est-a-dire que
vous vouliez faire des sciences humaines, que vous vouliez faire de la lin-
guistique, que vous vouliez faire quelque chose que ce soit, méme peut-étre
de l'art, si vous voulez, c’est crucial que vous ayez compris le message. Et
que vous ayez compris que, en particulier les mathématiques, elles ont une
portée bien bien plus grande que de calculer avec des nombres, de calculer
avec des chiffres, etc. C’est pas du tout ga, c’est une espece de version de la
philosophie qui est beaucoup plus dure parce qu’effectivement, pour arriver
a un concept nouveau comme le concept de topos de Grothendieck, il a fallu
des années et des années de réflexion... Mais ¢a donne des outils de pensée
absolument fondamentaux. Et j’ai pas le temps d’en parler, mais le concept
de topos, c’est un concept qui vous montre que la notion de vérité, quand
on dit par exemple de maniere courante de quelque chose que c’est vrai ou
que c’est faux, eh bien, quand on regarde dans un topos, c’est un univers
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qui est différent de I'univers, eh bien une chose peut étre partiellement vraie
partiellement fausse, elle peut étre vraie pour un certain point de vue, elle
peut étre fausse pour un autre point de vue, etc. Donc ¢a donne un outil
de pensée qui est incroyablement adapté en fait a la vie, a la politique, a 36
choses, mais qui n’est pas encore passé dans le domaine commun. C’est une
notion qui est encore une notion dans le domaine mathématique, qui n’est
pas encore passée dans le domaine commun. Et on y gagnerait énormément
si vous voulez a, justement, a ce que toutes ces choses merveilleuses qui ont
été découvertes, deviennent maintenant, fassent partie du domaine commun.
Donc mon laius allait dans ce sens-1a d’accord, d’essayer de vous faire voir, de
maniére un peu surréaliste si vous voulez, qu’il existe ces choses magnifiques
mais que bon bien siir, il faut faire un effort pour les apprendre et un effort
pour les connaitre. Voila.

Séance de questions a 'orateur

- Merci beaucoup. Questions. Peut-étre, donc, on fait ce qu’on a dit. Si
vous avez des questions, des précisions sur ce qui a été dit, donc, questions
qu’il ne faut pas avoir peur de poser, moi, j’en ai quelques-unes, mais je suis
slir que vous en avez aussi...

- Vous avez parlé de 'effet papillon... Et que ¢a n’existait pas.

- Je n’ai pas dit que ca n’existait pas. Mais j’ai dit que c’était une vaste
fumisterie. Parce que ce que je veux dire, c’est comme si on disait qu’il y
a un papillon qui va voler, puis 'avion qui suit un autre avion ne va pas
décoller; il y a un effet d’amortissement qui est colossal. Bien stir qu’on peut
faire un systeme mathématique qui dépend de peu de variables et qui est
tel que, quand on fait bouger un petit peu une variable, ¢a va changer les
résultats. Mais de la a faire croire qu'un petit papillon qui vole & un endroit,
il va créer, je ne sais pas moi, un ouragan a un autre endroit, c’est ridicule...
Bon on peut rappeler d’ou ¢a vient, ¢a vient du fait qu’il y a des équations
différentielles en mathématiques, qui sont telles que si on change un tout
petit peu les conditions initiales, ¢a change le résultat de maniere considé-
rable, de maniére exponentiellement plus grande. Ca, c’est vrai. Mais c’est
vrai dans un modele particulier. C’est vrai dans un modele, dans lequel il n’y
a pas d’amortissement, comme il se produit dans la nature. Dans la nature,
heureusement, il se produit des amortissements, parce que sinon, dans la na-
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ture, on regarderait les papillons un peu partout, et puis on aurait la trouille
(rires). Heureusement que c’est comme ¢a. Mais c’est du bon sens, c’est du
bon sens. Mais on a vu peut-étre je ne sais pas combien de politiques ou des
gens qui répétaient I'effet papillon sans rien comprendre, puisque s’ils avaient
compris quoi que ce soit, ils se se seraient apercus que c’était, hein, bon...
C’est un exemple typique de gens qui répetent les choses sans les comprendre,
simplement parce qu’ils se disent : “Ah ouais, c’est quelqu’un de puissant qui
I’a dit, donc ca doit étre vrai, quoi!”

- Merci.

- C’était une question sur le fait que vous aviez dit que souvent, les phy-
siciens exprimaient tout en fonction du temps, et qu’on considérait souvent
que c’était la variable...

- fondamentale.

- et vous disiez qu’en fait, il se trouve que la véritable variable, c’est la
variable quantique, et je n’ai pas compris comment le temps découle de cette
variable.

- Ca, c’est toute une histoire. En gros, c¢’est ’histoire de ma trajectoire.
C’est-a-~dire en fait ce qui se produit, mais c¢’est un peu expliqué dans le bou-
quin, mais c’est surtout bien expliqué dans un exposé que j’ai fait a 'THES
au mois de mai, et dont je pense qu’il doit étre sur le site de 'IHES, il faut
aller écouter cet exposé, je pourrais en dire deux mots. Mais bon, en gros,
c’est que Von Neumann a créé les algebres de Von Neumann comme étant des
systémes ou on a une connaissance partielle de la réalité. Et avec le travail
de Tomita, puis mes travaux pendant la theése, on a compris que si on avait
un systeme qui a une connaissance partielle de la réalité, a ce moment la,
il y a un temps qui émerge. C’est-a-dire il y a une évolution dans le temps.
Comme tout est quantique, et que la connaissance qu’on a de la réalité est
effectivement partielle, c’est ¢a qui, avec les travaux que j’ai fait avec Carlo
Rovelli, c’est ¢a qui devrait expliquer le passage du temps, c’est ce qu’on
appelle le temps thermodynamique. Cette idée du temps thermodynamique,
elle est bien expliquée dans notre bouquin a trois voix.

- Du coup, ma question rejoint un peu la question de Constantin tout a
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I’heure. Donc du coup, la constante fondamentale, il n’y en a plus mainte-
nant, puisque finalement, tout repose sur une variabilité quantique ?

- Il y a une chose dont je n’ai pas parlé mais j’avais des transparents
dessus donc je peux les montrer effectivement. C’est important, ¢’est impor-
tant, c’est cette idée de variables. Parce que finalement, on revient a I’idée
de variables. Qu’est-ce que c¢’est qu’une variable, vous voyez ? Nous, ce qu’on
nous apprend en classe, ce que c’est quune variable réelle... Une variable
réelle, c’est une application qui va d’'un ensemble X dans les réels. C’est
comme ¢a qu’on nous dit ce qu’est une variable réelle. Or si on regarde cette
définition d’une variable réelle, on s’apercoit en fait, avec un petit raisonne-
ment, on s’apergoit qu’on ne peut pas avoir coexistence de ce qu’on appelle
des variables continues, des variables qui prennent par exemple un intervalle
de valeurs, et des variables discrétes, qui prennent des valeurs discretes. (11
dessine un intervalle et des points au tableau). Et la raison pour laquelle on
ne peut pas avoir coexistence, c¢’est que si on prend une variable continue,
I’ensemble X doit au moins avoir la cardinalité du continu mais s’il a la car-
dinalité du continu, on ne peut pas avoir une variable discréte, parce qu’il
y aura des points qui seront atteints trop de fois. On ne peut pas avoir ¢a.
L’extraordinaire valeur du formalisme quantique, tel que Von Neumann I’a
développé, c’est que dans le formalisme quantique, tout est résolu : c’est-a-
dire que dans le formalisme quantique, en fait, une variable, c’est le spectre
d’un opérateur auto-adjoint dans I’espace de Hilbert, c¢’est un peu compliqué
mais la, pour les opérateurs dans ’espace de Hilbert, on peut avoir des opéra-
teurs qui ont un spectre discret et des opérateurs qui ont un spectre continu
et qui coexistent. Et alors, ce qui est extraordinaire, c’est qu’en fait, ¢a rejoint
exactement la pensée de Newton. C’est-a-dire que Newton, dans ses écrits,
quand il essayait de définir ce que c’est qu’un infinitésimal par exemple, il a
écrit exactement la bonne phrase, qui correspond au quantique. C’est-a-dire,
il disait une variable est infinitésimale. D’abord il disait ce qu’était une va-
riable. Or le formalisme quantique donne exactement la bonne réponse par
rapport a Newton. Ca, c’est la premiere chose.

Et alors donc maintenant, ce qui se produit, c¢’est qu'une fois qu’on a ce
formalisme, de ce que c’est qu'une variable, on s’apercoit que bien siir, les
variables discrétes ne peuvent coexister avec les variables continues que par
la non-commutativité, et on s’apercoit que c’est cette non-commutativité qui
crée le passage du temps, d’accord ? Donc en fait, le h existe toujours en fait,
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la constante de Planck est toujours présente, mais ce qui est extrémement
frappant, c’est qu’on ne doit pas considérer le temps comme étant une don-
née fondamentale, mais comme une donnée émergente, et que si on avait une
connaissance absolue de tout, le temps ne passerait pas. C’est incroyable de
penser ca, d’accord, c’est-a-dire que la raison pour laquelle on a 'impression
que le temps passe, etc., c’est parce qu'on a une connaissance partielle de
I'univers, d’accord. C’est ¢a qui est formidable si vous voulez avec ce jeu de
la physique. Dans le livre qu’on a écrit avec Danye Chéreau et Jacques Dix-
mier, il faut que je vous dise que Danye Chéreau c¢’est mon épouse (rires),
ce qu’on fait, c’est qu’on a trouvé une phrase tres frappante qu’on a utilisée
pour exprimer 1'idée que je viens de vous dire. On a dit “I’aléa du quantique
est le tic-tac de I'horloge divine”. Vous savez, Einstein avait dit “Dieu ne joue
pas aux dés” donc voila la réponse. La réponse du héros du bouquin a cette
boutade d’Einstein, c’est que “l’aléa du quantique est le tic-tac de ’horloge
divine”. C’est-a-dire que c’est parce qu’il y a constamment ces petits trucs
completement aléatoires, pop! pop! pop! qui se produisent, que le temps
passe. La nature a une imagination phénoménale. Et c’est ce que donne 'ins-
trument pour mesurer des nombres aléatoires, c’est incroyable, ca veut dire
“il prend le pouls de la nature”, pop! Allez ¢a, c’est un nombre aléatoire,
pop! un autre... Vous pouvez toujours essayer de les reproduire. Bon eh bien
¢a, c’est incroyable, c’est la phrase qui le dit, c’est “’aléa du quantique est
le tic-tac de I'horloge divine”.

- Pour essayer de mettre un petit peu ¢a au clair, du coup, si, admettons,
bon, on peut toujours hypothétiser, si par exemple, justement, cette nature
quantique était stable, si elle ne bougeait pas, le temps ne passerait pas?...

- Eh bien, non, justement, elle n’arréte pas de bouger!

- Mais admettons qu’on imagine qu’elle ne bouge pas. Ca veut dire que
le temps ne passerait pas?...

- Ah oui! Non, non, non, c¢’est pas ¢a; si on la connaissait complétement, si
on avait toute la connaissance, la le temps ne passerait pas. Le temps passe
parce qu’on a une connaissance partielle, c’est la thermodynamique, d’ac-
cord. La thermodynamique, c¢a nous dit, la thermodynamique, par le génie
de Boltzmann, il nous dit que ’entropie, par exemple, c’est la connaissance
partielle des choses, d’accord. Donc le passage du temps est relié a ¢a, d’ac-
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cord. Mais la nature n’arréte pas de bouger, hein, d’accord 7 !... (rires)

- J’ai une question parce que vous dites que pour votre these, vous vous
étes inspiré de Tomita qui a montré donc la non-commutativité...

- Non, non, c¢’est pas ¢a. Bon oui oui, ¢’est un détail...! (rires francs)
- Est-ce que vous pourriez juste expliquer ce qu’on appelle les types?

- Ah oui, les types!! Bien siir, bien stir, tout a fait, ben les trois types...
Alors, les trois types. Ou est-ce qu’ils sont, les 3 types? Le premier type,
c’est lui... (Il montre une photo, éclats de rires.)

Les 3 types, donc : le type I, c’est un systeme quantique tel qu’en fait,
I’espace de Hilbert du systeme quantique se casse en un produit tensoriel de
deux espaces, c¢’est-a-dire que c’est vraiment le cas le plus simple qu’on puisse
imaginer, et ¢’était ce dont les gens avaient imaginé que ce serait toujours le
cas. Ils imaginaient toujours que quand on prenait un sous-systéme d’un sys-
teme quantique, on pourrait casser ’espace de Hilbert en un produit tensoriel
de deux, de telle sorte que le premier systeme corresponde au premier espace
de Hilbert, aux opérateurs dans le premier espace de Hilbert, et 'autre aux
opérateurs dans le deuxieme espace de Hilbert. Alors ce que Von Neumann
et Murray ont découvert, c’est qu’en fait, il y avait deux autres types. C’est-
a~dire qu’il y avait une maniere d’avoir des sous-systemes quantiques qui ne
correspondait pas du tout a un scindage de I’espace de Hilbert en un produit
tensoriel. Alors le premier type, il y avait les dimensions réelles. Et puis le
type III qui restait, c’étaient les autres. Et avant Tomita, on n’avait aucun
outil pour attaquer le type III, d’accord. Donc ce que Tomita a trouvé, c¢’est
que dans le type III, il y avait ce groupe oy, et puis ce que j'ai trouvé dans
ma these, moi, apres, c’était que le groupe qu’avait trouvé Tomita, en fait,
il était unique modulo les intérieurs, c’est-a-dire qu’il définissait une vraie
évolution, indépendante de toute autre chose. Donc ¢a, ¢a a donné quantité
d’invariants, etc., ¢a a permis de tout débloquer. D’accord! Donc mais c’est
incroyable parce que Von Neumann avait défini ces sous-systeémes quantiques
de manieére completement euh, comment dire, c’est dans les écrits de Von
Neumann, de maniére completement abstraite. Et jamais on aurait pu penser
a I’époque de Von Neumann que ¢a aurait été relié au temps, au passage du
temps, je veux dire, c’est absolument incroyable. Ca veut dire la profondeur
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du quantique. Heisenberg a découvert que ¢a venait de la non-commutativité,
Von Neumann I’a reformulé sous forme d’opérateurs dans ’espace de Hilbert,
il s’est posé le probleme des sous-systemes, et de la sort le passage du temps,
c’est fabuleux!

- Est-ce que vous pourriez nous expliquer pourquoi le principe de ’entro-
pie résulte de la connaissance partielle qu’on a du monde ?

- Ca, c’est Boltzmann et le pauvre Boltzmann était tellement incompris
a son époque qu’il a fini par se suicider. Il a eu une idée absolument... Il a
fait graver sur sa tombe la formule qui est la suivante S = k log n. Ca, c’est
gravé sur la tombe de Boltzmann. Il s’est suicidé pres de Trieste. Cette for-
mule, qu’est-ce qu’elle dit 7 C’est une des formules les plus simples mais 'une
des plus difficiles & comprendre. Qu’est-ce que c’est que 'entier n? C’est le
nombre de réalisations microscopiques d’un état macroscopique.

Il faut que je vous raconte un peu I’histoire : ’histoire, c’est & la période
ou les gens avaient découvert la machine a vapeur, et puis il y avait les loco-
motives et tout ¢a, et donc ce que les gens avaient découvert, c¢’était qu’il y
avait un moyen de transformer la chaleur en énergie, en mouvement, en tout
ce qu’on veut quoi. Et ¢’est comme ¢a que le chemin de fer a commencé, etc.
Et ils s’étaient posé la question de ce qu’on appelait le rendement des ma-
chines et tout ca. Et donc bien siir, si vous voulez, il y avait des quantités de
chaleur dg donc qui étaient entre deux systemes etc. Mais on s’était apercu
assez vite que si on prenait deux chemins différents pour aller d’un point a

un autre, d’'un état a un autre, I'intégrale de / dgq si vous voulez, c’était pas

préservé, c’est-a-dire qu’on ne peut pas définir la quantité de chaleur d’un
objet. Par contre, on s’est apercu que si on divisait dg par ce qu’on appelle
la température absolue, eh bien ¢a, cette quantité-la si vous voulez, elle était
bien définie, c’est-a-dire que quel que soit le chemin qu’on prenait, entre un
état et un autre, 'intégrale de ce truc-la donnait le méme résultat. Et c’est
¢a qui avait permis de définir ’entropie.

Mais cette entropie, elle était définie pour des systémes macroscopiques
qui étaient donnés par la température, la pression, le volume, enfin je sais pas
quoi, si vous voulez un certain nombre de quantités macroscopiques, il n’y
avait aucune interprétation, aucune, et ¢a s’appelait ’entropie. Ca s’appelait
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Pentropie, S. Mais cette entropie, elle n’avait aucune signification philoso-
phique puisque justement, c’est de ¢a dont on parle, d’accord ? Et I'incroyable
génie de Boltzmann, ¢a a été cette formule S = k log n. dqg + ds = log n,
c’est-a-dire ce qu’a compris Boltzmann, c’est qu’a chaque fois qu’on prend
un état macroscopique donc un volume donné etc., on peut avoir le méme
état macroscopique, a partir d’états microscopiques totalement différents.
C’est-a-dire que 'exemple le plus simple, c’est de prendre des boules rouges
et des boules blanches, et de les empiler dans un réservoir. Et vous avez par
exemple 50 boules rouges et 50 boules blanches. Vous voyez bien que vous
pouvez les empiler de 36 manieres différentes, d’accord. Mais ’état macro-
scopique correspondant vous dira qu’il y a la moitié de boules rouges et la
moitié de boules blanches et puis c’est tout. Le reste, vous vous en foutez. Eh
bien, ce qu’a compris Boltzmann et qui est incroyable, c’est que 1'entropie,
qui était définie de maniére complétement ad hoc par les gens qui faisait des
systemes de machines a vapeur et tout ¢a, eh bien en fait, ¢’était simplement
le logarithme du nombre de réalisations microscopiques d’un état macrosco-
pique donné. Bien sfir, il fallait une constante devant. C’est ce qu’on appelle
la constante de Boltzmann, c’est normal qu’elle porte son nom. Donc cette
constante de Boltzmann, c’est pas la méme chose que la constante de Planck,
et elle est, bon, évidemment il faut que ¢a ait la dimension d’une entropie etc.
etc. d’accord. Mais c’est la formule la plus incompréhensible, et la plus géniale
qui soit, cette formule d’accord. Et elle est tres difficile & comprendre. Ce qui
est tres difficile a comprendre, c’est que les lois de la physique, pas de la phy-
sique des particules, mais les lois de la physique ordinaire, sont invariantes
quand on change t en —t. Et si vous voulez, ce qui est tres difficile & com-
prendre, c¢’est qu’un des principes fondamentaux de la thermodynamique est
que lentropie s’accroit. Alors on dit : “Mais le temps, il va dans quel sens?.
Ca, ¢a a hanté les gens pendant des années et des années. Et Boltzmann, il
avait compris un nombre incalculable de choses simplement & cause de cette
idée. C’est un exemple merveilleux, de formule tres simple, mais justement
si vous voulez, ¢a, c’est aussi une chose trés importante que je n’aurais pas
voulu oublier de vous dire, qui est qu’il y a un certain nombre de notions
mathématiques ou de notions de physique comme ¢a, qui ont une qualité ex-
traordinaire, et cette qualité, c’est de mettre la pensée en mouvement. Cette
formule c’est un exemple typique, vous regardez cette formule, vous essayez
de la comprendre, voila, votre pensée est en mouvement maintenant. Elle a
un potentiel extraordinaire de mise en mouvement de la pensée. Parce que
vous pouvez vous dire “Pourquoi ¢a augmente?”. En gros, 'explication de
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Boltzmann de la raison pour laquelle ¢a augmente, c¢’est que, en général, on
va aller vers des états qui ont de plus en plus de réalisations microscopiques,
c’est-a-dire qui sont de plus en plus probables. Et apres, pour mettre ¢a sur
des bases solides, c¢’est une autre histoire...

- Donc vous nous avez beaucoup parlé de la physique, et on sait qu’en ce
moment la physique théorique, ¢a devient un peu un repaire de mathémati-
ciens, par exemple avec la théorie des cordes, et du coup je me demandais si
vous, en un sens, est-ce que vous pourriez vous considérer plutét comme un
physicien qui fait des mathématiques ?

- C’est une bonne question, j’avais des amis qui, connaissant mes opinions
sur la théorie des cordes, disaient que j’étais un peu comme une machine ol
on met des sous, alors, mais si on met 1 euro, je vais parler pendant 10 mi-
nutes contre la théorie des cordes. Donc je vais vous épargner. Non, mais je
vais vous citer une phrase de Hadamard. Il faut que je la trouve déja (rires).
Attendez, il faut que je la trouve... Alors, je crois que je vais y arriver. Voila,
c’est une phrase sur le lien entre les mathématiques et la physique; ce que
dit Hadamard, pour caractériser la profondeur des concepts mathématiques
qui viennent directement de la physique, il dit (je le dis en anglais donc, mais
c’est tres facile a traduire en frangais) :

...not this short lived novelty, which can too often only influence the ma-
thematician left to his own devices, but this infinitely fecund novelty, which
springs from the nature of things?.

Donc voila la réponse. La réponse, c’est qu’il n’y a pas d’'un c6té les ma-
thématiques, et d’'un autre coté la physique. C’est la méme chose : on essaie
tous de comprendre, d’accord. Et justement, il y a cette profondeur extraor-
dinaire dans certains concepts mathématiques qui viennent directement de
la physique. Comme Heisenberg. C’est inépuisable parce que c¢’est venu de
quoi, c’est venu de 'expérience, c¢’est venu de la physique, c¢’est la nature qui
nous parle, qui nous dit quelque chose d’accord. Ca, c’est inestimable! Mais
ce n’est pas le cas de la théorie des cordes, parce que la théorie des cordes,

2. ...non une bréve nouveauté qui souvent influence le mathématicien rivé a ses propres
préoccupations, mais une nouveauté infiniment féconde qui jaillit de la nature des choses.
in Jacques Hadamard, Préface a 'introduction au calcul tensoriel et au calcul différentiel
de G. Juvet, Albert Blanchard, Paris, 1922
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c’est une déviance qui elle, est venue a partir de mathématiques abstraites
etc., et qui elle n’a pas de contact avec ’expérience.

- I y a un autre mathématicien, qui s’appelle Carlo Rovelli (précision
d’Alain Connes : “C’est un physicien, lui, c’est un physicien” (rires)) et il
dit que pour lui, la beauté de la physique, c’est une idée simple, qui nous
ouvre sur un monde totalement nouveau et en méme temps, ce monde, il est
réel, il est correct. Et je me demandais pour vous, ce que vous pensiez vous
de la beauté mathématique...

- Ca, c’est une bonne question (soupir). Bon d’abord, il y a beaucoup de
gens qui, et je pense que c’est vrai, qui vous diront que la notion de beauté
est une notion tres relative, c’est-a-dire que chacun a sa notion différente
etc. bien stir. Mais bon moi, j’avoue que pour moi, la beauté mathématique,
c’est quand, apres des calculs terribles, terriblement compliqués, on arrive
a la méme chose, on arrive au résultat, mais par une idée d’une simplicité
incroyable, un peu comme 'ceuf de Colomb d’accord. Pour moi, c’est ¢a, la
beauté mathématique, pour moi, la beauté, c’est la simplicité d’une idée,
mais en fait, d’une idée qui va... Bon par exemple, je ne sais pas... quand
on parlait de Galois, je vais vous fournir un exemple de cette beauté. Que
dit Galois 7 Galois dit quand on prend une équation, on prend une équation
polynomiale. Alors, la premiere chose qu’on va faire, on va trouver une fonc-
tion des racines, qui quand on permute les racines, va prendre... Bon, par
exemple, on prend une équation de degré 5. Il faut que quand on permute les
racines de maniere arbitraire, cette fonction prenne 120 valeurs différentes
(5! valeurs différentes). Alors comment est-ce qu’il fait, Galois, pour trou-
ver une telle fonction? C’est tres simple : il dit “si j’appelle les racines A,
B, C, D, E, d’accord, je prends A plus 1 000 000 de fois B + 1 trillion de
fois C etc. Evidemment, quand je vais les permuter, ¢a va prendre que des
valeurs différentes. Ca va prendre 120 valeurs différentes”. C’est la premiere
chose. Deuxiéme chose, que dit Galois ? Il dit “eh bien, maintenant, prenons
pour équation I’équation qui a pour racines ces 120 racines. On prend cette
équation et on la décompose en facteurs irréductibles. On peut exprimer les
racines de I’équation de départ en fonction de ces facteurs irréductibles et
on va obtenir, en prenant ces facteurs irréductibles, des permutations des
racines de ’équation. Théoréme, voila la beauté mathématique. Théoreme :
Le groupe de permutations obtenu ne dépend d’aucun des choix qu’on a
faits. C’est-a-dire que si, au lieu d’avoir pris A plus 1 000 000 de fois B etc.,
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j’avais pris 1 000 001 ou n’importe quoi, j’aurais obtenu le méme groupe. Ca,
c’est la beauté mathématique, c’est quelque chose d’incroyablement beau.
Pourquoi ? Parce que ¢a veut dire qu’on a donné une recette, qui avait 'air
completement arbitraire, et on est arrivé a un invariant, on est arrivé a un
groupe, qui est une caractéristique de 1’équation, qui va donner tous les ré-
sultats qu’on veut, et qui est d’une simplicité biblique, a la fin, c¢’est-a-dire la
maniere dont il est défini, ¢’est d’une simplicité biblique. Pour moi, c¢’est ¢a,
la beauté mathématique. Mais c’est un exemple, hein, je veux dire, la définir
abstraitement, si on en donnait une définition abstraite, c’est évident qu’on
pourrait trouver un contre-exemple et qu’on pourrait trouver... Mais c’est...
En fait, si vous cherchez des choses générales sur la beauté en mathématiques,
sur des choses comme ¢a, lisez Récoltes et Semailles de Grothendieck. Parce
que c’est... Grothendieck n’était pas seulement un mathématicien, en fait,
c’était un littéraire, et c’était quelqu’un qui a été capable dans ses écrits,
d’aller tres tres loin dans l'analyse de ce que sont les mathématiques, de ce
que c’est que la beauté en mathématiques, etc. Donc il a écrit 1500 pages, ces
1500 pages, vous pouvez les trouver sur internet, d’accord. Et n’écoutez pas
les gens qui vous diront qu’il est fou parce que ce n’est pas vrai, ce n’est pas
vrai : ¢’était quelqu’un qui était merveilleusement intelligent, et qui a écrit
merveilleusement en tant que littéraire. Il a un vocabulaire extraordinaire,
etc. J'ai fait un exposé, au séminaire d’Antoine Compagnon, sur Grothen-
dieck et Proust, en les comparant justement, et je pense qu’il est disponible
cet exposé, peut-étre sur le site du College de France ou sur mon site. Donc,
parce que je veux dire, parce que c’est tres frappant, c’est tres frappant de
voir que ce sont deux individus qui ont réussi une chose que peu de gens
réussissent, aussi bien 'un que l'autre, qui est non seulement une ceuvre,
pour Grothendieck, mais aussi si vous voulez ce que dit Grothendieck, ce
qu’il explique, c’est qu’en fait la... En fait, si on veut se réaliser bien sir,
bon, c’est bien de faire une vraie mais en fait la principale difficulté qu’on a,
c’est de se comprendre soi-méme, et pour se comprendre soi-méme, ¢a parait
idiot (rires), n’est-ce pas? Et pour se comprendre soi-méme, il faut en gros
s’auto-analyser, c’est ce qu’a fait Grothendieck et d’une certaine maniere,
c’est ce qu’a fait Proust aussi dans son livre. Ce sont aussi des gens qui, a
partir d'un moment donné, ont arrété de vivre et ont passé le reste de leur
vie a ré-analyser leur vie passée, d’accord, et & la comprendre, etc. Et dans
les deux cas, c’est merveilleux, le résultat est merveilleux, d’accord. Donc
la meilleure réponse je crois, c¢’est celle-1a, c’est d’aller voir dans Récoltes et
Semailles, et de le lire, pas de le feuilleter, il faut le lire vraiment, il faut le
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lire attentivement, vous voyez, comme les passages que je vous ai lus tout a
I’heure.

- Merci de préciser : Récoltes et Semailles, c’est le livre que Grothendieck
a écrit et auquel on a acceés depuis peu de temps, finalement...

- Non, pas peu de temps, ¢a fait trés longtemps qu’on y avait accés mais
bon, il a écrit d’autres livres. C’est un personnage, tous ces personnages-la
ont des vies extraordinaires. Grothendieck a eu une vie extraordinaire parce
qu’en gros, en 1970, il a quitté 'Institut des Hautes Etudes Scientifiques
(PIHES) et il est redevenu, parce que c’était son tempérament fondamental
je pense, un peu un paria si vous voulez. Et a partir de 1991, il s’est réfugié
dans un village des Pyrénées. Et plus personne n’avait de nouvelle de lui,
mais il continuait a travailler, il continuait a écrire. Et alors, il n’a pas seule-
ment écrit Récoltes et Semailles, il a aussi écrit un autre texte magnifique,
qui s’appelle La clé des songes. Et c’est un texte mystique, mais bon alors,
je vais dire c’est pareil, je veux dire, c’est pareil... Mais c’est extrémement
intéressant, mais je pense que par exemple, pour des gens qui font de la litté-
rature, ces textes-la ont une valeur infinie. Il y a des theses a faire la-dessus,
il y a 36 choses a faire, bien siir...

- Alors moi j’avais vu quelque part sur internet je crois, je ne suis pas
stire de mes sources, qu’en fait vous pensiez que les mathématiques exis-
taient sans les hommes en fait, que méme ce n’étaient pas une invention faite
par les hommes, et j’ai un peu de mal a comprendre ¢a en fait, parce que sou-
vent, on voit les maths comme quelque chose de trés abstrait qui n’existerait
pas sans que les hommes les aient inventées, donc, pouvez-vous expliquer ¢a ?

- Bon, je peux vous donner la réponse. La réponse est tres simple. Vous
prenez, vous prenez la chimie. C’est un sujet que j’exécrais, moi, lorsque
j’étais en maths sup et maths spé, donc vous avez tous ces trucs-la. Alors
on a les corps composés puis on a les corps simples. Les corps simples, il y a
le tableau périodique des éléments. Le tableau périodique des éléments, in-
croyable mais vrai, il y a le principe d’exclusion de Pauli, et une toute petite
équation, qui vous le donne. Ca me suffit, moi. Pourquoi ? Parce qu’imaginons
qu’il y ait un autre systéme planétaire etc. Si ce sont des étres intelligents, ils
vont comprendre la chimie, qu’il y a des corps simples, ce sera les mémes, ils
n’auront pas... je veux dire ils n’auront pas des corps chimiques, ils n’auront
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pas des corps simples différents des notres, donc ils vont comprendre les corps
simples. Et puis, s’ils sont vraiment intelligents, ils vont essayer de trouver,
bon, ils auront le tableau périodique des éléments. Ils vont essayer de trouver
quelle est l'origine abstraite du tableau périodique des éléments. Ben, s’ils
sont vraiment intelligents, ils trouveront la méme chose, ils trouveront qu’il
y a le principe d’exclusion de Pauli. Et puis, il y a cette petite équation...
Qu’est-ce que ¢a veut dire 7 Ca veut dire que, derriere 'apparente, comment
dire, arbitraire du monde qui nous entoure, il y a des choses incroyablement
simples qui le régissent, la chimie, l'itération puisque les arbres, tout ca, c’est
régi par I'itération, et qu’en fait, il y a une maniére de comprendre le monde,
qui au lieu d’étre un chaos, si vous voulez, est quelque chose de beaucoup
plus structuré, et qui est structuré par les mathématiques. Et il n’y a aucune
raison pour que, bien-siir, les gens donnent le méme nom aux concepts ma-
thématiques qu’ils auront utilisés, mais c¢’est bien clair qu’ils utiliseront la...
, 8’ils sont des étres différents et ils auront 1, 2, 3, 4, 5. Ils ne le diront pas de
la méme maniere, mais ils utiliseront le langage mathématique, ce langage
sera en correspondance avec le notre, comme le langage des chinois est en
correspondance avec le nétre.

Donc, c’est en ce sens-la, c’est en ce sens absolument fondamental, que
je dis que les mathématiques pré-existent, pourquoi? Parce que ce serait in-
croyablement prétentieux de dire que nous avons inventé les nombres entiers.
Alors a ce moment-la, pourquoi la chimie aurait déja utilisé ces choses-la
pour exister 7 Ca parait complétement débile. Donc en fait, ce que je dis,
c’est que, quand on a trouvé, quand Watson et Crick ont trouvé la structure
en double hélice de ’ADN, ils ne l'ont pas inventée, personne ne va croire
qu’ils ont inventée bien sir, ils ont découvert ¢a. C’était une réalité, et cette
réalité, elle pré-existait a eux. Eh bien, pour les mathématiques, c¢’est pareil,
c’est exactement pareil, ¢’est-a-dire que nous découvrons, un peu comme un
explorateur va découvrir quelque chose. Cet explorateur, il a un libre-arbitre,
il peut aller a tel endroit ou a tel autre endroit. C’est ce qui fait croire a des
gens qu’en fait, c’est comme l'art. Mais non! Ce n’est pas de l'art, c’est de
Iexploration. Et c¢’est une exploration d’autant plus... comment dire ? réelle,
que cette réalité, elle résiste. Si ¢’était de 'art, on pourrait faire dire n’im-
porte quoi, et n’importe quoi. Ce n’est pas le cas. Ce n’est pas le cas. Il y
a une résistance terrible... Et alors un exemple, un autre exemple typique,
c’est que si par exemple, j’écris une équation etc., et puis bon, par exemple,
Galois avait dit que les calculs qu’on devait faire pour suivre sa méthode

33



étaient impossibles a faire et a son époque, ¢’était impossible a faire. Et pour
montrer que ¢’était impossible a faire, quand j’ai donné mon exposé a 1’ Aca-
démie, j’ai expliqué aux gens la méthode de Galois et je leur ai demandé
“est-ce que vous pouvez me donner une idée...?”, bon, parce que chaque
racine s’exprime comme un polynome en fonction des racines de I’équation
auxiliaire. Je leur ai demandé, je leur ai donné une équation comme celle que
je vous ai donnée tout a l'heure je leur ai dit “est-ce que vous pouvez me
donner l'ordre de grandeur du coefficient d’ordre 0 du polynome qui exprime
la premiere racine ?”... 1 million sur 1 million, ou quelque chose comme c¢a.
Non, la réponse, c’est un nombre a 500 chiffres sur un nombre a 500 chiffres!
L’ordinateur le fait maintenant, et 'ordinateur vérifie que Galois avait rai-
son d’accord! Alors dire que Galois I'a inventé, je veux dire, c’est un peu
gros, quoi! Non, non, non! Non, non, non! On découvre, on découvre, mais
exactement comme il avait fallu le microscope électronique, pour découvrir
la structure en double hélice de ’ADN, le mathématicien invente des outils
conceptuels pour réussir a percevoir cette réalité. Mais il invente des outils
conceptuels bien entendu. Mais c’est une réalité qui est la, elle résiste, elle
est completement tangible et elle régit la nature. Elle est plus fondamentale,
pour moi, cette réalité-la est plus fondamentale que la nature qui nous en-
toure. Elle pré-existe a ¢a d’accord. Si vous voulez, ce serait méme... je pense
que ce ne serait pas juste de dire que la nature est seulement écrite dans
le langage des mathématiques; les mathématiques, c’est plus que ¢a, c’est
plus que c¢a. La nature est consubstantielle des mathématiques. Nous, on ne
s’en rend pas compte parce qu’on n’est pas suffisamment intelligent pour se
rendre compte de 'explication qui est derriére tous ces phénomenes. Si on
s’en rendait compte plus, on le saurait beaucoup mieux. Et c’est d’autant
plus vrai avec le quantique. Je veux dire, le quantique, la, c’est flagrant. Le
quantique, c’est une réalité qu’on ne percoit que par les mathématiques, on
ne la percoit absolument pas autrement. C’est-a-dire que les gens qui font
des expériences avec le quantique, en optique quantique, ils comprennent ce
que c’est que l'espace de Hilbert, ils le touchent comme c¢a, d’accord, c’est
incroyable, ca, ¢a, c’est vraiment incroyable!

- Merci.
- Vous étes prét a répondre encore a quelques questions ?
- Oui, ¢a va, ¢a va.
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- Pour que l'on ait plus de facilités par exemple avec les notions abs-
traites, en mathématiques ou en physique, ou méme avec les raisonnements,
qu’est-ce que vous préconiseriez dans ’éducation et dans I’enseignement, a
présent, dans I’école primaire ou méme dans le secondaire ?

- Je vais répondre, d’abord pas dans ’école primaire, ni dans le secon-
daire, je réponds pour vous, parce que c’est le plus utile. Donc pour vous, ce
que je préconise, c’est la chose suivante. Pour répondre & une question, méme
une question de calcul compliquée, vous laissez tout en plan, vous allez faire
un tour a pied, d’accord. Et la question, vous la gardez dans la téte, d’accord,
vous la gardez dans la téte, et vous réfléchissez. Evidemment, ¢a peut étre
différent selon les individus, mais pour moi, c¢’est le grand secret. C’est-a-dire
un calcul, aussi compliqué soit-il, vous pouvez vous dire “Oh! Jamais je vais
y arriver si j'essaie comme ¢a!” Non! Vous partez faire un tour a pied, et
vous réfléchissez a la structure du truc, et apres quand vous reviendrez, bon,
vous verrez que ¢a améliore drolement les choses.

Bon alors maintenant, dans le primaire, j’en sais rien, moi, tout ce que
je peux vous dire, ¢’est ma propre expérience, parce que je n’en connais pas
d’autre. Mais ma propre expérience, c’est quand j’étais gamin, quand j’avais
5 ans, mon peére nous imposait de faire des calculs. On était dans le jardin
avec lui, il était avec nous, et il nous faisait faire des opérations, et a I’époque,
on faisait les quatre opérations, c’est-a-dire on faisait la division, a 5 ans, on
faisait la multiplication, on n’avait pas attendu la sixiéme pour apprendre
la division, et tout ¢a donc, on faisait ¢a. Et aprés une autre expérience qui
m’est arrivée... Et moi, j'adorais ¢a, ¢’était sans doute aussi ma relation avec
mon pere, il me faisait a la fois peur, mais j’étais content de lui faire plaisir,
enfin bon, je ne sais pas, donc je ne sais pas, je ne sais pas comment expli-
quer c¢a : je vais dire que je pense qu’il y avait une vertu extraordinaire au
fait de faire des opérations comme ¢a, c’est-a-dire d’apprendre par cceur la
table de multiplication et puis, on ne I’oubliait pas la table de multiplication,
si on faisait des multiplications et des additions a longueur de journée, on
ne l'oubliait pas, on la savait apres. Et ¢a devenait un automatisme absolu.
Donc il y avait ¢a, et moi, ¢a me plaisait énormément. Une autre histoire que
j’ai, c’est qu’une fois, ca, je trouve c¢a absolument extraordinaire, une fois,
j’ai rencontré un ami que je n’avais pas vu, on jouait au foot ensemble, dans
le temps, et puis peut-étre 8 ou 9 ans apres, je prends le TGV pour aller a,
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je crois que c¢’était & Rennes ou un truc comme ¢a, et puis je vais a ma place
de TGV et puis, je regardais mon numéro, et je vois quelqu'un a c6té qui re-
gardait son numéro et ¢’était mon copain. On a commencé a discuter etc. Et
puis alors, la discussion habituelle, tu as des enfants, il commence & m’expli-
quer qu’il a un fils, et que son fils est bizarre. Il faut dire que mon copain est
littéraire. J’ai dit “pourquoi ?”. Bon tu sais, bon d’abord, il avait été malade
quand il était petit et puis une fois, quand il avait 5 ans, on était ensemble,
on était sur la plage et puis il avait l'air souffreteux ; moi j’étais inquiet, je
veux dire pendant une heure, il était 1a, au lieu d’aller se baigner, il était un
peu blanc et puis au bout d’une heure, il vient me voir, donc ¢’est mon copain
qui raconte, il vient me voir, et il me dit : “papa il n’y a pas de plus grand
nombre!”. Je lui dis “Ecoute, ton fils, il est génial!” (rires). Il me dit. “Ah
oui, bien siir!”. Je lui ai demandé si son fils avait trouvé une démonstration
et il avait trouvé une démonstration, qui n’est pas la démonstration usuelle,
¢’était pas rajouter 1, c’était multiplier par 2 ou quelque-chose comme c¢a,
peu importe, il avait trouvé une démonstration. C’est incroyable, mais apres,
il me dit, “tu sais, il a eu des problemes a I’école” (francs éclats de rires).
Alors, il m’a raconté ses problemes a 1’école. Alors ca, ¢a va répondre a votre
question pour I’école primaire. C’est qu’a 1’école primaire, donc on lui avait
posé le probleme suivant : c¢’était “une fleuriste a 120 fleurs, elle fait 4 bou-
quets de 17 fleurs, combien lui reste-t-il de fleurs?”, d’accord. Alors lui, il
avait eu “zéro, n’a pas le sens des opérations”. Il était pas con, il lui en reste
120 puisqu’elle ne les a pas données (rires de tous). Quand il m’a eu raconté
¢a, j’ai dit “bah écoute ton fils, ¢’est un mathématicien”. Et alors, on a orga-
nisé donc avec son pere une rencontre au Tea Caddy a Paris, ¢’est un endroit
charmant. Et son fils a I’époque avait 12 ans. Donc bon, les choses ont évo-
lué, ¢a fait un certain moment, et maintenant, c’est un grand mathématicien
qui est prof a Orsay. Alors incroyable, incroyable, incroyable! Donc je crois
que ce qui compte, c’est ce que dit Grothendieck, c’est de retourner dans cet
état d’enfance et de se poser les bonnes questions, et puis de ne pas hésiter a
étre a contre-courant etc. Surtout je veux dire que le moment ot on devient
mathématicien, c’est le moment ou on est capable de dire au prof qu’il a tort
et pourquoi, ¢a veut dire étre capable de résister a son autorité, pour dire
qu’on a réfléchi, et qu’on n’est pas d’accord, et puis d’étre siir de soi, parce
qu’on a réfléchi par soi-méme, c’est hyper-important.

- Non en fait, j’ai une question, méme si je pense que vous avez un peu ré-
pondu & cette question par vos propos, mais j’aimerais vraiment savoir pour
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vous quel est le but du travail d’un scientifique, enfin, si vous pensez que
c’est plutot d’augmenter, de faire avancer la connaissance fondamentale, ou
de le rendre accessible & son public pour une éventuelle application.

- Il y a ces deux aspects, que 'on ne doit pas mélanger du tout, il y
a ces deux aspects. Je pense que la vraie motivation, c’est de faire avan-
cer la connaissance fondamentale. C’est-a-dire qu’en fait, la vraie motivation
qui doit étre justement indépendante de toute autorité, de tout désir de re-
connaissance, etc., la vraie motivation, c’est d’essayer de comprendre, com-
prendre 1a ol on est, la ou on a atterri, d’accord, c’est ca, c’est tout simple
a comprendre, c’est 1a ou on est.

- Non mais sur cette question de la vulgarisation des savoirs et en parti-
culier des savoirs mathématiques. A vous entendre, il y a un risque : leffet
papillon en est un. Moi j’allais dire ce que j'avais retenu, par exemple, de
I’entropie, ce que les philosophes, ce que certains philosophes peuvent faire
de l'entropie, il y a parfois effectivement un grand danger d’une espéce de ...
et en méme temps, vous semblez dire qu’il y a un besoin. Donc si on vous
demandait en gros “comment faire pour éviter le danger et répondre au be-
soin”, est-ce que vous seriez... 7

- Oui, oui, c’est une tres bonne question. Il y a eu Sokal, il y a eu Deleuze.
Il y a eu Lacan, je ne sais pas si vous savez, mais Lacan a dit dans un séminaire
que le nombre /—1 est le symbole du sexe male, d’accord. C’est ce qu’on ap-
pelle le nombre imaginaire pur!! (rires). Il fallait le faire quand-méme, hein 7!
Et en plus, il a fait une fois un séminaire, ou il avait un théoreme d’accord,
et son théoreme, c’était que “Don Juan est compact”. Quelqu’un lui avait dit
la définition d’un espace compact en mathématiques. Donc ¢a, évidemment,
c’est débile, d’accord, c’est absolument débile. Et qu’est-ce que c’est? Ce
sont des concepts mathématiques mal compris qui sont utilisés comme une
autorité psychologique sur les autres, c’est-a-dire qu’ils sont utilisés parce
que les gens ne comprendront pas et l'effet papillon en est un exemple fla-
grant, comme une autorité psychologique parce que les gens quand ils ne
comprennent pas, ils sont en position d’infériorité, leur compréhension s’ar-
réte, et si vous voulez, ils sont impressionnés etc. Donc, il y a cette maniere
terrible d’utiliser les mathématiques, qui est justement d’utiliser de grands
mots, comme une espece de pouvoir psychologique sur les foules. Alors ¢a,
c’est & bannir a tout prix. Par contre, moi ce qui me désole si vous voulez,
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c’est que des concepts aussi beaux que le concept de topos de Grothendieck,
ne soit pas plus connu par des gens qui en auraient besoin parce que comime je
vous le dis, nous sommes tous maintenant victimes du scientisme qui consiste
a croire qu’une chose est vraie ou fausse alors que dans la réalité, il y a des
situations qui sont bien plus subtiles que ca, bien plus subtiles que ¢a et
qui demandent un outil de pensée que la notion de topos donne et c’est une
notion qui est délicate, qui est difficile, qui demande, pour la connaitre, pour
la comprendre, une connaissance mathématique. Donc ce que je dirai si vous
voulez, c’est qu’il y a un magnifique boulevard qui est ouvert. Ce boulevard
consiste a apprendre suffisamment de mathématiques pour apres les utiliser
de la bonne maniere, dans d’autres domaines, mais il faut d’abord commen-
cer par apprendre suffisamment de mathématiques, c’est ¢a le prix a payer,
c’est absolument nécessaire d’accord.

- Moi c’était justement par rapport a la question de la vérité : a vous
entendre, on a l'impression que vraiment les mathématiques, ¢a permettait
d’atteindre cette vérité avec la physique quantique, et je voulais savoir, je
crois que c¢’est Einstein qui disait que “le monde est un peu comme une hor-
loge fermée”, on peut juste voir ce qui se passe, mais on ne peut jamais étre
slir que ce qu’on trouvera, c’est vrai. Et qu’est-ce que vous en pensez de ¢a,
de l'idée que peut-étre que tout ce qu’on explique, ce sont des théories qui
sont finalement fausses comme par exemple, Einstein, qui a tout remis en
cause dans la physique...?

- Il y a toujours effectivement la possibilité d’une théorie au-dessus, qui
simplifiera ce qui est a ’étage avant etc. Mais on voit quand méme qu’on
progresse, de ce point de vue-la. Ce que j’essayais de faire passer justement,
c’est 'extraordinaire subtilité, la richesse de la nature, de la ou on est, quoi.
Le fait qu’a chaque fois, on aura des surprises et on aura des surprises ex-
traordinaires. Puisqu’a la fin du XIX®™® siécle, il y avait des physiciens qui
disaient qu’on avait tout compris. Et justement, on était avant ’ére quan-
tique, avant tout ¢a, avant la relativité générale. C’est vrai, parfaitement vrai,
ce que vous dites. Mais, j'insisterai plus sur la merveilleuse imagination de la
nature, quoi, je veux dire, on est stirement tres, tres loin, il y a peut-étre des
civilisations, il y a stirement des civilisations, dans d’autres planétes habitées,
dans lesquelles les gens ont été beaucoup plus loin que nous. Ca, c¢’est bien
possible et ils nous prendraient pour des primitifs. C’est bien possible, c’est
tout a fait possible.
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- Vous avez dit que les mathématiques n’étaient pas dans le domaine du
connu, et globalement, les sciences. Mais est-ce que vous ne pensez pas que
c’est parce que les mathématiciens, les physiciens et autres, ne participent
pas assez au débat, par exemple, lors de la définition de programmes sco-
laires, on entend des philosophes, des historiens...

- Ca, c’est vrai, il y a du vrai la-dedans, il y a du vrai. Mais d'un autre
cOté, c’est pas tellement le probleme. Je ne dirai pas que le probleme vient du
fait que ce n’est pas assez vulgarisé. Je pense que le probléme vient plus de la
lenteur de I'absorption par I’ensemble de la société de notions élaborées. Par
exemple, je prends un exemple typique, qui pour moi est important. Vous
voyez, au moment ol 'imprimerie a été découverte, la notion de nombre a
été transmissible. C’est-a-dire, il y a eu des bouquins, etc., etc. Maintenant,
on en est au point ou ce n’est plus le nombre qui est transmissible, mais c’est
la notion de fonction, de graphe, etc. Et il y a un vocabulaire qui est passé
dans le grand public, par exemple, quand on dit qu’on va inverser la courbe
du chomage (rires). Alors ¢a, ga fait intervenir annulation de la dérivée se-
conde. Si on nous disait “on va faire annuler la dérivée seconde..”, il y aurait
de quoi se marrer (rires). Bon, enfin, vous voyez un peu le genre... Donc c’est
slir que, si vous voulez, il y a maintenant certaines notions mathématiques,
dont la notion de fonction de croissance, de décroissance, de dérivée premiere,
d’annulation de dérivée premiere, etc. qui sont passées dans le grand public,
d’accord, mais il y a des notions beaucoup plus subtiles, comme la notion de
topos, comme les notions qui viennent du quantique etc. qui ont plus de mal
a passer dans le grand public. Comment les faire passer dans le grand public ?
Sans doute par I’éducation, mais a ce moment-la, il faudrait qu’on soit beau-
coup plus courageux, dans le systeme scolaire, ¢’est évident, ¢’est absolument
évident. Il faudrait qu’on ne soit pas dans le renoncement actuel qui est la-
mentable. Je sais qu’a mon époque, bon je veux dire, qu’on n’arrétait pas,
moi, je n’arrétais pas et mes copains n’arrétaient pas, de faire des problemes
de géométrie. On rentrait chez nous, et on faisait des problémes, et c¢’étaient
pas du tout des problemes faciles. Et maintenant, c’est fini! Maintenant, on
apprend des recettes, on apprend a appliquer des recettes; bien siir, c’est
beaucoup plus facile pour un prof. Un jour, quand vous aurez des enfants,
vous vous apercevrez d’une chose qui est absolument fondamentale, c’est que
quand vous avez un petit enfant, vous avez le choix. Le petit enfant, il essaie
de faire quelque chose, vous avez deux possibilités : la premiere possibilité,

39



c’est de faire cette chose pour lui, vous croyez que vous 'aidez, en fait, vous
ne 'aidez pas du tout, vous lui nuisez, en faisant ¢a ; la deuxiéme chose, c’est
d’étre patient, et d’attendre qu’il y arrive par lui-méme. Et 1a, vous faites
quelque chose de vraiment utile, d’accord. Donc bon, dans ce qu’on fait dans
le systeme scolaire actuel, qui est d’apprendre des recettes toute faites pour
résoudre des problemes tout faits, ¢a consiste a faire les choses a la place de
Penfant. C’est exactement ¢a qu’on fait, c’est exactement ce truc-la. Alors
que la vraie découverte du travail, la vraie découverte de 1’école, elle doit se
faire entre 11 et 12 ans. Et elle doit se faire en séchant devant des problemes
dont on ne nous donne pas la solution, mais dont on vous demande de la
trouver, d’accord, ou 'on vous demande de sécher. Et a partir du moment
ou & cet age-la, on a compris ce qu’est le vrai travail, ¢a va, ¢a va, c’est OK.
Et ca, ce n’est pas le cas dans le systeme scolaire actuel. Bien sfir, loin de
la, terriblement. Bien stir. Il y a Laurent Lafforgue qui a essayé, et de toutes
ses forces, d’aller dans ce sens-1a, bon, il y a dépensé énormément d’énergie ;
dire qu’il y est arrivé, ce ne serait pas vrai, je vais dire, en tout cas, il y a des
gens qui ont fait un effort colossal pour aller dans le bon sens, maintenant
apres, il y a une résistance terrible du systeme.
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Un topo sur les topos
Alain Connes '

Donc j’espére que je resterai dans l’esprit du séminaire et je pense que l'esprit du séminaire, c’est
Grothendieck, avant tout. Donc ce que je vais faire, c’est essayer de m’effacer le plus possible devant
Grothendieck et essayer d’expliquer justement, comme je le disais dans mon abstract, le parcours qui I’a
amené aux topos, et surtout, je vais essayer de vous donner une métaphore éclairante pour ce que c’est
qu’un topos, et vous expliquer ce qu’il y a d’extraordinaire dans cette découverte, au sens, surtout pour
les philosophes, au sens ou ¢a introduit des nuances considérables dans la notion de vérité. J’essaierai
d’expliquer cela par un exemple, parce que rien de tel qu'un bon exemple pour expliquer. Il y aura I'un de
mes slides qui s’appelle “a deux pas de la vérité” et je vais vraiment vous donner un exemple d’un topos
qui permet de dire qu’on est par exemple a 10 pas de la vérité, ou qu'on est a 15 pas de la vérité, etc.
Donc écoutez bien. Je vous ferai entendre Grothendieck, la voix de Grothendieck, parce que Grothendieck
a fait 100 heures de conférences a Buffalo en 1973, et dans ces 100 heures de conférence, il y a des choses
qui nous intéressent. Bien siir, je ne vous le ferai pas écouter longtemps mais je le ferai écouter a un
moment-donné, ou il explique ce que c’est qu’un faisceau a des gens qui ne connaissent pas du tout. Et il
explique comment il va faire son cours sur les topos. On verra, il y aura aussi un intermede encore plus
marrant & un moment-donné, on n’entendra pas la voix de Grothendieck mais on entendra la voix d’Yves
Montand. Vous verrez, enfin, vous entendrez tout ca.

Donc la premiére image que je vous montre, c’est une image que je dois a Charles Alunni qui m’a
envoyé un email un jour en me disant qu’il aurait bien voulu avoir la deuxiéme theése de Grothendieck.
Mais a 1’époque, quand on faisait une theése, quand j’ai fait ma theése par exemple, il y avait toujours une
deuxiéme these. Cette deuxiéme these n’était pas écrite. C’était une deuxieéme these qu’on devait défendre
devant le jury. Et on avait un sujet qui nous était donné. Ce qui est assez extraordinaire, c’est que dans
le cas de Grothendieck, il a fait sa these sur les espaces nucléaires, sur les espaces vectoriels topologiques
et sur les espaces nucléaires, et il a fait une contribution fondamentale a 1’analyse fonctionnelle et ce qui
est extraordinaire, c’est qu’on peut penser que ce qui a fait bifurquer Grothendieck, et qui éventuellement
I’'a amené a l’idée du topos, a cette idée merveilleuse, c’est sa deuxieme these. Pourquoi? Parce que la
deuxiéme these de Grothendieck, c’est écrit dans ce texte, elle est sur la théorie des faisceaux.

Et alors sur cette page, si vous étes perspicace, vous allez trouver qu’il y a une erreur, ce qui montre
qu’on n’est jamais a ’abri des erreurs. Parce qu’il y a un des examinateurs, si vous regardez bien, qui
s’appelle Georges Choquet (rires) Alors j’ai cherché, pour dire peut-étre que je me suis trompé, il y a
3 examinateurs, il y a Henri Cartan, il y a Laurent Schwartz et puis il y a Georges Choquet. Alors j’ai
cherché sur wikipedia pour voir s’il n’y avait pas un mathématicien qui s’appelait Georges Choquet. En
fait, non, il y a un ecclésiastique qui s’appelait Georges Choquet et qui est mort pendant la deuxieme
guerre mondiale. Donc il n’y a pas de probleme, c’est bien une erreur, et c’est bien Gustave Choquet qui
était I'examinateur de Grothendieck. Donc sa these il ’a passée en 53.

Et déja en 55, il s’intéressait bien slir aux faisceaux, qui était une découverte merveilleuse de Leray. Et
donc 13, j’ai commencé par quelques échanges de lettres entre Serre et Grothendieck parce que finalement,
c’est dans ces échanges de lettres que 1’on voit apparaitre ce qu’on appelle I’article qui est tellement fameux
qu’on I'appelle Le Tohoku cet article. Cet article est paru dans un journal qui s’appelle le Tohoku Maths
Journal mais I'article est tellement fameux qu’en fait, on 'appelle Tohoku.

Donc voila ce que dit Grothendieck ; il dit :
“Mon Cher Serre,
Merci pour les divers papiers que généreusement tu m’as envoyés, ainsi que pour ta lettre. Rien de neuf

de mon coté.”

Alors ¢a, ¢a justifie ce que j’ai écrit quand j’ai annoncé mon laius :

1. Conférence d’Alain Connes, le 7 novembre 2017, dans le cadre du séminaire “Lectures grothendieckiennes” de 'ENS.
Alain Connes présente la démarche intellectuelle qui a mené Alexandre Grothendieck, & partir d’une “emmerdante” rédaction
qu’il devait faire pour Bourbaki sur l’algebre homologique, a découvrir et mettre au point la notion de topos et il essaie
d’expliquer en quel sens cette notion a une portée considérable grace en particulier aux nuances qu’elle introduit entre le
vrai et le faux (organisateur du séminaire : Frédéric Jaéck (ENS), transcription : Denise Vella-Chemla)



“J’ai fini mon emmerdante rédaction d’algébre homologique.”

Alors on va voir tres graduellement quelle est la philosophie que Grothendieck utilise tout le temps quand
il travaille, c’est-a-dire qu’il n’hésite jamais devant une tdche que n’importe quel mathématicien normal
considérerait comme étant sans intérét, rébarbative, n’allant rien lui rapporter. Donc il continue :

“.. que j’ai envoyée & Delsarthe qui manquait de la rédaction pour la dactylo.”
11 dit :

“Je l’ai proposée a Tannaka pour le Tohoku.”
Le Tohoku, c’est le Tohoku Maths Journal.

“Il parait que les articles-fleuve ne les rebutent pas.”

Alors il est vrai que Grothendieck, en général, quand il écrit, le minimum, c’est au moins 100 pages.
Ensuite, il parle de Weil. Je vais vous épargner ce qu’il en dit parce qu’il dit :

“Jai lu auw moins les énoncés des livres de Weil sur les variétés abéliennes dans l’espoir qu’on a
arrangé depuis les démonstrations vraiment décourageantes chez Weil, son langage me dégotte.”...

En plus! (Rires) Je passe... 11 dit :

“Je passe mon temps soit a apprendre, soit a rédiger les variétés. C’est amusant mais long bien
str, mais il n’est pas question de recherche avant d’avoir avalé une montagne de choses nouvelles.”

Alors ensuite, trés important, c’est sans doute la chose la plus importante dans cet échange, il dit & un
moment-donné :

Ut TCU QU U corie de ctew Srivés pou cqort us géné-
“Je me suis ape en formulant la théorie des foncteurs dér our des catégories plus géné
rales que les modules...”

(il faut dire qu’a 'époque, il y avait le livre de Cartan-Eilenberg qui était en gestation, Serre I'appelle
le Cartan-Sammy - parce que c’est Sammy Eilenberg - et dans ce livre, il y avait bien-sir les foncteurs
dérivés mais c¢’était toujours appliqué a des catégories de modules. C’est-a-dire qu’on prenait la catégorie
des modules sur un anneau non nécessairement commutatif et toute 1’algebre homologique était dévelop-
pée comme ca. Mais évidemment, elle était tres analogue dans sa formulation avec ce qui se passait pour
la cohomologie a coefficients dans un faisceau. Donc ce que dit Grothendieck, c’est :

“Je me suis apercu qu’en formulant la théorie des foncteurs dérivés pour des catégories plus géné-
rales que les modules, on obtient a peu de frais la cohomologie des espaces a coefficients dans un faisceau.”

Il faut savoir qu’a 1’époque, quand on prenait la cohomologie & coefficients dans un faisceau, c’était tou-
jours la cohomologie de Cech. C’est & dire qu’on prenait des recouvrements de 'espace topologique, et
puis on fabriquait un complexe ou un bi-complexe avec ces recouvrements et on définissait la cohomologie
comme ¢a. Voila.

Donc voila ce qu’il dit, et ce point-la, dans sa correspondance, c’est un point absolument essentiel. Alors
ensuite, il continue, et donc ¢a, c’est une lettre du 4 juin 1955, donc on est 2 ans apres sa these, donc :

“Ci-joint le résultat de mes premiéres cogitations en forme, sur les fondements d’algébre homolo-
gique.”

Donc apres, je ne vous détaille pas le reste puisque c’est sur des suites spectrales, etc. Mais disons que la,
Grothendieck explique qu’il s’était planté sur 'existence de suffisamment de faisceaux projectifs mais a
ce moment-1a, il a démontré qu’il y avait suffisamment de faisceaux injectifs, et ¢a lui a permis de définir
les foncteurs dérivés et ¢a lui a permis de définir si vous voulez la cohomologie & coefficients dans un
faisceau sans hypothese sur l'espace topologique. Si on a de bonnes hypotheses sur I'espace topologique,



A ce moment-la, ca coincide avec la cohomologie de Cech. Mais ¢a n’est pas vrai en général. Alors voila la
réponse de Serre. Donc 1a, il y avait autre chose dans la correspondance, il y avait autre chose qui était
ce qu'on appelle 'I'mq, c’est a dire le foncteur pour les limites projectives, comment ¢ca commute avec la
cohomologie. Mais ce qu’il faut lire, c’est le deuxieme paragraphe.

“Le fait que la cohomologie d’un faisceau soit un cas particulier des foncteurs dérivés, au moins
dans le cas para-compact...”

(parce que dans le cas para-compact, ¢a coincide avec la cohomologie de Cech, donc celle qui est définie
a partir des recouvrements)

“..n’est pas dans Cartan-Sammy.”
(Cartan-Sammy, c’est Cartan-Eilenberg)
“Cartan en avait conscience.”

Dongc, Cartan avait conscience du fait que, quand ils avaient développé avec Eilenberg toute la théorie
cohomologique sur les modules, il avait conscience bien-stir de ’analogie avec le cas de la cohomologie des
faisceaux, mais bon, ils n’avaient pas voulu s’embarrasser pour le faire dans leur livre, et Cartan en avait
conscience et avait dit a Buchsbaum de s’en occuper. Donc ¢’est Buchsbaum en fait qui, indépendamment
de Grothendieck, a aussi défini les catégories abéliennes. Il avait commencé a le développer mais il ne
s’était pas occupé de la cohomologie.

“Mais il ne me semble pas que celui-ci lait fait. Donc intérét de ceci serait de voir quelles sont
au juste les propriétés des faisceauz fins qu’il faut utiliser. Ainsi on pourrait peut-étre se rendre compte si
out ou non...”

(c’est Serre qui parle, bien sir)

&

‘.. il y a suffisamment de faisceauz fins dans le cas non-séparé.”.

Alors le cas non-séparé est extrémement important bien stir pour la géométrie algébrique et c¢’était a
un moment ou justement, Serre développait la géométrie algébrique a partir de la théorie des faisceaux
de Leray en prenant au départ la topologie de Zariski et la topologie de Zariski, elle n’est pas séparée. Je
veux dire, donc, on a exactement ce probleme-la. Donc cet échange est extrémement important, c’est un
échange qui date de 'année 55. Et I'article de Grothendieck donc, il est marqué Regu 1¢" mars 1957, donc
c’est cet article “Sur quelques points d’algébre homologique” qui est vraiment 'ancétre, on peut vraiment
placer si vous voulez l'origine des topos dans cet article.

La raison pour laquelle on peut placer l'origine des topos dans cet article, c’est que dans cet article,
si vous voulez, d’abord, bien stir, il introduit ce que sont les catégories abéliennes. Donc ¢a, c’est extré-
mement important, avec toutes leurs propriétés, etc. Il développe ’algebre homologique dans le cadre des
catégories abéliennes. Donc ¢a, c’est ce qu'il fait, si vous voulez. Mais, ce qui est beaucoup plus important,
c’est qu’il prend deux types d’exemples, dans son article, de catégories abéliennes. Le premier exemple de
catégorie abélienne qu’il prend, c’est la catégorie abélienne des modules sur un anneau. Ca, ¢a appartient
a Cartan-Eilenberg. La-dessus, il n’y a pas de probléme, mais il prend aussi I’exemple des faisceaux de
groupes abéliens sur un espace topologique, bien entendu ; 1a encore, pas de surprise puisque c¢’était pour
unifier les 2 qu’il avait fait son travail de généralisation. Mais ce qui est absolument crucial, c’est qu’il
avait un autre exemple en téte, un troisieme exemple en téte, et c’est ce qu’il appelait les catégories de
diagrammes. C’est-a-dire, ce qu’il faisait, c’était qu’il avait 'idée que si vous prenez des diagrammes de
groupes abéliens, mais quels que soient les diagrammes que vous regardiez, eh bien, ¢a, ¢a forme encore
une catégorie abélienne. Eh bien en fait, si on pense juste, on s’apercoit qu’il avait 1a les deux piliers de la
notion de topos. C’est-a-dire qu’il avait la notion d’espace topologique, qui donne la notion de faisceaux
de groupes abéliens, etc., et il avait aussi la notion de catégories de diagrammes et on verra que ces
catégories-la, elles donnent naissance a un topos. Et ces topos ont un role absolument fondamental qu’on
va utiliser tout le temps, tout le temps, tout le temps.

Alors, il y a une chose qui est a remarquer : il définit ce que c’est qu'une catégorie abélienne. Donc



ce que dit Grothendieck, c’est qu'une catégorie abélienne, c’est une catégorie additive. Alors je vais vous
expliquer en deux mots la misconception qu’on a sur la catégorie additive qui satisfait aux deux axiomes
supplémentaires suivants : alors, il y a le fait qu'un morphisme doit avoir un noyau et un co-noyau, ga,
c’est une notion abstraite, si vous ne la connaissez pas, bon, ¢a prendrait un certain temps, c’est un peu
une gymnastique, et la deuxiéme condition, c’est le fait d’étre un morphisme exact. C’est-a-dire le fait que
si vous divisez par le noyau et si vous regardez par rapport a ce qu'on appelle 'image en la définissant
par rapport au co-noyau, eh bien a ce moment-la, vous avez un isomorphisme entre le quotient par le
noyau et I'image. Et ca, c’est extrémement important, ce n’est pas vrai pour des applications dans des
espaces topologiques par exemple, si vous prenez un espace de Hilbert et si vous prenez les applications
linéaires continues dans l'espace de Hilbert, ¢a ne vérifie pas ces deux conditions. Ca n’est pas une caté-
gorie abélienne et la raison, c’est que vous pouvez avoir un morphisme qui a une image, mais il est dense
dans son image et son image n’est pas fermée et & ce moment-1a, la deuxiéme condition AB2 n’aura pas lieu.

Alors il y a une misconception que Grothendieck reproduit quand il définit les catégories additives
dans son article et qui est la chose suivante : c’est qu'en général, les gens définissent une catégorie addi-
tive en disant “une catégorie additive, c’est une catégorie ou on rajoute une structure supplémentaire qui
est la structure de groupe additif sur les morphismes.” Eh bien, c’est une hérésie. Je vais vous expliquer
pourquoi ; parce qu’en fait, ca n’est pas du tout une structure supplémentaire. Et il y a un exercice dans
MacLane que je vous ai noté 1a qui montre que c’est une hérésie. Quelle est cette hérésie 7 L’hérésie est que
quand vous prenez une catégorie comme une catégorie abélienne, elle a des produits et des co-produits.
Ca, c’est une chose tres simple. Et elle a un objet qui est a la fois initial et final, c’est I'objet 0; dans les
groupes abéliens, c’est le groupe qui est réduit a 0. D’accord 7 C’est un objet initial parce que vous avez
une seule fleche qui va de 0 vers n’importe quel groupe abélien, et c’est un objet final parce que vous avez
une seule fleche qui va d’un groupe abélien vers 0. Tout s’envoie vers 0. Donc il y a un objet qui est a la
fois initial et final. Eh bien, si vous avez ¢a, vous pouvez dire, quand la catégorie est abélienne. Comment ?

Eh bien, parce que ce qui se produit, vous avez une fleche completement canonique, completement
naturelle, qui va du coproduit de deux objets vers le produit de deux objets. Parce qu’en utilisant le 0,
vous pouvez envoyer la moitié sur 0 et 'autre moitié sur 0 et a ce moment-la, vous avez une fleche qui est
complétement naturelle. Si vous demandez si cette fleche est un isomorphisme, vous avez fait la moitié du
parcours. Parce que comme cela est expliqué dans ce texte de MacLane, a ce moment-la, vous avez une
addition pour les morphismes. Simplement en utilisant le fait que cette fleche naturelle qui va du coproduit
vers le produit est un isomorphisme. Vous avez une addition naturelle pour les morphismes et une fois
que vous avez cette addition naturelle, vous pouvez prendre l'axiome supplémentaire qu’il y a un signe
moins, si vous voulez, pour cette addition, bien stir en général, vous n’aurez pas un signe moins, c’est ce
qu’on appelle les catégories semi-additives, elles sont trés intéressantes, mais si vous voulez une catégorie
additive, vous demandez simplement qu’il y ait un inverse. Et alors, donc, ¢a n’est pas une structure
supplémentaire. C’est une hérésie de croire qu'une catégorie additive est donnée par une catégorie + une
structure supplémentaire. Ca n’est pas vrai. Donc c’est une misconception.

Alors, maintenant, je vais vous lire du Grothendieck, puisque le principe du séminaire est de s’effacer
devant Grothendieck. Et méme a un moment-donné, on va I’écouter. Et puis lorsqu’on aura lu et écouté
suffisamment Grothendieck, 1a, je prendrai une métaphore, puis on verra un exemple. D’accord, donc
soyez patients, je ne vais pas faire que lire ou vous faire écouter du Grothendieck, il faut étre patient, mais
écoutons-le quand-méme. Voila ce qu’il dit :

“Le point de vue et le langage des faisceauz introduit par Leray nous a amené da regarder les “espa-
ces” et “variétés” en tous genres dans une lumiére nouvelle. Ils ne touchaient pas, pourtant, a la notion
méme d’espace...”

Donc ce que dit Grothendieck, c’est que Leray avait envisagé un espace sous la forme des faisceaux sur
cet espace, mais en fait, d’ailleurs, Leray ne considérait que les faisceaux de groupes abéliens. Et on va
voir le changement que Grothendieck a apporté déja méme la.

“Ils ne touchaient pas, pourtant, d la notion méme d’espace, se contentant de mous faire appré-
hender plus finement, avec des yeuxr nouveaur, ces traditionnels “espaces”, déja familiers da tous. Or, il
s’est avéré que cette notion d’espace est inadéquate pour rendre compte des “invariants topologiques” les
plus essentiels qui expriment la “forme” des variétés algébriques “abstraites” (comme celles auzquelles
s’appliquent les conjectures de Weil), voire celle des “schémas” généraux...”



Alors 1a, c’est le moment ou je vais vous faire entendre Grothendieck. Pourquoi, parce qu’on va en-
tendre Grothendieck qui définit ce que c’est qu’un faisceau. Donc, je pense que c’est important que vous
I’écoutiez, d’accord, parce que vous ne savez pas forcément ce que c’est qu’un faisceau, on va écouter
Grothendieck en parler, d’accord, et une fois qu’on aura écouté Grothendieck en parler, on reviendra a
nos moutons. C’est le début de ses conférences a Buffalo.

“Topoi are the essence of general topology. A topos could be considered as the main object of study
of topology. And so topoi is a generalisation of classical general topology... have some familiarity with...
and on the other hand familiarity with... but in order to understand notions of topoi, one would require
some familiarity with the language of sheaves on topological spaces. Now I guess that those notions...”

Voila, je m’arréte ici, notre patience est sans doute épuisée. Mais, je vais dire qu'une des raisons pour
lesquelles je vous ai fait entendre Grothendieck est assez compliquée : il faut qu’on s’habitue a cette in-
croyable patience qu’il a d’expliquer tous les détails, de rentrer, d’aller jusqu’au bout de tous les détails. Et
¢a, on le verra, je veux dire, c’est une qualité absolument essentielle dans sa démarche. Donc je continue
a lire ce qu’il disait sur le point de vue et le langage des faisceaux introduit par Leray. Grothendieck
continue, il dit :

“Pour les “épousailles” attendues, “du nombre et de la grandeur”, c¢’était comme un lit décidément
étriqué, ou l'un seulement des futurs conjoints (& savoir, ’épousée) pouvait a la rigueur trouver d se nicher
tant bien que mal, mais jamais les deux a la fois!”

Donc 1a, si vous voulez, il avait en téte effectivement toutes sortes de développements qui étaient de
nature combinatoire, qui étaient reliés a la théorie des nombres, par opposition & ce qui se passait en
topologie mais bon, bien sir, il y avait le travail de Serre sur 'utilisation de la topologie de Zariski.

“C’est le point de vue des faisceaux qui a été le guide silencieuz et sur, la clef efficace (et nullement
secréte), me menant sans atermoiements ni détours vers la chambre nuptiale au vaste lit conjugal. Un lit
si vaste en effet (telle une vaste et paisible riviére trés profonde. . . ), que
“tous les chevauzr du roi
y pourraient boire ensemble...

» »

On y reviendra a ca.

“comme nous le dit un vieil air”

(que je vous ferai entendre tout & ’heure)

“comme nous le dit un vieil air que strement tu as du chanter toi aussi, ou au moins entendre
chanter. Et celui qui a été le premier da le chanter a mieux senti la beauté secrete et la force paisible du
topos, qu’aucun de mes savants éléves et amis d’antan...” (rires)

Bon, il y a bien stir dans cette phrase, le fait que nous connaissons, sans doute, beaucoup d’entre nous,
qui est que le premier a dévoiler un certain paysage mathématique en a une appréhension qui est incom-
parable (c’est ce qui est arrivé & Galois par exemple) par rapport aux autres mathématiciens qui viennent
apres lui et le comprennent. Ca, c’est une chose tres frappante, il dit quelque chose de plus méchant, de

beaucoup plus méchant.

“La clef a été la méme, tant dans Uapproche initiale et provisoire (via la notion trés commode, mais
non intrinséque du “site”)” (dont je vous parlerai, bien siir)

“..que dans celle du topos. C’est l’idée du topos que je voudrais essayer a présent de décrire.”.
Donc laissons parler Grothendieck bien stir.

“Considérons l’ensemble formé de tous les faisceaux sur un espace (topologique)”



Alors, a I'intention du mathématicien, a vrai dire, il s’agit ici des faisceaux d’ensembles, ¢a, c’est abso-
lument fondamental, c’est un pas énorme, qu’il ait remplacé les faisceaux de groupes abéliens, qui étaient
intéressants, on pensait que c’étaient les seuls intéressants, puisque ce sont les seuls qui vont donner une
cohomologie, etc. Non! Il a eu 'idée, qui parait complétement naive, de remplacer les faisceaux de groupes
abéliens par des faisceaux d’ensembles, et on va voir la portée que ¢a donne.

“Je crois d’ailleurs”.
(et c’est ce qu'’il dit)

“etre le premier d avoir travaillé systématiquement avec les faisceaux d’ensembles & partir de 1955.
Quel est Uavantage de travailler avec les faisceaur d’emsembles, on va le voir, c’est que quand vous tra-
vaillez avec les faisceaur d’ensembles, vous pouvez définir ce que c’est qu’un groupe dans ce truc-la, vous
pouvez définir ce que c’est qu’une algébre dans ce truc-la, parce que ce que vous faites, c’est que vous
travaillez comme si vous travailliez dans les ensembles mais il y a une variabilité. C’est-a-dire qu’il y a
quelque-chose qui bouge, mais sinon, vous faites exactement comme si vous travailliez dans les ensembles,
habituels. Donc vous pouvez définir ce que c’est qu’un groupe. Alors, si vous cherchez ce que c’est qu’un
groupe abélien dans cette catégorie des faisceauzr d’ensembles, eh bien, vous trouvez les faisceauz de groupes
abéliens. Donc on retombe sur ses pieds.”

Ensuite ce que dit Grothendieck :

“Nous considérons cet “ensemble” ou “arsenal” comme muni de sa structure la plus évidente, la-

“@y ”»

quelle y apparait, si on peut dire, “a vue de nez”; da savoir, une structure dite de “catégorie”.

Alors bien siir, nous, on a été éduqués, du moins & mon époque, avec la théorie des ensembles. En fait,
c’était sans doute une erreur. La vraie maniere de penser, c’est la théorie des catégories. Donc, il pense a
cette espece de théorie qu’il a devant les yeux comme une catégorie.

“(Que le lecteur non mathématicien ne se trouble pas, de ne pas connaitre le sens technique de ce
terme. Il n’en aura nul besoin pour la suite.)”

C’est-a-dire que ce qu’il faut que le lecteur non-mathématicien pense, simplement, c’est qu’il a un
analogue, maintenant, de la théorie des ensembles, dans cette nouvelle catégorie, dans cette catégorie des
faisceaux d’ensembles. Il y a quelque chose qui ressemble a la théorie des ensembles, et on va voir que
cette métaphore va tres loin.

“C’est cette sorte de “superstructure d’arpentage”, appelée “catégorie des faisceauz” (sur l’espace
envisagé), qui sera dorénavant considérée comme “incarnant” ce qui est le plus essentiel & l’espace.”

Alors on verra une métaphore, que je développerai plus loin, mais je peux déja en dévoiler une partie.
Si vous voulez, d’habitude, quand on parle d'un espace, je vais vous la montrer tout de suite parce que
je ne veux pas attendre, pour cette métaphore. Voila, la métaphore est la suivante : si vous voulez, avant
Grothendieck, on avait I’habitude, quand on étudiait un espace, je ne sais pas moi, une courbe, ou n’im-
porte quoi, on mettait I’espace... sur la scéne. Et puis, on le regardait, on ’étudiait, comme un ensemble
muni d’une structure, etc. Eh bien, ce que fait Grothendieck, c’est... non! L’espace n’est pas sur la scéne,
Iespace, il est dans les coulisses. Sur la scene, il y a les acteurs habituels de la théorie des ensembles : les
groupes abéliens, les algebres, etc. Mais, I'espace en question, il est dans les coulisses, comme un espéce
de Deus ex machina qui introduit une variabilité dans les personnages qui sont sur la scéne. C’est-a-dire
que maintenant les personnages qui sont sur la scéne, ils vont dépendre d’un aléa. Cet aléa, il est gouverné
par le topos. Et quand on a un topos de Grothendieck, il y a aussi les constantes, c’est-a-dire qu’il y a
aussi les ensembles qui ne dépendent pas de l'aléa. Et la cohomologie, elle se définit en comparant les deux.

Donc c’est absolument fondamental que vous essayiez progressivement d’acquérir une image mentale,
méme si vous n’étes pas mathématicien, pour comprendre que ’espace qui est donné par le topos, il va
apparaitre derriére, il est dans les coulisses, il n’est pas sur le devant de la scéne, ¢a n’est pas lui qu’on
étudie; on étudie la théorie des ensembles, mais il y a ce bon Dieu de topos, qui est caché et qui fait
tout varier, qui introduit une variabilité la-dedans, d’accord. Donc alors, c’est ce que dit Grothendieck
d’une autre maniere : “ce qu’il considére comme cet ensemble ou “arsenal” comme muni de sa structure la



plus évidente”, il y pense comme & une catégorie, cette catégorie de faisceaux d’ensembles. Alors ensuite
que dit-il? “Que c’est une chose licite d’oublier ’espace et de ne considérer que la catégorie des faisceaux
d’ensembles.”

Pourquoi est-ce que c’est une chose licite 7 C’est une chose licite parce qu’on n’a pas perdu 'espace
en cours de route. On retrouve les points de espace. Alors, comment est-ce qu’on retrouve les points
de l'espace dans la métaphore que je vous ai donnée? Parce que lui dit “c’est un simple exercice de le
vérifier : une fois qu’on a posé la question.”. Bon. Effectivement, vous pouvez vous amuser, en pensant
en termes classiques, si vous avez les faisceaux d’ensembles sur un espace topologique ordinaire, comment
est-ce que vous allez retrouver I’espace lui-méme, c’est-a-dire les points de ’espace ? Vous pouvez vous
poser cette question. Alors en fait, dans la métaphore que je vous ai donnée, les points de ’espace, c’est
quand vous prenez un instant donné, un temps figé. Quand vous prenez un temps qui est figé, eh bien a
ce moment-la, il n’y a plus de variabilité, et vous avez la théorie des ensembles ordinaire. C’est ce qu’on
appelle abstraitement dans la théorie des topos un point d’'un topos, c’est-a-dire que c’est ainsi qu’on
appelle un morphisme géométrique, qui va de la théorie des ensembles ordinaire vers le topos considéré.
Mais ¢a revient exactement a figer les choses & un instant donné.

Lui dit “de vérifier est un simple exercice.”. En fait, ce n’est pas toujours vrai; comme il dit “(d
Uintention du mathématicien) A strictement parler ceci n’est vrai que pour des espaces dits “sobres” 7. 11
faut quand-méme qu’il y ait un minimum de séparation dans 'espace. Et il y a un exemple extrémement
intéressant, que je vous invite a faire, parce qu’il faut toujours... on ne fait pas des maths en écoutant,
on fait des maths en faisant des exercices. Donc il y a I'exercice déja sur les catégories abéliennes de tout
a 'heure. Et voila un autre exercice maintenant. C’est que vous prenez une courbe avec sa topologie de
Zariski. Ou vous prenez plutot une surface avec sa topologie de Zariski. Et vous calculez les points du
topos correspondant, c’est-a-dire de la topologie des faisceaux pour la topologie de Zariski. Eh bien vous
allez vous apercevoir qu’il y a plus de points, parce que I'espace en question, il n’était pas sobre, et vous
allez obtenir exactement les points du schéma correspondant. Donc je vais dire, déja, dans cet exemple-la,
on voit le potentiel absolument incroyable de cette maniere de penser. Il dit :

“..nous pouvons désormais “oublier” ’espace initial, pour ne plus retenir et ne nous servir que de la
“catégorie” associée, laquelle sera considérée comme l'incarnation la plus adéquate de la “structure topo-
logique” (ou “spatiale”) qu’il s’agit d’exprimer.”

Alors ce qu’il explique apres, c’est :

“Comme si souvent en mathématique, nous avons réussi ici (grace d l’idée cruciale de “faisceau”, ou de
“metre cohomologique”) a exprimer une certaine notion, (celle d’“espace”), en termes d’une autre (celle
de “catégorie”).”

Donc on a remplacé, toujours en suivant la métaphore, I’espace par cette catégorie, qui est une caté-
gorie d’ensembles, ce sont des ensembles.

“A chaque fois, la découverte d’une telle traduction d’une notion (exprimant un certain type de situa-
tions) en termes d’une autre (correspondant d un autre type de situations), enrichit notre compréhension.”

Bien entendu.

“et de l'une et de l’autre notion, par la confluence inattendue des intuitions spécifiques qui se rapportent
soit a l'une, soit a 'autre.”

“Ainsi, une situation de nature “topologique” (incarnée par un espace donné) se trouwve ici traduite par
une situation de nature “algébrique” (incarnée par une “catégorie”); ou, si on veut, le “continu” incarné
ar l’espace, se trouve “traduit” ou “exprimé” par la structure de catégorie, de nature “algébrique” (et
) )
Jusque la pergue comme étant de nature essentiellement “discontinue” ou “discréte”).”

On dénie, a priori, a une catégorie le droit de représenter quelque-chose de continu. Or c’est le cas ici.
C’est le cas parce qu’on retrouve les points et on retrouve la topologie des points, simplement a partir de
la catégorie, qui ressemble a la catégorie des ensembles.



“Mass ici, il y a plus. La premiére de ces notions, celle d’espace, nous était apparue comme une notion
en quelque sorte “maximale” - une notion si générale déja, qu’on imagine mal comment en trouver encore
une extension qui reste “raisonnable”. Par contre, il se trouve que de l'autre coté du miroir, ces “catégo-
ries” ” (donc les catégories que 'on obtient comme catégories de faisceaux d’ensembles) “sur lesquels on
tombe, en partant d’espaces topologiques, sont de nature trés particuliére.”

“Le “miroir” dont il est question ici, comme dans Alice au pays des merveilles, est celui qui donne
comme “image” d’un espace, placé devant lui, la “catégorie” associée.”

Donc cette catégorie si vous voulez, c’est la catégorie de la scéne derriere laquelle est le topos.

“FElles jouissent en effet d’un ensemble de propriétés fortement typées, (on ne va pas en parler tout
de suite) qui les font s’apparenter a des sortes de “pastiches” de la plus simple imaginable d’entre elles.”
Quelle est la plus simple d’entre elles 7 C’est la théorie des ensembles. Donc les catégories que vous obtenez
comme ¢a, & partir d’un topos, sont des pastiches de la théorie des ensembles. C’est ce que dit Grothendieck.

“Ceci dit, un “espace nouveau style” (ou topos), généralisant les espaces topologiques traditionnels, sera
décrit tout simplement comme une “catégorie” qui, sans provenir forcément d’un espace ordinaire, posséde
néanmoins toutes ces bonnes propriétés.” Donc on les appelle topos, alors il va le dire d’ailleurs, attendez,
il faut que je le trouve...

“Le nom “topos” a été choisi (en association avec celui de “topologie”, ou “topologique”) pour suggérer
qu’il s’agit de “I’objet par excellence” auquel s’applique l'intuition topologique. Par le riche nuage d’images
mentales que ce nom suscite, il faut le considérer comme étant plus ou moins I’équivalent du terme “espa-
ce” (topologique), avec simplement une insistance plus grande sur la spécificité “topologique” de la notion.
Ainsi...” Bon, il parle des espaces vectoriels, etc. Donc je reviens en arriére.

“Voici donc l’idée nouvelle. Son apparition peut étre vue comme une conséquence de cette observation,
quasiment enfantine a vrai dire, que ce qui compte vraiment dans un espace topologique, ce ne sont nul-
lement ses “points” ou ses sous-ensembles de points, et les relations de proximité etc. entre ceuz-ci, mais
que ce sont les faisceauz sur cet espace, et la catégorie qu’ils forment. Je n’ai fait, en somme, que mener
vers sa conséquence ultime l’idée initiale de Leray - et ceci fait, franchir le pas. Comme l’idée méme des
faisceauz (due d Leray), ou celle des schémas, comme toute “grande idée” qui vient bousculer une vision
invétérée des choses, celle des topos a de quoi déconcerter par son caractére de naturel, d’ “évidence”, par
sa simplicité.”

En fait, on sait quand on fait des maths, quand on est sur la bonne voie, quand quelqu’un vous dit
“Oh, ce n’est que ¢a!”. (rires)

Voila ce que dit Grothendieck, donc :

“..par cette qualité particuliére qui nous fait nous écrier si souvent : “Oh, ce n’est que ¢a!”, d’un ton
mi-dégu, mi-envieux ; avec en plus, peut-étre, ce sous entendu du “farfelu”, du “pas sérieux”, qu’on réserve
souvent a tout ce qui déroute par un exces de simplicité imprévue. A ce qui vient nous rappeler, peut-étre,
les jours depuis longtemps enfouis et reniés de notre enfance...”

Donc la, il revient a la notion de schéma :

“Elle constitue un vaste élargissement de la notion de “variété algébrique”, et a ce titre elle a renou-
velé de fond en comble la géométrie algébrique léguée par mes devanciers. Celle de topos constitue une
extension insoupconnée, pour mieuxr dire, une métamorphose de la notion d’espace.”

Si vous voulez, ce qui est absolument extraordinaire, au départ, méme, dans la notion de topos, c’est
la maniere dont ’espace est appréhendé. Comme je le disais, il n’est plus appréhendé par les points, il est
appréhendé par ’aléa qu’il introduit : il introduit un aléa dans la théorie des ensembles; il introduit une
variabilité dans la théorie des ensembles. Et ¢a, c’est extraordinaire.

“Par la, elle porte la promesse d’un renouvellement semblable de la topologie, et au dela de celle-ci, de
la géométrie. Dés a présent d’ailleurs, elle a joué un role crucial dans l’essor de la géométrie nouvelle.”



Ca, c’est pour la cohomologie l-adique, ou pour la cohomologie cristalline.

“Comme sa sceur ainée (et quasi-jumelle)?, elle posséde les deus caractéres complémentaires essentiels
pour toute généralisation fertile, que voici.”

Primo, il ne faut pas que cette notion soit trop vaste, je passe assez vite la-dessus; il parle des topos,
on en a parlé; il faut que “les constructions géométriques les plus essentielles” s’appliquent bien entendu,
qu’elles “puissent se transposer de fagcon plus ou moins évidente.” Il ne faut pas qu’elle soit trop générale,
il ne faut pas que la notion que vous preniez soit, par exemple, la notion générale de catégorie. Si c’était
la notion générale de catégorie, on n’irait pas loin. Donc il faut qu’elle ait cette propriété.

Il explique : “Parmi ces “constructions”, il y a notamment celle de tous les “invariants topologiques”
familiers.”

Il explique tres bien : “Pour ces derniers, j’avais fait tout ce qu’il fallait dans larticle déja cité de
“Tohoku” (1955).”

Donc lorigine, vous voyez, elle vient de la. Comme je le disais tout & ’heure, dans I’article de Tohoku,
il y avait a la fois les faisceaux sur un espace topologique et il y avait aussi, et ¢’était extrémement impor-
tant, les catégories de diagrammes, il parlait des catégories de diagrammes et on va voir qu’elles jouent
un role absolument essentiel, de la méme maniere. Donc il parle des associations mentales, et de notions
moins techniques, bien sfir.

“Secundo, la nouvelle notion est en méme temps assez vaste pour englober une foule de situations qui,
jusque la, n’étaient pas considérées comme donnant lieu a des intuitions de nature “topologico-géométrique”
- aux intuitions, justement, qu’on avait réservées par le passé auz seuls espaces topologiques ordinaires.”

Comme on le verra dans un exemple que je vous donnerai dans relativement peu de temps, comme on
le verra, ce qui se produit dans la métaphore dont je vous parlais, ce qui va se produire, c’est que comme il
y a cet aléa, comme il y a cette variabilité dans la théorie des ensembles, on ne peut plus appliquer le prin-
cipe du tiers-exclus. Par contre, l'intuitionnisme marche. Et donc, ce que ¢a va engendrer, cette nuance,
c’est pour ¢a que je veux vous y amener pas a pas, on est lent, mais il faut que nous soyons lents, donc je
vous montrerai un exemple, comme je 1'ai dit au début, dans lequel la notion de vérité associée au topos
sera beaucoup plus subtile que la notion de vérité ordinaire, et j’aurai un transparent, sur lequel il y aura
marqué “a deux pas de la vérité” et je vous donnerai un topos dans lequel on sera “a 10 pas de la vérité”,
“a 15 pas de la vérité”, “a 20 pas de la vérité”, etc. On prendra un exemple parce que tant qu’on n’a pas
pris un exemple, tant qu’on parle abstraitement, on ne sait pas trop ce qu’on fait. Donc on se dirige vers la.

“La chose cruciale ici, dans l'optique des conjectures de Weil, c’est que la nouvelle notion est assez
vaste en effet, pour nous permettre d’associer da tout “schéma” un tel “espace généralisé” ou “topos” (ap-
pelé le “topos étale” au schéma envisagé). Certains “invariants cohomologiques” de ce topos (tout ce qu’il
y a de “bébétes”!) semblaient alors avoir une bonne chance de fournir “ce dont on avait besoin” ”

Il continue et on se relaxe un peu avant de venir aux exemples et aux choses vraiment cruciales.

“C’est dans ces pages que je suis en train d’écrire que, pour la premiére fois dans ma vie de mathé-
maticien, je prends le loisir d’évoquer (ne serait-ce qu’a moi-méme) Uensemble des maitre-thémes et des
grandes idées directrices dans mon ceuvre mathématique. Cela m’améne a mieux apprécier la place et la
portée de chacun de ces thémes, et des “points de vue” qu’ils incarnent, dans la grande vision géométrique
qui les unit et dont ils sont issus. C’est par ce travail que sont apparues en pleine lumiére les deux idées
novatrices névralgiques dans le premier et puissant essor de la géométrie nouvelle : 'idée des schémas, et
celle des topos.”

Et la, il insiste :

“Cest la deuxieme de ces idées, celle des topos, qui a présent m’apparait comme la plus profonde des
deuz. St d’aventure, vers la fin des années cinquante...”

2. la théorie des schémas



Donc Grothendieck a introduit les topos dans une période un peu dépressive qu’il avait eue apres la
mort de sa meére en 1957, il a introduit les topos en 58. Donc on sera, 'année qui vient, au 60éme anni-
versaire de la naissance des topos.

“Si d’aventure, vers la fin des années cinquante, je n’avais pas retroussé mes manches, pour développer
obstinément jour aprés jour,”

Ca, c’est Grothendieck : “Obstinément, jour apres jour...”

“tout au long de douze longues années, un “outil schématique” d’une délicatesse et d’une puissance
parfaites - il me semblerait quasiment impensable pourtant que dans les diz ou vingt ans déja qui ont
suivi, d’autres que moi auraient pu a la longue s’empécher d’introduire d la fin des fins (fut-ce d leur corps
défendant) la notion qui visiblement s’imposait, et de dresser tant bien que mal tout au moins quelques
vétustes baraquements en “préfab”, a défaut des spacieuses et confortables demeures® que j’ai eu & coeur
d’assembler pierre par pierre et de monter de mes mains.”

La, il parle des schémas.

“Par contre, je ne vois personne d’autre sur la scéne mathématique, au cours des trois décennies écou-
lées, qui aurait pu avoir cette naiveté, ou cette innocence, de faire (4 ma place) cet autre pas crucial entre
tous, introduisant l'idée si enfantine des topos (ou ne serait-ce que celle des “sites”). Et, d supposer méme
cette idée-la déja gracieusement fournie, et avec elle la timide promesse qu’elle semblait receler...”

Vous savez, quelqu’un vous dirait : “Je vais faire ¢a...”. “Bonne chance !”, vous diriez ! D’accord... (rires*

“..je ne vois personne d’autre, que ce soit parmi mes amis d’antan ou parmi mes €éleves, qui aurait eu
le souffle, et surtout la foi, pour mener d terme cette humble idée (si dérisoire en apparence...”

Qu’est-ce que c’est que de s’'évertuer sur les faisceaux d’ensembles sur un espace topologique 7...

“..(si dérisoire en apparence alors que le but semblait infiniment lointain... ) : depuis ses premiers
débuts balbutiants, jusqu’a la pleine maturité de la “maitrise de la cohomologie étale”, en quoi elle a fini
par s’incarner entre mes mains, au cours des années qui ont suivi.”

Bon apres, il parle de détails, enfin, de choses qui sont importantes pour le mathématicien, mais il
parle de la cohomologie étale et c’est a ce propos, comme il le dit :

“C’est inspiré par ce propos que j’avais découwvert la notion de site en 1958.” Donc, il a découvert la
notion de site en 1958, et c’est cette notion, bien siir, et le formalisme cohomologique, qui ont été déve-
loppés plus tard.

11 dit :

“Quand je parle de “souffle” et de “foi”,” (ca, c’est toujours pour le mathématicien), “il s’agit ld des
qualités de nature “non-techniques” ”

Grothendieck a écrit quelque-part dans Récoltes et Semailles qu’il n’était pas rapide, qu’il était entouré
de gens beaucoup plus rapides que lui, mais bon, c’est un exemple qui montre a quel point, il ne faut
pas se décourager, quand on n’est pas rapide, bon quand on parle avec des gens dont on s’apergoit qu’ils
comprennent dix fois plus vite que vous, il ne faut pas se décourager. Par contre, ce qui est absolument
crucial, c’est d’étre persévérant, et d’avoir la foi dans une idée.

C’est-a-dire si vous avez une idée, il faut d’abord que vous vous I’appropriez, que vous la fassiez votre.
Et une fois qu’elle est votre, il faut la protéger ;au départ, il faut la protéger comme un tout petit enfant
qui vient de naitre. Il ne faut pas trop la montrer, pas trop, etc. (petits rires) Et puis aprés... Pas tellement
parce que quelqu’un peut vous la prendre mais parce qu’il faut que vous la testiez, on va en parler plus

3. adresse de l'orateur au public : “la, il parle des schémas”
4. pour souligner l'ironie de '’euphémisme du Bonne chance par rapport & 'ampleur de la tache que cela représente.)
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tard, il faut que vous la testiez, il faut que vous vous habituiez a elle, en privé.

“A un autre niveau, je pourrais y ajouter aussi ce que j’appellerais le “flair cohomologique”, c’est-a-dire
le genre de flair qui s’était développé en moi pour l’édification des théories cohomologiques.”

Apreés, il rile un peu contre ses éléves, mais ¢a, on en a 1’habitude avec Grothendieck.
On va faire une petite pause : on ne va pas s’arréter mais je vais vous faire écouter Yves Montand (rires).

“Out, la riviére est profonde, et vastes et paisibles sont les eaur de mon enfance, dans un royaume que
j’ai cri quitter il y a longtemps. Tous les chevaux du roi y pourraient boire ensemble a l’aise et tout leur
saoul, sans les épuiser! Elles viennent des glaciers, ardentes comme ces neiges lointaines, et elles ont la
douceur de la glaise des plaines. Je viens de parler d’un de ces chevauz, qu’un enfant avait amené boire
et qui a bu son content, longuement. Et j’en ai vu un autre venant boire un moment, sur les traces du
meéme gamin si ¢a se trouve -masis ld ¢a n’a pas trainé. Quelqu’un a di le chasser. Et c’est tout, autant dire.”

La fille qui a tant d’amoureux qu’elle ne sait lequel prendre et qui a choisi son petit cordonnier...
Voila, on revient aux choses sérieuses.
Alors, il continue, il dit :

“Je vois pourtant des troupeaux innombrables de chevaux assoiffés qui errent dans la plaine - et pas
plus tard que ce matin méme leurs hennissements m’ont tiré du lit, a une heure indue, moi qui vais sur
mes soizante ans et qui aime la tranquillité. Il n’y a rien eu a faire, il a fallu que je me léve. Ca me fait
peine de les voir, a l'état de rosses efflanquées, alors que la bonne eau pourtant me manque pas, ni les
verts paturages. Mais on dirait qu’un sortilége malveillant a €té jeté sur cette contrée que j’avais connue
accuetllante, et condamné ['accés a ces eauxr généreuses. Ou peut-étre est-ce un coup monté par les ma-
quignons du pays, pour faire tomber les priz qui sait ? Ou c’est un pays peut-étre ot il n’y a plus d’enfants
pour mener boire les chevauz, et ou les chevauz ont soif, faute d’un gamin qui retrouve le chemin qui méne
a la riviére...”

Alors, avec Pierre Cartier et Olivia Caramello, on a organisé un colloque, il y a de ¢a deux ans, a
I'THES, justement pour raviver ’idée des topos, mais vraiment des topos de Grothendieck, et le colloque
a été remarquable, ca s’est tres tres bien passé.

Alors qu’est-ce qu’un topos de Grothendieck ? Donc maintenant on revient aux mathématiques. Donc
il y a trois manieéres de les définir : c’est sans doute la premiére maniére qui est la plus simple. Alors,
si vous voulez, comme Grothendieck Iexpliquait quand il fait son cours, la chose importante, au départ,
c’étaient des pré-faisceaux, c’est-a-dire ¢’étaient des foncteurs contravariants qui allaient de la catégorie
des ouverts, mais c’est une catégorie extrémement simple, hein. Je veux dire c’est une catégorie pour
laquelle entre deux objets, il y a au plus un morphisme donc c’est vraiment quelque-chose d’extrémement
simple. Donc on regardait les foncteurs contravariants qui allaient de cette catégorie vers les ensembles.
Alors maintenant, on enléve toutes les conditions sur cette catégorie, sauf que c’était une petite catégorie.
Qu’est-ce que ca veut dire une petite catégorie ? Ca veut dire que les objets forment un ensemble. Et puis
les morphismes aussi bien entendu. Donc on regarde une petite catégorie et on regarde tous les foncteurs
contravariants de cette petite catégorie vers les ensembles. On oublie le fait qu’on avait les ouverts et
qu’on avait une catégorie extrémement particuliere en regardant les ouverts. D’accord, on prend n’im-
porte laquelle. Et alors maintenant, ce qu’on demande, bien siir, on ne va pas prendre tous les foncteurs
contravariants, puisqu’on sait bien, et Grothendieck I’expliquait dans ce qu’on a écouté, qu’on ne va pas
prendre tous les pré-faisceaux. Parmi ces pré-faisceaux, on va en sélectionner qu’on va appeler des fais-
ceaux. Quelle est la propriété importante de cette sélection ? Il y a deux choses qui sont trés importantes
dans cette sélection : la premiére, c’est qu'on ne va pas changer les morphismes; la premiere chose qui
est fondamentale, c’est que quand vous prenez un morphisme d’un faisceau vers un autre faisceau, en
fait, vous pouvez oublier que ce sont des faisceaux. C’est un morphisme de pré-faisceaux, d’accord. Donc
en fait, quand on va sélectionner la sous-catégorie de la catégorie des pré-faisceaux, on va prendre une
sous-catégorie pleine. Sous-catégorie pleine, ¢a veut dire qu’on ne va pas changer la notion de morphisme.
D’accord, c’est crucial, ca, si vous écoutiez Grothendieck plus loin, il en parle et il dit bien que c’est crucial.
Donc premiere chose. Deuxieme chose, qui est extrémement importante, c’est qu’il y a un moyen, lorsque
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vous avez un pré-faisceau de le faisceautiser, de le transformer en un faisceau. Donc ¢a veut dire que les
faisceaux sont des pré-faisceaux particuliers, mais il y a une espece de projection qui vous permet de rem-
placer un pré-faisceau par un faisceau. Alors quelle est la maniere de le dire qui est correcte : c¢’est que le
foncteur qui inclut la catégorie des faisceaux dans la catégorie des pré-faisceaux, bon d’abord il est plein,
il est fidele, parce qu'on n’oublie rien, mais surtout, il a un adjoint a gauche, qui est la faisceautisation,
et par miracle, cette action a gauche, il est exact a gauche, ce qui n’est normalement jamais le cas pour
un adjoint a gauche. Normalement, un adjoint a gauche, on sait que dans tous les cas, il va préserver ce
qui s’appelle les colimites, mais c’est trés rare qu’il préserve les limites. Eh bien 1a, ¢a préserve les limites.
Donc c’est ¢a la condition. Donc si vous voulez une définition courte de ce que c’est qu’un topos, c’est ¢a.

Alors maintenant ce qu’on va voir, et puis on va voir ce que c¢’est qu'un site, il y a une autre maniére
de le dire qui est plus précise : c’est qu’en fait, on sait que toute faisceautisation, comme celle dont je vous
parlais, en fait, elle provient de ce qu'on appelle une topologie de Grothendieck sur la petite catégorie
dont on est parti. Alors on va voir ce que c’est. Et puis en fait, il y a une troisieme définition de ce que
c’est qu'un topos. Mais alors ca, c’est vraiment une définition, comment dire, tres abstraite mais c’est une
définition qui énonce des propriétés qui sont vraies pour la théorie des ensembles, d’accord. Et on demande
que le topos les vérifie aussi. Alors ¢a, ¢a a engendré une autre théorie des topos, qu’on appelle la théorie
des topos élémentaires, qui ne sont pas des topos de Grothendieck en général. Mais alors, qu’est-ce qu’il
manque & un topos élémentaire, donc un topos qui vérifie des propriétés naives de théorie des ensembles,
pour étre un topos de Grothendieck 7 Ce qui lui manque, ce sont les constantes. C’est-a-dire que tout a
I’heure, dans la métaphore, je vous disais qu’on a des ensembles variables, qui dépendent d’un aléa. Eh
bien, quand on a un topos de Grothendieck, il y a ce qu'on appelle un morphisme géométrique, qui va
du topos vers le topos des ensembles, et ¢a permet de parler des constantes. Or parler des constantes,
lorsqu’on fait de la cohomologie par exemple, c’est absolument essentiel. Parce que ce sont les constantes
qui permettent par exemple de définir les sections globales d’un faisceau, etc., etc. Donc c’est pas du tout
innocent, et il y a une différence trés grande entre un topos de Grothendieck et ce qu’on appelle un topos
élémentaire qui rassemblerait des propriétés élémentaires de la théorie des ensembles.

Alors les exemples. Bon alors parmi les exemples, il y a bien stir 'exemple des faisceaux d’ensembles
sur un espace topologique. C’est le premier exemple. Le deuxieme exemple, j’en ai déja parlé, ce sont
les faisceaux pour la topologie de Zariski, donc c¢’est un cas particulier des faisceaux d’ensembles sur un
espace topologique. Mais comme je le disais, I'intérét, c’est que quand on cherche les points, pour ce
topos-la, on trouve les bons points du schéma, d’accord. Et enfin, il y a un troisieme exemple, qui est ce
que Grothendieck a introduit en 58 pour avoir la cohomologie étale, c¢’est-a-dire qu’on part d’un schéma,
et il y a un topos qui est associé au schéma, mais ¢a n’est plus un topos qui provient d’une topologie sur
le schéma. Donc c’est quelque-chose qui est au-dessus et qui, bon, bien sir, 1a, c’est déja un topos au sens
original si vous voulez, qui est en dehors des espaces topologiques.

Donc je reviens a Grothendieck, il dit :

Le théme du topos est issu de celui des schémas, I’année méme ou sont apparus les schémas - mais en
étendue il dépasse largement le théeme-mére. C’est le théme du topos, et non celui des schémas, qui est ce
“lit”, ou cette “riviere profonde”, ou viennent s’épouser la géométrie et l’algébre, la topologie et ’arith-
métique, la logique mathématique et la théorie des catégories, le monde du continu et celui des structures
“discontinues” ou “discrétes” Si le théme des schémas est comme le ceur de la géométrie nouvelle, le
théme du topos en est l’enveloppe, ou la demeure. Il est ce que j’ai congu de plus vaste, pour saisir avec
finesse, par un méme langage Tiche en résonances géométriques, une “essence” commune d des situations
des plus éloignées les unes des autres, provenant de telle région ou de telle autre du vaste univers des
choses mathématiques. Ce theme du topos est trés loin pourtant d’avoir connu la fortune de celui des
schémas.

Il y a une espéce de malédiction sur les topos. Il y a une malédiction qui régne, on y reviendra peut-étre
si on a le temps. Alors voila la métaphore. Donc la métaphore dont je vous parlais tout a I’heure. Il faut
absolument que vous ayez une image mentale de ce que c’est qu'un topos. Donc on avait I’habitude, comme
je le disais, de mettre ’espace & étudier sur le devant de la scéne. Ce que fait Grothendieck, c’est de lui
faire jouer ce role de Deus ex machina, qui n’est pas présent, qui reste dans les coulisses. Mais ce qui est
important, c’est de savoir que, quand vous avez un topos, vous pouvez faire toutes les manipulations, vous
pouvez parler de groupes abéliens, vous pouvez parler d’algebres, etc., et si vous travaillez avec un topos
provenant d’un espace topologique, ¢a vous donnerait les faisceaux de groupes abéliens, ou les faisceaux
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d’algebres, etc., c¢’est formidable, c’est formidable d’avoir cette liberté de manceuvre. Bon, alors, lorsqu’on
travaille dans un topos, tout se passe comme si on manipulait des ensembles ordinaires. Donc c’est ¢a qu’il
faut savoir. En fait, dés qu’on fait des fibrés vous savez sur un espace, on prend ’habitude de penser a
un fibré comme & un espace vectoriel variable. Mais la, la variabilité, c’est la bonne notion de variabilité,
parce que ¢a paramétrise les ensembles. Sauf que 'on ne peut plus appliquer la regle du tiers-exlus. Donc
ce qui apparait si vous voulez, c’est qu’on ne peut plus, pour une proposition dire la proposition p est
vraie, ou la proposition non p est vraie, on n’a plus le tiers-exclus. Alors on va tres vite voir un exemple
concret d’'un topos pour lequel cette notion de vérité devient plus subtile que le simple vrai ou faux que
nous utilisons familiérement. Par exemple, si vous voulez, si vous regardez la télévision, et vous regardez
une discussion politique a la télévision ; eh bien, nous avons I’habitude de dire “celui-la a raison et celui-la
a tort”. Eh bien, je prétends qu’on n’a pas l'outil conceptuel qu’il faut pour juger. Et je vais vous donner
des exemples. Je vais vous montrer a quel point la notion de vérité est une notion beaucoup plus subtile et
a quel point I'idée du topos permet de la formaliser. Donc on va faire marcher ¢a sur un exemple. Pour faire
marcher ¢a, on va introduire des topos qui sont autres que les topos qui viennent d’un espace topologique
et qui ont une nature extrémement simple : ce sont les topos qui consistent a prendre une petite catégorie
et a prendre simplement la catégorie de tous les foncteurs contravariants vers les ensembles. Donc la, on
ne fait pas de distinction entre faisceaux et pré-faisceaux. On prend tous les pré-faisceaux. On dit que ce
sont tous des faisceaux. Donc a une petite catégorie, on va associer un topos qui est son espece de dual,
si vous voulez, qui est tous les foncteurs contravariants de cette petite catégorie vers les ensembles, et on
va s’amuser avec ¢a.

Alors en 91, Grothendieck était encore parfaitement en contact avec certains mathématiciens, et voila
ce qu’il écrivait, c’est dans une lettre 8 Thomasson, il dit :

“D’autre part pour mot, le paradis originel pour l’algebre topologique n’est nullement la catégorie sim-
pliciale...” donc, je ne sais pas si on aura le temps d’en parler, mais il parle des topos.

“En effet, les topos ayant comme catégories des faisceauz d’ensembles les C', avec C' une petite catégo-
rie, sont de loin les plus simples des topos connus.” Et c’est pour I'avoir senti qu’il insiste tant sur ces topos
catégoriques dans SGA4. Donc si vous regardez SGA4, vous verrez qu’il y a deux exemples fondamentaux
de topos; bien siir, il y a le topos étale, et puis il y a les topos qui sont duaux d’une catégorie. D’accord.
Alors on va s’amuser avec ga.

Alors quelle est la notion de vérité dans un topos? (rires) En quel sens la notion de vérité est différente
dans un topos? Alors, en quel sens d’abord, est-ce qu’'on est capable, dans les ensembles, de définir le
vrai et le faux? Alors, comment va-t-on définir le vrai et le faux dans la théorie des ensembles? On va
s’intéresser a essayer de classifier les sous-ensembles d’un ensemble, d’accord. Vous voyez, si vous travaillez
avec les ensembles ordinaires, et si je vous dis “j’ai un foncteur qui, si vous me donnez un ensemble, lui
associe tous ses sous-ensembles.”. C’est un foncteur parce que si vous avez une application qui va de X
dans Y, vous pouvez rappeler en arriére les sous-ensembles de Y, donc c¢’est un foncteur. Alors maintenant,
la question, c’est “est-ce que ce foncteur est représentable ?”. C’est une notion mathématique, d’accord,
et alors dans les ensembles, il est représentable a cause d’une notion que nous, nous connaissons tres tres
bien : c’est qu’a un sous-ensemble, on associe ce qu’on appelle sa fonction caractéristique. C’est-a-dire
quand on a un sous-ensemble d’un ensemble, on définit une fonction : cette fonction, elle vaut 1 si on
est dans le sous-ensemble, et elle vaut 0 si on n’est pas dans le sous-ensemble. Alors cette fonction, il
se fait qu’elle a une propriété assez miraculeuse : c’est qu’elle classifie, c’est-a-dire qu’elle représente ce
foncteur. Dans le cas des ensembles, il y a un objet privilégié ) qui est 'objet qui est formé de ’ensemble
{0,1}, 'ensemble & deux points, et quand vous regardez tous les sous-ensembles d’un ensemble, ¢a revient
a regarder toutes les applications de cet ensemble vers ’ensemble {0,1}. Puisque quand vous avez une
application qui va vers ’ensemble {0,1}, le sous-ensemble, il est défini par le sous-ensemble sur lequel
elle prend la valeur 1. Mais 1a ou elle ne prend pas la valeur 1, eh bien, elle prend forcément la valeur 0.
Eh bien, si on réfléchit suffisamment, en logique, en pensant dans le langage des topos, on s’apergoit que
c’est ce simple fait qu’il n’y avait que 0 et 1 dans les ensembles qui permet d’avoir le principe du tiers-exclus.

Donc maintenant on va s’amuser avec un topos qui est un tout petit peu plus compliqué. On va prendre,
alors, c’est ce que j'appelle “a4 deux pas de la vérité”. Alors, qu’est-ce qu’on va prendre comme topos ?
On va prendre la catégorie C' qui n’a qu’un seul objet, et qui a pour morphisme les puissances d’un seul
morphisme. C’est-a-dire que je choisis un seul morphisme qui va de cet objet dans lui-méme et je 1’éleve
a des puissances, d’accord, T". Alors qu’est-ce que ¢a veut dire, un objet de la catégorie des foncteurs
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contravariants de cette catégorie vers les ensembles 7 Ca veut simplement dire un ensemble avec une appli-
cation de X dans X. C’est tout. Pourquoi vous n’avez qu’un seul ensemble ? Parce que la catégorie n’avait
qu’un objet. Donc vous n’avez qu’un ensemble. Et en fait, la catégorie, elle n’avait qu’un seul morphisme,
bon, on I’éleve a ses puissances, mais, je veux dire... il suffit de le connaitre, il suffit de connaitre son image.
Qu’est-ce que c’est que son image ? C’est une transformation 7" de X dans X. Quel est le topos ? Eh bien,
ce sont les ensembles munis d’une transformation. Bon eh bien, les ensembles munis d’une transformation,
¢a fait un topos. C’est une catégorie, d’accord. Comment est-ce une catégorie ? C’est une catégorie parce
que si vous avez deux ensembles avec une transformation, vous avez les applications de X dans Y qui
respectent la transformation. C’est & dire qu’ils vérifient que 'image de TX (f(TX)), c’est T'f(z). Donc
vous avez une catégorie, et cette catégorie, c’est un topos. Pourquoi c’est un topos? Parce que c’est le
dual d’une petite catégorie que je vous ai donnée.

Bon alors maintenant, on va chercher €2, pour ¢a. Donc on va chercher a classifier les sous-objets d'un
objet. Alors, pourquoi est-ce embétant, d’essayer de classifier les sous-objets d’un objet ? Eh bien, on va
essayer avec 0,1. On va essayer avec la fonction caractéristique, comme on faisait tout & ’heure. Apres
tout, si je prends un ensemble avec une application, si je prends un sous-objet, ¢’est un sous-ensemble qui
est stable par I'application, d’accord. Donc si je prends mon X, je vais prendre un sous-ensemble Y qui
était invariant, qui était invariant par 'application 7. Bon. Tres bien. Il est invariant par 'application T'.
Donc je vais associer la valeur 1 sur ce sous-ensemble, d’accord. Sur le sous-ensemble, je vais donner 1.
Pourquoi est-ce que je ne peux pas donner la valeur 0, sur le complémentaire ? Eh bien parce qu’il peut y
avoir des points du complémentaire qui vont finir par atterrir dans ’ensemble en question. Je ne suis pas
du tout assuré que le complémentaire va étre invariant par 7. Il peut trés bien se produire qu’'un point
du complémentaire, au bout d’un moment, tac!, il va taper dans le sous-ensemble en question. C’est pas
parce que le sous-ensemble en question est invariant que son complémentaire est invariant. Bien str que
non! La transformation, je n’ai pas pris une action de Z, j’ai pris une action de N. Alors comment on
va faire ? C’est embétant! Ca veut dire que Papplication qui allait vers 0 et 1, elle ne marche pas, elle
ne marche pas. Bon! Eh bien, il faut se creuser la téte un petit peu. Qu’est-ce qu’il faut faire ? Eh bien,
quand je prends un x qui est dans X, il va exister un plus petit entier, un premier entier, tel que quand
j’applique T n fois, ¢a tape dans le sous-ensemble. D’accord. Donc je vais lui associer cet entier. Cet entier,
il sera l'infini, bien siir, si jamais on arrive dans le sous-ensemble.

Donc on voit qu'il faut remplacer I’ensemble {0, 1} par I’ensemble {0,1,2,3,...,00}. Et comment va-t-
on faire de cet ensemble un ensemble muni d’une transformation ? Eh bien, on s’apergoit que si je regarde
le h, c’est-a-dire le plus petit entier pour T X, eh bien le plus petit entier pour T'X, ¢a va étre le plus petit
entier pour X moins 1 sauf si ¢ca devient négatif; si ca devient négatif, ¢a ne marche pas; donc je prends
le sup avec 0. D’accord.

Donc vous voyez que pour ce topos, alors la notion de vérité qui avant était simplement 0 ou 1, main-
tenant, elle est donnée par ’ensemble {0,1,2,3,...,00}, avec la transformation qui remplace par N — 1.
Alors qu’est-ce que ¢a veut dire? Eh bien, ¢a veut dire qu’on a un exemple incroyablement simple d’un
topos qui permet de dire “Ouais, ce que tu fais, ouais, euh, je dirais, euh, c’est & 10 pas de la vérité...”. Moi,
j’ai toujours dit que les gens qui font de la théorie des cordes, ¢’est & une infinité de pas de la vérité. (rires)

Donc vous voyez que cette notion, pour innocente qu’elle soit, pour bébéte qu’elle ait lair, en fait,
elle a un potentiel d’une richesse absolue. Et ce que je prétends, c’est que notre esprit, notre formation
logique, est extrémement primitive parce que nous avons 1’habitude, lorsque nous écoutons une discussion
politique de décréter “oui ou non”, “telle personne a raison, telle personne a tort” et on est dans 'erreur
en faisant cela et s’il y avait des philosophes, bon, je réve hein, s’il y avait des philosophes connaissant
les maths, et qui comprennent les topos de I'intérieur, et il y en a trés peu, qui comprennent les topos de
I'intérieur, ils seraient capables de donner des modeles, qui seraient utiles, pour beaucoup mieux apprécier
ce genre de discussions, ce genre de situations, qui sont en fait beaucoup plus subtiles par rapport a la
notion de vérité, que cette notion d’'une inefficacité absolue, que nous utilisons tout le temps, et qui est
“un tel a raison ou un tel a tort.”. Donc, je voulais absolument vous donner cet exemple pour que vous
le gardiez en téte, et que vous essayiez de construire d’autres exemples semblables; il y a des exemples
finis bien entendu, ne soyez pas effrayés par le fait qu’il y a des n qui vont de 0 a l'infini, en fait, vous
pouvez trés bien imaginer des constructions finies, d’accord. Les constructions finies, il y a une richesse
combinatoire dans les topos qui fait que les constructions finies ont un potentiel extraordinaire.

Alors qu’est-ce qu’un crible 7 Cet exemple va nous permettre de définir ce que ¢’est qu’'un crible. Qu’est-
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ce que c’est qu'un crible? Je vous ai donné un exemple de crible. Le 2 en général, quand vous prenez
la catégorie, qui est donnée par, euh le topos pardon, qui est donné par tous les foncteurs contravariants
d’une petite catégorie vers les ensembles, eh bien on construit le 2 et comment est construit le 27 Le €,
il est construit a partir d'un crible. Alors qu’est-ce qu'un crible? Eh bien un crible sur un objet d’une
catégorie, le ) va étre construit a partir des objets de cette catégorie, rappelons-nous que la catégorie
dont j’ai parlé tout a I’heure, elle n’avait qu’un seul objet. Donc pour le moment, on n’a rien. On a un
seul objet. Alors, un crible sur un objet X, sur notre objet x, c’est la donnée d’une famille de morphismes
C(z) qui est contenue dans tous les morphismes dont 'image est X... enfin, ¢a va d’un ensemble Z vers
X, dont le codomaine est X, et qui est stable par composition a droite.

Quels sont les cribles, dans I’exemple de tout & ’heure? On avait un seul objet ; les morphismes qui
allaient dans cet objet, c¢’étaient simplement les entiers, puisque c’étaient les puissances de T, il y avait
T, 71,72, . ... Qu'est-ce que c’est qu’un crible ? Eh bien, un crible, ¢’est un espeéce d’idéal si vous voulez,
c’est-a-dire que c’est une famille de morphismes qui est stable par composition a droite, par n’importe
quel morphisme. Donc dans le cas de tout a I’heure, qu’est-ce que c’est que la composition a droite ? Ca
rajoute a un entier, eh bien, ¢a lui rajoute n’importe quel entier. Ca revient a regarder tous les intervalles
infinis d’un cété. Alors, parmi les intervalles infinis, vous avez quoi, vous avez 0, jusqu’a 'infini, ¢a, c’est
ce qu’on appelle... enfin, c’est un crible qui doit étre toujours présent ; c’est le crible qui est formé de tous
les morphismes. Et puis ensuite, on avait tous les morphismes qui étaient a partir d’un certain entier n.
Ca, c¢’était un crible, d’accord, et c¢’était quand on était a distance n. Et puis, il y a le crible ou il n’y en
a aucun, c’est I’ensemble vide, et ¢a, ¢a correspondait a I'infini tout & ’heure. Voila.

Alors il se fait que donc en général, on peut définir le 2, les valeurs de vérité si vous voulez, pour le
dual d’une petite catégorie, et on le définit exactement a partir des cribles. Quand on calcule Q2 donc,
on construit cet objet, simplement comme toujours comme un foncteur contravariant d’un ensemble etc.,
mais on le construit a partir des cribles sur chacun des objets de la catégorie. Dans notre cas, il y avait
un seul objet donc c’était tres simple. C’était tres tres simple.

Alors moi j’ai été longtemps fasciné par I'idée que Grothendieck avait appelé crible et qu’il n’ignorait
pas que ce nom avait déja été utilisé par les mathématiciens, et qu’il y a par exemple un crible qui est
bien connu et qui est le crible d’Eratosthéne. Alors j’ai finalement trouvé la réponse, j’ai finalement trouvé
pourquoi le crible d’Eratosthéne est un crible, au sens de Grothendieck et ¢a, ¢a vient d’un travail en com-
mun qu’on a fait avec Katia Consani et dans lequel la catégorie qu’on prend, elle est trés semblable a celle
de tout a I’heure, ot il y avait une seule transformation, mais cette fois, elle est un peu plus compliquée
quand-méme, parce que, au lieu d’avoir (on a toujours un seul objet, comme avant), mais au lieu d’avoir les
puissances d’un seul morphisme, on a une action des entiers multiplicatifs. C’est-a-dire que pour chaque
entier, on a un morphisme, et quand on fait le produit de deux entiers, les morphismes se composent.
Alors c’est un exercice de démontrer que le crible d’Eratosthéne est un crible de la maniére suivante : c’est
trés amusant. Parce que... qu’est-ce que c’est que le crible d’Eratosthéne? Le crible d’Eratosthéne, ¢a
consiste a prendre le premier nombre non trivial. On va foutre en I’air 1, hein, on s’en fout de 1, d’accord.
Donc on prend le premier nombre non trivial qui est 2. Et que fait le crible ? Le crible considere tous les
multiples de 2, tous les nombres pairs, sauf 2. Et puis apres, il reste des choses, bon. Il reste 3 par exemple,
alors il prend tous les multiples de 3 sauf 3. Et puis il reste des choses, 4 on I’a déja pris puisque... Donc
il prend tous les multiples de 5 sauf 5. Eh bien, je prétends que si vous regardez les entiers comme les
morphismes, les entiers multiplicatifs, comme les morphismes d’une catégorie qui n’a qu’un seul objet, et
si vous regardez tout ce que je viens de vous dire, c’est-a-dire si vous regardez tous les entiers pairs sauf
2, tous les multiples de 3 sauf 3, etc., ¢a, ¢a fait un crible au sens que je vous ai donné tout a ’heure. Et
¢a vous montre a quel point la notion de vérité est subtile pour cette catégorie-la, parce que c¢a, je vous
ai donné seulement un exemple de crible. Vérifier que c’est un crible, c’est trivial, c’est pas la question,
c’est pas la difficulté.

Alors maintenant, une fois qu’on a la notion de crible, on va voir la notion de topologie de Grothendieck.
Je ne pouvais pas faire un exposé sur les topos sans donner la définition d’une topologie de Grothendieck.
Alors, moi, je vais vous dire le moment qui pour moi a été crucial dans appréciation de la notion de
topos. Le moment qui a été crucial, c’est le suivant : c’est que avant, quand on me présentait un topos, on
me présentait toujours un topos en me disant “je prends une catégorie, une petite catégorie, et je suppose
qu’elle est stable par produit fibré.” A ce moment-la, mon oreille se fermait et je pensais & autre chose,
d’accord (rires). Et la raison, c’est la suivante : c’est que, quand on dit ga, et qu’apreés on écrit ce que
c’est qu’une base, etc., on a bien siir en téte I'intuition topologique; c’est-a-dire que quand on dit que la
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catégorie a des produits fibrés, on pense a deux ouverts qui ont une intersection. Et & partir de 1a, bon,
on peut développer les choses. Et alors, ce qui pour moi a été crucial, c’est le moment ou j’ai compris
en fait que, déja dans SGA4, Grothendieck avait défini les sites, et les produits fibrés sur les sites, sans
aucune hypothése sur la petite catégorie, sans aucune hypothése sur la petite catégorie, on n’a absolument
pas besoin de supposer quoi que ce soit sur la petite catégorie, et 'avantage énorme, c’est que lorsqu’on
fait ¢a, on comprend mieux ce dont on parle. Vous savez, en mathématiques, il y a une chose qu’il faut
comprendre, c’est que la principale difficulté quand on est devant un probléeme, c’est d’arriver & penser
juste. Et penser juste, ca a I'air idiot, ¢a a 'air de... chercher a penser juste... mais une fois qu’on arrive
a penser juste, les choses tombent comme des fruits miirs, mais il faut savoir penser juste. Et ¢a n’est
pas penser juste que de demander & la petite catégorie d’avoir des produits fibrés. Penser juste, c’est ce
qu’il y a 1a, c’est-a-dire le crible maximal, le fait que quand vous avez un crible... Donc, qu’est-ce que
c’est qu'une topologie de Grothendieck, c’est une collection de cribles, on donne pour chaque objet une
collection de cribles, et on a des conditions de compatibilité. Mais quelle est 'intuition qu’il faut avoir
derriere ? Peu importe le détail des axiomes. Quelle est la... Quand vous faites de la topologie, vous avez
Iintuition des recouvrements ouverts. C’est une intuition qui est tres délicate, je vais vous expliquer pour-
quoi elle est treés délicate. Prenez par exemple l'intervalle [0,1]. Et puis ne prenez dans lintervalle [0, 1]
que les nombres rationnels. Ils sont denses, donc vous reconnaitrez les ouverts, avec les nombres rationnels,
puisque les ouverts, ce sont des réunions d’intervalles. Un intervalle, je le connais par son intersection avec
les rationnels. D’accord 7 Qu’est-ce qui va changer 7 Pourquoi est-ce que si je prends le topos qui est donné
par les rationnels avec ces ouverts-1a, j’obtiens quelque-chose de différent que le topos qui est donné par
I'intervalle [0, 1] avec ses ouverts ordinaires ? Ils se ressemblent, ils ont l'air d’étre les mémes. Eh bien,
si vous cherchez, vous allez trouver qu’en fait, il y a beaucoup plus de recouvrements ouverts pour les
rationnels qu’il n’y en a pour les réels. Pour les rationnels, il y a des recouvrements ouverts qui sont 1a
alors qu’ils ne sont pas la pour les réels. Voila. Typiquement si vous voulez, c’est que si vous prenez une
suite d’ouverts de plus en plus grands mais dont la limite est un nombre irrationnel, eh bien, cela, ¢a va
apparaitre comme un recouvrement au niveau rationnel mais ¢a ne sera pas un recouvrement au niveau
réel. D’accord 7 C’est-a-dire qu’au niveau réel, si vous prenez le complémentaire de ¢a, la réunion des deux,
¢a ne sera pas un recouvrement ouvert. Donc en fait, il y a beaucoup moins de recouvrements ouverts
pour les réels qu’il n’y en a pour les rationnels. Quand on pense topologiquement, on pense comme ca.
Quand on pense au niveau des topos, on pense différemment : comment on pense au niveau des topos?
On pense que les cribles, ¢a signifie des choses petites, ga signifie des objets petits. Passer au crible, ¢a
revient a donner des objets qui sont petits. Et & ce moment-la, les axiomes, ils deviennent presque abso-
lument évidents. Et qu’est-ce que ¢a signifie qu'un objet est petit par rapport a un recouvrement ouvert ?
Qu’est-ce que ¢a signifie qu'un recouvrement est petit par rapport a un recouvrement ouvert ? Ca signifie
qu’il passe a travers, ¢a signifie qu’il est contenu dans un des ouverts du recouvrement : il passe a travers
un trou. Donc, c’est ¢a U'intuition qu’il faut avoir : Iintuition du crible, c’est que ce sont des choses qui
sont petites, et qui passent a travers les trous. D’accord.

Alors ceci dit, maintenant, on a l'intuition d’une topologie de Grothendieck quand il y a une base,
etc.; je ne vais pas vous embéter avec ¢a. Alors il y a une notion essentielle dans les topos mais c’est
pareil, je ne vais pas en parler trop longtemps : c’est la notion de point. Et surtout la notion de mor-
phisme géométrique. Donc si vous voulez, les topos... Il se fait quune fois qu’on pense juste a propos des
topos, les mémes propriétés qui sont vraies pour les espaces topologiques continuent & avoir un sens, mais
évidemment, elles sont beaucoup plus subtiles. Typiquement, ce qui se produit, et ¢a, j’ai copié une page
de SGA4, c’est ce que c’est qu'un morphisme d’un topos dans un autre, ce qu’on appelle un morphisme
géométrique.

Alors pour comprendre ce que c’est qu'un morphisme géométrique, c¢’est-a-dire un morphisme d’un
topos dans un autre, il faut avoir une certaine familiarité avec les faisceaux sur un espace. Pourquoi?
Parce que lorsqu’on a une application continue d’un espace X vers un espace Y, si j’ai une application
continue f qui va de X dans Y, eh bien, il se fait qu’il y a deux manieres de relier les faisceaux sur X
avec les faisceaux sur Y. Il y a deux manieres de le faire. Et ces deux manieres, il y en a une qui est
tautologique, presque triviale, et qui consiste a prendre un faisceau sur X et a ’envoyer en avant vers un
faisceau sur Y. Et ca, en quel sens c’est trivial 7 C’est trivial parce qu’il vous suffit, quand vous prenez un
ouvert sur Y, de prendre son image inverse et de regarder les sections du faisceau sur X sur cet ouvert,
sur I'image inverse. Donc ¢a, c¢a fait un faisceau, il n’y a pas de probleme. Donc cette définition, elle va
de soi. Mais il y a une autre maniere de relier les faisceaux de X et les faisceaux de Y qui va dans 'autre
sens, c’est-a-dire qui envoie un faisceau sur Y vers un faisceau sur X, et celle-1a, elle est beaucoup plus
intéressante, elle est beaucoup moins triviale. Elle est visuellement évidente si on pense a un faisceau
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comme un espace étalé sur 'espace de base, et c’est en particulier le cas pour les faisceaux d’ensembles,
mais, 1a ou elle est extrémement intéressante, c’est que cette application qui va dans l'autre sens, elle a
une propriété merveilleuse, elle a une propriété totalement inattendue. D’abord, elle est adjointe a gauche
de l'autre. Ca, ca se vérifie, ca n’est pas une grande chose, on aurait pu la définir comme ¢a. Donc elle est
adjointe a gauche de 'autre, de celle qui allait en avant, tres bien. Mais elle a une propriété merveilleuse,
et cette propriété merveilleuse, c’est la propriété qu’elle est exacte a gauche, c’est-a-dire qu’elle commute
avec les limites. Donc ga, c’est une propriété extrémement puissante, extrémement étonnante, et je pense
que l'exemple qui est di a Pierre, 'exemple le plus frappant de c¢a, il faut étre frappé par un exemple,
tant que vous n’étes pas frappé par un exemple, vous ne comprendrez pas. L’exemple le plus frappant de
¢a, c'est ce qu’on appelle les ensembles simpliciaux, les complexes simpliciaux. Donc ce que vous faites, il
y a une petite catégorie, donc un peu plus compliquée que celle de tout & I’heure, (intervention de Pierre
Cartier) dont Grothendieck ne veut pas, repris par Alain Connes, dont Grothendieck ne veut pas, préci-
sément. Je vais revenir a la page de Grothendieck parce qu’il n’en veut pas. C’est amusant d’ailleurs. Voila.

C’est celle dont Grothendieck ne veut pas. C’est cette petite catégorie qu’on appelle A°P, c’est la caté-
gorie semi-simpliciale, c’est quoi? Ce sont les ensembles finis, totalement ordonnés, avec les applications
non décroissantes. Cette catégorie, elle est trés importante pour la raison suivante : en topologie, dans les
années 40-50, s’est développée une notion, au départ, elle était formulée de maniére un peu trop simple,
qui était la notion de complexe simplicial. On prenait un espace et on le triangulait. Quand on prend
I’espace ordinaire, on peut le trianguler, ou bien en dimension plus grande, etc. Quand on le triangule, on
peut donner une donnée combinatoire qui encode la triangulation. Cette donnée combinatoire, on peut la
formuler en regardant ce qu’on appelle le complexe simplicial mais de maniére entierement combinatoire,
en prenant des simplexes, etc. Alors, il se fait que si on fait les choses comme ¢a, ca ne marche pas tres bien
du tout pour le produit. C’est-a-dire que comme le produit de deux simplexes n’est pas un simplexe, par
exemple, le produit de deux intervalles, c’est un carré, ¢ca n’est pas un simplexe, mais ¢a ne marche donc
pas bien du tout pour le produit. Mais c’est parce qu’on n’a pas pensé juste. Et c’est parce qu’on n’a pas
fait une chose qui parait triviale quand on la fait, mais qui en fait est fondamentale. Et cette chose qui est
triviale quand on la fait, mais qui en fait est fondamentale, c’est qu’il faut beaucoup mieux comprendre la
réalisation géométrique de cet objet combinatoire, et cette réalisation géométrique de ’objet combinatoire,
en fait, c’est un point d’un topos. Il se fait qu’a cette catégorie est associé un topos, le topos bébéte, le
topos des foncteurs contravariants qi va de cette catégorie vers la catégorie des ensembles, et que, c’est un
théoreme qu’on peut démontrer facilement, les points de ce topos, dans un sens sur lequel on ne va pas
s’éterniser, les points de ce topos, ce sont exactement les intervalles. C’est-a-dire ce sont exactement les
ensembles totalement ordonnés qui ont un plus petit élément et un plus grand élément. Donc les points de
ce topos sont donnés exactement comme ¢a. Et quand on a un point du topos, eh bien, le foncteur d’image
inverse, qui va vers les ensembles, eh bien, ce foncteur, c’est le foncteur de réalisation géométrique si on
prend pour l'espace totalement ordonné avec un plus petit élément et un plus grand élément, si on prend
I'intervalle [0, 1], ca donne exactement la réalisation géométrique du simplexe, du complexe simplicial.

Alors maintenant, merveille des merveilles : ce foncteur préserve les limites finies et donc, il préserve les
produits. Et donc, quand on prend le produit bébéte de deux ensembles simpliciaux, c’est-a-dire de deux
foncteurs contravariants de cette petite catégorie vers les ensembles, eh bien, quand on prend la réalisation
géométrique, ¢a va donner le produit des réalisations géométriques. C’est un exercice immédiat de vérifier
que c’est compatible avec la topologie. Ca ne présente pas de difficulté, la difficulté, elle est purement
ensembliste. Et, Pierre, c’est toi qui as démontré ce théoréme pour la premiére fois, non? (Pierre Cartier
répond “Milnor”). Oui, Milnor ou toi. Mais, ce qu’il faut bien voir, ¢’est que la notion de topos comprend
cette chose-la. Elle comprend cette chose-la et elle la généralise & un point absolument incroyable, c’est-
a~dire qu’un point d’un topos maintenant, va justement préserver non seulement les colimites arbitraires,
mais va préserver les limites finies, donc va préserver les produits, etc.

Et c¢’est pourquoi quand on prend un point d’un topos, ¢a nous emmene vers la théorie des ensembles
mais en respectant tout ce qu’on sait. C’est a dire que ¢a va transformer un groupe abélien dans le topos
en un vrai groupe abélien ; ¢a va transformer toutes les notions élémentaires qu’on peut avoir en une vraie
notion en théorie des ensembles. Alors, il y a un pas sur lequel je ne vais pas m’attarder du tout, mais
qui est extrémement important et dans lequel justement, il y a des travaux tres tres intéressants qui se
font maintenant, qui est celui des topos classifiant. C’est-a-dire qu’exactement comme il y a un espace
classifiant pour les fibrés, ou vectoriel, etc., il y a un topos classifiant pour des notions logiques. Et une des
merveilles de ¢a, qui répond un peu a la question de Grothendieck quand il dit “la sempiternelle catégorie
A°P” c’est que le topos qui est associé, pas cette catégorie, mais le topos qui est associé a cette catégorie,
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c’est exactement le topos qui classifie les intervalles. C’est-a-dire que si on définit abstraitement ce que
j’al expliqué tout a I’heure, c’est-a-dire un intervalle, un ensemble totalement ordonné, mais il ne faut pas
parler d’ensemble, dans une théorie arbitraire, eh bien on s’apercoit que cette notion a un topos classifiant
et que ce topos classifiant, c’est exactement le dual de la catégorie A°P. Bon.

Alors on ne va pas rentrer dans les détails. Maintenant on va faire autre chose : je ne veux pas rentrer
dans les détails techniques, je ne veux pas. On va revenir a Grothendieck, on va relire du Grothendieck
et puis on terminera en lisant la fin de I’échange entre Grothendieck et Serre dans leur correspondance.
Donc voila ce que dit Grothendieck. Bon, c’est trés important d’avoir parlé des topos, mais c’est encore
plus important d’essayer d’avoir percu la maniére de travailler de Grothendieck, parce que c’est de ¢a
dont nous avons besoin. Bon, bien siir, on va peut-étre utiliser les topos pour faire toutes sortes de choses,
mais on a aussi besoin, terriblement, dans notre civilisation : quand on assiste maintenant a un laius qui
est fait en public, on s’apergoit qu’il y a un tiers des gens qui ont leur ordinateur ouvert devant eux et
qui font leurs emails, (rires), ou qui font autre chose, ou téléphone portable. Mais c’est une catastrophe,
parce que quand on lit Grothendieck et quand on s’impregne de sa maniére de penser, on s’apergoit d’'une
chose, la chose qui frappe le plus, c’est le temps dont il disposait. On a 'impression qu’il disposait d'un
temps infini, d’un temps infini, qu’il n’était pas constamment dérangé. Vous savez, maintenant, on parle
de la génération Y, c’est-a-dire ce sont les gens qui font 3 choses a la fois. On croit qu’on gagne du temps,
mais ¢a n’est pas vrai. On a un besoin maintenant fondamental, dans notre civilisation, de s’isoler, et de
pouvoir penser lentement, et de prendre le temps de tout vérifier, pour étre siir des choses, pour le faire
deux fois, pour le faire trois fois, etc. C’est pour ¢a que j’ai fait durer, quand Grothendieck parlait des
faisceaux, ¢a durait, hein, (rigolard), ¢ca durait, mais c’est expres que je l'ai fait, je I'ai fait & dessein, parce
que je voulais que vous vous rendiez compte de cette lenteur fondamentale. C’est une lenteur qui, quand
on la ressent au premier degré, est irritante. C’est la lenteur de la tortue et du liévre, si vous voulez (rires)
Et c’est elle qui gagne. Donc voila ce que dit Grothendieck :

“Quand je suis curieux d’une chose, mathématique ou autre, je l'interroge. Je l’interroge, sans me sou-
cier st ma question est peut-étre stupide ou si elle va paraitre telle, sans qu’elle soit a tout priz murement
pesée. Souvent la question prend la forme d’une affirmation - une affirmation qui, en vérité, est un coup
de sonde. J’y crois plus ou moins, 4 mon affirmation, ¢a dépend bien sir du point ou j'en suis dans la
compréhension des choses que je suis en train de regarder. Souvent, surtout au début d’une recherche, l’af-
firmation est carrément fausse - encore fallait-il la faire pour pouvoir s’en convaincre. Souvent, il suffisait
de lécrire.”.

Une chose fondamentale que fait souvent Grothendieck, c’est qu’il est capable d’écrire une idée qui
n’est pas encore mire. Il est capable de se mettre & écrire, ca, c’est fantastique comme qualité.

“Souvent, il suffisait de U’écrire pour que ¢a saute aux yeur que c’est faux, alors qu’avant de l’écrire
il y avait un flou, comme un malaise, au lieu de cette évidence. Ca permet maintenant de revenir da la
charge avec cette ignorance en moins, avec une question-affirmation peut-étre un peu moins “a coté de la
plaque”. Plus souvent encore, l'affirmation prise au pied de la lettre s’avére fausse, mais l'intuition qui,
maladroitement encore, a essayé de s’exprimer a travers elle est juste, tout en restant floue.”

Je m’arréte une seconde : quand il parle d’écrire, ¢’est encore une catastrophe l’ordinateur, parce qu’on
écrit mieux, dans ce genre de situation lorsqu’on écrit sur du papier avec un crayon, parce que quand on
écrit sur l'ordinateur, il faut que ¢a ait I'air parfait. On va se poser des question de LaTex, on va se poser
des questions comme ¢a, mais c’est completement ridicule, on n’en est pas la, on en est a un point ou on
a envie de laisser le crayon qui fait ce qu’il veut sur la feuille de papier. C’est tres tres important ¢a. Donc
voila ce qu’il dit :

“Cette intuition peu a peu va se décanter d’une gangue toute aussi informe d’abord d’idées fausses
ou inadéquates, elle va sortir peu a peu des limbes de lincompris qui ne demande qu’a étre compris, de
linconnu qui ne demande qu’d se laisser conmnaitre, pour prendre une forme qui n'est qu’a elle, affiner
et aviver ses contours, au fur et d mesure que les questions que je pose d ces choses devant moi se font
plus précises ou plus pertinentes, pour les cerner de plus en plus pres. Mais il arrive aussi que par cette
démarche, les coups de sonde répétés convergent vers une certaine image de la situation,...”

Ca, ¢a veut dire qu’on est en train de se faire une image mentale.

“..sortant des brumes avec des traits assez marqués pour entrainer un début de conviction que cette
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image-la exprime bien la réalité - alors qu’il n’en est rien pourtant, quand cette image est entachée d’une
erreur de taille, de nature d la fausser profondément. Le travail, parfois laborieux ; qui conduit au dépistage
d’une telle idée fausse. a partir des premiers “décollages” constatés entre l'image obtenue et certains faits
patents, ou entre cette image et d’autres qui avaient également notre confiance”.

Il faut dire la, que c’est tres bien, dans ces cas-la qu’il décrit, de prendre un peu de recul, de faire autre
chose, et Grothendieck avait souvent, Cartier me disait souvent qu’il avait 100 fers au feu. Quand on voit
que les choses ont tendance a déconner un petit peu, il vaut mieux prendre du champ, parce qu’en fait,
on est viscéralement attaché aux idées qu’on avait, et on ne veut pas accepter qu’elles soient fausses.

“Ce travail est souvent marqué par une tension croissante, au fur et a4 mesure qu’on approche du noeud
de la contradiction, qui de vague d’abord se fait de plus en plus criante - jusqu’au moment ot enfin elle
éclate, avec la découverte de 'erreur et l’écroulement d’une certaine vision des choses, survenant comme
un soulagement immense, comme une libération. La découverte de ’erreur est un des moments cruciauz,
un moment créateur entre tous, dans tout travail de découverte, qu’il s’agisse d’un travail mathématique,
ou d’un travail de découverte de soi. C’est un moment ot notre connaissance de la chose sondée soudain
se renouvelle.”

Et voila maintenant un des paragraphes les plus magnifiques que je connaisse :

“Craindre l’erreur et craindre la vérité est une seule et méme chose. Celui qui craint de se tromper
est impuissant a découvrir. C’est quand nous craignons de nous tromper que lerreur qui est en nous se
fait immuable comme un roc. Car dans notre peur, nous nous accrochons a ce que nous avons décrété
“vrai” un jour, ou a ce qui depuis toujours nous a été présenté comme tel. Quand nous sommes mas,
non par la peur de voir s’évanouir une illusoire sécurité, mais par une soif de connaitre, alors l’erreur,
comme la souffrance ou la tristesse, nous traverse sans se figer jamais, et la trace de son passage est une

connaissance renouvelée.”.

Si un jour, vous n’avez pas le moral ou tout ¢a, relisez cette phrase. C’est une espéce de talisman.
Alors je vais terminer en... J’avais commencé par la discussion entre Serre et Grothendieck, au tout début,
sur Particle de Tohoku de Grothendieck, et je vais terminer avec une note assez différente, d’une tonalité
tres différente, qui est justement la réaction de Serre quand il a requ Récoltes et Semailles. Donc euh, bon,
je ne sais pas si vous connaissez Serre, mais je veux dire, il n’a pas ’habitude de macher ses mots, et il
n’aime pas trop les états d’ame en général et donc, je veux dire, c’est extrémement intéressant que dans
la correspondance entre Serre et Grothendieck, ils aient continué leurs échanges, au moment ot Grothen-
dieck, qui s’était isolé si vous voulez délibérément du monde mathématique. Je veux dire, ce n’est pas le
monde mathématique qui l'avait chassé, c’est Grothendieck qui s’est chassé lui-méme, qui s’est isolé du
monde mathématique, il a écrit ce texte; tous les passages que je vous ai lus de Grothendieck sont dans
Récoltes et Semailles, donc c’est un texte admirable, et il faut le lire avec un certain recul, bien entendu,
parce qu’il y a des moments ol, si vous voulez, il dit des choses qui ne sont pas idéales, mais en tout cas,
il s’exprime. Alors voila ce que dit Serre apres ’avoir regu :

“Cher Grothendieck,
J’ai bien regu le fascicule de Récoltes et semailles que tu m’as fait envoyer. Merci beaucoup. Il me manque
encore lavant-dernier fascicule, dont j’ai seulement quelques pages isolées.” (rires)

Bon évidemment, il y a tellement de pages. Moi, je dois vous dire, d’ailleurs, que c’est un texte qu’il
faut lire... il ne faut pas lire plus de 5 pages a la fois. Je me souviens d’avoir passé un été extraordinaire
en lisant en parallele Récoltes et Semailles et A la recherche du temps perdu de Proust. Et je veux dire, de
la méme maniere. C’est-a-dire que, bien siir, les gens qui cherchent des anecdotes croustillantes, ils vont le
lire en sautant les pages, si vous faites ¢a, vous perdez tout. C’est exactement pareil avec Proust. Proust,
on ne peut pas le lire en lisant plus de 5 pages a la fois, il faut les méditer, il faut les repenser, etc. Il faut
se laisser pénétrer par une atmosphere qui est absolument extraordinaire. Donc voila ce que dit Serre, il dit :

“Une chose me frappe. Dans les textes que j’ai pu voir, tu t’étonnes et tu t’indignes de ce que tes
anciens €léves n'aient pas continué l'ceuvre que tu avais entreprise et menée en grande partie d bien. Mais
tu ne te poses pas la question la plus évidente, celle a laquelle tout lecteur s’attend a ce que tu répondes :
“Pourquoi toi, tu as abandonné leuvre en question ?”.” (rires)
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C’est quand-méme une sacrée question. Et alors apres, ce qui est formidable, c’est que Serre a une
réponse, et ce n’est pas du tout une réponse évidente. Non, non, mais c’est une lettre de Serre mais il
continue sa lettre et il a une proposition pour expliquer pourquoi Grothendieck est parti. Alors voila ce
qu’il dit, il dit :

“J’ai Uimpression que malgré ton énergie bien connue, Tu étais tout simplement fatigué de ’énorme
travail que tu avais entrepris.”

Bon ¢a, tout le monde le comprendra. Je veux dire quand je parlais du temps, ¢a veut dire qu’il avait
peu de temps pour faire autre chose. Donc je veux dire, ¢’est immense. Au début, je vous ai lu des passages
dans lesquels il parlait de tout ce qu’il devait absorber, etc., bon je veux dire, c’est monstrueux comme
quantité de travail.

“D’autant plus qu’il y avait aussi les SGA qui prenaient du retard, année aprés année. Je me sou-
viens notamment de ’état plutot désastreux de SGAS ou les rédacteurs se perdaient dans des masses de
diagrammes, dont ils étaient réduits a affirmer sans preuve la commutativité, au signe prés en étant opti-
mistes.” (rires)

“et ces commutativités étaient essentielles pour la suite. C’est a cet état désastreuz et non pas idyllique,
tel qu’on le croirait a lire Récoltes et Semailles que se référe ma phrase du séminaire Bourbaki, la version
définitive du SGASH qui devrait étre plus convaincante que les exposés et polycopiés existant.”

C’est du Serre craché.

“On aimerait avoir tes impressions sur tout ceci, méme modifié par 15 ans d’enterrement pour em-
ployer tes termes, on reste sur sa faim.”

Alors maintenant, il va aller & une explication beaucoup plus profonde :

“on peut se demander par exemple s’il n’y a pas une explication plus profonde que la simple fatigue
d’avoir a porter a bout de bras tant de milliers de pages. Tu décris quelque part ton approche des maths,
ot I’on n’attaque pas un probléeme de front, mais ou on ’enveloppe et le dissout dans une marée montante
de théorie générale.”

C’est ce dont je parlais tout a I’heure quand je parlais de penser juste. Et par exemple, il y a une
anecdote, Cartier ne me contredira pas, qui est qu’une fois, en remontant de la cafétéria a 'THES, il y
a je crois que c’est Demazure qui pose une question a Grothendieck sur SL(Z) ou sur... voila. Et alors
Grothendieck dit que ¢a n’est pas la bonne maniére de formuler cette question et le résultat, ca a été
SGA3, c’est-a-dire la théorie des groupes algébriques de Grothendieck (rires). Voila, donc, ce que fait
Grothendieck, c’est... il peut avoir une question précise, on peut lui formuler une question précise, mais il
va dire “cette question n’est pas dans le bon cadre”. Et il va développer une théorie générale de telle sorte
que la question devienne naturelle. Et & partir du moment ou la question est naturelle, et ou on a pris la
peine et le temps de penser juste, elle va tomber comme un fruit mir. Donc c’est ce que dit Serre quand
il dit :

“..mais ot on l’enveloppe et le dissout dans une marée montante de théorie générale.”

Donc la question se dissout. Et dans Récoltes et Semailles d’ailleurs, Grothendieck a de tres belles
images, il parle d’une noix, et il dit qu’il y a deux manieres de s’occuper de la noix : la premiere maniere,
c’est de prendre un marteau et de la casser, et la deuxiéme manieére, c’est justement de la laisser s’assouplir

dans de l'eau, etc., de telle sorte que finalement, elle s’ouvre d’elle-méme.

“Tres bien. C’est ta fagon de travailler et ce que tu as fait montre que ¢a marche effectivement, du
moins pour les EVT® et la géométrie algébrique.”

Alors voila ce que dit Serre, et ¢a, c’est du sérieux. Il dit :

5. Espaces vectoriels topologiques
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“C’est beaucoup moins clair pour la théorie des nombres, ou les structures en jeu sont loin d’étre évi-
dentes, ou plutot, toutes les structures possibles sont en jeu.”

Et je préfere terminer la-dessus. C’est-a-dire, si vous voulez, c’est extrémement frappant de voir ces
deux manieres de penser les mathématiques. La maniere de Grothendieck, d’accord, qui est une maniere
qui consiste justement a essayer de penser juste, et a essayer de formuler, si un probleme est donné, de
le formuler de telle sorte qu’il tombe tout seul, et si vous voulez, d’explorer tous les coins, les moindres
recoins. Dans sa demeure, la demeure dont il parle, il n’y a aucun coin qui est sale, qui n’est pas exploré,
etc. Il veut que tout soit impecc. Et il ne peut penser que quand c’est comme ca. Et le prix a payer,
c’est un travail colossal. Mais c’est un travail qui n’est pas vraiment difficile, au sens o, on développe
les choses, etc., etc. A aucun moment donné si vous voulez, on n’est sur une falaise raide, et on risque de
tomber, a aucun de ces moments-la. C’est un peu comme si vous connaissez Israél, comme la maniére dont
les romains ont voulu attaquer Massada, je ne sais pas si vous connaissez. Bon, c’est quelque-chose de tres
frappant parce qu’ils ont remblayé de la terre, de la terre, de la terre, pour que ¢a arrive finalement au
niveau... et ¢a leur a pris, je ne sais pas, je crois que c’est une dizaine d’années ou quelque-chose comme
ca. (le public donne son avis, 3 ou 4 ans).

La méthode de Grothendieck, c’est ¢a. Et ce que I'on voit avec le recul, c’est tout ce qu’on peut en ap-
prendre, de cette méthode. Tout ce que nous pouvons en apprendre... Par opposition a une autre méthode,
que moi, j’aime beaucoup, qui consiste &, dans les couloirs de I’Ecole Normale, dans le temps, quand j’étais
a I’Ecole, il y avait un copain qui m’avait posé un probléme : il était au troisieme étage et moi, j’étais
au rez-de-chaussée, et puis j’étais parti en week-end, et puis j’avais passé tout mon week-end a essayer
de résoudre... bon. C’est le problem solver, si vous voulez, on vous donne un probléme, et vous cherchez
a le résoudre, eh bien, vous cherchez a le résoudre de la maniere la plus efficace possible. Ce sont deux
maniéres completement orthogonales d’agir et en fait, Grothendieck a toute une discussion dans Récoltes
et Semailles sur ces deux manieres d’agir et il les distingue, bon, il les formule avec le yin et le yang. Bon,
mais c’est tres tres important : il dit que la méthode qu’il a, elle est plus féminine, si vous voulez, que
l’autre, qui est une méthode masculine. Ca, c’est difficile de le dire exactement. Mais c’est trés important,
quand on fait des maths, de s’imprégner de cette idée, effectivement, qu’il y a ce besoin, et que souvent,
on ne le croit pas. Par exemple, récemment, j’avais un collégue qui m’avait posé un probléeme a I’Académie
que j’ai fini par résoudre, mais j’étais sidéré de voir que je I’ai résolu quand j’ai commencé a penser juste.
Ca m’a sidéré! Parce qu’on me dirait “mais tu veux résoudre un probléme, mais pourquoi est-ce que tu
te préoccupes de ¢a?”. Non, ¢a n’est pas vrai, c’est quelque-chose de fondamental, arriver a penser juste,
c’est quelque-chose d’absolument fondamental. Jamais, ¢a ne sera inutile d’essayer de penser juste. Jamais
¢a ne sera inutile, d’accord.

Donc j’espére que je vous aurai donné envie de lire Récoltes et Semailles et puis surtout, de manipuler
des topos les plus simples, et d’essayer de vous en servir, par rapport a notre logique, qui est bien pauvre,
méme dans des circonstances tout a fait extérieures aux mathématiques. Evidemment, ¢a demande du
travail, ca demande un travail qui est tres lent, etc. qui est celui de s’approprier la notion. Et c’est une
notion qui est maudite, elle est maudite : avec Pierre, et puis surtout avec Laurent Lafforgue, par exemple,
on a essayé pendant plusieurs années, de soutenir une mathématicienne tres tres brillante, qui est Olivia
Caramello, et on s’est heurté a 1'hostilité, pour ne pas dire le mépris, du monde mathématique en général.
Et on a pu expérimenter a cette occasion & quel point il y a une espece de, je ne sais pas, de fatalité, sur
la notion de topos, il y a quelque-chose qui irrite les gens, parce que sans doute, ils ressentent, c’est ce
que dit Grothendieck, il le dit tellement bien, il le dit explicitement, il 'avait déja ressenti a son époque,
sans doute, ils ressentent qu’il y a quelque-chose, mais ils ne le comprennent pas vraiment. Et pour le
comprendre vraiment, il faut en faire, bien siir, mais il y aura un moment ot la notion va vous appartenir
et vous allez arriver & vous I’approprier. Et la meilleure maniére, c’est cette métaphore, c’est le fait que
I’espace n’est pas au-devant de la scene, il est derriére, c’est une espece de Deus ex machina, et c’est lui
qui fait tourner les ensembles, c’est lui qui introduit un aléa, un aléa dans les ensembles, dans la théorie
des ensembles. De méme qu’il y a un aléa dans les nombres premiers, que nous connaissons tous, et de
méme qu’il y a un aléa du quantique, donc voila, il faut garder tout cela en téte, et je vais m’arréter la.
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Conseils au débutant
Alain Connes
College de France,
Institut des Hautes Etudes Scientiques
Université de Vanderbilt.

Les mathématiques sont la colonne vertébrale de la science moderne et une
source remarquablement efficace de nouveaux concepts et outils pour com-
prendre la réalité a laquelle nous participons. Les nouveaux concepts eux-
mémes sont le résultat d’un long processus de distillation dans I’alambic de
la pensée humaine.

On m’a demandé de donner quelques conseils aux jeunes mathématiciens.
La premiere observation est que chaque mathématicien est un cas particu-
lier et en général, les mathématiciens ont tendance a se comporter comme
des “fermions”, i.e. a éviter de travailler dans des endroits trop “branchés”
alors que les physiciens se comportent comme des “bosons” qui fusionnent
en gros paquets et souvent “sur-vendent” leurs travaux, une attitude que les
mathématiciens méprisent.

Il peut étre tentant a premiere vue de voir les mathématiques comme 1'union
de parties séparées telles que la Géométrie, 1’Algebre, 1’Analyse, la Théo-
rie des nombres, etc. avec la Géométrie dominée par la compréhension du
concept d’“espace”, I’Algebre par 'art de manipuler les “symboles”, I’Ana-
lyse par 'acces a l'infini et le continu, etc.

Cela pourtant ne rend pas justice a 'une des caractéristiques les plus essen-
tielles du monde mathématique, notamment au fait qu’il est virtuellement
impossible d’isoler I'une quelconque des parties ci-dessus des autres sans la
priver de son essence. En cela, le corpus mathématique ressemble & une en-
tité biologique qui ne peut survivre que comme un tout et qui mourrait si
on la coupait en morceaux disjoints.

La vie scientifique des mathématiciens peut étre décrite comme un voyage
a l'intérieur de la géographie de la “réalité mathématique” qu’ils révelent
graduellement dans leur schéma mental personnel.

Traduction de I'article Advice to the beginner ici
http://alainconnes.org/docs/Companion.pdf



Cela commence souvent par un acte de rébellion par rapport a la descrip-
tion dogmatique existante qu’on peut trouver dans les livres de la littérature
mathématique. Les jeunes “mathématiciens-en-devenir” réalisent dans leur
propre esprit que leur perception du monde mathématique capture quelques
aspects qui ne s’adaptent pas au dogme existant. Ce premier acte est sou-
vent di a lignorance mais il permet a la personne de se libérer de la ré-
vérence a l'autorité en I’enjoignant a faire confiance a son intuition propre,
a condition que celle-ci s’appuie sur des démonstrations effectives. Lorsque
ces jeunes mathématiciens acquierent une réelle connaissance, obtenue d’une
maniere originale et “personnelle”, d’une petite partie du monde mathéma-
tique, aussi ésotérique qu’elle puisse avoir I'air au départ !, leur voyage peut
vraiment commencer. C’est bien sir vital tout au long du parcours de ne
pas rompre ce “fil d’Ariane” qui permet de garder constamment un regard
neuf sur tout ce que l'on pourra rencontrer en chemin, et de revenir a la
source lorsqu’on se sent perdu parfois...

Il est aussi vital de toujours rester en mouvement. Le risque sinon est de
rester confiné dans une petite zone de spécialisation extrémement technique,
rétrécissant notre perception du monde mathématique et de sa diversité dé-
routante.

Le point vraiment fondamental par rapport & ¢a c’est qu’alors que de nom-
breux mathématiciens ont passé leur vie scientifique entiere a explorer ce
monde, ils tombent tous d’accord sur ses contours et sa connexité : quelle
que soit I'origine de l'itinéraire, un jour ou ’autre, on est amené a atteindre
une ville bien connue, i.e. par exemple & rencontrer les fonctions elliptiques,
les formes modulaires, les fonctions zeta. “Tous les chemins ménent a Rome”
et le monde mathématique est “connecté”. Bien siir, cela ne signifie pas que
toutes les parties des mathématiques se ressemblent et il convient de citer
Grothendieck (dans “Récoltes et semailles”) dans sa comparaison du paysage
de 'analyse dans laquelle il a travaillé au départ avec celui de la géométrie
algébrique dans laquelle il a passé le reste de sa vie mathématique :

“Je me rappelle encore de cette impression saisissante (toute sub-
jective certes), comme si je quittais des steppes arides et revéches,
pour me retrouver soudain dans une sorte de “pays promis” auz
richesses luzuriantes, se multipliant a linfini partout o il plait

1. Mon point de départ a été la localisation des racines des polyndémes, mais j’ai eu la
chance d’étre invité treés jeune a une conférence a Seattle ou j’ai trouvé les racines de tous
mes travaux futurs sur les facteurs.



d la main de se poser, pour cueillir ou pour fouiller...”.

La plupart des mathématiciens adoptent une attitude pragmatique et se
voient comme des explorateurs de ce “monde mathématique” dont ils n’ont
aucun souhait de mettre I'existence en doute, et dont ils découvrent la struc-
ture par un mélange d’intuition, pas si étranger au “désir poétique” 2, et une
bonne dose d’intenses périodes nécessitant leur concentration rationnelle.

Les générations successives de mathématiciens construisent I’“image menta-
le” de leurs propres compréhensions de ce monde et construisent des outils
mentaux de plus en plus profonds (pénétrant) pour explorer des aspects pré-
cédemment cachés de cette réalité.

La ou les choses deviennent vraiment intéressantes, c’est lorsque des points
inattendus émergent entre différentes parties du monde mathématique, qui
étaient précédemment comprises comme étant éloignées les unes des autres
dans les outils mentaux qu’une génération avait élaborés. A ce moment, on
a le sentiment qu’un vent soudain a balayé le brouillard qui était sur les
parties cachées d'un beau paysage. Dans mon propre travail, ce genre de
“grande surprise” est venu principalement de l'interaction avec la physique.
La profondeur des concepts mathématiques qui proviennent directement de
la physique a été décrite dans la citation suivante de Hadamard :

“Non cette nouveauté a la vie courte qui trop souvent ne peut
qu’influencer le mathématicien rivé a ses propres préoccupations,
mais cette nouveauté infiniment féconde qui jaillit de la nature
des choses.”

Je terminerai par quelques conseils pratiques 3.

e Marches
Un exercice tres sain, quand on se bat avec un probleme tres difficile
(impliquant souvent de nombreux calculs), est d’aller faire une longue
promenade (sans papier ou crayon) et de faire les calculs dans sa téte
(en dédaignant le premier sentiment “c’est trop compliqué pour étre
fait comme ¢a!”). Méme si 'on n’y parvient pas, cela entraine la
“mémoire vive” et aiguise les compétences.

e Se coucher
Les mathématicien(ene)s ont habituellement du mal & expliquer a leur

2. comme souligné par le poete Paul Valéry.
3. En rappelant que chaque mathématicien est un “cas particulier”, ne prenez pas ce
conseil trop a la lettre.



compagnon que les moments ou ils travaillent le plus intensivement
sont ceux ou ils sont couchés dans le noir sur un canapé. Malheu-
reusement, avec les emails et I'invasion des écrans d’ordinateurs dans
tous les instituts de mathématiques, bien que cette maniere de s’iso-
ler soi-méme et de se concentrer tende & devenir de plus en plus rare,
elle reste la meilleure facon de réfléchir.

e FEtre courageux

Il y a plusieurs phases dans le processus amenant a une “nouvelle dé-
couverte” mathématique. Et alors que la phase de “vérification” est
effrayante et ne nécessite que rationnalité et concentration, la phase
“créative” est d’une nature totalement différente. En un certain sens,
elle nécessite une sorte de protection de sa propre ignorance dans la
mesure ou il y a toujours des billions de raisons rationnelles de ne
pas étudier un probleme qui a déja été étudié par des générations de
mathématiciens.

e Reculs
Cela arrive souvent dans la vie d’'un mathématicien et a n’importe
quelle niveau (souvent tres tot) de leur vie scientifique, d’obtenir un
preprint d’un compétiteur par exemple et de se sentir perturbé. La
seule recette que j’ai 1a est d’“essayer” de transformer (ce n’est pas
toujours facile) ce sentiment de frustration en énergie positive pour
travailler encore plus dur.

o Approbation a contreceur

Un collegue & moi m’a dit un jour “Nous? travaillons pour ’appro-
bation a contrecoeur de quelques amis”. Il est vrai que dans la mesure
ou le travail de recherche est de nature plutét solitaire, nous avons
sérieusement besoin de cette approbation d’une maniere ou d’une
autre, mais franchement, n’en attendez pas beaucoup... En fait, il
n’y a pas moyen de leurrer le seul juge que 'on est a soi-méme, et
attendre trop du jugement d’autrui est un gaspillage de temps : jus-
qu’a aujourd’hui, aucun théoreme n’a été prouvé par résultat d’un
vote. Comme Feynman I'a dit “Pourquoi te préoccupes-tu de ce que
les autres pensent 7 !”.

4. les mathématiciens.



MES RENCONTRES AVEC JACQUES

Entretien d’Alain Connes avec Jacques Dixmier

Alain Connes : Je vais essayer de raconter ma premiere rencontre avec Jacques,
y a eu une suite de circonstances favorables, la premiere c¢’est que j’avais été
invité en 71 & Seattle pour une conférence, et en fait, j’avais acheté, au hasard
un Lecture Notes quand j’étais passé par Princeton, ¢’était un mathémati-
cien japonais, Takesaki, qui exposait le travail d’'un autre mathématicien
japonais, qui est Tomita. Et j'avais été fasciné, sans vraiment comprendre,
pendant tout le voyage en train qu’on faisait a travers le Canada, euh, parce
que ¢a me paraissait extrémement intéressant. Et quand j’étais arrivé a la
conférence, que j’avais vu qu’il y avait le Japonais juste avant qui expliquait
la théorie, j’avais trouvé c¢a formidable, et donc j’avais décidé, en voyant
ce hasard, de n’aller écouter que ce cours et de travailler compléetement la-
dessus. Et quand je suis rentré de ce voyage aux Etats-Unis, donc, j'étais
jeune marié, avec Danye, j’ai décidé...

Le séminaire de Dixmier

...d’aller au séminaire de Jacques Dixmier, qui était a Paris, qui avait pour
sujet les algebres d’opérateurs et y a eu un concours de circonstances extra-
ordinaire qui a fait que, & nouveau au hasard, parmi les articles que Jacques
proposait d’exposer au séminaire, j’en ai choisi un, et quand je suis rentré en
banlieue en train, en lisant cet article, je me suis rendu compte qu’en fait il y
avait un lien formidable entre les deux théories. A ce moment-la, j’ai envoyé
une petite lettre d’une page a Jacques, il m’a répondu presque tout de suite
en me disant : « Je comprends pas, c’est trop court, il faut beaucoup plus
de détails », je lui ai réécrit, deux jours apres, en lui envoyant une lettre de
quatre pages, et ¢’est la que notre entente a commencé, il m’a regu dans son
bureau, et je me souviens tres, trés bien qu’il m’a dit un seul mot, il m’a dit :
« Foncez! »

Jacques Dizmier : La deuxieme rédaction qu’il m’a envoyée et qui était dé-
taillée, je me souviens qu’il obtenait des résultats qui étaient nouveaux, vi-
siblement importants, et inattendus, j’ai été ahuri de voir ¢a démontré en
quatre pages, quoi... C’est pour ca que j’ai di lui dire « Foncez! » Et puis

http://1lx.fr/site/wp-content /uploads/2017 /04 /Connes-Dixmier tapuscrit.pdf



alors, bon, les quatre pages sont devenues quand méme les cent et quelques
pages de ta these...

La trace de Dixmier

AC :'Y a un autre épisode ou on a vraiment renoué ensemble, c¢’était a
I'THES! Jacques avait fait dans les années 50 une découverte, il avait trouvé
une trace exotique sur les opérateurs...

JD : Euh, on parlait, je crois, des algebres hilbertiennes, et je t’ai dit, « je
m’étonne que cet exemple que j’ai fabriqué n’ait pas servi a faire des contre-
exemples »... Parce que, ce que j’avais trouvé, tu dis exotique, pour moi c¢’était
une monstruosité mathématique! Et une monstruosité mathématique, sou-
vent ¢a ressert a faire d’autres monstres! Je me souviens encore Alain disant,
« mais c’est exactement ¢’qu’y m’faut! »

AC : Oui, alors en fait, maintenant ¢a s’appelle la trace de Dixmier, mais il se
fait que dans les bons cas, cet objet converge, c’est-a-dire que normalement,
c’est un objet qui est exotique ou monstrueux parce que y a une quantité qui
n’a pas de limite, mais en fait dans les bons cas, la quantité en question a une
limite! C’est une espece de mesurabilité... Et alors y a un phénomene extra-
ordinaire qui se produit, c’est qu’en fait pratiquement toutes les intégrales
qu’on connait, en mathématiques, sont un cas particulier de cette construc-
tion...

JD : Oh la, t’exageres, quand méme...

AC : Ah, jexageére pas! Jexagere pas, c’est-a-dire que, d’habitude en ma-
thématiques, quand on écrit | f(x)dz, le signe d’intégrale est indissociable

de ce qu’on appelle la mesure, c’est-a-dire ce qu’on appelle du(x). Y a pas
un sens a l'intégrale et un sens séparé pour du(x)... C’est 'ensemble, c’est
le package, qui a un sens... Eh bien, grace a ce procédé, on peut donner un
sens a l'intégrale, on peut donner un sens aux infinitésimaux, etc., etc., et
a ce moment-l1a on peut dissocier 'intégrale de 'autre c6té. Alors il y a un
autre intérét, c’est qu’en fait les physiciens se sont apergus que dans leurs
travaux, y a beaucoup de, ce qu’on appelle de divergences et en particulier ce
qu’on appelle les divergences logarithmiques. Et ce qu’a fait Jacques, quand



il a défini sa trace, il a montré que le coefficient d’une divergence logarith-
mique, ¢a définit une trace, ¢ca a permis de donner un statut mathématique
a quelque chose qui normalement n’aurait pas de statut mathématique, qui
sont précisément ces divergences logarithmiques...

JD : Ah, si Leibniz y savait ¢ca! Ah, la 1a!

AC : Oui, mais justement, la, y a une différence extrémement forte et frap-
pante entre Leibniz et Newton ! Ce que la trace de Dixmier permet de faire et
ce que le formalisme quantique permet de faire, ¢’est beaucoup plus quelque
chose qui va dans le sens de Newton que dans le sens de Leibniz, ¢’est-a-dire
que Newton avait I'idée que les quantités infinitésimales, ce ne sont pas des
nombres, ce sont des variables... Or, en mathématiques, on s’apercoit que
la bonne formulation de la notion de variable réelle, la seule qui permette
la coexistence entre les variables continues et les variables discretes, c’est le
formalisme quantique, c’est-a-dire que les variables réelles, ce sont des opéra-
teurs auto-adjoints dans l'espace de Hilbert, et les opérateurs auto-adjoints
y peuvent avoir un spectre continu mais y peuvent aussi avoir un spectre dis-
cret, et tout ¢a, ca agit dans le méme espace de Hilbert... Et alors ce qui est
formidable, c’est que quand on lit le détail de la définition de Newton, de ce
qu’il appelle les variables infinitésimales, on tombe exactement sur ce qu’on
appelle les opérateurs compacts... Non seulement on tombe sur les opérateurs
compacts, mais on tombe aussi sur le fait qu'un infinitésimal peut avoir un
ordre 1, un ordre o ot @ est un nombre réel, donc y a toute une hiérarchie
d’infinitésimaux, et précisément la trace que Jacques avait construite, c¢’est
une trace qui intégre les infinitésimaux d’ordre 1, et qui donne un résultat
nul pour tous les infinitésimaux d’ordre plus élevé que 1... Donc sa trace c’est
une espece de filtre, qui va filtrer tous les détails quantiques, d’une certaine
maniere, et qui va donner une image classique d’un résultat... Et ca, ca a
joué, dans les développements qu’on a faits ensuite, un role absolument es-
sentiel !

JD : On, c¢’est pas moi, hein!

AC : Mais, donc, ce que je veux dire, c’est que, on a eu cette nouvelle ren-
contre, qui s’est faite aux déjeuners de 'IHES, par hasard...



Le boson de Dixmier

AC : Et alors I'épisode relativement récent, c’est, il y a peut-étre cinq ou
six ans, on était a la campagne avec Danye, et on recoit une petite carte
postale, que Jacques nous avait envoyée : Voila, j’ai le titre d’un livre... Alors
c’était : “Bossons sur le boson... !. Et alors y dit, vous I’écrivez, je corrigerai
les épreuves!

JD : Ah, y faut dire que c’était dans un contexte ot on parlait beaucoup de
découverte du boson de Higgs, qui était pas encore trouvé...

AC : Auméme moment, j’avais eu vent, par Etienne Klein, d’une anagramme
qui était assez étonnante, qui s’intéressait précisément au boson de Higgs...
Cette anagramme c’était le boson scalaire de Higgs, et de Pautre cté ¢’était
I'horloge des anges ici-bas... Voila...Et si on passe au commutatif, ¢’est-a~dire
si on ignore I'ordre des lettres, on obtient exactement la méme chose... Alors,
on avait trouvé une horloge ornée d’anges, comme y en avait au début du
XX sidcle, on fait une belle image, et puis on avait répondu a Jacques...
Bien siir pour le moment c¢’était encore une boutade, et puis on a commencé
a communiquer énormément avec Jacques, et puis le bouquin a pris forme!
Et dans lequel au bout d’un moment on a rajouté de plus en plus de détails
scientifiques, mais qui a existé comme c¢a, presque, bon, je dirais pas sans
efforts...

JD : Pour ce qui est des efforts, 1a je peux dire que je ne suis plus capable
d’inventer des mathématiques et je trouve que c’est infiniment plus facile
d’écrire un roman que d’écrire un article de maths!

Les matroides de Dixmier

AC : Mais y a aussi un épisode récent, et qui était que je suis arrivé une apres-
midi chez Jacques et je lui ai montré la note au compte-rendu qu’on avait
écrite avec Katia Consani sur ce qu’on appelle le site arithmétique. Jacques
a lu cette note avec attention et...

JD : Sans y comprendre grand-chose!

AC : Oh, oh, oh... Oui, sauf qu’il a compris quelque chose d’extraordinaire,



il a compris que c¢’était relié a un travail qu’il avait fait dans les années 60,
Jacques avait classifié les matroides et il s’est apergu en lisant notre compte-
rendu, que l'espace qui classifiait les matroides était le méme que l'espace
des points du topos qu’on obtenait... Mais en regardant de plus pres, on s’est
apergu qu’en fait, le topos en question, ¢’était un topos qui était sous-jacent a
toute la géométrie non-commutative, et la raison c¢’est que, en géométrie non-
commutative, le point est représenté par l'algebre des opérateurs compacts,
cette algebre elle a des endomorphismes et ces endomorphismes définissent
exactement le topos qu’on avait eu... Quand on regarde cette algebre comme
un faisceau sur le topos, le faisceau a des fibres, sur chacun des points, et
on obtient exactement les algebres que Dixmier avait classifiées... Au niveau
conceptuel, ¢ca a montré que le topos qu’on avait trouvé, c’était simplement
le point en géométrie non-commutative... Kt ¢a, alors ¢’est extrémement sa-
tisfaisant et c’est venu du fait que Jacques a lu notre note en grand détail et
a fait la connexion avec le travail qu’il avait fait des années auparavant.

Paris-Shanghai, 1 avril 2017
09min 50sec



Les processus mentaux de la création
Gustave Choquet !

A 30 ans, on cherche et on trouve; un peu plus tard on forme des cher-
cheurs, et plus tard encore on parle des processus mentaux de la création :
c’est ce que je me propose de faire ici.

Je ne donnerai pas de recette pour devenir un découvreur, cela s’apprend
en découvrant. Mais plusieurs fois j’ai constaté qu’une réflexion sur les rai-
sons d’un succes, améliorait mes recherches ultérieures ; mon expérience peut
donc étre utile.

Il semble d’ailleurs que de plus en plus de chercheurs comprennent qu'’il
n’est pas possible de dissocier la science de l'activité humaine qui la crée;
et qu’ainsi les millions de théorémes qui reposent sur les rayons des biblio-
theques ne sont que la cendre refroidie, d’ailleurs précieuse, du feu créateur
qui les a fait naltre; d’ou chez les chercheurs un intérét grandissant pour
I’histoire des sciences et techniques.

Les témoignages de chercheurs, sans étre encore nombreux, constituent
néanmoins une bonne base d’étude; j’en citerai quelques uns : celui de René
Descartes qui, le 10 Novembre 1619, a 23 ans, dans une nuit d’enthousiasme
fait trois réves exaltants et découvre les fondements “d’une science admira-
ble” (voir Bell, “Men of mathematics”). Le récit d’Henri Poincaré concernant
sa découverte des groupes fuchsiens et de leur lien avec certaines formes qua-
dratiques, est célebre a juste titre.

Jacques Hadamard a réuni en 1959 ses analyses commencées en 1937 sur
la psychologie de I'invention (134 pages).

Paul Levy, en 1970, s’est longuement exprimé dans “Quelques aspects de
la pensée d’un mathématicien” (Albert Blanchard, épuisé).

1. Séminaire de philosophie et mathématiques, 1994, fascicule 4, p.1-21,
http://www.numdam.org/item?id=SPHM;994 , , ©ENS, IREM Paris Nord, Ecole
centrale des arts et manufactures, 1994.

Synthése de trois conférences : Séminaire Loi (1993), & Clermont-Ferrand (1994) et a
Koxty (?) (République Tcheque, 1994).



En 1976 j’ai, dans le Séminaire Loi, parlé de “La naissance de la théorie
des capacités” (publié dans “La vie des Sciences” de I’Académie des Sciences,
1986).

Laurent Schwartz, apres avoir en 1982 raconté a I'Université de Patras
(Grece) I'histoire de sa théorie des distributions, a fait en 1987 une conférence
sur la découverte en Mathématiques.

André Weil et Alain Connes, plus récemment, se sont aussi exprimés brie-
vement a ce sujet dans la revue “Pour la Science”.

Dans les sciences expérimentales, les témoignages abondent : Ceux de
Newton, Pasteur, Darwin, Einstein, Fleming, Watson (“La double hélice”,
1968). En chimie le demi-réve de Kekule qui, d’apres lui, aurait conduit a la
structure hexagonal du benzéne (un serpent se mordant la queue) est notable
car il est exceptionnel que les réves conduisent a des découvertes importantes.

Le cerveau, organe de notre pensée

Bien que l'introspection ait été longtemps un outil essentiel d’étude des
processus mentaux, et qu’elle joue encore un réle important (le livre d’Hebb
de 1949 reste un ouvrage de référence), des outils performants tels que I'ima-
gerie médicale permettront certainement de progresser dans 1’étude de ces
processus. Le terrain aujourd’hui est encore peu siir; on sait toutefois que
toutes les parties du cerveau sont interdépendantes et que son fonctionne-
ment est extrémement complexe; ce que j’en dirai aura surtout pour but de
souligner cette complexité, et de justifier en partie certaines affirmations.

Une vue fort schématique du cerveau lui attribue une structure ternaire :

e Le cerveau postérieur, dit parfois reptilien, regroupe la moelle épi-
niere, le bulbe rachidien, le mésencéphale. Il est responsable de la vie
inconsciente des organes et de pulsions primitives.

e Le systeme limbique regroupe des structures tres diverses, telles que
I’hippocampe, 'hypothalamus. Il joue un role important dans la mé-
moire et la genese des états de motivation. Ses lésions modifient les
comportements alimentaires, sexuels, sociaux.



e Le néo-cortex (ou cortex, ou matiére grise).

Ces trois parties sont interconnectées et jouent donc un réle dans le pro-
cessus de la recherche, ce qui apres coup justifie la phrase célebre de Pascal
“L’homme n’est ni ange ni béte”. Il est probable que leur plus ou moins grand
role détermine le style de la recherche.

Les connections cérébrales sont redondantes, a des degrés variés, ce qui
explique peut-étre que la folie ou la dépression n’empéche pas toujours le tra-
vail mathématique, artistique ou littéraire : rappelons le cas d’André Bloch
qui, apres avoir tué & coups de hache plusieurs membres de sa famille entra
en relation, de son asile-d’aliénés, avec Georges Valiron et découvrit plusieurs
beaux théorémes; et celui plus célebre encore de Cantor, victime des I’age
de 46 ans de graves crises de dépression, mais qui apres ces crises se sentait
Iesprit tres clair et faisait d’excellent travail.

Neurones

Notre cerveau comporte de 50 a 100 milliards de neurones. Chacun d’eux
est constitué d’un corps cellulaire contenant le noyau, d’ott émergent d’une
part de nombreuses dendrites munies de protubérances appelées épines, d’autre
part un long axone muni a son extrémité de nombreuses terminaisons axo-
nales.

Chaque neurone est en relation avec d’autres neurones par des synapses,
les unes électriques, d’autres chimiques, qui unissent épines et terminai-
sons axonales. Certains neurones peuvent avoir jusqu’a 30 000 synapses avec
d’autres neurones; il peut exister aussi certaines relations de neurone a neu-
rone a travers leurs axones.

Bien qu’élevé, le nombre des neurones et des synapses n’expliquerait sans
doute pas la multitude de possibilités de notre cerveau : pensons par exemple
a la vision d’un paysage en mouvement et a son enregistrement ne serait-il
que partiel. La solution de cette énigme semble résider dans une observa-
tion mathématique élémentaire : Un ensemble fini de N éléments contient
2V sous-ensembles distincts, nombre gigantesque dés que N dépasse 1000 ;
si donc neurones et synapses s’organisent en groupements fonctionnels, le



nombre de ces groupements peut étre d’un ordre de grandeur incomparable-
ment supérieur au nombre de ces neurones et synapses.

Les plus petits de ces groupements ont une structure en réseaux vague-
ment rectangulaires; ce sont des sous-unités de traitement (recevant par
exemple des informations visuelles, auditives, tactiles) qui peuvent elles-
mémes s’organiser en assemblées plus importantes que j'appellerai ici fais-
ceaux.

Associations d’idées et facilitation

Les connections de neurones dans les réseaux et faisceaux expliquent les
précieuses associations d’idées qui sont une base essentielle du fonctionne-
ment, conscient ou non, du cerveau.

C’est elles qui se manifestent dans les calembours et cog-a-1’ane ; mais les
personnes agées en prennent conscience de fagon encore plus tangible lors-
qu’elles perdent la mémoire des noms propres ou de certains noms communs ;
elles peuvent souvent les retrouver par un long cheminement conscient, de
proche en proche, utilisant analogie ou chronologie. Le fait qu’elles conservent
plus longtemps leur maniement de notions complexes, leur possibilité de dis-
courir longuement, s’explique par le fait, justement, de cette complexité :
ces activités peuvent s’effectuer de nombreuses fagons différentes, grace a des
chaines variées d’associations d’idées, et leur but n’est pas un point précis,
mais une zone assez floue mais étendue.

Les associations d’idées sont aussi une des explications des réves, de leur
motivation - liée tantdt a notre vie active, tantét a un passé lointain - , mais
aussi de leur mélange de fantaisie et de cohérence : car si les associations
d’idées obéissent au méme déterminisme physico-chimique que les neurones,
elles dépendent aussi comme eux d’un chaos déterministe qui nous apparait
comme le fruit du hasard, de la fantaisie.

Mais surtout c’est leur vie souterraine, cachée, qui nous donne ’explica-
tion du subconscient (ou préconscient de Freud) et sans doute de l'incons-
cient, dans la mesure du moins ou celui-ci a une réalité définissable et n’est
pas simplement un subconscient profond et refoulé depuis longtemps.



Je vois dans le subconscient la source de ce que j’appellerai illumination
(pour les mystiques on dit révélation, et pour les poetes et musiciens, inspi-
ration) ; et aussi un des facteurs de U'intuition.

Subconscient, illumination, hasard, intuition

Le subconscient travaille sans relache ; les associations d’idées qui en sont
la base ne se font pas arbitrairement; leur dynamique est régie en partie
par le hasard, mais surtout par le phénomene de facilitation (les interactions
entre neurones au niveau des synapses sont plus ou moins grandes, en fonc-
tion de leur activité passée). Ce phénomene rend compte de nos habitudes,
du petit robot qui semble prendre en charge certaines de nos actions; d’ou
I'importance considérable, bénéfique ou néfaste, de I’éducation, qu’elle vienne
du monde extérieur ou de notre activité cérébrale consciente.

L’activité subconsciente peut impliquer simultanément plusieurs aires cor-
ticales : on peut étre au méme instant amoureux et préoccupé d’un probléme
mathématique.

Chez un mathématicien qu'un probleme a intéressé, récemment ou dans
le passé, s’est constitué a son insu un groupement de faisceaux liés a ce
probléme, et dont 'activité peut s’étre progressivement renforcée par des re-
tours conscients au probléme. Dans des cas favorables, par exemple grace a
des contacts mathématiques en apparence sans rapport avec le probléme, ce
groupe de faisceaux acquiert une vie cohérente et assez intense pour qu’un
petit événement (par exemple détente apres une grande fatigue, changement
agréable d’activité, ou une simple tasse de café) déclenche brusquement un
passage du subconscient au conscient : c¢’est 1'illumination, expérience mer-
veilleuse dont on garde précieusement le souvenir. Elle ne differe que par la
nature de son objet de I'extase mystique, ou de l'inspiration des grands ar-
tistes ou poetes qui leur permet de réaliser en un temps tres bref des ceuvres
qui nous étonnent (Mozart, etc.).

Stendhal donnait a ce phénomene le nom de cristallisation, qui évoque le
changement brusque d’état d’une solution saline sursaturée ou le gel brutal
d’une eau en surfusion.



J’ai raconté déja dans le Séminaire Loi les illuminations, grandes ou pe-
tites qui m’ont conduit, vers 1950, a créer la théorie des capacités; en voici
une autre : vers 1960 j’avais pris nettement conscience qu’il y avait en Analyse
des cones convexes importants sans base compacte (e.g. le cone des fonctions
réelles sur R dont toutes les dérivées sont positives); je ne savais donc pas,
en particulier, s’ils possédaient tous des génératrices extrémales. Je cherchais
donc a construire de tels cones sans génératrices extrémales, par un procédé
de limite projective a partir de cones ayant une base compacte. Et voici qu’un
matin du printemps 1962, alors qu’avec ma femme je passais une semaine de
vacances dans un petit hotel de Barbizon, nous décidons d’aller nous pro-
mener en forét; un seul pas séparait notre chambre du sable de la forét ; je
franchis le seuil et “Joie, pleurs de joie” : Oui, comme on coupe en biseau
une branche pointue avec une lame aiguisée, il faut, de ces cones détacher
un petit copeau compact, convexe ainsi que le reste du cone. En une minute
je vois la structure des opérations a effectuer sur ces copeaux, appelés plus
tard “chapeaux”, et comment les utiliser.

C’est une illumination du méme type qui donna a Schwartz sa théorie
des distributions : en 1935 nous avions tous deux organisé I’Ecole Normale
Supérieure un baby-Séminaire ou je parlais des travaux de Baire et de Can-
tor, et ol lui parlait de son anxiété devant les comportements différents des
équations

Pu  0%u 0 0*u 0:

022 + oy ot oxdy
cette anxiété le poursuivit jusqu'en 1944. Il n’avait pas cessé pendant ces
10 années de s’intéresser aux équations linéaires aux dérivées partielles, sans
pouvoir pénétrer le secret de leur vie cachée ; mais son subconscient travaillait
lui aussi de son coté. C’est alors qu’arrive 1944 ; je venais, avec Jacques Deny,
de terminer un travail sur une caractérisation des fonctions polyharmoniques
dans le plan; nous y utilisions les séries de Fourier, ce qui ne s’étendait pas
a lespace a 3 dimensions ; je demandai alors a Schwartz s’il connaissait une
facon de s’en passer; il la trouva assez rapidement en utilisant des fonctions
indéfiniment dérivables a support compact, et peu de temps plus tard, une
illumination lui donna au cours d’une seule nuit, en utilisant une idée ana-
logue, la plupart des théoremes de sa théorie.




Citons encore deux mathématiciens fort différents 'un de 'autre :

Jean Dieudonné, cité dans le livre de Pierre Dugac (Gabay 1995) : “Qu’est-
ce qui se passe dans la vie d’un chercheur 7 On est sur un probleme ; on réussit
quelquefois et il y a méme ce qu’on appelle des illuminations... Moi je peux
dire que cela m’est arrivé trois ou quatre fois dans ma vie en tout”.

Alain Connes : “En revenant de conduire ma femme au lycée, alors que
je pensais a tout autre chose, j’eus la certitude absolue, devant un feu rouge,
que les calculs longs et pénibles que je faisais depuis 6 mois, s’éclairaient a la
lueur d’une astuce mathématique. Tout s’était passé comme si mon incons-
cient s’était brutalement exprimé”.

Certes de grandes illuminations de ce type restent des instants mémo-
rables de notre vie, mais toute activité mathématique qui ne soit pas de pure
routine est parsemée de mini-illuminations. C’est par exemple celle de 1’éleve
lent mais obstiné qui, apres bien du travail et quelques aides extérieures dit
brusquement “J’ai compris” et toute sa journée en est éclairée, et parfois sa
vie changée : il vient de subir une mutation mentale.

J’ai souvent constaté que des mini-illuminations pouvaient étre déclen-
chées par des modifications physiologiques : se lever ; faire quelques pas apres
une longue station assise ; se livrer a une activité tres différente, lecture, mu-
sique, marche ; sortir d’un engourdissement qu’on finirait par confondre avec
du travail.

Le hasard. 11 est temps de dire clairement ici qu'un chercheur débutant
qui attendrait d’une illumination ou d’un hasard heureux la solution d’un
probleme difficile irait vers des désillusions. On souligne parfois le réle du
hasard dans une découverte scientifique, et on cite le cas de Fleming qui,
arrivant un matin dans son laboratoire découvre sur la gélatine d’'une boite
de Petri abandonnée un rond, vide de bactéries ; une analyse lui montre que
le responsable de ce rond - qui fait penser aux “ronds de sorciere” dans cer-
tains prés - est une moisissure du genre pénicillum : il vient de découvrir la
pénicilline, le premier d’une longue série de nos antibiotiques.

Mais Fleming était déja un bactériologiste compétent ; depuis plusieurs
années il avait mis en évidence dans la salive et dans les larmes des substances



antibiotiques ; et ¢’était un esprit curieux, exigeant, qui, mis en présence d’un
petit fait inattendu, en cherchait I’explication. Un autre chercheur, moins
motivé par une longue recherche préalable, et aussi moins exigeant, aurait
rageusement jeté a la poubelle cette boite de Petri gdchée, ce que ne fit pas
Fleming.

L’anthropologue qui, téte baissée marche lentement sous le soleil dans la
vallée de I’Omo, a la recherche du “chalnon manquant” et qui heurte du pied
une machoire d’homme fossile, a-t-il mérité sa chance ?

Il y a des hasards qui peuvent devenir heureux, mais seulement pour les
chercheurs qui 'ont mérité par un long travail préalable, de l'intelligence et
une curiosité qui ont développé en eux sens critique et intuition. “Tu ne me
chercherais pas si tu ne m’avais déja trouvé”; cette phrase de Pascal pour-
rait conclure ma réflexion sur le hasard, mais je préfere la conclure par une
anecdote : voici quelques années j’accompagnais mon ami Jacques Deny dans
un petit bois, a la recherche d'un petit champignon curieux qui ne pousse
que dans le chrysalide d'un papillon précis; il en trouva de nombreux spé-
cimens ; je n’en trouvai pas un seul, mais il était mycologue et je ne I’étais pas.

L’intuition. Comme les illuminations, elle dépend des associations d’idées ;
mais contrairement aux illuminations, c’est un état acquis, stable et qui peut
s’enrichir par un travail soutenu, bien que son acquisition dépende beaucoup
de dons innés.

Elle apparalt comme une connaisance globale et presque immédiate d’un
vaste domaine, mais c’est une connaisance non déductive et parfois assez
floue; I'intuitif est semblable au jeune bébé qui, d’un seul coup d’ceil, re-
connailt sa mere; il est plus un stratege qu’un tacticien qui, lui, a besoin de
connaitre les détails et leurs relations mutuelles.

e Pour un géometre intuitif, la division du plan en deux régions par
toute courbe fermée est une évidence, méme s’il n’en a pas de preuve.

e Le Saint Curé d’Ars avait une telle intuition des problémes moraux
de ses pénitents que son confessionnal ne désemplissait pas.

Au début de mes recherches j’avais 'ambition de bien connaitre tous les
ensembles fermés plans, ambition irréaliste certes, mais j’avais néanmoins
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réussi a me sentir proche d’eux et a deviner, souvent avec succes, leurs pro-
priétés topologiques : j'en avais l'intuition; c’est qu’en effet l'intuition se
développe par le travail, beaucoup de travail conscient; c’est un ensemble
déja bien organisé d’associations d’idées liées a la mémoire parfois ancienne
et dont on n’a conservé que celles qu’un jugement subconscient ou partielle-
ment conscient juge bonnes.

Glaeser qui s’est beaucoup occupé de la formation des géometres différen-
tiels, leur conseillait de se constituer un florilege personnel d’étres différentiels
remarquables, éventuellement pathologiques, dont I’ensemble constituerait
une bonne approximation du domaine étudié. On pourrait presque dire que
Iintuition, qui doit étre une des qualités d’un stratege se construit par un
patient travail préparatoire de tacticien. Un tel travail préalable éviterait a
certains débutants des échecs cuisants lorsque par exemple ils se lancent dans
I’étude d’une structure axiomatique sans avoir vérifié I'existence d’étres in-
téressants vérifiant les axiomes.

L’exemple des géometres algébristes italiens montre clairement tout ce
qu'une bonne intuition peut apporter, et aussi ses limites. Ces géometres
avaient étudié tant de courbes et surfaces qu’ils avaient énoncé sans démons-
trations des théorémes généraux d’'une grande beauté ; mais il fallut attendre
pour leur preuve la naissance d’outils nouveaux (A. Weil, etc.).

L’exemple d’Euclide est également éclairant; parmi ses axiomes figure
celui-ci “Une ligne droite est une ligne (i.e. “qui a une longueur sans lar-
geur”) qui repose également avec les points sur elle méme”. Euclide avait
certainement une grande intuition géométrique et cet axiome devait avoir
pour lui un sens précis, mais aucun commentateur, pas méme Proclus n’a

ien réussi a le comprendre.
b 1 d

Tous les bons chercheurs ont de I'intuition, qu’elle soit géométrique, algé-
brique ou combinatoire ; sinon leur démarche s’apparenterait a une reptation
plutét qu’au survol indispensable pour attaquer les problémes aux points
sensibles, et planifier leur recherche. Mais il faut, impérativement, vérifier les
théorémes suggérés par l'intuition, par de véritables démonstrations; celui
qui se contente de lancer des idées sans prouver des théoremes n’est pas un
mathématicien ; il est ce que les Américains appellent un “theoretical mathe-
matician”, ce que je traduirai plutét par “mathématicien flou”.
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Je possede une intuition géométrique et cela, je crois, depuis la classe de
1°7¢; j’aimais la géométrie et j’avais pris I’habitude de résoudre de téte, dans
I'obscurité, des problemes assez complexes de géométrie plane ou spatiale.
Je pense que mes contributions en Analyse et en Topologie sont toutes nées
d’une vision géométrique, souvent tres simple, des problémes : par exemple
en Théorie du potentiel, c’est la géométrie du triangle qui m’a donné une des
clefs de I’étude des grands principes de cette théorie.

Je me sens treés proche d’Henri Lebesgue ; lorsqu’il était jeune normalien
et qu’on lui enseignait que les surfaces applicables sur le plan sont réglées, il
sortait de sa poche un mouchoir ou un papier bien chiffonné et demandait a
ses camarades “Cette surface est-elle réglée ?”. Ce mouchoir fut le point de
départ de sa these et de sa théorie de I'intégration. Plus tard, c’est la vue
d’un mur de briques en construction, ou il observa que ce mur comportait
toujours des points de contact de 4 briques, qui le conduisit a la meilleure
définition existante de la dimension topologique d’un continu.

Citons Lebesgue “Je veux dire ici que toutes mes recherches ont ce ca-
ractére commun de procéder d’une vue directe, et en quelque sorte géomé-
trique, des problemes étudiés”. Et ailleurs “J’ai toujours été guidé dans mes
recherches par des considérations géométriques; il me semble que j’ai fait
constamment des applications de la géométrie a I’Analyse”.

Mais Lebesgue a fait aussi une autre remarque intéressante : “Non, ce
n’est pas lintuition qui trompe, c’est le fait de ne pas avoir assez d’intui-
tion”. Certes, mais on pourrait dire aussi : c’est le fait de ne pas vérifier pas
a pas les suggestions de l'intuition ; ce qui me conduit a rappeler une erreur
célebre de Lebesgue : dans un de ses mémoires célebres, il énonce que la pro-
jection de tout ensemble borélien est aussi un ensemble borélien, en utilisant
la relation visiblement fausse p(N,,X,) = N,p(X,); son théoréme était faux
et 'erreur, relevée par Lusin, conduisit Lusin et Souslin a la belle théorie
des ensembles dits analytiques. Erreur fructueuse donc, mais erreur quand
méme, née d’une insuffisance de vérification.

Les intuitions des bons chercheurs ne sont pas toutes géométriques, méme

lorsque comme André Lichnerovicz ils sont géometres différentiels. Michel
Talagrand a une intuition combinatoire qui s’est confirmée au cours de sa
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carriére ; ses succes récents dans 1’étude des processus gaussiens et des pro-
duits infinis de mesures sont dus a cette intuition.

Laurent Schwartz a un type d’intuition difficile a classer ; elle n’est certai-
nement pas géométrique; il ne “voit” pas géométriquement dans l’espace et
prétend qu’il ne voit que par le calcul, méme s’il ne s’agit, par exemple, que
de troncatures de polyedres convexes réguliers. On pourrait qualifier son in-
tuition de culturelle; il a en effet une vaste culture mathématique, qui figure
dans sa conscience comme un ensemble de fils tendus entre de nombreuses
théories (concrétisées par ses dossiers). Quand il cherche, il se réjouit de “sé-
cher” en se disant que si ¢a résiste, c’est que c¢’est intéressant puisque ce qu’il
connailt ne lui apporte pas de réponse.

On oppose parfois abstraction et intuition, en sous-entendant sans doute
que l'intuition concerne le concret. Ce n’était certainement pas l’avis de Jean
Dieudonné qui déja, a propos de sa these, déclarait : “Dans les démonstra-
tions de beaucoup de propositions de ce travail, je n’ai pas craint de faire
appel a I'intuition géométrique”. Mais surtout, dans un intéressant article de
Dialectica, Vol.29, 1975, il étudie les liens entre abstraction et intuition :

“La qualité essentielle d’'un mathématicien est I'imagination ; la logique
ne sert qu’a mettre les démonstrations sous une forme irréfutable, elle est in-
capable de les suggérer. L’imagination se fonde sur une sorte d’“intuition” des
objets mathématiques étudiés, mais cela n’a que tres peu de contact avec ce
qu’on appelle d’ordinaire I'intuition sensible, les objets mathématiques consi-
dérés étant le plus souvent ’aboutissement d’un long processus d’abstraction
qui leur 6te toute possibilité de représentation concrete. Cette “intuition”
mathématique est avant tout le résultat d’'une longue familiarité avec le su-
jet étudié; mais en outre il peut s’opérer des “transferts” d’intuition d’une
théorie dans une autre... La premiére conclusion que j’en tirerai, c’est qu’il
n’y a certainement pas une intuition en mathématiques; il y en a toute une
série de fort diverses, avec des liens inattendus. La deuxiéme, c’est que les
intuitions mathématiques ne sont pas du tout stables, elles se modifient sans
cesse par de nouveaux apports, de nouveaux résultats, de nouvelles idées...
Je crois que les progres de I'intuition mathématique... , sont toujours allés de
pair avec les progres de I'abstraction mathématique”.

Cette analyse de Jean Dieudonné est remarquable, et surprend aujour-
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d’hui sous la plume de celui qui, onze ans plus t6t, dans I'introduction de son
livre “Algebre linéaire et géométrie élémentaire” (Hermann 1964) soutenait
que ’enseignement de la géométrie élémentaire doit étre basé sur 'algebre
linéaire. Il n’avait pas encore compris que l'intuition des objets de cette al-
gebre ne s’obtient que par un “transfert” progressif a partir de I'intuition
géométrique, essentiellement visuelle, acquise par le maniement préalable de
concepts issus du monde sensible, droites et parallélisme, distance, cercles,
orthogonalité.

Les transferts d’intuition et de savoir-faire sont importants et méme es-
sentiels pour le progres dans tout genre d’activité humaine ; le psychologue
Henri Pieron I’a bien souligné dans le “Traité de psychologie appliquée” ; mais
ils supposent toujours, bien siir, une bonne maitrise d’une activité initiale.

Le physicien Anatole Abragam en souligne I'importance, sans utiliser
d’ailleurs le mot de “transfert” : on sait bien que le renouvellement de la
science se fait souvent aux points de contact de deux disciplines jusque-la
étrangeres ; comment alors un chercheur va-t-il utiliser dans une discipline
I'intuition acquise dans I'autre ; voici ce qu’en dit Abragam :

“Un chercheur qui s’est confirmé dans une discipline et qui en aborde
une autre, peut retrouver I'enthousiasme de ses débuts. Il n’y arrive pas
les mains vides. Il apporte avec lui des concepts, des habitudes de pensée,
des méthodes et des techniques qui lui permettent d’aborder des problémes
d’une facon nouvelle pour le laboratoire qui I'accueille. I y a la une cross-
fertilisation”.

J’ai pu vérifier moi-méme cette observation lorsque, en 1980, je commen-
cai & me passionner pour un probléme & la frontiere de I’Analyse et de la
Théorie des nombres, a savoir 1’étude de la distribution des points (%)n mo-
dulo 1 sur le cercle R/Z, et plus généralement les suites (k6") modulo 1, ou

k,0 sont réels et 0 > 1.

Strateges, tacticiens et les deux hémisphéres du cortex

Notre cortex est divisé en deux parties appelés hémispheres et réunies
par le corps calleux de couleur blanche. Ce corps calleux a une importance
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considérable; si on le sectionne, les deux hémisphéres deviennent presque
indépendants ; son importance est telle que si a la naissance il est peu déve-
loppé, d’autres voies se créent entre les deux hémispheres. C’est son existence
qui explique les correspondances notées par des écrivains et des poétes : Bau-
delaire dans son sonnet “Correspondances”.

“Les parfums, les couleurs et les sons se répondent
11 est des parfums frais comme des chairs d’enfant,
Doux comme les hautbois, verts comme les prairies”

Rimbaud, jeune poete inspiré, dans le sonnet “Voyelles” écrit a 16 ans

“A noir, E blanc, I rouge, U vert, O blanc, voyelles,
Je dirai quelque jour vos naissances latentes”.

Est-il utile aussi de rappeler les pages célebres de Marcel Proust sur le
flot de souvenirs que réveille le goiit d’'une madeleine ?

Bien qu’il n’y ait pas de certitude absolue sur les roles respectifs des
deux hémispheres, de nombreux neurologues sont assez d’accord sur les faits
suivants (chez les droitiers) révélés par I'observation des blessés et par la to-
mographie.

Relevent de [’hémisphére gauche les processus déductifs linéaires ; la pen-
sée logique et analytique; les capacités linguistiques ; apprentissage, produc-
tion et compréhension du langage : ceux, en gros ou excellent les tacticiens.
Cet hémisphere est bien adapté a la vie quotidienne, mais il est trop critique
et sans grande intuition ni créativité. Ce que mesurent les tests de QI sont
essentiellement les performances de cet hémisphere.

Relevent de I’hémisphére droit 'imagination, la reconnaissance des formes,
la créativité, les associations d’idées multiples, les fonctions intellectuelles
non verbales et un traitement global des informations. C’est I’hémisphere
des stratéges. 11 jouerait peut-étre un role dans 1’élaboration des réves. Cet
hémisphere voit le monde sous des couleurs parfois déplaisantes et hostiles.

Le droit invente, le gauche enseigne ces découvertes, en parle rationnelle-
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ment, les met en forme. Mais cette dichotomie ne doit pas étre exagérée ; en
particulier, il peut y avoir substitution de leurs activités en cas de besoin, par
exemple lors de la lésion d’un hémisphere. Et surtout le progres scientifique
exige la collaboration de deux tels hémispheres, qu’ils appartiennent tous
deux & un méme individu, ou & deux individus qu’on pourrait appeler com-
plémentaires : c’est peut-étre la I’explication du succes de la collaboration de
certains couples de chercheurs, dont le plus fameux fut sans doute le couple
Einstein, Mileva Maric, en 1903-1905, avant méme leur mariage; Einstein
ayant les idées, Mileva les discutant apportant sa virtuosité mathématique.

Certes les caractéristiques respectives des deux hémispheres que je viens
d’évoquer font un peu trop penser aux affirmations graves des voyantes extra-
lucides. Toutefois pour chacun d’eux le faisceau de ces caractéristiques semble
assez cohérent et suggere I'intérét d’une étude expérimentale des corrélations
entre les compétences supposées d’'un méme hémisphere et des corrélations
croisées entre les deux hémispheres.

Il semblerait en tout cas que chez les bébés et les jeunes enfants ce soit
I’hémisphere droit qui domine.

Il est probable aussi que le style des recherches d’'un mathématicien ré-
vele la prédominance d’un de ses hémispheres; c’est ainsi que je déciderais
volontiers que mon hémisphére dominant est le droit : gotlit de la poésie, de
la réverie, difficultés linguistiques (je congois facilement, mais souffre pour
mettre en forme mes pensées). Il semble que, "dge venant, mon intuition
géométrique s’exerce encore sur de nombreux ilots assez représentatifs d’un
champ assez vaste, mais que la mise en ordre, puis en forme, de ces observa-
tions intérieures demanderait des dons de tacticien qui me font défaut. C’est
pourquoi la plupart de mes travaux ont concerné des structures si simples a
mes yeux que j'ai de chacun d’eux une vision immédiate et facilement com-
municable : “C’est trivial” ai-je envie de dire quand j’en parle; par contre les
deux seuls articles assez techniques que j’ai publiés m’ont cofité de pénibles ef-
forts de rédaction, bien que leur conception ne m’ait pris que quelques heures.

Je souffre assez peu pour préparer une conférence, mais incomparablement
plus pour la rédiger!
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Facteurs propices a la création
Jeunesse

Neurones et faisceaux de neurones sont encore presque intacts, énergie
nerveuse et sexuelle & son summun (pensons a Einstein et Mileva), aptitude
a une concentration prolongée, curiosité encore fraiche, un cerveau peu en-
combré par les préjugés du passé : Newton a 23 ans, en 1666, fait les trois
découvertes qui lui assureront I'immortalité.

Einstein a 26 ans, en 1905, fait lui aussi trois de ses plus belles découvertes.

Motivation

La motivation, née d’une pulsion intérieure, soutenue d’abord par l'ap-
probation d'un maitre et l'estime des pairs mais soutenue ensuite par les
défis, intérieurs ou extérieurs, par le plaisir de faire fonctionner son cerveau
et, pourquoi pas, par ’espoir de laisser un nom célebre, ainsi que nous le
confie André Weil “Dés mon jeune age, j’ai espéré que mon travail aurait une
certaine place dans I’histoire des mathématiques. N’est-ce pas une motiva-
tion aussi noble que de prétendre au Prix Nobel 77

En ce qui me concerne je voudrais dire que ma motivation a toujours été
le plaisir de créer de belles mathématiques, utiles ou simplement élégantes,
et d’avoir I'approbation de mes pairs. Puis-je ajouter que j’ai souvent été
étonné que la société me donne un salaire convenable pour une activité qui
me procure tant de plaisir, alors que nombre de mes contemporains regoivent
un salaire tres inférieur pour un travail répétitif et ennuyeux.

L’enthousiasme, la joie de la création, les instants brefs mais inoubliables
des illuminations, sont le véritable aiguillon du chercheur. Que Dieu a di
bien s’amuser pendant les six jours de la création, mais quel ennui apres le
jour de repos!

En Mai 68, j’ai entendu des étudiants, mécontents de leur passivité dans
les salles de cours, dire a leur professeur : “Nous avons tous le droit de faire
de la recherche; dites-nous ce qu’il faut faire et nous le ferons”. Je vois dans
cette déclaration a la fois une critique des cours magistraux, et aussi une
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méconnaisance des facteurs qui soutiennent 'activité du chercheur, en parti-
culier succes et enthousiasme qui s’engendrent mutuellement. Comme le dit
le physicien George Charpak “Si la vie d'un chercheur se résume a exécuter
des taches qu’il ne trouve pas intéressantes, autant entrer dans l'industrie”.
(C’est dur pour 'industriel).

Facteurs sociaux, émulation

Je voudrais revenir un instant sur le réle des facteurs sociaux, de I’émula-
tion et des challenges. Que la recherche en sciences expérimentales, avec ses
laboratoires et ses équipes ait besoin d’une société bien organisée est une évi-
dence. Mais c’est vrai aussi de la recherche mathématique, et pas seulement
a cause de l'utilisation accrue des ordinateurs et du développement du travail
en équipe; c¢’était vrai déja du temps d’Euclide et d’Archimede ou les Aca-
démies, le soutien de princes éclairés, I’échange de lettres, constituaient une
stimulation indispensable ; ¢’était vrai au X VII®™€ siecle ot le Pére Mersenne,
conscient de ce besoin, se fit la bolte-aux-lettres mathématique de I’Europe.
La recherche mathématique a commencé avec la naissance des grandes villes !
Un Robinson Crusoe, mathématicien avant son naufrage, et encore productif
sur son ile, est-il crédible 7

Jusqu’a quand notre République étouffera-t-elle I’éclosion des talents dans
nos écoles de tous niveaux en luttant, par la loi et par des mesures de fausse
démocratisation contre émulation et compétition ; ce n’est pas seulement sur
les stades que la compétition est indispensable !

Les excitants

J’ai mentionné déja I'importance pour Einstein au début de ses travaux,
de ses liens amoureux avec Mileva. Il y eut alors une conjonction heureuse de
cet amour mutuel et de 'excitation cérébrale apportée par leur collaboration.

Une relation amoureuse peut donc étre un facteur favorable a la recherche,
mais elle est rarement neutre et peut au contraire avoir un effet déstabilisant.

Puis-je rappeler enfin 'importance du thé et du café? Lorsque mon ami
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Marcel Brelot, apres une période de dure recherche sans succes sentait que
cependant il avait en mains tous les atouts, il s’enfermait dans son vaste bu-
reau de I'Institut Fourier de Grenoble et se faisait une tasse de thé fort pour
provoquer le déclic, l'illumination cherchée car, disait-il, les découvertes se
font lors de pointes de l'activité cérébrale, apres un long travail de défriche-
ment. (Mais aucune tasse de thé ne transformere un champion du 100 m en
marathonien).

Est-il nécessaire de souligner ici I'illusion de l'efficacité de “drogues” pour
réussir en recherche 7 Je ne connais aucun chercheur scientifique dont les dé-
couvertes aient été faites sous 'emprise de la drogue.

Facteurs défavorables
Age

Les soucis, la fatigue physique ou nerveuse, et 'dge : a 30 ans le travail
vous tire en avant, a 70 il faut le tirer, et c¢’est difficile! Mais si un 4ge avancé
n’est jamais favorable & la découverte, une meilleure hygiéne alimentaire, de
meilleures relations scientifiques allongent la période de productivité des ma-
thématiciens. Sans donner de chiffres précis, disons seulement qu’a 60 ans ou
méme un peu plus, ils peuvent encore faire des travaux de qualité honnéte
et rendre des services & la communauté mathématique s’ils acceptent de ne
pas utiliser leur notorieté pour soutenir abusivement des recherches qui pro-
longent les leurs.

Et puis parfois, une bonne surprise, telle celle d’Apery qui & 61 ans dé-
montra U'irrationalité de ((3).

Les pertes de performance ont des causes exactement opposées a celles
qui favorisent la jeunesse :
Détérioration des neurones, perte de mémoire et baisse de l'intuition ; moins
bonne irrigation sanguine, pulsions amoureuses diminuées. Impression de
“déja vu”, d’ou motivation moins grande; et apres tout, on a déja une cer-
taine célébrité qu’on ne peut espérer accroitre ! Mais surtout, tous les fils-a-la
patte : comités de rédaction, assemblées générales, lettres de recommanda-
tion, ... qui grignotent temps et I'énergie. Voyons sur un exemple célebre
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comment vieillissait un mathématicien au début de ce siecle; dans une des
lettres de Lebesgue a Borel, retrouvées dans les sous-sols de I'Institut H.
Poincaré, Lebesgue écrit ceci, alors qu’il n’avait encore que 35 ans :

“Mon cher ami, ce n’est pas par coquetterie que je dis que je baisse. Je
sais fort bien que depuis 5 ans je n’ai rien fait de nouveau... C’est a une place
de Recteur que j’aurais dii étre candidat.”

Il avait fait sa théorie de I'intégration a 27 ans, et son travail sur les fonc-
tions représentables analytiquement a 30 ans.

Mais il faut savoir aussi quelle était sa vie : mauvaise santé familiale, pré-
occupations de carriere, géne financiere, début de sa polémique avec Borel.

Blocages, collectifs ou individuels

Il y a des blocages collectifs : celui lié au postulatum d’Euclide n’a com-
mencé a céder que le jour ot on a commencé a en douter ; il avait duré plus
de 2000 ans. Ceux liés a la notion d’infini, actuel et potentiel ; les vaines dis-
putes de caractere parfois métaphysique concernant 'infini ne furent balayés
que par les premieres définitions de Cantor, en particulier celle de bijection.

Tout déblocage est comme l'ouverture d’une vanne, qui laisse couler 1’'eau
a grands flots, I’eau qui apporte une vie nouvelle : Géométrie non-euclidienne
et les travaux de Poincaré ; la théorie des ensembles et tout un pan des ma-
thématiques modernes.

Les blocages collectifs, et surtout ceux qui durent des siecles sont dus au
conservatisme de I'esprit humain : 'homme a tendance & prendre pour des
vérités intangibles ce qu’il a appris dans son enfance et qu’il transmet a ses
enfants. Pour sortir du sillon de la tradition, il a besoin de l'aiguillon de la
nécessité, les impasses d'une science, la rencontre d’un petit fait qu’aucune
théorie admise ne peut expliquer.

Il faut se méfier des modes, des grands gourous, rechercher les fleurs véné-

neuses, ... et changer nos méthodes d’enseignement. On peut réver a ce que
serait I’évolution de la science si n’existaient pas ces longs blocages collectifs ;
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mais peut-étre Dieu apres le 7°™¢ jour fut-il un peu machiavélique et a-t-il,
depuis 1’épisode de la pomme, prévu des blocages comme garde-fous contre
une évolution trop rapide de ’humanité !

Mais il y a aussi des blocages individuels, méme chez les créateurs au-
thentiques ; nous retrouvons ici Lebesgue :
L’observation d’un petit fait, son mouchoir chiffonné ’avait conduit, apres
avoir précisé la théorie de la mesure de Borel, a définir la notion d’intégrale
de certaines fonctions mesurables, mais I'histoire serait trop simple s’il avait,
du premier coup, défini les fonctions intégrables quelconques. Lui aussi est
resté pendant des années esclave de la tradition : l'intégrale de Riemann
supposait les fonctions bornées; Lebesgue conserve cette restriction dans sa
these de 1902; en 1905, a propos des fonctions non bornées il écrit encore
a Borel “Il est si difficile d’attaquer ces maudites fonctions” ; et alors qu’en
1908 I'obstacle semble tout a fait surmonté, il en reste encore des traces dans
ses “Lecons sur l'intégration” de 1928, comme si dans son esprit les fonc-
tions intégrables non bornées étaient un luxe, une curiosité; et pourtant le
théoreme de Riesz-Fischer qui s’exprime en termes de fonctions non-bornées
avait été publié en 1907.

Comment éviter les blocages ¢ L’humanité va-t-elle répéter l'erreur catas-
trophique qu’elle a faite pendant 15 siecles en acceptant comme canonique
I’enseignement d’Aristote, erreur qui n’a cessé qu’apres le choc, psycholo-
gique, technique ou scientifique qu’a constitué la rencontre avec d’autres ci-
vilisations, par les croisades, Marco Polo, Christophe Colomb ?

Aujourd’hui deux faits nous protégent peut-étre des blocages : communi-
cation et information rapides, et ’accroissement considérable du nombre des
chercheurs.

La probabilité de blocage existe encore, mais elle restera minime si 1’'on
sait se méfier des modes et des gourous. Le grand gourou mathématicien
de notre temps est Bourbaki; son porte-parole le plus connu, Jean Dieu-
donné, a laissé croire, en insistant sur “Le choix bourbakiste”, que c’était
I'unique choix, et que les disciplines naissantes ne méritaient pas l'attention
tant qu’elles n’étaient pas structurées en un bel échafaudage formalisable.

Or les clefs de I'avenir, celles qui vont peut-étre nous donner une nouvelle
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facon de regarder le monde existent peut-étre des aujourd’hui & 1’état de
germes; laissons-les germer. Ce sont ces concepts nouveaux qui constituent
les mutations humaines de notre temps.

Citations

Vérités établies et gourous. Il faut parfois déboulonner les statues trop
imposantes, y compris notre statue intérieure. On peut s’aider, un temps,
des épaules des plus grands, mais il faut étre soi-méme dés qu’on se sent
assez fort. Plusieurs penseurs, venus d’horizons différents ’ont excellemment

dit :

KRISHNAMURTI : “Toute autorité aveugle et tue.”. Il rejette les gourous
et refuse d’en étre un; il dit d’'un de ses visiteurs “Il avait tant lu qu’il lui
était difficile de savoir ou commencait sa propre pensée”.

MACHADO : “Marcheur, le chemin, ce sont tes traces et rien de plus. Mar-
cheur, il n’y a pas de chemin; c’est toi qui le traces en marchant.”

GIDE : “Nathanael, jette mon livre, ne t'y satisfais point. Ne crois pas
que ta vérité puisse étre trouvée par quelqu’autre”.

LAVELLE, lui aussi s’éleve contre les dogmes : “Il n’y a rien que nous
ayons pensé une fois pour toutes et qui soit tel qu’il suffirait d’en garder la
mémoire et de le convertir en regles”.

C’est dire qu’il n’y a pas de vérité; c’est sa recherche qui importe. L’ar-
chitecte et le macon sont plus précieux que le monument qu’ils ont édifié!

Les dons
Unicité des hommes, dons et génie

Chaque homme est unique, irremplacable. Nous classons trop souvent
nos contemporains suivant des criteres utilisant un trés petit nombre de pa-
rametres, les maigres et les gros, les honnétes et les malhonnétes, les bons
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en gymnastique, les forts en theme, etc. : classement certes facile mais qui
occulte, de chaque individu sa richesse, sa diversité, son unicité en un mot;
car on sait maintenant, apres la mise en évidence et le comptage des genes,
des groupes sanguins (dont le systéeme HIL-A) et des mutations des acides
aminés, qu’au sens biologique il n'y a pas deux hommes identiques, méme
si ce sont de vrais jumeaux, et que ce serait vrai encore si 'humanité était
mille fois plus nombreuse. Mais c’est autre chose d’en prendre une pleine
conscience.

Combien apparait misérable, dans cette lumiere, le racisme, linguistique,
social, religieux, ethnique ou tribal. Il y a racisme parce que I’Autre dérange
nos habitudes, et nous obligerait pour le comprendre a sortir de notre cocon,
aussi inconfortable soit-il. Si nous en prenons une pleine conscience, nous
devons en assumer toutes les conséquences : une ouverture totale envers tous
les étres, mais aussi puisque chacun de nous constitue une synthese unique ne
serait-ce que par notre sensibilité et notre vision du monde, comprendre que
notre devoir envers nous-mémes doit étre de faire fructifier au mieux notre
unicité.

Puisque chaque homme est unique, il mériterait que tous les chercheurs
du monde se penchent sur lui pour ’étudier ; mais de cette synthese unique,
ne nous frappent souvent que les facettes les plus brillantes et les plus rares,
qu’on appelle des dons. Il s’agit de caractéristiques humaines, physiques,
intellectuelles ou morales considérées comme souhaitables : beauté, force,
adresse, grace, amabilité, dévouement, résistance physique, persévérance, mé-
moire, etc. ... Ce sont ces dons que les bonnes fées des contes apportent dans
le berceau des jeunes princesses; mais on sait aussi que de vieilles sorcieres
jalouses apportent de leur c6té des anti-dons, que 'on appelle des mauvais
sorts : paresse, jalousie, esprit brouillon, laideur, etc. ...

Lorsqu’un don se manifeste avec une intensité exceptionnelle, et surtout
chez un jeune sujet, il frappe d’étonnement ceux qui en sont les témoins et
on use, et abuse, du mot génie. Quant a moi, je serais tenté de n’appliquer ce
qualificatif qu’a ceux dont ’action a déterminé une mutation de ’humanité :
des savants, philosophes, artistes, musiciens, poetes, mais aussi des fonda-
teurs des grandes religions.

Mais ou s’arréte 1’échelle des génies? William James disait : “Le génie
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n’est guére plus que la faculté de percevoir sur un mode inhabituel”; & ce
compte, tout mathématicien ou scientifique, créateur d’une nouvelle notion
féconde serait génial, ce qui certainement ne lui déplairait pas! Je préfere
donc parler de dons exceptionnels; ces dons se manifestent presque toujours
dans la jeunesse.

Certains enfants manifestent une précocité exceptionnelle pour parler,
lire, écrire, mais ce don ne préjuge d’ailleurs nullement de leurs aptitudes
d’adultes. D’autres, trés jeunes encore telle Anne Frank, tiennent un journal
intime qui nous émeut encore. J’ai un collegue qui, dans sa jeunesse, avait
un tel besoin de s’exprimer qu’il payait sa soeur cadette pour qu’elle I’écoute
parler. La plupart des mongoliens ont regu, par leurs genes, le don d’une af-
fection débordante. Certains enfants autistes gardent en mémoire, avec leurs
dates, le détail des jours passés. Mais les calculateurs prodiges n’ont presque
tous (si 'on excepte Gauss et quelques autres) en dehors du calcul que des
capacités intellectuelles moyennes.

Mais revenons aux tres grands, dont il est agréable et réconfortant d’égre-
ner quelques noms ; ce furent toujours des étres d’'une grande intelligence, en
dehors méme de leur orientation maitresse.

Un grand conquérant, Alexandre, éleve d’Aristote, meurt a 33 ans apres
avoir en 12 ans conquis un immense empire, de la Macédoine a 'Indus.

Des musiciens dont les dons se manifestent tres tot : Mozart a 4 ans,
Beethoven, Chopin a 7 ans, Prokofiev avant 9 ans. Des peintres, sculpteurs,
architectes : Bruegel I’Ancien, Michel-Ange, Léonard de Vinci, Van Gogh,
Picasso, etc. ...

Des philosophes comme Pic de la Mirandole, proclamé a 10 ans “Prince
des orateurs et des poetes”, mort a 31 ans, laissant une ceuvre immense.

Pascal, mathématicien, physicien et philosophe, célebre des 1’age de 16
ans, créateur du calcul des probabilités avec Fermat, et de la machine arith-

métique.

Descartes, créateur du lien entre géométrie et algebre, et auteur du “Dis-
cours de la Méthode”.
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Newton, mathématicien et physicien crée entre 22 et 23 ans la théorie
moderne des couleurs et le calcul des fluxions pour développer la théorie de
I’attraction universelle et poser les bases de la mécanique rationnelle.

Leibniz, créateur universel, qui partage avec Newton la gloire de la créa-
tion du calcul différentiel et qui, a 15 ans formule ses premieres idées sur la
logique.

Einstein que l'on cite souvent comme l'exemple d’'un génie de premiere
grandeur qui n’a pas manifesté précocement ses dons, publia pourtant, a 26
ans, trois mémoires fondamentaux qui changerent la physique : Relativité
restreinte, effet photo-électrique, mouvement brownien.

En mathématiques, la liste est longue de ceux que nous admirons :

Les Bernoulli, exemple remarquable d’hérédité (8 en 3 générations) dont
certains allaient vers les mathématiques comme les alcooliques vers leur
drogue.

Euler, éleve de Jean Bernoulli qui sera & 16 ans professeur a ’Ecole d’Ar-
tillerie de Turin et décidera a 17 ans, malgré son pére, de se consacrer aux
mathématiques.

Laplace qui, tres jeune avait déja une mémoire prodigieuse.

Monge, géometre né, professeur de physique a 16 ans.

Gauss, mathématicien, physicien, astronome et calculateur prodige, dont
le génie exceptionnel se manifeste tres tot.

Galois mort & 21 ans, et Abel mort a 27 ans, les deux cadets des mathé-
matiques, a la trajectoire courte mais fulgurante.

Poincaré, esprit universel, issu d'une famille distinguée, doué d’une mé-
moire puissante, et dont la passion mathématique débuta a 15 ans.
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Cantor, créateur de la théorie des ensembles, dont les dons se manifes-
terent vers 15 ans.

Ramanujan, fils de I'Inde, autodidacte, énonga sans preuve de nombreuses
identités remarquables entre séries, si cachées que toutes n’ont pas encore été
démontrées.

Cette courte liste ne contient aucun nom de femme parce qu’elle concerne
une période ou il était encore malséant pour une femme de consacrer son éner-
gie a une ceuvre scientifique ou méme artistique, et ou de plus ’éducation
était le privilege de classes aisées; on ne peut cependant pas oublier la lutte
que dut mener la jeune Sophie Germain pour étudier les travaux de Gauss
et lui adresser ses propres résultats en théorie des nombres et sur les sur-
faces élastiques; ni les travaux plus connus encore de Sophie Kovalevskaia,
lauréate a 28 ans de I’Académie des Sciences.

Hérédité et génétique des dons

J’entends par hérédité la transmission de certaines caractéristiques d’un
couple, animal ou humain, a sa descendance ; et par génétique la détermina-
tion des caractéristiques d’un individu par le génome de I'ceuf fécondé d’ou il
provient. L’hérédité ne détermine qu’en partie ce génome, puisque la loterie
génétique intervient au moins a deux étapes de sa formation.

Cependant n’existerait pas de sélection des animaux domestiques si I'hé-
rédité ne déterminait pas fortement chez ces animaux leurs traits physiques
et certains traits du comportement ; n’existeraient pas la race des percherons
et celle des pur-sang, les teckels ni les Saint-Bernard.

Il n’y a aucune raison pour qu’il en soit autrement dans I’espéce humaine ;
de fait il est rare que les fils de deux parents longilignes soient petits et trapus,
ou inversement ; ou, de facon plus frappante encore, qu'une fille de paysans
chinois soit une blonde aux yeux bleus. J’ai eu au lycée un camarade qui
était petit, rond, de caractere aimable et s’appelait Triboulet ; son pere, son
frére et sa sceur étaient petits, ronds et souriants!

La transmission par hérédité de caracteres physiques dans l'espece hu-
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maine ne fait donc pas de doute; c’est la I'origine de la notion de race, basée
sur un tout petit nombre de traits physiques.

Il en va tout autrement de la transmission des traits de caracteére et sur-
tout de ce que I'on peut appeler les dons intellectuels.

S’il est vrai que pendant les deux derniers siecles s’est produite en Chine
une stagnation des innovations scientifiques et techniques, la cause en est
culturelle et sociale, mais non raciale ; pendant des millénaires sa civilisation
avait ébloui les explorateurs, tel Marco Polo, et ses apports a la science et a la
technique étaient fondamentaux. Et depuis son récent réveil, elle commence
a produire des chercheurs de tres haut niveau international, annonciateurs
peut-étre d’un avenir culturel et scientifique de premier plan.

Il est donc possible, bien qu’une preuve scientifique n’existe pas encore,
que tout don intellectuel soit la résultante d'une coexistence harmonieuse
d’un petit nombre de genes, ou encore une synergie non contrariée par 1’exis-
tence d’anti-dons; on chercherait donc en vain a localiser sur un gene, un
don pour les mathématiques ou méme un penchant pour les sciences.

Il existe cependant des lignées célebres de peintres, de musiciens (les Bach,
Strauss). En mathématiques, les Bernoulli sont un exemple éclatant et assez
mystérieux d’une telle lignée; je ne vois pour l'expliquer sans faire interve-
nir la vertu de I’exemple, de I’émulation, de ’environnement, que ’existence
dans le génome du premier grand Bernoulli, d’'une assemblée de genes do-
minants, responsable de ses dons mathématiques, et si fortement soudés que
la probabilité de sa transmission sur trois générations n’était pas négligeable.

Certes la probabilité pour quun couple ait un enfant doué est plus grande
si ce couple est lui méme doué que s’il ne I'est pas; mais cette condition n’est
ni nécessaire, ni suffisante; il existe des exemples fameux de tres grands
hommes issus de parents ne brillant par aucun don :

Le pere de Newton était “sauvage, extravagant et faible” ; sa mere était sim-
plement économe, travailleuse et bien organisée.

Laplace était le fils de pauvres paysans normands.

Le pére de Gauss était un homme tout ordinaire ; toutefois sa mere était une
femme remarquable.

La premiére épouse et collaboratrice d’Einstein, Mileva Maric était une femme

25



exceptionnelle par son énergie, son enthousiasme et ses dons mathématiques;
et cependant, de leurs deux fils, le premier Hans Albert (né en 1904) devint
simplement ingénieur, puis professeur d’hydraulique; et le second, Edward
(né en 1910), tres doué dans son enfance, devint schizophréne a 19 ans; sa

N

ressemblance physique avec son pere était frappante; il mourut a 55 ans.

Le développement du cerveau est différent chez ’homme et chez les ani-
maux ; chez ceux-ci les premieres semaines et méme parfois les premieres mi-
nutes de la vie ont une importance considérable. Les travaux sur les oiseaux
de Heinroth (1910) puis de K. Lorenz (1935) ont montré que le premier ob-
jet mobile apercu pendant une période critique de quelques heures ou méme
de quelques minutes chez certaines especes peut devenir définitivement un
objet-parent ou méme un objet sexuel.

Chez les chatons dont on empéche les paupieres de s’ouvrir pendant
quelques semaines, les connections des neurones optiques dégéneérent ou ne
s’établissent pas, et le chaton devient définitivement aveugle.

Ces conclusions ne s’étendent pas sans précautions aux jeunes humains,
sans doute parce que dans leur cerveau le nombre de synapses potentielles ou
déja établies est si grand que, par des voies indirectes peuvent s’établir, méme
tardivement, des faisceaux supplétifs de neurones. Toutefois ’observation des
“enfants sauvages” au cours des derniers sieécles montre que contrairement au
Mowgli de Kipling, ces enfants ont été incapables d’acquérir un développe-
ment physique et mental normal.

Il est donc clair que I’éducation familiale d’abord, puis ’école et la société
jouent un roéle essentiel dans la formation du cerveau et la maturation d’un
don d’origine génétique : “Lorsqu’une semence tombe sur un terrain pierreux,
elle leve mais des que le soleil parait, elle est briilée et séche faute de racines”.

Mais comment reconnaitre les enfants doués puis, les ayant reconnus,
quelle éducation leur donner 7 C’est la grande responsabilité a la fois de leur
famille et de I’école.

Les Américains, souvent excessifs, ont créé a coté de leurs écoles publiques
assez médiocres, des écoles pour surdoués, dont la réussite est fort controver-

sée.
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En France des gouvernements successifs, mus par un faux esprit démo-
cratique ou par démagogie, ont prétendu vouloir donner a tous, les mémes
chances de succes, et ont pour cela rendu obligatoires les classes indifféren-
ciées, néfastes pour les enfants au rythme lent, et désastreuses pour les enfants
doués. 1l faut se réjouir que la pression conjuguée de certains enseignants et
des familles ait conduit a certains palliatifs, mais la loi, méme absurde, reste
la loi : 'erreur a la vie dure. Alors que le but de ’école devrait étre de dé-
velopper au mieux les possibilités, parfois tres différentes, des enfants, la loi
slogan actuelle pourrait s’énoncer “Tous les enfants doivent recevoir la méme
éducation”.

Je ne saurais mieux conclure mon éloge de la “différence” que par cette
citation de Lavelle :

“Si I'on veut que tous les hommes soient semblables, ils ne cesseront de
se heurter et de se hair; sinon chacun d’eux sera pour tous les autres une
révélation et un soutien”.

Epanouissement d’un don

Il ne suffit pas d’avoir un don a la naissance; encore faut-il qu’il puisse

se développer, fructifier et ne soit pas “laissé sous le boisseau”. Que de dons
perdus chez les bébés chinois pendant les deux derniers siecles de décadence
de 'empire chinois!
Un minimum de mémoire est indispensable ; Einstein se plaignait de la sienne,
mais apparemment elle était suffisante ; et inversement une mémoire non sé-
lective peut encombrer 'esprit, comme le soulignait Krishnamurti parlant
d’un de ses visiteurs.

Il faut certes, de la curiosité et de 'imagination, mais aussi de la suite dans
les idées, de la persévérance et un travail soutenu - avant et apres I'illumi-
nation espérée ; celle-ci lorsqu’elle se produit doit étre une “ivresse maitrisée”.

Une certaine forme de culture est indispensable, acquise non de fagon pas-

sive, mais avec appétit, avec ’objectif plus ou moins proche de l'utiliser dans
la recherche en cours. En un siécle ou les mathématiques accedent a 1'unité,
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ol les sciences expérimentales ont a se préserver de certains effets néfastes
d’un réductionnisme pourtant nécessaire, une telle facon active d’acquérir de
la culture semble étre la plus efficace. Topologie et géométrie algébriques,
variétés différentiables et groupes de Lie, ont tissé des liens féconds avec la
physique et chacune de leurs facettes est vitalisée par les autres; ces liens
doivent étre présents dans le subconscient et dans la mémoire consciente de
tout chercheur, ne fut-ce qu’a I’état d’ébauches.

Certes il n’est ni possible ni souhaitable de définir des régles précises pour
développer un don, car l'originalité du chercheur doit aussi consister a dé-
couvrir son propre cheminement; “Marcheur; il n’y a pas de chemin; c’est
toi qui le traces en marchant”.

Poisons de la création

A cOté des dons il y a les anti-dons, dont les enseignants et les chercheurs
doivent se méfier.

e Soit internes tels que manque de vitalité, manque de confiance en son
étoile, fragilité psychologique par trop de sensibilité aux coups inévi-
tables de I'environnement : un créateur doit avoir une ame robuste et
savoir, quand il le désire, protéger du monde extérieur son activité de
recherche.

e Soit externes comme les pressions familiales pour imposer a un jeune
doué une profession qui lui déplait. Que de savants illustres n’ont
échappé que par miracle ou par leur force de caractére a de telles
pressions; mais nous ne connaitrons jamais ceux qui n’ont pas eu
cette chance.

e Poison aussi, bien que plus subtil, 'effet que j’ai déja souligné, néfaste
apres avoir été fécond, d'une grande syntheése de concepts présentés
comme des vérités immuables. Les gourous, quelle que soit leur valeur
personnelle, ne doivent étre écoutés que d’une oreille mais bien sfr,
les plus dangereux sont les “petits gourous” et ceux qui se complaisent
dans ce role.

Il faut savoir donner congé au dogmes.

En présence d’un jeune doué, le devoir d’un maitre a quelque niveau que
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ce soit, doit étre seulement de l'aider a se mieux connaitre, et a trouver seul
sa voie.

La lumiére sous le boisseau

Nous avons pris I’habitude de publier des que possible tout résultat scien-
tifique, avant méme parfois d’en avoir une preuve écrite, détaillée et convain-
cante ; la compétition internationale, accentuée par la rapidité des communi-
cations électroniques, ainsi que par les réglements des jurys d’évaluation, en
sont en grande partie responsables.

Il n’en a pas toujours été ainsi : sans avoir le gotit du secret aussi poussé
que 'école Pythagoricienne, les mathématiciens du XVII®*™® siécle n’annon-
caient souvent leurs découvertes que sous forme de cryptogrammes ou de
problémes signés d’un pseudonyme. Souvent aussi, leur amour-propre d’au-
teur se contentait de I'estime de quelques amis ou correspondants au courant
de leurs recherches. Il faut dire que les revues scientifiques n’existaient pas
encore, d’ou le role important d’un altruiste éclairé comme le Pere Mersenne.

C’est peut-étre la qu’il faut voir la raison principale du retard de la publi-
cation par Newton de sa “Méthode des fluxions” et surtout de ses “Principes
mathématiques de la philosophie naturelle” qu’il ne se décida a rédiger que
sous ’amicale insistance de Halley, pour paraitre en 1686, donc 20 ans apres
leur création.

Plus de 130 ans plus tard, Gauss allait récidiver. Plusieurs de ses décou-
vertes, telles que les propriétés des fonctions elliptiques ou le critere d’analy-
ticité des fonctions continues, resteérent enfouies, souvent a 1’état d’esquisse
ou sous forme cryptique dans son journal personnel publié seulement 62 ans
apres sa mort. Pourquoi tant de richesses cachées? Certes, avant I’age de 20
ans il avait tant d’idées que le temps lui manquait pour les développer ; mais
il semble établi qu’il considérait comme secondaire la publication de résul-
tats que seule une motivation intérieure puissante I'avait conduit a formuler
et a démontrer. Pareil désintéressement ne semble pas menacer aujourd’hui
le monde mathématique et on peut s’en réjouir si 'on désire que continue
I’actuel développement explosif des mathématiques. Encore faudra-t-il veiller
a ce que la qualité ne soit pas étouffée par la quantité, et a préserver I'unité

29



féconde de I’édifice mathématique en développant un réseau de diffusion et
de synthese accessible & tout bon chercheur.

Amour et idée intérieure

Me voici bient6t parvenu au terme de ma trop longue réflexion sur les pro-
cessus mentaux de la création : trop longue mais cependant tres incomplete
puisque I’ “homo creator” est un étre complexe et qu’ainsi la seule création
mathématique, par exemple, ne peut étre bien comprise, a la fois dans un
seul cerveau ou dans le mégacerveau de ’humanité tout entiére, que par ses
interactions avec les autres modes de création, musicale, artistique, poétique,
ete. ...

Sil'on définit 'amour d’un étre humain comme un élan mental de cet étre
vers un objet, inerte, animé ou purement conceptuel, on pourrait dire que
toute création est mue par un amour. Mais je préfere, lorsque cet objet est
purement conceptuel, reprendre pour cet amour le nom d’“idée intérieure” :
Cette notion a été formulée par Nietzsche, apres le peintre allemand Caspard
David Friedrich, et reprise récemment par J. Harthong pour l'appliquer a
G. Reeb dans son article “Comment j’ai connu et compris Georges Reeb”.
Friedrich affirmait : “Il existe un sentiment esthétique spontané qui permet a
I’artiste de sentir en lui-méme ce qu’est le beau et ce qu’il doit représenter”.
C’est donc un sentiment personnel, une pulsion subjective qui dicte la voie a
suivre ; c’est donc lui qui aide le marcheur de Machado déja cité, a trouver
son chemin en marchant.

Le beau conte de Paulo Coelho “L’alchimiste” est une belle illustration du
développement d’une idée intérieure : les suggestions voilées que son jeune
berger recoit de mystérieux vieillards, y apparaissent comme les pulsions
d’une voix intérieure :

“Tu dois essayer de vivre ta légende personnelle.”

“Quand tu veux quelque chose, tout 'univers conspire a te permettre de réa-
liser ton désir.”

“On a toujours la possibilité de faire ce que 1'on réve.”

Une idée intérieure puissante est en général liée & un don - par exemple une
mémoire exceptionnelle dans le cas de calculateurs prodiges. Elle peut exister
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et se manifester trés précocement, comme chez Mozart ; mais souvent elle est
d’abord imprécise et méme multiforme, puis elle se précise et se nourrit par
I’expérience, pour se manifester enfin dans une trajectoire éblouissante.

Une étude approfondie de la formation de I’idée intérieure chez les grands
hommes du passé permettrait de comprendre mieux les rdles respectifs des
dons d’origine génétique et de 'environnement ; les matériaux pour une telle
étude ne manquent pas; ils illustrent de facon convaincante la puissance et
Iefficacité des idées intérieures, par exemple celles des fondateurs de grandes
religions, Bouddha, Jésus, Mahomet, ou d’hommes dont le charisme était si
puissant qu’il pouvait entralner tout un peuple.

Aussi les exégetes et les Peres de 'Eglise, surtout préoccupés par l'aspect
messianique de Jésus, me semblent-ils avoir trop négligé les facteurs de for-
mation de son idée intérieure : équilibre, dons de syntheése, vision de plus en
plus claire de sa mission, contacts encore mal connus avec les Esséniens, mais
surtout 'importance, non plus seulement de I’Ancien Testament, mais d’un
amour pour tous les hommes qui ira lorsque I'affrontement avec les prétres
du Temple lui apparaitra comme inévitable, jusqu’a lui faire préférer sa mort
a la violence.

Une étude comparative de la formation des idées intérieures des fonda-
teurs des grandes religions permettrait de mieux comprendre 1’évolution de
ces religions et leurs facettes actuelles, comme si le présent était la fleur épa-
nouie du bouton qu’elle fut voici plus d’un millénaire.

Les exemples fameux d’idées intérieures puissantes ne manquent pas :
Celles des grands mystiques, des martyrs et des grands saints, mais aussi sous
une forme pervertie, celles des fanatiques politiques ou religieux.

Celle de Mahatma Gandhi qui, & mains nues, mais avec une volonté inflexible,
a fait céder le puissant Empire anglais.

L’idée intérieure d’Alexandre le Grand, dont il prit progressivement conscience,
au fur et a mesure de sa progression vers I'Est, était le réve d’'une synthése
des cultures grecques et orientales.

Celle de Newton, qu’il a résumée dans cette courte phrase : “Je ne forme pas
d’hypothéses”, exprimant ainsi sa réaction contre la tendance de nombreux
savants de son temps, a vouloir expliquer le monde par des explications a
priori et des théories non basées sur I'expérience, telle la théorie des tour-
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billons de Descartes.

Celle d’Einstein qui, vers 15 ans, cesse d’étre simplement un bon éleve un
peu lent : trouver des explications simples et belles aux problemes du Temps,
de la lumiere et de la gravitation. Il disait souvent que ses grandes idées lui
étaient dictées par une voix intérieure.

Plus proche de nous, Lebesgue, dont I'idée intérieure était une vision géo-
métrique des objets mathématiques. Il affirmait “Pour ma part, j’ai toujours
été guidé dans mes recherches par des considérations géométriques et, si je
ne puis donner aucun de mes mémoires comme une application certaine de
I’Analyse a la Géométrie, il me semble que j’ai fait constamment des appli-
cations de la Géométrie a I’Analyse”.

L’auteur d’une oeuvre scientifique ne prend parfois conscience de ce qu’est
I'idée intérieure qui oriente son activité créatrice qu’apres plusieurs années
de recherche. Ce fut mon cas; je pourrais reprendre en partie & mon compte
ce que dit Lebesgue; des le début de mes recherches, j’ai toujours cherché a
voir simplement les choses simples, a en avoir une vision directe, géométrique
et quasiment visuelle. Mais en outre, il s’est greffé sur cette approche stra-
tégique des mathématiques, apres plusieurs années de recherche ot mon seul
plaisir était de résoudre les problemes variés qui se présentaient & moi, une
préoccupation qui est vite devenue comme une seconde nature, a savoir de ne
m’intéresser qu’a des problemes difficiles mais d’énoncé simple, et d’adopter
pour les résoudre un cheminement propre a faire de la solution trouvée un
outil commode et utile dans un cadre général.

La morale de cette histoire!

Il n’existe aucune recette que 'on puisse donner a un jeune chercheur
pour l'aider a trouver sa voie. On peut lui dire seulement - et c¢’est aussi un
message pour tous les éducateurs
“Sois toi-méme. Développe et fortifie ton idée intérieure. Crois en toi et tu
pourras soulever le monde”.
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Les grandes lignes de I’évolution des mathématiques
Jean Dieudonné!

Je vais tacher dans cette conférence inaugurale de dégager quelques traits
généraux de I’évolution des mathématiques et de dissiper a cette occasion
quelques idées inexactes assez répandues dans les milieux intellectuels qui
s’'intéressent aux sciences, sans étre tres au courant des mathématiques d’au-
jourd’hui.

Dans ce séminaire, vous allez entendre une série d’exposés sur I'histoire
des mathénatiques, depuis les Grecs jusqu’au XVII®™® siecle, qui seront cer-
tainement tres instructifs. Mais la premiére remarque que je voudrais faire, et
dont peu de gens, hormis les mathématiciens professionnels, ont conscience,
c’est qu’au moins 80 % des connaissances mathématiques d’aujourd’hui re-
monte & moins de 150 ans tant en ce qui concerne les résultats que les mé-
thodes et techniques imaginées pour les obtenir.

Dans un livre intitulé “Panorama des mathématiques pures”, publié il y
a 2 ans, j’ai réparti, pour la commodité de I'exposé, les mathématiques ac-
tuelles en 26 rubriques. Or il n’y en a qu’une seule, 1’Analyse classique, dont
on peut dire que la moitié était connue avant 1850. Par contre, 9 rubriques
n’existaient pas avant 1895 : Topologie générale, Topologie algébrique, es-
paces vectoriels topologiques, théorie spectrale, algebre de von Neumann,
théorie ergodique, analyse harmonique non commutative, théorie des caté-
gories, algebre homologique. Quatre autres ne remontent pas plus haut que
1870 : Théorie des ensembles, groupes de Lie, formes modulaires et auto-
morphes, fonctions de plusieurs variables complexes. Enfin, des 12 autres :
Logique mathématique, Algebre, Théorie des nombres, Algébre commutative,
Géométrie algébrique, Théorie des groupes, Intégration, Analyse harmonique
commutative, équations différentielles, équations aux dérivées partielles, Géo-
métrie différentielle, Probabilités, on peut dire que les 4/5 au moins de leurs
méthodes et résultats sont postérieurs a 1840.

Pour quelles raisons cette accélération du progres s’est-elle produite, et
comment s’est-elle manifestée ? Pour le voir, nous sommes amenés a exa-

1. Séminaire de philosophie et mathématiques, 1980, fascicule 3, p. 1-10,
http://www.numdam.org/item?id=SPHM;980_ ., , ©ENS, IREM Paris Nord, Ecole cen-
trale des arts et manufactures, 1980



miner comment, en gros, s’est déroulée I'histoire des mathématiques depuis
200 ans. Il faut d’abord faire justice d’une théorie assez répandue qui vou-
drait que toutes les notions mathématiques aient été introduites au fur et
a mesure des besoins de la société ambiante, des techniques ou des sciences
expérimentales. Certes, il serait absurde de nier que l'origine des nombres et
de la géométrie provient des nécessités de la pratique : décompte d’objets,
opérations commerciales, architecture ou irrigation. En outre, a partir de la
Renaissance, la Mécanique, I’ Astronomie, la Physique et méme de nos jours la
Biologie n’ont cessé de poser aux mathématiciens des probléemes qui exercent
leur sagacité, notamment dans le domaine des équations différentielles et des
équations aux dérivées partielles; qui plus est, ce sont souvent des notions
issues de ’expérience : conservation de 1’énergie, principes “extrémaux” va-
riés, qui ont suggéré aux mathématiciens de fécondes méthodes d’attaque de
ces problemes. Plus récemment, I’Algebre et les théories combinatoires, sans
parler du calcul des probabilités, ont regu des applications inattendues, avec
le double courant d’échanges fructueux que cela implique nécessairement.

Mais cela dit, des 26 rubriques citées ci-dessus, I’histoire montre que
plus de la moitié sont apparues sans aucune influence de la réalité sensible,
ou n’ont avec elle que des liens extrémement ténus : Algebre, Théorie des
groupes, Théorie des nombres, Géométrie algébrique, fonctions de plusieurs
variables complexes se sont développées de fagon complétement indépendante
des sciences expérimentales depuis 1800 et dans les autres théories mathéma-
tiques, un probleme issu de besoins des physiciens ou astronomes n’a souvent
été que la chiquenaude initiale, tout a fait hors de proportion avec les consé-
quences qu’elle a entrainées.

Le progres des mathématiques est donc essentiellement d’origine interne.
La résolution d’un probléme est souvent obtenue tout d’abord par un arti-
fice de calcul ou de raisonnement que l'auteur lui-méme serait bien en peine
d’expliquer ; un exemple typique est donné par les premieres formules de ré-
solution “par radicaux” des équations algébriques de degré 3 ou 4. Puis, apres
parfois une longue stagnation, vient une époque de réflexion, ou ’on analyse
les artifices qui ont réussi, et on cherche a en trouver les raisons profondes :
pour les équations algébriques, il a fallu plus de 200 ans d’efforts infructueux
tendant a étendre les formules de résolution aux équations de degré 5, avant
que ne commence en 1770 une analyse de ces formules, qui devait conduire
en 60 ans a la théorie de Galois. Cet exemple est typique a un autre égard,



car ce qui a permis d’aboutir a la résolution compléte du probléme initial,
c’est la mise en évidence des structures de groupe et de corps, sous-jacentes
a la question et ignorées jusque la.

De méme, durant tout le XIX®™ siecle se sont accumulées de nombreuses
idées concernant les “fonctions propres” solutions de problemes de “vibra-
tion” régis par des équations différentielles linéaires, ou des équations aux
dérivées partielles de type elliptique. Puis, tout a coup, en une quinzaine d’an-
nées, ces idées ont connu une brusque cristallisation avec la naissance de deux
nouvelles structures, celle de ’espace topologique et celle d’espace normé, qui
ont permis ’essor de la Théorie spectrale des opérateurs et de toutes ses re-
tombées (y compris la Physique quantique). Un troisieme exemple est fourni
par la Géométrie différentielle, ou, apres 100 ans de travaux nourris des idées
géniales de Gauss, Riemann, Sophus Lie et Elie Cartan, ont émergé les no-
tions d’espace fibré et de connexion, devenues centrales dans cette théorie, et
dont la création a été suivie a notre époque par celles de faisceau et feuille-
tage, dont on sait la fortune actuelle.

Il s’agit dans ces exemples de quelques-unes des grandes structures fonda-
mentales des mathématiques d’aujourd’hui, qui en forment I’armature et se
retrouvent partout. Car c’est une de leurs caractéristiques et leur principale
vertu de se répandre hors des branches ou elles ont pris naissance, abolissant
les barrieres artificielles entre les vieux compartiments périmés d’Algebre,
Géométrie, Arithmétique et Analyse, et réalisant I'unité essentielle de la ma-
thématique.

L’évolution de la Géométrie algébrique est, de ce point de vue, particulie-
rement exemplaire : déja hybride de Géométrie et d’Algebre a sa naissance
au XVII®™e siscle, elle a subi successivement I'influence de I’Analyse avec la
théorie des intégrales abéliennes, de la Théorie des nombres algébriques avec
le concept d’idéal, de la naissante Topologie algébrique avec ses cycles et ses
nombres d’intersection, pour devenir aujourd’hui cet extraordinaire carrefour
ou viennent se méler presque toutes les notions mathématiques. Et n’est-il
pas étonnant que par contrecoup elle ait entierement absorbé I’Algebre co-
mutative, et qu’on puisse considérer les entiers comme des fonctions sur un
espace topologique, le spectre de I'anneau qu’ils forment 7 De méme, on au-
rait sans doute fort surpris les premiers mathématiciens qui se sont occupés
de Topologie algébrique, cherchant a y dégager des invariants numériques
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par les décompositions simpliciales et leurs “nombres d’incidence”, si on leur
avait dit que la théorie des groupes ’envahirait toute entiere et que, en un
autre revirement inattendu, elle engendrerait une partie d’Algebre pure, I’ Al-
gebre homologique. Et qui, il y a 100 ans, aurait pu prévoir que la théorie des
séries de Fourier fusionnerait avec celle des caracteres des groupes abéliens,
et qu’il en naitrait la forme moderne de la Théorie des nombres algébriques,
basée sur I’étude du groupe des ideéles ?

On pourrait multiplier ces exemples, mais il faut insister sur un aspect
remarquable de ces migrations de structures : chacune entraine avec elle le
cortege d’“intuitions” dont elle était entourée dans la théorie d’ou elle est
sortie, d’ou ce que j’ai appelé le transfert d’intuitions dans un article ré-
cent. Le plus surprenant peut-étre est la généralisation de ce qu’il ne faut
pas craindre d’appeler Iintuition géométrique, a presque tous les domaines
des mathématiques; si bien que les défenseurs attardés de la vieille “Géomé-
trie élémentaire”, qui déplorent la disparition de l'esprit géométrique ne se
rendent pas compte qu’au contraire jamais 'empire de la Géométrie n’a été
aussi vaste et aussi universel.

Enfin, de méme que les personnages des grands romans finissent, dit-
on, par vivre d’une vie propre et s'imposer a leurs créateurs, les structures
mathématiques, une fois créées, ont souvent une tendance a échapper a leur
définition initiale et & acquérir des aspects protéiformes pour mieux s’insinuer
dans des théories qui leur paraissaient tout a fait étrangeres. Il y a longtemps,
par exemple, qu’on ne s’étonne plus de voir que le Calcul différentiel a divorcé
d’avec les idées de continuité et de limite, et s’est implanté en Algebre pure,
voire méme lorsque le corps ou l'on travaille n’est plus de caractéristique
zéro. Si les structures algébriques “classiques” semblaient indissolublement
liées a des ensembles ou elles étaient définies, voici maintenant qu’on peut
les définir sur des catégories a peu pres quelconques, et parler par exemple de
schéma en groupes ou de groupes formels alors qu’il n’y a plus d’éléments que
I’on puisse “composer” par la loi du groupe! Ou bien, autre avatar, dans ce
qu’on appelle la théorie de Kan, on peut mimer en quelque sorte les groupes,
I’homologie, les espaces fibrés, etc. ... sur des “objets simpliciaux”, eux aussi
a peu pres quelconques, puisqu’on peut en associer a toute catégorie et par
exemple appliquer ainsi la K-théorie a une catégorie abélienne arbitraire. Et
que dire des “topologies de Grothendieck” ou des “groupes virtuels” de Mac-
key, qui bien entendu ne sont plus des topologies ou des groupes au sens
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habituel ; et il n’est pas jusqu’a la notion de fonction intégrable elle-méme
qui ne change tout a fait de nature dans la récente théorie de 'intégration
commutative de Connes.

En résumé, on peut donc dire que, depuis un siecle, les progres essentiels
des mathématiques sont jalonnés par les inventions de structures, doublées
souvent par de non moins importantes inventions de foncteurs. Il reste bien
entendu de vastes domaines des mathématiques ot de nombreux résultats ne
paraissent pas s’ordonner autour de structures bien nettes; mais toute ’his-
toire récente (comme celle des extraordinaires “conjectures de Weil”) donne
a penser que cela est simplement di a notre myopie qui nous empéche de les
voir, et on peut espérer que nos successeurs seront plus perspicaces que nous.

Cette vue un peu schématique appelle quelques remarques complémen-
taires. En premier lieu, cette découverte des structures a été contemporaine
de I'adoption progressive du langage ensembliste, qui a contribué de facon
déterminante a la rendre possible. Si nous voulions aujourd’hui définir de
facon générale un groupe, sans parler d’ensemble ni d’application, nous se-
rions extrémement génés; c’est exactement la situation ou se trouvaient les
mathématiciens avant 1870, et c’est la, a mon avis, qu’il faut chercher la
cause principale de la lenteur avec laquelle ont émergé les structures mathé-
matiques essentielles, phénomene auquel j’ai consacré un récent article. De
nos jours, a ce cadre si commode que nous fournit la Théorie des ensembles,
sont venus s’ajouter les concepts beaucoup plus récents de catégorie et de
foncteur, dont on ne peut nier le role bénéfique, pourvu que 'on n’en abuse
pas.

Une autre remarque est que la mise en évidence de structures sous-
jacentes & une branche des mathématiques s’accompagne invariablement d’une
recherche nouvelle de précision dans le langage et les déductions, qui tranche
sur le laisser-aller antérieur. La “rigueur” weierstrassienne en est un exemple
céléebre; mais, a un niveau beaucoup moins subtil, il est bien rare de voir
un mathématicien du XIX®™® siecle dire ce qu'il entend exactement par les
“fonctions” dont il va parler, ou si les nombres qu’il utilise sont réels ou com-
plexes! Ce n’est pas sans mal que I'on est a peu pres parvenu a faire cesser
ces négligences, et il a fallu souvent bien des tdtonnements avant que l'on
arrive a des modes d’exposition entierement satisfaisants; j'y reviendrai plus
loin.



En troisiéme lieu, pour comprendre les difficultés de nos prédécesseurs,
il faut aussi se rendre compte que dans les objets mathématiques “naturels”
qu’ils maniaient depuis des siecles, les structures étaient tellement imbriquées
les unes dans les autres qu’il ne pouvait guere venir a I'idée de les dissocier.
Pour un mathématicien du milieu du XIX®™® siecle, la droite réelle (ou “le
continu” comme on disait encore alors) était congue comme un monolithe,
avec toutes ses propriétés a la fois; il a fallu 'esprit puissamment original de
Cantor pour nous apprendre a y voir la droite en tant qu’ensemble (caracté-
risée par son nombre cardinal), la droite en tant que groupe, la droite en tant
que corps, la droite en tant qu’ensemble ordonné, la droite en tant qu’espace
topologique et la droite en tant qu’espace mesuré. Je me souviens de ma
propre surprise lorsqu’on m’a montré (il y a 45 ans de cela!) qu’il pouvait
exister plusieurs topologies sur la droite et d’éminents mathématiciens ont
longtemps refusé d’admettre qu’il y avait sur la droite d’autres mesures que
celle de Lebesgue.

Ce n’est la qu’un exemple de tendances qui s’opposent aux progres ou les
retardent. On croirait que parmi les hommes qui font profession de science
il n’y a pas de place pour la routine et que I'introduction d’une méthode ou
d’une notion nouvelle, plus puissante ou plus féconde que celles qu’elle rem-
place, entrainerait une adhésion immédiate et unanime. C’est compter sans
I'inertie et la pesanteur de 'esprit humain, qui s’étalent la comme ailleurs :
changer de point de vue demande un fatigant effort, et il est tellement plus
commode de s’en tenir a ce qu’on a appris jadis et qui est devenu une seconde
nature! Bien entendu, c’est dans I’enseignement que ce conservatisme borné
fait le plus de ravages, mais les exemples ne manquent pas montrant que la
routine se propage méme parmi les créateurs, surtout lorsqu’ils vieillissent.
L’exemple le plus extréme est la difficulté avec laquelle se sont imposées
les notions géométriques intrinseques de I’Algebre linéaire et multilinéaire,
malgré les vains efforts de Grassmann et de Peano pour éliminer la frénésie
calculatoire des matrices et des déterminants; et la méme histoire s’est répé-
tée quand il s’est agi d’en finir avec la débauche d’indices du Calcul tensoriel
classique et de lui substituer des notions intrinseques. Qu’on se rappelle aussi
la répugnance prolongée des mathématiciens a adopter les nombres p-adiques
de Hensel, le calcul différentiel extérieur de E. Cartan, plus preés de nous les
distributions de L. Schwartz. Et comment expliquer 'incroyable persistance
de la prétendue “intégrale de Riemann”, une notion batarde dont on sait
depuis 80 ans qu’elle est inutilisable en Analyse ?
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Une autre manifestation de cet état d’esprit se montre chez beaucoup
de mathématiciens dans un attachement & des notions qui ont été jadis de
grandes nouveautés et ont eu une importance historique indéniable, mais qui,
comme on dit, ont “fait leur temps”. Par exemple, on sait que les idées de
Cantor sur l'infini ont paru révolutionnaires a leur époque et ont rencontré
beaucoup de résistance avant de s’imposer ; mais aujourd’hui, toute la partie
de son ceuvre concernant ’arithmétique des cardinaux et des ordinaux est
devenue un simple objet de curiosité, dont les applications en dehors de la
Logique et de la Théorie des ensembles sont négligeables (comme on s’en as-
sure sans peine en feuilletant Mathematical Reviews) ; cependant, nombreux
sont encore les mathématiciens qui considérent cette théorie comme fonda-
mentale en mathématiques, et le respect dii & Cantor a souvent tendance a
tourner a I’hagiographie pure et simple! Un autre exemple assez frappant
a été le comportement de F. Riesz a la fin de sa vie; il fut un des grands
créateurs de ’Analyse fonctionnelle moderne, et 'importance de son ceuvre
ne fut reconnue qu’assez tard. En 1913 il avait donné un exposé aussi lucide
qu’élégant de la théorie spectrale de Hilbert, beaucoup plus clair et utili-
sable que celui de Hilbert lui-méme ; mais en 1950, écrivant avec B.Sz. Nagy
un ouvrage relativement élémentaire d’Analyse fonctionnelle, il s’est borné
purement et simplement a reprendre son exposé de 1913, alors que dans 'in-
tervalle, une méthode bien plus élégante et puissante avait été découverte
par Gelfand a l'aide de sa théorie des algebres de Banach ; si bien que ce
livre, qui 30 ans auparavant aurait été un éveénement, était en fait périmé des
sa parution. Il est & peine besoin de dire que I'ouvrage a eu un énorme succes !

J’ai dit plus haut les difficultés rencontrées pour dégager certaines notions
nouvelles ; dans quelques cas, cette lente maturation s’est accompagnée de ta-
tonnements et d’incertitudes, qui ne correspondent guere a l'image d’Epinal
d’une mathématique dispensatrice de vérités parfaites et immuables. Récem-
ment, certains philosophes se sont portés a 'autre extréme et ont voulu voir
dans ces tatonnements la démarche constante de toute la mathématique;
c’est la theése qui a notamment été soutenue par I. Lakatos, récemment dis-
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paru, dans un livre, “Proofs and refutations” qui a eu dans les milieux phi-
losophiques s’occupant de sciences un succes qui parait fort étrange a un
mathématicien professionnel. L’auteur y prend un exemple assez singulier a
tous égards, le théoreme d’Euler sur la relation entre nombre de sommets,
d’arétes et de faces d’'un polyedre; il s’étend avec complaisance, en plus de
100 pages, sur les nombreuses démonstrations fausses ou incomplétes qui ont
été données pendant 100 ans de ce théoréme, avant d’arriver a une preuve
entierement correcte et applicable a tous les cas. Ce qu’il ne dit pas, c’est qu’il
s’agissait dans cette question d’une branche des mathématiques en formation,
la Topologie algébrique, ou l'intuition géométrique tient un réle important
de guide, assez slir en général, mais qui peut jouer des tours pendables si
elle n’est pas controlée; c’est seulement au tournant du XX®™¢ siecle que
Poincaré a réussi a asseoir cette discipline sur des bases solides. On connalt
aussi les erreurs commises par des hommes aussi célebres que Cauchy et Rie-
mann dans les questions touchant a la notion de limite, avant que Weierstrass
n’ait introduit en Analyse une démarche parfaitement rigoureuse. Plus pres
de nous, la Géométrie algébrique italienne, malgré ses remarquables décou-
vertes, a longtemps souffert du manque de précision dans les définitions et
démonstrations, qui a suscité des controverses, méme entre les meilleurs de
ces géometres; 1a aussi, tout est rentré dans I'ordre une fois les bases solide-
ment assises.

Mais vouloir faire de ces quelques exemples une regle générale est parfai-
tement ridicule. Lakatos n’avait qu’une connaissance sommaire des mathé-
matiques du XIX®™® siecle, et ne semble jamais avoir connu celles qui ont
été découvertes ultérieurement. Méme dans les branches traditionnelles, la
plus grande partie, comme la Théorie des nombres, I’Algebre, la Géométrie
différentielle et une part importante de I’Analyse, n’ont jamais connu les hé-
sitations et tdtonnements que Lakatos voudrait faire passer pour la norme
du développement des mathématiques; dans tous ces domaines, mis a part
les cas d’erreurs matérielles (tels qu'une faute de signe ou une confusion de
lettres), un théoreme une fois démontré n’a jamais donné lieu a contestation.
Et cela, a un tout petit nombre d’exceptions pres, est vrai des milliers de ré-
sultats obtenus dans tous les domaines des mathématiques depuis 1940, grace
aux exigences de précision dans la rédaction dont je parlais plus haut, et qui
sont devenues universellements admises. Lakatos a tout bonnement voulu
faire passer I’exception pour la régle, ce qui ne semble pas une méthode re-
commandable pour un historien des sciences ou un philosophe. Finalement,
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que faut-il penser de ce qu'on a appelé des “crises” dans I’histoire des ma-
thématiques ? Si I'on veut dire par la une refonte complete de pensée, comme
cela s’est produit par exemple en Physique avec la Relativité ou la Mécanique
quantique, on peut affirmer qu’il n’y a jamais eu rien de pareil en mathéma-
tiques, sauf, peut-étre, le tournant des mathématiques grecques qui a suivi la
découverte des irrationnelles, sur lequel nous sommes malheureusement tres
mal renseignés. Depuis lors, ce qui s’est produit a deux ou trois reprises, c’est
une mise en ordre de théories ou méthodes insuffisamment précises, comme
le Calcul infinitésimal ou la Géométrie algébrique, dont j’ai parlé plus haut.
Mais la “crise” dont aiment a parler certains, c’est ce qu’on a appelé la “crise
des fondements”, qui s’est déclenchée a partir de 1895 environ a propos des
“antinomies” apparues dans la Théorie des ensembles “naive” développée par
Cantor. Je résumerai rapidement ce que je pense de cette question, a laquelle
j’ai consacré un article récent. Les faits principaux que j’y ai développés
sont les suivants (il s’agit, j’'insiste, de faits immédiatement vérifiables et non
d’opinions) :

1°) Les régles usuelles de maniement des ensembles et des applications
(ce qu'on appelle aussi le “calcul booléen”) ne sont que des constatations
du bon sens le plus banal lorsqu’il s’agit d’ensembles ayant un petit nombre
d’éléments. La théorie “naive” des ensembles avait étendu ces regles a tous
les ensembles infinis, comme s’il s’était agi d’objets dont nous aurions eu une
connaissance “intuitive” aussi claire que celles des ensembles de 3 ou 4 élé-
ments. Les “antinomies” montraient que cette assimilation était abusive et
qu’il fallait, comme dans les autres prétendues “crises” rappelées plus haut,
préciser non seulement les propriétés admises sur les ensembles, mais méme le
langage utilisé pour les énoncer, en raison des a