Matrice de Pascal, comptage de points sur les courbes elliptiques
et fonctions sphéroidales prolates
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Résumé : Les vecteurs propres de la matrice de Pascal symétrique Tyn de taille
(N + 1) x (N + 1), sont analogues aux fonctions d’onde sphéroidales prolates dans le
cadre discret.

Les fonctions génératrices des vecteurs propres de T sont des fonctions sphéroidales
prolates, au sens ou elles sont simultanément fonctions propres d’un opérateur différentiel
du troisiéme ordre et d’un opérateur intégral sur la droite critique {z € C : Re(z) = 1/2}.

Pour les entiers pairs positifs NV, on obtient une formule explicite pour la fonction génératrice
du vecteur propre de la matrice de Pascal symétrique associé & la valeur propre 1. Lorsque
N = p — 1 pour un nombre premier impair p, nous montrons que la fonction génératrice est
équivalente modulo p & (#FE,(F,) — 1)2, ou #E,(F,) est le nombre de points de la courbe
elliptique de Legendre y? = z(x — 1)(z — 2) sur le corps fini F,,.

De plus, lorsque N = p™ — 1, notre fonction génératrice est le carré d’une période de E,
modulo p™ dans le disque unité p-adique ouvert.

1 Introduction

Les opérateurs intégraux possédant la propriété de sphéroidalité prolate, qui consiste & commuter
avec un opérateur différentiel, apparaissent en théorie des matrices aléatoires et en traitement du
signal [19, 20, 22, 23|.

L’exemple le plus connu est I'opérateur différentiel de Slepian :
Oy (2? — 72)0, — wa?

Issu du traitement du signal, il commute avec 'opérateur de limitation en temps et en bande :

T sin(z — y)
Turf)@) = [ = sy
-7 r—y
Les fonctions propres conjointes de ces opérateurs sont appelées fonctions d’onde sphéroidales
prolates et ont trouvé d’importantes applications en analyse numérique, en théorie spectrale et en
géophysique.

Il est important de noter que le noyau K, (x,y) de Popérateur de limitation en temps et en bande
T, - est donné (a un facteur scalaire prés) par

w

Kw<$’y) = 77Z)exp<x7'2)1/)<axp<y’z)dzu

—w
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oll Yexp désigne la fonction bispectrale exponentielle.
¢exp(xa Z) — 627ria:z.

Ici, une fonction est bispectrale si t(z, z) est une famille de fonctions propres d’un opérateur en x,
et simultanément une famille de fonctions propres d'un opérateur en z [7].

En remplacant la fonction bispectrale exponentielle par les fonctions bispectrales d’Airy ou de Bes-
sel, on obtient les opérateurs intégraux possédant la propriété de sphéroidalité prolate, découverte
par Tracy et Widom dans la théorie des matrices aléatoires |22, 23|. En fait, il est possible de
démontrer que cette recette générique engendre des opérateurs intégraux possédant la propriété de
sphéroidalité prolate pour de nombreuses fonctions bispectrales [1, 4].

La construction a été étendue dans de nombreuses directions, notamment aux fonctions bispectrales
discrétes-continues et matricielles (par exemple, les polynémes orthogonaux ou les polynomes ma-

triciels orthogonaux satisfaisant des équations différentielles) [3].

Les fonctions propres de 'opérateur différentiel commutatif généralisent naturellement les fonctions
sphéroidales prolates dans divers contextes.

Récemment, Connes et Moscovici ont mis en évidence des similarités intéressantes entre les valeurs
propres de l'opérateur prolate de Slepian et les zéros de la fonction zéta de Riemann [6].

L’un des objectifs de cet article est de rechercher des liens similaires en théorie des nombres pour
les opérateurs prolates dans I'un de ces contextes étendus.

La matrice (symétrique) de Pascal de taille (N + 1) x (N + 1)

g G G
rem | (00T 0 "
SINCONNNGS

est un analogue discret de la construction d’un opérateur intégral présentée ci-dessus.

En particulier, on peut considérer T comme 'opérateur intégral discret :

(Tn)e = Y Kn (i k)vj,

j=0

associé a la fonction bispectrale discréte-discréte ¢ (z,y) = (g), dont le noyau est défini par :

i k) = S v w0 = (7).
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Compte tenu de la propriété de sphéroidalité prolate évoquée dans le cadre continu, il n’est pas
surprenant que Ty commute avec un analogue discret d’un opérateur différentiel.

Plus précisément, les matrices tridiagonales peuvent étre vues comme des versions discretes d’opé-
rateurs différentiels du second ordre.

Dans [5], les auteurs démontrent que Ty commute avec la matrice tridiagonale (N 4+ 1) x (N + 1).

b(0) a(l) O
a(1) b(1) a(2) ...
Iv=1 0 a2 b2) ...| (2)

avec les entrées suivantes :
a(n) = (N +1)°n—n® et bn)=2n"+3n*+2n— (N +1)%n.

Par analogie, les vecteurs propres de Jy (équivalent de Ty) devraient étre un analogue discret des
fonctions d’onde sphéroidales prolates.

Par conséquent, nous prévoyons que les vecteurs propres de T auront de nombreuses applications.

Par exemple, on peut les utiliser pour engendrer des bases orthogonales des sous-espaces propres
de la transformation binomiale [5].

En particulier, cela rend la recherche d’expressions explicites pour les vecteurs propres particulie-
rement intéressante.

Lorsque N est pair, la matrice de Pascal Ty posséde A = 1 comme valeur propre simple.

Notre premier théoréme principal fournit une formule explicite pour la fonction génératrice associée
a un vecteur propre.

Théoréme A. Soit N pair. Alors la matrice de Pascal Ty de taille (N + 1) x (N 4 1) posséde un

unique vecteur propre ¥ = (vy)~_, de valeur propre X\ = 1 (normalisée par vy = 1) donné par la
formule de la fonction génératrice :

N

_ —N/2 N/2+1 } {—N/2 N/2+1 z

N—k _ . . N/2
E (¥4 —2F1[ ;2| ok T (1—2’) . (3)
— —N —N z—1

Pour tout vecteur 7 € CN*!, on appelle I'expression

N
f(v,2) = Z vV
k=0



la fonction génératrice du vecteur v.

Il s’avére que si ¥ est un vecteur propre de Jy, alors c¢’est un vecteur propre de Ty et la fonction
génératrice f(7;z) est une fonction sphéroidale prolate classique, au sens ou elle est simultanément
une fonction propre d’un opérateur intégral et d’un opérateur différentiel.

Théoréme B. Soit 7 € CN*! un vecteur propre de la matrice Jy de Uéquation (2) de valeur
propre .

Alors U est un vecteur propre de T pour une certaine valeur propre \ de T et la fonction géné-
ratrice f(U;z) satisfait I’équation intégrale
1 1

JR— T dw = )\ =, 4
277 Jrures WV w1~z 4 2w (7 w) dw = Af(5; 2) (4)

et l’équation différentielle de troisiéme ordre

py = 2%(1 = 2)%y" +32(1 = 2)(N — 1)z = N)y"
+ N((2N —5)22 + (2 —=5N)z + 2N + 1)y (5)
+N((2N+1)z+N*+ N+ 1)y

avec y = f(U; 2).

Enfin, nous abordons le probléme de 'interprétation des coefficients de v

Motivés par le récent résultat de Connes et Moscovici [6], on pourrait espérer que nos fonctions
prolate puissent étre reliées a une version de la fonction zéta dans un contexte fini bien choisi.

Sur un corps fini [F,, la fonction zéta de Hasse-Weil d’une courbe algébrique est liée au nombre de
points de cette courbe sur les extensions algébriques de [F),.

De méme, notre troisiéme théoréme principal relie 'expression de notre fonction génératrice au
nombre de points d'une courbe elliptique sur le corps fini [F,,.

Théoréme C. Soit N = p — 1 pour un nombre premier impair p. Alors, le vecteur propre v de la
matrice de Pascal Ty de taille p X p du théoréme A satisfait :

N

f(0;2) = kazN_k = (#E.(F,) —1)*> mod p, (6)

k=0

ou #E,(F,) est le nombre de points F,, sur la courbe elliptique E, de la famille des courbes de
Legendre
B,y =z(x—1)(z - 2).

Ce théoréme découle d'une transformation pfaffienne et de 1’égalité

—N/2 N/2+1 }
2141 V2

N 52P1|:¢ qﬁ;Z;p} mod p
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ou P, [(b (b; z; p] est la fonction de période

pour ¢(-) = (1—)) le symbole de Legendre [11].

1.1 Une représentation plus approfondie des nombres p-adiques

Le lien entre les fonctions sphéroidales prolates en traitement du signal et en théorie des nombres,
présenté par le théoréme C, est surprenant au premier abord.

On peut trouver une explication plus approfondie en considérant 1’évaluation de notre fonction
génératrice sur les nombres p-adiques pour un nombre premier impair p.

F() = oF [1/211/2;4 _ i (2:)2;_: ™

k=0

Considérons la série :

Pour z appartenant au disque unité complexe, cette série est égale a une période de la courbe
elliptique de Legendre F,.

De plus, la série converge p-adiquement pour z € Q, avec |z|, < 1 et est une solution p-adique de
I'équation différentielle hypergéométrique associée |8, 12].

1
2(1=2)f"(2) + (1 =22)f'(2) = 7 f(2) = 0. (8)
Soit N,, = p" — 1.
En comparant les coefficients de la série, il apparait clairement que la fonction génératrice du

vecteur propre de la matrice de Pascal symétrique Ty, de taille (N, + 1) x (N, + 1) trouvée dans
le théoréme A, c’est-a-dire :

(1-— Z)N"/2

—N, /2 N,/2+1 —N, /2 N, /2+1 z
Un<z) = oF / / ;Z} '2F1[ / / ;

—N, —N, 21

satisfait
Un(2) = F(2)*> mod p" pour tout z € Q, avec |z|, < 1.

Par conséquent, nous avons une convergence p-adique :
Un(2) = F(2)* pour tout z € Q, avec |z], < 1.

Cette convergence s’explique par une raison conceptuelle plus profonde.



La fonction génératrice U,(z) est solution de I’équation différentielle du troisiéme ordre du théo-
réme B, avec = (N? +2N)/2 et N = N,,.

A la limite, lorsque n — oo, cette équation différentielle est le carré symétrique de I'équation 8
(voir la définition 3.1) :

L=z f"(2) +32(1 = 2)(1 = 22) f"(2) + (1 = T2(1 = 2)) f'(2) = (1/2 = 2) f(2) =0, (9)
dont I'espace des solutions est engendré par les produits des solutions de 1’équation 8.

Par ailleurs, l'opérateur intégral du théoréme B converge vers la transformation de Kummer
T: f(Z) = l_iz (1iz)

La transformation 7" agit sur les solutions de I’équation 9 et est Frobenius-équivariante ; elle pré-
serve donc la filtration de 'espace des solutions par les pentes de Frobenius.

En particulier, la pente 0 (c’est-a-dire la droite de la racine unitaire) est constituée des vecteurs
propres de T'.

Or, puisque U,(z) est prolate, elle converge nécessairement vers une solution de ’équation 9
qui est une fonction propre de 7', c’est-a-dire une fonction appartenant a la droite de la racine
unitaire. Puisque la droite de racine unitaire de 1'équation 9 est engendrée par F(z)* et que
U,(0) = F(0)?> =1, on en déduit que U,(z) converge vers F(z)?.

Remarque 1.1 : Le fait que F(2)? plutot que F(z) apparaisse ici est naturel, car cela évite no-
tamment d’avoir recours a une racine carrée dans la transformation de Kummer, permettant ainsi
a T d’avoir une représentation en série locale 7}, au voisinage de z = 0.

1.2 Bréve histoire de Pascal

Il convient de noter que la matrice symétrique de Pascal T posséde une longue histoire mathéma-
tique.

Selon Muir, F. Calderara a été le premier a considérer Ty et & démontrer que det(Ty) = 1 en 1871.
Rutishauser a ensuite démontré que 7 admet une décomposition de Cholesky a ’aide de la trans-
formée binomiale [15], fournissant ainsi une démonstration plus simple du théoréme de Calderara.

Le comportement des valeurs propres de T pour N = p™ — 1 modulo p a été étudié par Strauss et
Waterhouse en 1986 et 1987 [21, 24|, mais aucun vecteur propre n’a été trouve.

Dans des travaux plus récents, les propriétés de la matrice de Pascal ont été étudiées par Edelman
et Strang [9] et Brawer et Pirovino [2], entre autres.



A notre connaissance, notre article est le premier & obtenir une expression explicite pour tout vec-
teur propre de Ty.

En effet, [2| a été le premier & montrer que Ty posséde un vecteur propre rationnel de valeur propre
1, c’est-a-dire que le systéme diophantien

N itk
Z L UV = Vj

k=0

admet une solution non triviale dans Q (et donc dans Z) lorsque N est pair. Cependant, les
solutions de ce systéme n’avaient été données numériquement que pour N = 2,4,5 8 et 10, et
jusqu’a présent, aucune formule explicite pour une solution n’était connue. Le théoréme A ci-dessus
fournit la solution explicite :

(=N/2);(=N/2)(N/2 + 1);(=3N/2 - 1)
w= 2 j!k!?—N)j(—N)k S 0<E<H,
OS]JTk];fW

ou (¢)r =q(q+1)...(¢+ k — 1) est le symbole de Pochhammer (ascendant).

2 Fonctions génératrices des vecteurs propres

2.1 Propriétés fondamentales

Nous commencons par démontrer quelques propriétés fondamentales de ’action de Ty et de Jy sur
les fonctions engendrant des vecteurs.

Définition 2.1 : Soit 7 = (vx)y_, € CNTL.

On définit la fonction génératrice de v comme le polynéme suivant :
N
flU;2) = Z vz .
k=0

La propriété d'un vecteur v d’étre un vecteur propre de Ty se traduit directement par une certaine
équation fonctionnelle sur la fonction génératrice de @' grace au lemme suivant.

Lemme 2.2 : Soit ¥ = (v;)5., € CV*1. La fonction génératrice de ¥ satisfait :

N+1 N . :

2 1N\ 1 N+1+j 1 j+N+2 1
TnT;z) = NE(o1—=)+=> v F =1
J(Twv; 2) (z—l) © f<v, z)+z UJ( ' )2 1{ N +2 ’z}

=0 J




Preuve : D’apres la série binomiale

k=0 5=0 ]

- ("o 4k < (j+k
(S (5 3 ()

7=0 k=0 J k=N-+1 J

N —j—1 . .

1\~ N+1 1,j+N+2

N L

7=0

2N+ i~ [j+N+1 Lj+N+2 |
:—(Z_l)N+1f(v;1—1/z)—z ;UJ( j )2F1|: Nia OF ]

O

En conséquence immédiate, nous pouvons reformuler la recherche des vecteurs propres de T en
termes d’un certain probléme de valeurs propres d’intégrale résiduelle.

Théoréme 2.3 : Soit T € CNTL. Alors, ¥ est un vecteur propre de Ty de valeur propre \ si et
seulement si
1 1 . ~
— f (T w) dw = Nf(U; 2).

270 JRe(uwy=1 WL —w)NH(1 = 2 + 2w)

Preuve : Puisque f(TnU;z) est un polynéme, le lemme précédent nous indique qu’il est égal a la
partie polynomiale de
22N+1 1
—fl U1 —= .
(z — 1)N+1 ’ 2

Ainsi, par le théoréeme des résidus de Cauchy, on a

N
1 (z—1) 1
T _ 2N+1 71— = )
f( N’U; Z) 271_2(2 _ 1)N+1 %;L—Hl (u — 2z Z k—l—l) (4 f (U, u) d'U/

k=0

En calculant la somme géométrique et en utilisant le changement de variables w = 1 — 1/u, on

obtient :
1 1\ 2N+t 1
Tyis; z) = — 51—~ )d
fIn:2) 2mi %u—ﬂl (U - 1) u—2z I (v, “) !

1 1
— cw) dw.
27TZ Re(w)= 1 ’lUN+1(1 — )N+1(1 —ZzZ+ ZlU)f (U,w) v

L’énoncé du théoréme en découle immédiatement.



De méme, la propriété d'un vecteur ¢ d’étre un vecteur propre de Jy se traduit directement par
une propriété de sa fonction génératrice. On obtient alors que f(¥; z) est une fonction propre poly-
nomiale d’une certaine équation différentielle du troisiéme ordre.

Théoréme 2.4. : Un vecteur v € CN*L est un vecteur propre de J de valeur propre associée i si
et seulement si y = f(U; z) est une solution de

py =221 —2)%y" +32(1 = 2)(N = 1)z — N)y"
+ N((2N —5)22 + (2 =5N)z + 2N + 1)y
+ N(2N+1)z+N*+ N+ 1)y
Preuve : Soit v € CN*! et soit
a(z) = (N +1)%2—2°, et b(z)=22"+32+22 - (N+1)*2
les polynomes définissant la structure de la matrice de Jacobi Jy dans I’équation (2). Alors, puisque

a(N+1)=0et a(0) =0,

ve(a(k + )2V 4 b(k) 2N R 4 a(k) 2N TR

WE

f(JU;2) =

b
Il
o

ve(alk + 1) 2V 51 L b(k) N8 4 a(k) N

I
[M] =

>
Il
o

ve(z7ra(N — 20, + 1)V £ (N — 20.)2" % + za(N — 20,)2"V7F)

I
M) =

i

0
za(N +1—20,) + b(N — 20,) + za(N — 20,)) - f(¥; 2)

—~

Le reste du théoréme découle du calcul explicite de 'opérateur

zra(N +1—20,) + b(N — 20.) + za(N — 20,).

En combinant les deux théorémes précédents, on obtient directement I’énoncé du théoréeme B.
Preuve du théoréme B : Supposons que v soit un vecteur propre de Jy associé a la valeur propre p.
Puisque Jy est une matrice jacobienne, son spectre est simple.

Comme Jy et Ty commutent, ¢ est également un vecteur propre de Ty associé & une certaine
valeur propre A.

L’énoncé du théoreme B découle alors automatiquement des théoréemes 2.3 et 2.4



2.2 Vecteurs propres et transformation binomiale
La matrice de Pascal symétrique Ty admet la décomposition de Cholesky suivante :
Ty = ByBy,

ot By désigne la transformation binomiale (N + 1) x (N + 1).

N .
S k(J .

(Bt = 1} 02i<

k=0

La transformation binomiale est involutive et elle relie par conjugaison 7T en Ty 1. Par conséquent,
A est une valeur propre de T si et seulement si A™! est une valeur propre de Tx. De plus, la

transformation binomiale définit un isomorphisme entre les sous-espaces propres associés [5]

B
E\(Ty) Eya(Tn) -
B

Cette symétrie des données propres se traduit par certaines propriétés des fonctions génératrices
correspondantes. Ceci est explicité dans le lemme suivant.

Lemme 2.5 : Soit 7 = (v)h_, € CNTL.

La fonction génératrice de v satisfait :

N+1 N
f(ByT; 2) = (z i 1) fT;1—2)— 2zt Zvj(—l)j (N;— 1)2F1 {]\1f 4]_\[;—_2]'; ﬂ

Preuve : Du théoréme du bindéme,
f(By©;2) = chvzo Zj‘vzo(_mk (i)UjZNik
= Y ove¥ T o (D (-Dk

= Z;V:O 02N (z =1y = (2 = D)V f (0, ).
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Egalement a partir de la série binomiale,

e J

_ Jﬁ%v](—l)j (g (];) S (Y ;;1 @ ZN_k)

_ ji:;vj(_w (zN“Z i (=17 - k_i;l (?) sz)

_ (z . 1)N+1 f(H1—2) -2 ﬁ;%l)j (N ; 1>2 1 L\lfiv;r_zj; 1}

En utilisant le lemme précédent, on peut relier la fonction génératrice d’un vecteur proprre v a la
fonction génératrice de Byv.

Théoréme 2.6 : Soit ¥ € CN*! un vecteur propre de T associé & la valeur propre X. Alors

M 2) = (== 1) f (BNU; = ) |

Preuve : En utilisant le lemme précédent avec Byt a la place de v, on trouve

M (T:2) = f(Tnt: 2) = f(ByYByt:2) = (2 — D)V f (BNﬁ- & > .

2 —1

O

La transformation binomiale permute également les vecteurs propres de Jy [5], et plus précisément,
elle intervertit les sous-espaces propres de valeur propre \ et ceux de valeur propre N2 + 2N — \

B

Ex(Jn) Encyana(Tn).
B

, . N N242N
Par conséquent, lorsque N est pair, Jy posseéde un vecteur propre de valeur propre =——==. Ce

vecteur propre est nécessairement un vecteur propre de T de valeur propre 1.

Théoréme 2.7 : Soit N pair. Alors (N? 4+ 2N)/2 est une valeur propre de Jy et

Eneiany2(JIy) € Ei(T).

Preuve : Remarquons que N + 1 est impair et que Jy a un spectre simple; par conséquent, Jy
posséde nécessairement un nombre impair de sous-espaces propres non triviaux. La transformation

11



binomiale agit comme une involution sur I’ensemble des sous-espaces propres, donc au moins un
sous-espace propre de Jy est préservé par By. Puisque By transforme le sous-espace propre de A
en celui de N? 4+ 2N — ), la seule valeur propre fixe est A = (N? 4+ 2N)/2.

Comme Jy a un spectre simple, le sous-espace propre correspondant est engendré par un seul
vecteur :

E(N2+2N)/2(JN> = Span{z_f}.

De plus, puisque By transforme ce sous-espace propre en lui-méme, ¢ est un vecteur propre de By.
Enfin, puisque Jy et Ty commutent, ¢ est également un vecteur propre de Ty.

Puisque By € span(?), on sait que ¢’ appartient & un sous-espace propre de Ty préservé par By. Le
seul candidat possible est le sous-espace propre associé a la valeur propre 1. Le théoréme en découle
immédiatement. U

3 Formule explicite de la fonction génératrice et comptage
des points

3.1 Vecteur propre associé a la valeur propre A =1

La fonction génératrice d’un vecteur propre associé a la valeur propre 1 peut étre calculée explici-
tement. La clé de ce calcul réside dans le fait que la fonction génératrice présente, dans ce cas, une
symétrie supplémentaire. En termes d’opérateur différentiel, cette symétrie peut étre décrite par le
fait que l'opérateur différentiel est le carré symétrique d’un opérateur différentiel du second ordre.
Ceci nous permet de résoudre explicitement 1’équation différentielle en termes de solutions d’une
équation différentielle du second ordre.

Définition 3.1 : Soient {f1(2),..., fm(2)} et {g1(2),...,9n(2)} les bases des noyaux de deux opé-
rateurs différentiels unitaires L et Z, d’ordre m et n respectivement. Le produit symétrique de deux
opérateurs différentiels unitaires L @ L est I'unique opérateur différentiel unitaire dont le noyau
est engendré par {f;j(z)gp(z) : 1 < jm, 1 < k <n}. Si L = L, alors L @ L est appelé le carré
symeétrique de L, et on le note L®2.

Nous rappelons d’abord un critére simple permettant de vérifier si un opérateur différentiel du
troisiéme ordre est un carré symétrique.

Lemme 3.2 : (Singer [17]) Un opérateur différentiel du troisiéme ordre
S = 83 + uz(z)ﬁg + ul(z)(?z + UO(Z)
est le carré symétrique de 'opérateur différentiel du second ordre

L= az + 01(2)82 + Uo(Z)

12



si et seulement si

uz(z) = 3vi(2),
ui(2) = duo(2) + vi(2) + 2v1(2)?%,
uo(2) = 2vp(2) + 4vo(2)vs(2).
En utilisant ce critére, nous pouvons démontrer que pour la valeur propre 1 de Ty (ou, de maniére

équivalente, pour la valeur propre (N2 + 2N)/2 de Jy), notre opérateur différentiel est un carré
symétrique.

Lemme 3.3 : L’équation différentielle du troisiéme ordre
2z 02 N?+2N -6 N?+2N 8+N2+2N I
(1 —2z) ° z2(1—2z) 2(1—-2)2) 7 22(1—2) 22(1—2)?

est le carré symétrique d’un opérateur différentiel du second ordre si et seulement si u = (N? +
2N)/2.

S =0 -3

Dans ce cas, S = L®? pour

Lo+ 1—2z 5. _ (N2—|—2N)(22—z—|—1)+1.

2(1—2z) 422(1 — 2)?
Preuve : il nous faut déterminer quand le systéme surdéterminé d’équations différentielles du lemme
3.2 admet une solution.

En résolvant les deux premiéres équations du lemme, on obtient :

1-2 N2% 4 2N)(2? — 1)+1
1-2 vo(z):—( +2N)(22—2+1) +
2(1—2) 422(1 — 2)?

En remplagant ces expressions dans la troisiéme équation du lemme, on trouve : u = (N%+2N)/2.
L’énoncé du lemme en découle immédiatement.

v1(z) =

Le lemme précédent nous permet de construire un ensemble fondamental de solutions pour notre
équation différentielle.

Lemme 3.4 : La solution générale de ’équation différentielle du troisiéme ordre

g 2=l (NPH2N =6 N?42NY (V24 2N)(1/2 )
2(1—2) 2(1—2) 22(1 — z)? 22(1 — z)?

a la base de solutions

N+1 2
z —~N/2,N/2 + 1
yl:(l-z) 2F1[ t ;1_4

—N
—N/2,N/2+1 —N/2,N/2+1
y2:2F1{ /—N/ ;1—2}2]71{ /—N/ ;Z}
1— 2\ ~N/2,N/2+1 ]?
y3:( ) 2F1{ / / ;Z]
z —-N
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Preuve : Si l'on effectue le changement de variables ¢t = 2z — 1, alors I’'équation différentielle

1-2z , (N?*4+2N)(2>—z+1)+1

1/ _
v z(l—z)y 422(1 — 2)?

y=20

devient
8 , (N*4+2N)(t*+3)+4

-’ (1- )2
et se simplifie en I’équation différentielle de Legendre
N(N +2 N +1)2

LS NLES s P

1—t2 //_2t/ .
( )y y+< 1 T

4y” - = 07

Deux solutions linéairement indépendantes de cette équation sont données par la fonction de Ferrers

<1+t)N+1 [—N/Q N/2+1 1 1}
o [ ; t

1—t ~-N 22

et sa rotation de 180 degrés
11—\ M p[N2N2ET L 1
1+1¢ 2 —-N 22

L’énoncé de notre lemme découle alors de ces résultats en effectuant la substitution ¢ = 2z —1 et en
utilisant le lemme 3.3. O

Avant de démontrer le théoréme A, on a besoin d’une identité supplémentaire concernant les fonc-
tions hypergéométriques.

Lemme 3.5 : Pour tout entier non négatif N,

Ly {—N/Q_JJ\\;/Q-H; Zle] (1 B Z)N/Q —,F [—N/{]J\\;/2+1; z} (1 i Z)N—H

+ (—1)N/22F1 {N/{%/ZJA; 1— Z} SN+1
2

Preuve : notons d’abord que (1 — 2)N T, Fy _N/{x/2+1; 2| et que oF} _N/{x/%“l; 1— z] 2Nt sont

des solutions linéairement indépendantes de I’équation différentielle hypergéométrique
2(1—=2)y" + (=N +2Nz2)y — NBN +1)y=0
a proximité de z = 1. Par la transformation de Pfaff

~N/2 N/24+1 2

Ja _c
2 —N T2 —1

](1_z)N/2:2F1{—N/2 —3N/2—1'Z}’

-N !
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de telle fagon que F'(z) est une solution de la méme équation différentielle hypergéométrique. Par
conséquent

—N 7 z—1

Py |:—N/2 N/2+1, L] (1 . Z)N/2 = A, F |:—N/2_]]\\;/2+1; z] (1 N Z)N—i—l

+ B9 F {—N/2%/2+1; 1-— Z:| 2N+l

pour certaines constantes A et B. En évaluant en z = 0, on voit immédiatement que

—N/2 N/2+1
/ /+;O]:1.

A:2F1|: N

Pour obtenir B, on souhaite prendre la limite lorsque z — 1. Puisque 5 F} [_N / 2727 2+, z} est un
polynoéme palindrome, on a

~N/2 N/2+1 2
—N 2 —1

oI'1
—N z

} (1= V2 = (C1)V2p, {—N/Z N/2+1 2 - I}ZN/Q.

et donc en prenant la limite, on trouve

—~N/2 N/2+1

B = (_1)N/22F1{ N

0} = (—1)M2

Ceci termine la preuve.

0

En combinant tous les lemmes précédents, on peut maintenant démontrer un théoréme qui est
essentiellement le méme que le théoréme A.

Théoréme 3.6 : Pour N > 0 un entier pair et u = (N? +2N)/2, équation différentielle
Wi = 21— 2P+ 32(1 - 2)(N = 1)z = N)F’
+ N((2N —5)22 + (2 =5N)z + 2N + 1)y

+N(2N+1)z4+ N>+ N+ 1)y

a la solution polynomaiale

~ —N/2 N/2+1 —N/2 N/2+1 z
y:2F1{ /—N/ ;Z]2F1[ /—N/ 5—2_1

}(1 — 2)N/2,

Preuwve : si on fait la substitution § = 2V 'y, alors I’équation différentielle se simplifie en I’équation
du troisieme ordre dans le lemme 3.3. Donc le lemme 3.4 nous apprend que

2
y=(1-2)""F [N/Z_JZ\\;/QH ; Z] + (—1)NENTL By [N/Q_]]\\;/ZH; 1- Z] 2 I [N/z_x/%l% 2]
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est une solution. Maintenant, si on applique le résultat du lemme 3.1, le théoréme en découle
immédiatement. O

On termine cette section par une démonstration du théoréme A.

Preuve du théoréme A : La fonction

—N/2 N/2+ 1'2}2F1{—N/2 N/2+1 2

f(z) =11 (1—2)N?

—N ’ —N Tz —1
est un polynéme de degré N, et par conséquent, f(z) = f(7; 2) pour un certain vecteur 7 € CV 'L,

Par le théoreme 3.6 et le théoreme 2.4, le vecteur v est un vecteur propre de Jy avec comme valeur
. N2+ N
propre associée ———.

Finalement, par le théoréme 2.7, on sait que ¢ est un vecteur propre de Ty de valeur propre 1.
O

3.2 Compter des points dans des corps finis

Il s’avére que la fonction génératrice du vecteur propre de valeur propre 1

f(Z)ZQFI{—N/Q N/2+1;2}2F1{—N/2 N/2+1 =z

B PRV
~N ~N ’Z—J(l 2

posséde de nombreuses symétries modulo p.

En particulier, on peut vérifier que

te=ra-a=1(2) =1 (=) =1 (1-2) =1 (*57),

pour tout z € F, avec z # 0, 1.

L’ensemble des transformations de Mobius

1 1 1 z2—1
G:{z,l—z,—,—,l——,z }

z 1—z z z

définit un sous-groupe de PGLy(Z).

Ce groupe est trés lié a la famille de Legendre des courbes elliptiques
E,:y*=x2(x—1)(z—2)

sur [F,.
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En particulier, deux courbes E, et E,, sont isomorphes si et seulement si w = x(z) pour un certain
x € G.

Par conséquent, la valeur f(z) devrait étre invariante par un certain isomorphisme de la courbe
elliptique E..

Dans cette section, on prouve exactement cela. Notamment, on prouve le théoréme C qui énonce
que
f(z) = (#E.(F,) —1)*> mod p.

Un résultat bien connu de théorie des nombres est que #FE,(FF,) — 1 modulo p est donné (au signe
prés) par le polynome d’Igusa

Hy(z) = (p: . (<p —kl)/2)2zk.

En particulier, cela améne au critére de Deuring-Hasse que E, est super-singuliére si et seulement
st Hy(z) =0 mod p [10, 16].

Théoréme 3.7 : (Hasse [10]) Soit p > 2 un nombre premier et z € F, avec z # 0,1. Alors
(-)PV2H (2)=1—#E.(F,) mod p.

Lemme 3.8 : Soit NV = p — 1 pour un nombre premier impair p. Alors

2Fl[—N/z N/2+1;Z:| EZFI[—N/Q N2+ 1

—N —N ’Z/(Z - 1):| (1 - Z)N/2 mod p.

Preuve : en utilisant I'identité de Pfaff et le fait que N = —1 mod p, on a

2o F {—N/Q,_]X[/Q i 1;2/(2 - 1)} (1- Z>N/2 =k [_N/Z :?VN/Q - 132}
(=N/2)1(=3N/2 — 1) 2*
(=N)k Kl

[
M =

k=0

(—=N/2)p(N/2+1); 2*

Il
WE

mod p
_ |
ar (=N k!
—N/2,N/2+1
=2F1[ /—N/ ;Z]-

Lemme 3.9 : Soit N = p — 1 pour un nombre premier impair p. Alors

—N/2 N/2+1
Hp(Z)EQF1|: / N/+ ;z} mod p.
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Preuve : Puisque (—N); = k! mod p et puisque

(N/Q) _(N/2Q(N/2—1) (N2 k+1)

k k!
_ (1212 - 1)l€.!..(—1/2—k+1) mod p— (_1);4(1?;%:7
on calcule
bz 1/2 k 1/2 kzk
H,(2) = kZ_O—( /(1]5])2 ) i mod p
=, [—N/Q,_]]\\TI/Z * 1;2 mod p.

O

L’énoncé du théoréme C est simplement la combinaison du théoréme de Hasse et des deux lemmes
précédents.

Remerciements : Le travail de recherche de W.R.C. a été financé par une récompense pour I’amé-
lioration de la recherche AMS-Simons.
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