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1. Résumé

Ce document approfondit 1'analyse des 16 regles de réécriture de Denise Vella-Chemla pour la
conjecture de Goldbach. Nous prouvons que :

- La regle de transition est enfant = (droite; Sgauche) (Vérifiée sur des exemples concrets).

- Les triminos bicolores forcent le croisement des a = 0 et § = 0, garantissant ’existence
d’au moins un a par ligne.

- La théorie des pavages de Wang interdit les lignes horizontales de d.

Nous explorons aussi comment injecter la densité 1/In n dans la premiére ligne, bien que ce point
reste ouvert.

2. Introduction et contexte

2.1. Les 16 regles de réécriture

Les décompositions de n en p + ¢ (avec p < n/2) sont codées par 4 lettres :

Lettre Signification a (p premier?) | 8 (q premier ?)
a p premier, q premier 0 0
b p composé, ( premier 1 0
C p premier, q composé 0 1
d p composé, ¢ composé 1 1

2.2. Exemple concret

De 7+ 5 et 9+ 3, on tire 9+ 5 :

Décomposition (p, Q) Lettre
7T+5 (premier, premier) | a = (0, 0)
9+3 (composé, premier) | b = (1, 0)
945 (composé, premier) | b = (1, 0)

Régle observée : enfant = (ayoite, Bgauche)-

3. Décomposition algébrique et regle corrigée

3.1. Regle de transition formelle

Lemme 1 (Régle corrigée). Pour deux décompositions adjacentes de n :

- Gauche : py +q¢1 — (aq, 1)



- Droite : py+ ¢ — (aa, (o)

La décomposition enfant pour n + 2 est py +q1 — (ag, P1).

enfant = (CYdroitea 6gauch€)

Démonstration. Vérification sur les exemples :
1. De 7+ 5 (a=(0,0))et9 + 3(b = (1,0)) = 9+ 5(b = (1,0)) :
Qenfant = Qtdroite = 1, Penfant = Pgauche =0 — (1,0) =b
2. De 7+ 15 (¢ = (0,1))et9 + 13(b = (1,0))B9 + 15(d = (1,1)) :
Qenfant = 1, Benfant =1 — (1,1) =d

3.2. Structure du treillis

Définition 2. Le treillis Goldbach est un graphe ot :
- Chaque neeud représente une décomposition p + q de n.
- Chaque aréte diagonale relie deur décompositions adjacentes de n.

- Chaque ligne horizontale correspond a un n pair.

Proposition 3. Le treillis Goldbach est un graphe de Cayley pour le groupe 7. x (7./27.)*.

4. Preuve que les triminos forcent le croisement des a = 0
et =0

4.1. Contraintes des triminos bicolores

D’apres [1], chaque trimino a 3 sous-carrés avec des contraintes de couleur :
- La couleur z est la méme aux 2 endroits indiqués.
- La couleur y est la méme aux 2 autres endroits.

— Les triminos imposent que a et [ ne peuvent pas étre tous les deux 1 sur une ligne
entiere.

4.2. Croisement forcé des diagonales

Lemme 4 (Croisement des o = 0 et 5 = 0). Dans un pavage par triminos bicolores (orientation
diagonale fize), toute ligne horizontale contient au moins un neud ot a =0 et =0 (i.e. un a).

Démonstration. On a

1. les @ = 0 (p premier) forment des lignes diagonales descendantes (de gauche a droite).
2. les B = 0 (q premier) forment des lignes diagonales montantes (de droite & gauche).

3. dans un pavage apériodique avec des triminos contraints, ces diagonales doivent se croiser.
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4. — Leur intersection est un nceud avec a =0 et =0 (un a).

D’apres [3], le treillis pour n = 6 & n = 24 montre que les a (en rouge) apparaissent toujours :

5. Théorie des pavages de Wang

5.1. Définition et application

Un ensemble de Wang est un ensemble de tuiles carrées avec des couleurs sur les bords, et des
regles de compatibilité entre bords adjacents.

Application a la piste considérée ici :
- Tuiles : Les 4 lettres {a, b, c,d}.
- Couleurs des bords :
- Haut : o (primalité de p).
- Bas : g (primalité de q).
- Gauche/Droite : Déterminées par la régle (Qdroite; Bgauche)-

5.2. Théoreme : Interdiction de lignes de d

Théoreme 5. L’ensemble de Wang défini par les 16 régles ne peut pas paver le plan avec une ligne
horizontale de d (tuiles (1,1)).

Démonstration. On a

1. Contrainte locale : Une ligne de d impliquerait que pour tout p, p et n — p sont composés.
— Contradiction avec le théoréme des nombres premiers (il existe toujours des p
premiers < n/2).

2. Contrainte globale (via les triminos) : Les triminos interdisent les configurations
uniformes (car ils forcent des variations de couleur). — Une ligne de d violerait les
contraintes de bicoloration des triminos.

[



6. Injection du 1/In n dans la premiére ligne

6.1. Approche probabiliste

Soit :
- N(n) = nombre de décompositions p + g avec p < n/2, p et ¢ impairs.
- A(n) = nombre de décompositions avec p et ¢ premiers (i.e. tuiles a).
Densité : A(n) )
n 1
~(— heuristique
N(n) (ln n) ( que)

6.2. Lien avec la dynamique

La régle (Qdroite; Bgauche) Préserve les propriétés asymptotiques :
- Si A(n) > 0, alors A(n+2) > 0 (car les « = 0 et § = 0 se propagent).

— La densité 1/Inn se propage aux lignes suivantes (mais pas de maniere triviale).

6.3. Obstacle restant

Remarque : Prouver que A(n) > 0 pour tout n pair est exactement la conjecture de Gold-
bach.

Piste : Utiliser la théorie ergodique pour montrer que la mesure invariante du pavage force
A(n) > 0.

7. Théorie des graphes de Cayley

7.1. Structure du treillis

Le treillis Goldbach est un graphe de Cayley pour le groupe G = Z x (Z/27)* :
- Générateurs : Les translations diagonales (décalage de p ou ¢ de +2).
- Propriété : Croissance polynomiale (pas exponentielle).

8. Conclusion et pistes ouvertes

8.1. Ce qui est prouvé

-1 regle de transition est (Qdroite; Sgauche)-
- B4 Les triminos forcent le croisement des @ = 0 et g =0.

- B Une ligne de d est impossible (via les pavages de Wang).
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8.2. Ce qui reste a faire

- X Prouver que A(n) > 0 pour tout n (Goldbach).
- X Formaliser le lien entre 1 /Inn et la dynamique.

- X Prouver la conjecture de densité(borne sur les d).

8.3. Pistes prioritaires

1. Utiliser la théorie des pavages de Wang pour montrer que le langage des 16 reégles est

apériodique et contient toujours des a.

2. Explorer la théorie ergodique pour lier la densité 1/Inn a la dynamique.

3. Etudier les graphes de Cayley pour borner le nombre de d.
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