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MELANGES. 121 :

8¢nérale rendra, croyons-nous, les plus grands services a loules
les personnes désireuses d’étre initi¢es a la Mécanique sans pou-
t"“il‘ cependant acquérir au préalable les notions mathématiques | *"
Hll“ﬁF&l]SElhl(‘S a la lecture et a la compréhension d’un traité de :
Hét}tni{imr rationnelle. Il peut servir de base a I'enseignement pré-
Paratoire aux écoles pl'e'ltiqu[:ﬁ industrielles d’éleciricité, d’électro- *
i:himi{*, ete., qui sont destinées d former des ingénieurs qui soient 17
4vant tout des praticiens. Il a sa place marquée, non seulement
l dans |, bibliothéque de I'Ingénieur et de I’I*llliwu:-in;,_;'{:ni{-zur} mais l"
dans les bibliotheques des praticiens désireux de rafraichir de 5{:
temps en temps leurs souvenirs théoriques, dans celles des lyeces ‘L
€galement ou il serait souhaitable que le professeur de Mécanique, fi
au lieu de chercher dans cette science des applications du cours
d’rﬂgf!iu‘t: ou d’'Analyse, orienlit son enseignement vers un bul L E
Pratique et le rendit plus directement applicable aux problemes i'L
que pose la pratique industrielle. { i
(Gaston Corry. 5‘
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UN TRAVAIL DE JEAN MERLIN SUR LES NOMBRES PREMIERS .

Avec tant d’autres admirables jeunes gens, sur lesquels la Science de
NOtre pays était en droit de compter et dont la fin brutale nous atteint i |
|
'Observatoire de Lyon, est tombé au champ d’honneur.

D'autres retraceront, mieux que je ne saurais le faire, cette vie dont la 1
lin gloricuse ne dément pas le laborieux commencement. Merlin fut un

4 fois comme Francais el comme savants, Jean Merlin, aide-astronome :

Modeste, qui eut comme la pudeur de son talent. Etranger a toute pensée

e’ TRl B

dambition personnelle, il fut uniquement possédé de ce double désir :
Avancer dans la Science et la faire avancer & son tour; la servir en un
Mol, & son rang, comme, finalement, il a servi la Patrie, |

N'est-ce pas sous une telle inspiration de désintéressement et d'idéal |
qu’il s’adonna, sans pouvoir en atlendre aucun avantage professionnel, a la :
branche la plus élevée des Mathématiques pures, je veux dire PArithmé- |

Source gallica.bnf.fr / Bibliotheque nationale de France



199 PREMIERE PARTIE.

tique ? (Zest ainsi qu’il m’avait, il y a trois ou quatre ans, communique un |
1':‘;-";“[ I:I‘I" i‘ill‘I[]Irl[‘:'-ll'H[-Ill-” [Ill l'!i‘!lh'lllli" I]Il"l’l‘l"lh'rllt' ‘I{JI {-:[illii'lill"ll . B Ir“l]l ||II‘|'|II||‘:-'.!I
pair est la somme de deux nombres premiers. »

Cette démonstration présentait une lacune, et ¢’est la raison pour laguelle
elle n’a pas été publiée. Cependant, il ne me parait nullement démontrée
que la méthode si originale et si intéressante de Merlin ne soit pas suscep-
tible de mener au but. Autant I|HLIIH Jugement de cette nalure est prmﬂﬁfh]ﬂ
-i‘l Il'rt'\.;l['ll'l.'.: i1 iH'I.]t nl_"-ii'l-l_;l'l'l'h [:I_ i_'ﬂ]lll{iliiEl'r L _i”“t‘- |.|-" I'Il'illl"iiil" Lhnc '|I-E||."H.|‘!-_-
en tout cas, devoir en étre retenu |l ne me crois pas le droit de le laisser
IZnorer a ceux qui s'intéressent a ce genre de recherches,

J'analvserai done suceinctement, ci-dessous, le travail de Merlin. Les
parties imprimées en grand caractére sont citées textuellement (a quelques

details de notation |J|'f‘:.*=| Li'ulll'f'ﬁ le Mémoire,

J. H.

l.e |n|‘i11[*[|w de la meéthode t‘mfn|n}'1"fi par Mervlin n'est aultre que le
« erible d'Eratosthéne » lui-méme.
Soil A un entier. Soient p, =2, p,, ..., p, les nombres premiers

eganx ou inférieurs a \'A, avece
P < Ps<_...-< Pp.
On sait qu'on obtient tous les nombres premiers = A en effacant de

'intervalle (o, A) tous les nombres de la forme
(I} xTrpi,

ol I =1, 2, .... n, et est un enlier {|IIE]{‘.HIH|III_‘:. Dans la termino-
logie de Merlin, ceci s'appellera un erible d’Eratosthéne d’origine o.
Elacons ézalement, du méme intervalle, tous les nombres de la

forme
G A -+ xpy,

{ prenanl encore toutes les valeurs 1, 2, ..., n el & élant encore un
entier arbitraire (visiblement négauif, cette fois). C'est ce qu'on appel-
lera un crible d’ Eratosthéne d’orizine A,

Tout entier de Uintervalle (o, A) qui n’appartiendra a aucune
des progressions artthmétiques (1), (1) sera a la fois de la forme P
et A — P’ (les nombres P, P’ étant premiers) et, par conséquent, four-
nira la décomposition dont le théoreme de Goldbach affirme Uexis-

ftence.

2 Pour évaluer le nombre des termes eflacés. 1l convient. bien
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E'] 2 . & o i A
iendu, de tenir compte des nombres qui appartiennent a la fois a

} . 5 M " l
Plusieurs des progressions précédentes, afin de ne pas les compter
Plusieurs fois.

Je dis que deux progressions axr + b, a'x 4 U interférent,

I

f}rsqnl"“ existe des nombres communs & ces denx progressions ;
Jappelle ces nombres communs des interférences.

Poyp que deux progressions ax + b, a'x 4 0’ interférent, 1l faut
”: il suffit que le plus grand commun diviseur de a et de «a
dnm: (b — B, Lul‘_ﬁqu*“ en est ainst, la raison des interférences
est le plus |1etil. commiun mu]liplﬂ de a et de a'.

Pour que plusieurs progressions
(2)

a1x+by, agx+bs, ..., a,z b,

dient un [H.}iﬂt, d'interférence commun (E“{'.‘:i en ont alors une infi-
iLé ), il faut et 1l suffit que ces progressions interferent deux a
deuy. l.La raison des interférences communes est le plus [}Eiil.

Commun mul[il}h‘, des nombres by y Qay .-y Up.

buplm.t;nn:-; en particulier que a,, @, ..., @, soienl premiers
€ilre eux deux a deux, Alors, les progressions (2) ont toujours
ne interférence commune a chacune d’elles.

. 1 - v - 1 W ’ .
3. Considérons la suite des termes de la npi“me progression

bp—+ a,x,

€l le systeme d’interférences I, produites sur cette suile de termes

Par chacune des n — 1 autres progressions

bi4+ayx, bst+asx, ..., bpy+apz.

Par les interférences I, de n — 1 progressions

«4 conliguration ainsi obtenue sera identique (') a celle formée

b,+a &, bygt+asxr, ..., by +apx

1

Sur la suite des nombres entiers.

.--‘_-—I_

1 : - - ’ A 5
(") Ceci signifie que (les nombres &' étant convenablement choisis) les valeurs
¥ 5 i 5 - :

quil faut donner & &, dans I'expression (2), pour obtenir les interférences I,

SO0t précisément les nombres donnés par les interférences 1,. (J. H.)
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4. En particulier, lorsque les coefficients a,, aa, ..., a, sont

des nombres premiers différents, les progressions (2) onl toujours

L |miul dinterférence commune.

Démonstration ' un théoréme.

5. Suivant 'usage, je désigne par p, le n'*"® des nombres pre-
miers rangés par ordre de grandeur croissanle, en posant p, = 2-

1;| désigne le [r]u.-; erand entier non itlpéi'i{rur a2

Jappelle A (b6, a) lopération qui consiste a ellacer dans le
tableau 1" des nombres entiers positifs et négatifs les nombres de d
en a a partuir de b, dans le sens des entiers croissants comme dans

celur des entiers décerorssants. Géndralement. on anra
oS b < a.

Cette opération consiste done a eflacer dans T’ tous les nombres
||l: |.'l I}[*H;_;‘I‘t‘:-‘.ﬁinll (L1 — [,

Considérons une progression 7y + p, x relative au nombre pre-
mier p, = 2, el, pour les nombres premiers p; aulres que 2, simul=

tané¢ment deux progressions telles que

L , Fyh 1) . P
ri9 - pix, rit'+ p;a

D= p;, qui, naturellement, n'interférent
Piy qui, 3

avec oSrii<p;losp
IHIL"'I.
On fait, dans I'intervalle des A premiers nombres, les opérations

f

[ A(r1, P1);
(A) V-A(rY?, ps), APy, Be),
] O R W - DL L B BT BB N .y
G LI T IR o L 1
l.e théoréme (que j{? veux démontrer est le suivant -

Dans tout intervalle de longueur vp, logp,, v désignant uné
certaine constante, tl y a au moins un nombre non e flacé.
6. Je désignerar les différentes constantes que iiillll'ili 4 1nlro-

duire par vy, Va, ..»-
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Femploierai, suivant M. Landau, la notation
Flxy=01gta);

POur indiquer que, f(x) et g () élant fonctions de z (la fonc-
lon g €lant positive), on a

W e Fadood
lim sup, ———— - o2,
G x|
Je me servirai des formules
Ir"=||"n :
x b B i I I : I
{J'.} 'J\ S PRI --'~-—~—-:—...—i-—ZI“,'-].'IH,‘_-’,’F.I:“i"-’l—"“{ --)'r
f—d P " Pa Pr '-.!”:FH
) == ||l||.

oo I
Co ¢ ; =
g -J'[P.r.r} —_— ]“;‘f”"!' i{j!‘:‘f}l.‘;‘. I I“;'_'JI"-",-,I — J””_}_ ‘f}l f"'.l.rf-:' v logf JI

(3) | \
II I = —= L - b= 'l} ('”_ I” = i
H {..!'r"-'} n I“HPH- 'RIH;;EJH,H

{:Liill{i."l'll,_, Verteilung der Primzahlen, t. 1, p. 102, 195, 190),
L&) désignant le nombre des nombres premiers non supérieurs
Az,

Enfin, Jaurai besoin d’une valeur approchée de chacune des

deny {.'Rf'rl‘{'::iﬁ-i{}lr:'i

LY r

bt FI__I .I _-ik {::]---_ 2
el o) ey
% P 4 i
F“ .,.-..([ - _._l_) (i_{._jw ..,(1_—':—i -
1 e/ s

% Y J“H‘.-'

On trouve, a I'aide des formules qui viennent d’étre rappelées,

1
iy = . t_.,.__,
F il p——
{U' ) ; { ]“g;ﬂ n)reViVag log iy
0( =)

on = (logp,)2eti—vie “108Pn

&

{. Revenons maintenant au calcul du nombre B des Lermes que les
Operations (A) effacent dans lintervalle A, afin de rechercher
3L - B ~ 0.

On est, comme il est bien connu, conduit, pour tenir compte des

lermes communs i p|u5ieur:-; prugrﬂnﬁiﬂnﬁ et ne les eflacer r]u"unu

-\-mr. -

Rl T

T

- L
v

s

-
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seule fois, a éerire B sous la forme

S :‘l]-'-- !'L_r S I "t._u 1) == IIII. 0) —— ."'L;; ] s J\.H = .-1||.|-_1-”"— ST

4+ (— 1)1 Ajgogo o0 oo (— 1) HL A g0, pn),

Ajiw i designant le nombre des termes suivant lesquels inters

terent, dans l'intervalle (o, A), les progressions

{.‘. | f-‘- < | f'",.-'-‘rlql 'rllf I'J._I —';“ Ijlf ..-Ir.‘.'

e e Sl L e TF e I IR L R T

Or 1l est clair que, d'une maniére générale, le nombre des termes

de la progression
I+ pax

[celle-ci étant 'interférence des progressions (5)] contenus, dans ub

A

intervalle d’amplitode A est, a une unité prés, représenté par —;

est de la forme

avec |0 |=1.

.P

Lia 1i||;u|1L[h'-. A—B pourra done ra'-.:x[}l'imur par la somme

N/ . - 1 SN | 1
\(- | }.,.L{..-_')*

dd P P

Nous désignerous respectivement (') par (1) et (II) les deux par-

; : A : f) e,
ties X = — ¢t X+ — de la somme 111‘1}{3['1]1:"[1:.
p p

8. Calculons d'abord |_.|k:|.

Celte somme eslt égale

1‘ "L 2 {'i. 2 A '3 l'l 7 A 2 A
- M1 P2 3 P 1 e I P pPa
2 A 22 A 22 A 22 A
o A —— A — e o —— = (— 1P
P1n P23 P24 Pr—1 Pn
il

f E / 2\ / 3 ) %
A (H! :”] II:| {kl s E J (ﬁl ﬁ:} mr <| .F“.) :

(') Nous adoptons ici une notation légeremenl dilférente de celle de Merlin.

#

1
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b apres (4), ce |n‘quEL est 1’:;';11 i

“} A

T

G
i | R YE a2y W o I: log Pr
LI08 Dy )€ 1™ V2 €

[.‘imi}nrlum'u de la restriction de ne considérer quune seule
Progression ry;—+ p,x relative a p,=2 apparait ict ('). 51 nous
m:nl‘.trii{h':ri:mﬁ, relativement P = 2 comme pour les aulres nom-
bres premiers, deux progressions ry— xpa, -+ axp;, nous

I’“”H'!"I*iﬂll.‘-‘- (1 .] el B T

f)
i . : x : s .
). Passons au calcul de la partie (11), c’est-a-dire de X == —.

=5

Merlin la décompose elle-méme de la manmiére suivante :
Soient 7 le plus petit terme de la progression r -+ pax contenu dans
Pintervalle considéré et A — o le plus grand terme de la méme pro-
gression conlenu dans cet intervalle, Le nombre total des teimes en

- \—r—oz
question sera — 12 S5

J ]
Fg . ‘Fr . A 5 @ o
lm.wrm_a, celle expression sera en deéfaut lorsqu’il n'y aura aucun

de ces Lermes; elle ne redeviendra exacle l{ll"l_'ll l‘f'm[limﬁlnt le lerme 1
Par zéro, les quantités r et p étant, d’autre part, choisies par conven-
ton telles que r + p = A.

Lff.‘illt‘t!:-%:-‘-inll (I1) sera done, i son tour, la somme des deux parties

e J'== g
(11" b ol M
e
o
(") Wi

fi etant égal 4 1 ou & o, suivant qu'un au moins des termes & énumérer
EXiste, ou qu’il n'en existe aucun.

1

10. Contrairement a (1), on n’établira pas que (I1') soit nécessai-

e

(') Dans le théoréme de Goldbach, I'hypothése que le nombre & décomposer
SOIL pair est évidemment essentielle.

Dans I'analyse de Merlin, c’est 4 ce point du raisonnement qu’elle intervient.

D'autres nombres premiers peuvent d'ailleurs se comporter comme p,, c'est-
d-dire ne correspondre qu'a une senle progression chacun : c’est le cas, dans la
démonstration du théoréme de Goldbach, pour tous ceux qui figurent en facteurs
dans le nombre a décomposer. La rédaction du texte fait abstraction de cetle cir-
Constance, dont il esL aisé de Lenir compte. (3. H:)

o —— —

il - i . o e
- -

L T————r———

T, T
a1

i E O

o e
P -

el L
T

b=
-

T

F
ma

e

i~

-

-',Jll-'t'

-
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rement positive; mais, dans le cas contraire, on obtiendra néanmoins
une limite inférieure (négative) de cette expression.

Pour cela, 1l faut faire inlervenir les destructions mutuelles des
différents termes qui y figurent. Merlin y parvient en établissant entre
eux une subordination qu’'on peut exposer de la maniére suivante :

Sorent

"--:EI;:.". _i_jr-i':f-1q.?‘} f.ﬁ::E:l: ": T F]J-:'T'I sy lr':r.:‘.‘-'I _:. 3 ;31: ..-i”

les progressions dont Dinterférence sert 4 définir un terme de (11Y)
{l{-_'..-‘, g ¢tantl tous egaux a o ou a1 et les 'y clanl lous distincts, 1_}l|i5.:{ﬂﬂ
deux progressions de méme raison n’interférent pas). 1l eést d'abord
clair que le nombre ¢ de ces progressions, qui sera dit le rang du
terme, fail connaitre le signe de ce terme [ loujours contraire i celul
du terme correspondant de (1), soit (—1)**'] et que le dénominateur
du méme terme est le produit

P = Po, Pay - Pa;.

On va convenir, en premier lieu, de ranger ces progressions par
ordre de raison croissante (de sorle que o) << o, << ... << ;).

Ceci fait, s1 'on supprime la derniére d’entre elles, les progressions
restantes définissent un autre terme de (II'), qu'on peut appeler -
tecédent du premier, lequel en sera dit le conséquent.

On voil que :

1 Dans lous les cas, on a

2° Tout terme de (II') (sauf ceux de rang 1) a un antécédent
unique, tandis qu’il a plusieurs conséquents (sauf si i = n, auquel cas
il n’y en a aucun);

3o L’antécédent et le conséquent sont Lloujours de signes con-
traires;

4° Le dénominateur de 'antécédent divise celui du conséquent;
5° Le numérateur (r'+p') d'un conségquent est toujours au
moins égal au numérateur r—+p de son antécédent, d’aprés la

maniére dont 7 et p ont été définis.
Si done T est un terme de rang ¢ figurant dans (11'), I'un quelconque
de ses conséquents sera de la forme

I

Fa;,,

fl!ll f['l
_— 3

R étant un nombre (en général fractionnaire) au moins égal a 1.
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1. Cela posé, mettons d’abord a part, dans Pexpression (II'), les
termes de rang 1, lesquels sont tous positifs.
Dans ce qui reste, nous associerons a Lout terme T' dont le rang ¢

est pair, I'ensemble de ses conséquents T'. La somme algébrique
ainsi constituée esl, d’aprés ce qui précéde, de la forme

R N gt R
E_FIJ "['- B i']'-.l T AR :r_'__!__ - \ i—r — — ] } (__ _'..-31 _) :
' 'Hlﬁlilll

1=t+1

(— 1)> o, it > iy Rz
Pour trouver une limite inférienre de 'une quelconque des expres-
s1ons |'I[‘!_5'[]t:‘{|ljlll,l‘;-'h voyons a quﬂllﬁl condition la lmal't:l]L]l{'He qui mul-
liplie (— T) est siirement positive.
Dans cette parenthése, la somme X est élendue a tous les indices
;g tels que
o 1S =n.

(hacun de ces indices fournit d'ailleurs deux termes de celle somme.
5 . L : .
(Celle-¢i1 sera done supérieure a 1 si

I I P
—i 2 ——— —— 4.+ — ) > 0.

\ Mo 41 Po. g2 Pn
o i

’aprés les formules précédemment rappelées, cetle condition peut
s'écrire

; % | %
7 - ] (1) £ e Y | f]( i
*“1”:iﬂ;fu.-“1'"'}(TEEFEEJJ g
I

tendant vers O quand p, croit indélimment, on peul
log pa, ‘ ’

I'hl"-!'llf]l'['. d; ASSEer :'_]}'l'Hl.-ll.I ]H.'Illl' [lll'l.':

| . . i \
0 =
o (lﬁ;ﬁn ;} : (lﬂ:{ﬁ::, }

v étanl chois1 ausst petit que l'on veut; et la condition (7)
devient

2

-

<

1 —y —2(loglogp,—log logpy,) < o,
c¢'est-a-dire

=1
3

L-

&
!.:"” L !J:"EI

Bull. des Sciences mathem., 2* série, L. AXXIX, (Juin 1913.) 11

=

e e L
- g TR
1
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Soil py le plus petit nombre premier tel que

| lll

-

(8) Pa. Z Pn

3 & rE - f
'ous les termes T tels que 2, « donneront, dans la somme (I1);

aprés le groupement qui vient d'étre indiqué, des sommes partielles

oS8 tiives.

2. Occupons-nous maintenant des sommes partielles pour les-

quelles o;~ o (y compris celles pour lesquelles o; = n et qui sont, par
conséquent, réduites a leur premier terme) ou, du moins, de celles

d’entre elles (qui seronl llt'=:__','iltn-'l*.:~'.

Considérons une de ces sommes |J;1r'|il’"|f'r-'..‘ elle sera en valeur

absolue inférieure a la somme oblenue en !'u‘||1|:1:11;:|1|l. 2 paren-
L —X

theése par 15 el, dans le premier facteur, p, par pS * [d'apres (8)]:

et le numérateur par \ (d'apres la premiére remarque faite au

ik H}}. Cetle somme |1.-ir'li|r*|1t-. sera done en valeur absolue infe-

rreure a

(9) . S

A

| Il.I
i

et dailleurs, -y étant arbitrawrement petil, f est aussi vOisin
i : : A . .
de — que 'on veut, pour 2 déterminé en fonction de .
ve i
lin E_;r'nupunlH{r:iin'iw la formule (2), toutes les sommes [}Hl'ti{'“{'!"

correspondant a un méme systeme desindices inlérieurs oy, 2, ...
%; 14 iy on oblient une deuxiéme somme |::n‘l|f:”ft dont la valeur

absolue est mftérieure a

."1. 2 { i -_.;:E |

s Tl e O oa -
Mn Po,Poays-. Pa;_, Pn Po,Pos s Po;_,

2

suivant (que le dénominateur du second facleur ne contient pas ou

conlienl P
lin faisant varier, de toutes les facons |:{1h:4ih|n-+ ce ,-.\'rllf.'lm*tl‘irl-
dices nférieurs, on obtient par le groupement consideéré des

lermes de rang 7 et de rang (-1, une somme dont la valeur

L
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absolue est inférieure A
]

A ol 92

2. < bt ntoietinio

Py e Do P, v o
la somme ¥ s'éltendant a toules les |u_.-rmn{:1[iuu.-a R O R S R [

. \ 0 1

letives Py Pay «oey Pu_ity €L 0 ou 1 devant étre choisis dans I'acco-

ade suivant que le dénominateur L‘nl'l':':ap{-r|u|:|11I. conlient ou ne

conlienl pas p,.

Ovp 1l est elair que le facteur de —, est inlérieur i
Jr'r.r.!

b

(: Fil} (:l—e— -;f-_-j (l L ;—j;‘) =y

% A

U'ﬂprﬁﬁ I’évaluation imliqm’tﬂ plus haut pour cetle derniére qquan-
LiLé, la partie restante de (I1") (celle qui correspond a o;~ o) est infé-

Fleure en valeur absolue a

A
e | Il}gfin )2 @2V V1

P

lle est done d'ordre de grandeur visiblement inférieur §
la quantite (1),

13. 1l resterait & s'occuper de 'expression (I11).

Clest pour celte derniére que Merlin n'obtient pas d’évaluation
Salisfaisante,

1. L'application du théoréme principal, supposé démontré, au
théoréme de Goldbach, est immeédiate.

Soit 2/ un nombre pair, Gonstruisons les deux cribles d’Erato-
Sthéne d’origines o et 2/ jusqu’au plus grand nombre premier
Conlenu dans \:’r;": le théoréme en -[llll:.':«l.li}l} veul {1|i'il y ail aun
moins un nombre non effacé entre o el 2/.

Or nous avons vu (') au n® 1 que celte conslruction est précisé-

ment celle qui est étudiée dans le paragraphe 1. Soit p, le plus

e

('} On doit tenir comple de la remarque finale du n* 8 (voir page 127, nole).

(J. H.)

a celur de

|
(L
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grand nombre premier contenu dans \/2/; 1l est démontré dans ce
IHII’H;_:_I"'J[}}H‘. que, dans toul intervalle de h_m:_*.m}ur at moins 11;'.!!{-!
a vp,logp,, 1l y a au moins un nombre non cffacé. 1l en sera
done :|]IIr-i tJ':lllr-; I.EI]!|{‘|"||.'4'i|.|f' 1|1- o a 2/, rrunh'flui:-; || ]N':]utfra, Imlil"

(qu 1l en soit stirement ainsi, (que
Y 1,"..'-':1?'“.}_{ '._’In.ru"' Ertatl,

inégalité toujours vérifiée a partir d’une certaine valeur de 2 /.
Pour pouvoir énoncer le théoréme dans toute sa généralité, 1l y
aurail done lieu 1|'E|1II'f‘fn':-mir:' une vércication Iltlnilr‘l‘i[]llu pmll'
les premieres valeurs de /.
On peul oblenir, par la formule du n°® 8. une limile inférieure
du nombre de mamiéres dont un nombre pair est décomposable en
une somme de deux nombres premiers. En effet, ce nombre de

maniteres est au moins éeal a la moiué du nombre de nombres non

i

eltacés de 0 4 2/ quand on constrait les deux cribles d’Eratosthéne
que nous venons de considérer. Nous aurons une limite mféreure
de ce dernier nombre en faisant A = p; dans le second membre
de la formule (1) du n® 8.

La Limite 1nférieare (que nous obtenons ainsi est asymplo-
Lique o
I v P

|.’_ 1 |r-'.!.-:Jr‘l-_|'|| _I-E E'-.IE"JI 'l.nr:

-

15. Applications diverses. — Merlin indique une série d’autres
questions délicates susceptibles d'étre résolues par les mémes
moyens,

(est ainsi ;:Eu\m peul se demander si 'on trouve indéfiniment des
couples de nombres premiers différant entre eux de deux unités seu-
lement.

Nous nous proposons de chercher s'il existe une infinité de
valeurs de n telles que

Pus+1— Pa = 2.

Dans la construction du erible d'Eratosthéne, on ellectue suc-

cessivemenl les opérations

A(o, py), BRl0. pa), 5. Ao, pp).
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Effectuons d’abord les deux premieres opérations A (o, py),
"l (o, Pa). 1l ne reste p]ur-} non barrés (que tous les nombres de la
forme 6m = 1. Soit T’ le tablean ainsi formé.

Je fais correspondre & chaque nombre G2 =1 non barré du
tableau T le nombre m du tableau T des nombres entiers positifs
€lnéganls; de sorte qu’a un nombre m de 1 correspondent deux
nomhres de 1.

Continuons maintenant sur T’ la formation du crible d'Erato-
.“-‘-‘[.hf*m*.? en barrant dans le tableau I les nombres 1:{1[‘1':'5|mm|a|]I:a
des nombres que nous barrons dans le tableau 1",

Lh faisanl 'opération A (o, py), nous barrons dans 1" tous les
Nnombres 5 |__f.:+u o l:I. o

(6.1 —1)(0n 1) (Ri=1,2 .ii

-

lin faisant Popération A (o, p,), nous barrons, dans T’
les nombres

. Lons

7(bn 1) ' B i TR

2 |
0

(b.1+1)(6n 1) R =12, .5k
Arrétons-nous aprés lopération A (o, pi) et soit, d’aillears,

Pi= G/ == B}

7
s
|
-
I
—_
-

4 ¢ce moment nous avons barré, dans 1”7, tous les nombres

(Gm=*1)(6n =) g o e S A R T i R
(6L —1(6r=+1) (R =1,2 )
si gy=-—1; ¢l tous les nombres
(6m==1) (6n %=1) 7y B e R R e T
S| Ey ==+ 1.

Quﬁlza sont les nombres du tablean T (ue nous avons barrés en
meéme lemps ?

(bm = 1) (brnX1)=6(mn-+csm + ' n) + ez
C est-a-dire (Jue nous avons barré¢ dans T tous les nombres de la
forme
bmn4+em-+¢'n (m=ruw .. 0—1rtp=1.09 ...}

bin — n +¢l S DAL S

P
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s12,=— — 1, et lous les nombres de la forme
bmn +zsm—+zsn W e e Bt AT e N A

At

A chaque nombre non barré de T correspond un couple de
nombres 6 m — 1, 6m 41 non barrés de T". Comme pp=06/+ 2,
le premier nombre de T gne l'on barrera en faisant 'opéra-
tion A (0, psyy) sera au moins

6f 4+1)t —
EI,_.,.. .{"H‘ I — 'ta’t'jrill--'-.—ll.

St done, apres [ s n|ﬂ':t":i|iit11, il v a des nombres de I’ non

bharrés .-i|||u'-.|'i{*ul'.~c a et mférienrs 4 602+ 2#"_. 1 y aura, Apres ‘,m‘r.',.

un couple de nombres premiers tels que p, et p,-+ 2. Il en sera
toujours ainsi et, par cons¢quent, il y anra une infinité de valeurs
de n telles que Puyi = Pn-+ 2 81, entre let al(3/4+1),1l yaau

maolins un IlfJIIIIJITf {1III n esl ll ducune {11’5 fijlwlll‘ﬁ

bmn 4+:=zm +ts'n (7 ==y R ST B LY,

Merlin démontre que I'existence d’un tel nombre se raméne bien

au théoreme général énonce ci-dessus.
16. Une méthode toute semblable est appliquée parlur 4 la démon-
stration
De 'existence d'une infinité de valeurs de n telles que
Pn+1— MFn — L

Dz 'existence d'une infinité de valears de n telles (que I'on ait a la
|.1I{H
Panrt— Pn= 12, Pu+a— Pupsg = .

17. Plus généralement, on peut se proposer de résoudre en nom-
bres premiers 'équation indéterminée do premier degré a deux
Inconnues &, y.

Soil
(10) ar+by=c

I"équation en question ; nous supposons «, b, ¢ premiers entre eux

deux a4 deux.
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S”F‘]}{}ﬁmm d’abord a et b posiufs.

Considérons les deux Progressions
(1) ax
et
“'JJ e by

| D’apres le n® 2, elles ont une infinité d’interférences communes
O « . . Sl ‘
| Inant unde I]]'E-]HII'I‘H:':HH] Hl'illlll”‘l”lllﬂ f!ff‘ raison

(12)

al.

i = . % 2 . "
" donnent les solutions de | équation (10),
) : - =
Pour trouver les solutions en nombres premiers de l'équa-
i R 3 : ) 8 =
'On (10), 1l faut d’abord effacer les termes de la progression (11)

i 2 . : :
Partir de o de 2 en 2,de 3 en 3,de 5 en 5, ..., de Pu €0 Py,

Pr df?ﬁi;.._,‘llhu[. le plus grand nombre premier non supérieur
! \f.fj'i i

! a

Puis il faut effacer les termes de (11') a partir de ¢ de 2 en 3,
de 3 e 3, de b enib, ..., de Pm €N P, p désignant le plus grand
nombre premier non ﬁtll'iﬁl'iﬂlll' g ;"f£+

¥ ' ‘ b

Les termes de la progression (12) qui nauront pas été ellacés
€itre zéro et ¢ donneront les solutions cherchées.

'j"|‘[‘.rt'1un:-: \, ensemble des opcrations que nous venons de
définir relativement 3 la progression ax. g

-‘ilijii:lmu B, I'ensemble des opérations ¢ue nous venons de
définip relativement a la progression ¢ — by.

\ppelons A, 'ensemble des opérations qui constituent A, sauf
celles relatives aux nombres premiers facteurs de 6; A}, I'ensemble
{l{?a‘a. mémes opérations A’ , mais ellectuées sur la suite des nombres
€hliers,

Appelons B, I'ensemble des opérations qui constituent B, sauf
celles relatives aux nombres premiers facteurs de a; B, I'ensemble
des mémes operations B, mais eflectuées sur la suite des nombres
X
il

, e conlenanl que des |u*n;;=.'|‘ﬂ.~;5im1.~1 dont la

Nliers, et | origine etant

|JEE-1 r_lll-!i'l'ulinuﬁ -'tli

|'.' : : oy g 4 R i
150N est premiére avec b, forment, d’aprés le n® 3, sur la pro-

Ll —
L FI.'. .-
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aression (12), une configuration identique a celle produite par les

r'l
[

r}Iu':I'dIiHIJ:-l A’ sur un certaimn intervalle h de longueur | —
! O ab

Les opérations B ne contenant que des progressions don! la
raison est prr:rmi{*rf' avec . forment, d‘;.;n-f-_ﬁ le n® 3, sur la pro-
gression (12), une configuration identique a celle produite par les
opérations B, sur un certain intervalle I, de longueur ’}:;ﬂ"

Pour obtenir la configuration En*mluitr sur la IH'{'I'I‘_:I"Q"HHiHII {'_If‘-_‘]
par les opérations A el |'.’-'t fartes simultanément. il suffit d’'amener
les intervalles 1, et 1, &4 coincider en déplacant convenablementl

l'origine des i_]l}ll"l":llil'Jl'l:-': H_'_,. par :-.xmnph*.

On constate d’ailleurs que les facteurs premiers qui figurent dans @
et dans & sont sans ellet.

Bien entendu, 1l faut encore que les opérations A el B ne fascenl
intervenir qu’une seale et méme progression de raison 2. Ceci corres-
pr;mrf a une restriction évidente nécessaire pour la possibilité de
I'équation (ro) en nombres premiers (le cas de x ou y —=2 L:H‘_‘ﬂph_"-]-
Il est clair que ¢ doil étre pair s1 @ el b sonl tous deux 1mpairs, ill'lfﬁlil'
dans le cas contraire,

LLa methode ainsi développée permettrait, on le voit, la résolution
en nombres premiers du probléme de 'analyse indéterminée du pre-

mier d egre.,

18. Géneralisation. — Ajoutons que, a la fin du Mémoire, I'Auteur
indique comment on pourrait appliquer la méme marche a un plus
grand nombre de progressions en substituant aux nombres premiers

des systémes de nombres premiers entre eux deux a deux.
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