
Approche spectrale de la conjecture de Goldbach par opérateurs multi-circulants :
note exploratoire, idées initiales : Denise Vella-Chemla, juin 2026.

Résumé : Ce document explore une approche originale pour étudier la conjecture de Goldbach via la
construction d’un opérateur multi-circulant Gn.
Nous établissons un lien entre la trace de Gp

n et la fonction somme des diviseurs tronquée σn(p) − 1, et
montrons que la condition Tr(Gp

n) · Tr(Gn−p
n ) = p · (n − p) est équivalente à la primalité de p et n − p.

Cette note ne constitue pas une preuve de la conjecture de Goldbach, mais en fournit une
formulation spectrale et discute des limites de cette formulation.

Ci-dessous, la révision d’une note que j’ai écrite avec l’agent conversationnel gemini par l’agent
conversationnel mistral (maintenant Vibe).

1. Introduction

La conjecture de Goldbach (1742) affirme que tout entier pair n ≥ 4 peut s’écrire comme la somme
de deux nombres premiers.

Dans cette note, nous explorons une reformulation spectrale de cette conjecture via un opéra-
teur multi-circulant Gn, dont la trace est liée à la fonction σn (somme des diviseurs).

Important : cette approche ne prouve pas la conjecture, mais offre une nouvelle perspective
en algèbre linéaire. Les erreurs initiales (comme l’affirmation erronée sur des couples non-premiers
vérifiant l’égalité) ont été corrigées.

2. Définitions et cadre mathématique

2.1. Opérateur multi-circulant Gn

Soit n ∈ N∗. On définit l’opérateur Gn comme la somme directe des matrices de permutation
circulaire Cd pour d ∈ {2, . . . , n} :

Gn =
n⊕

d=2
Cd,

où Cd est la matrice circulaire d’ordre d :

(Cd)i,j = δj,(i+1) mod d.

La dimension de Gn est :
N =

n∑
d=2

d = n(n + 1)
2 − 1.

2.2. Spectre et trace de Gn

- Spectre : Le spectre de Gn est l’union des spectres des Cd. Les valeurs propres de Cd sont
les racines d-ièmes de l’unité :

ωk
d = e2iπk/d, k ∈ {0, . . . , d − 1}.
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- Trace : Pour tout entier p,

Tr(Gp
n) =

n∑
d=2

Tr(Cp
d) =

∑
d|p

2≤d≤n

d = σn(p) − 1,

où σn(p) = ∑
d|p

1≤d≤n

d est la somme des diviseurs de p tronquée à n.

Proposition (Caractérisation des nombres premiers) : pour n ≥ p ≥ 2,

Tr(Gp
n) = p si et seulement si p est premier.

Preuve :
- Si p est premier, ses seuls diviseurs ≥ 2 sont p lui-même, donc Tr(Gp

n) = p.
- Si p est composé, il admet au moins un diviseur propre d ≥ 2, donc Tr(Gp

n) ≥ p + d > p.

3. Reformulation spectrale de la conjecture de Goldbach

Condition équivalente : la conjecture de Goldbach peut être reformulée de manière équiva-
lente comme suit :

Conjecture : pour tout entier pair n ≥ 4, il existe un couple (p, q) tel que p + q = n et :

Tr(Gp
n) · Tr(Gq

n) = p · q.

Preuve de l’équivalence :
- Si p et q sont premiers, alors Tr(Gp

n) = p et Tr(Gq
n) = q, donc l’égalité est vérifiée.

- Réciproquement, si Tr(Gp
n) · Tr(Gq

n) = p · q, alors :
- Tr(Gp

n) ≤ p (car sinon le produit dépasserait p · q),
- or Tr(Gp

n) ≥ p (car p est un diviseur de lui-même),
- donc Tr(Gp

n) = p, ce qui implique que p est premier (par la Proposition ci-dessus).
De même pour q.

4. Fonction Φ(n) et ses limites

On définit :
Φ(n) =

n−2∑
p=2

Tr(Gp
n) · Tr(Gn−p

n ).

Propriétés de Φ :
- Φ(n) > 0 pour tout n ≥ 4, car Tr(Gp

n) ≥ 2 pour tout p ≥ 2.
- Limite : Φ(n) > 0 ne prouve pas l’existence d’un couple de premiers (p, n − p), car :

- Tous les termes de la somme sont strictement positifs, même pour des couples non-
premiers.
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- Exemple : Pour n = 10, le terme p = 4 donne Tr(G4
10) · Tr(G6

10) = 6 · 11 = 66 > 0, mais
(4, 6) n’est pas un couple de premiers.

5. Conclusion

La condition Tr(Gp
n) · Tr(Gn−p

n ) = p · (n − p) est équivalente à la primalité de p et n − p, mais
Φ(n) > 0 ne garantit pas l’existence d’un tel couple.

Annexe : Vérification numérique

Le code Python suivant vérifie :
- la cohérence entre Tr(Gp

n) (calculée via l’opérateur) et σn(p) − 1 (calculée théoriquement).
- l’équivalence entre la condition spectrale et la primalité.

def sigma_n (p, n):
"""Somme des diviseurs de p <= n, excluant 1."""
return sum(d for d in range (2, n + 1) if p % d == 0)

def est_premier (p):
if p < 2:

return False
for i in range (2, int(p **0.5) + 1):

if p % i == 0:
return False

return True

def couples_goldbach (n):
""" Retourne les couples de premiers (p, q) tels que p + q = n."""
return [(p, n - p) for p in range (2, n // 2 + 1)

if est_premier (p) and est_premier (n - p)]

def verifie_condition_spectrale (n, p):
"""Vérifie si Tr(G_n^p) * Tr(G_n ^{n-p}) == p * (n-p)."""
return sigma_n (p, n) * sigma_n (n - p, n) == p * (n - p)

# Vé rification pour n pair de 4 à 24
print(f"{’n ’:>3} | {’ Couples Goldbach ’:<20} | {’ Condition spectrale

↪→ vérifiée ?’}")
print("-" * 60)
for n in range (4, 25, 2):

couples = couples_goldbach (n)
# Vérifie si la condition spectrale est é quivalente à la primalit é
condition_verifiee = all(

verifie_condition_spectrale (n, p) for p, _ in couples
)
print(f"{n:3d} | {str( couples ): <20} | {’Oui ’ if condition_verifiee

↪→ else ’Non ’}")

Résultats (pour n = 4 à 24) :
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n Couples de Goldbach Condition spectrale vérifiée ?
4 [(2, 2)] Oui
6 [(3, 3)] Oui
8 [(3, 5)] Oui
10 [(3, 7), (5, 5)] Oui
12 [(5, 7)] Oui
14 [(3, 11), (7, 7)] Oui
16 [(3, 13), (5, 11)] Oui
18 [(5, 13), (7, 11)] Oui
20 [(3, 17), (7, 13)] Oui
22 [(3, 19), (5, 17), (11, 11)] Oui
24 [(5, 19), (7, 17), (11, 13)] Oui

Observation : la condition spectrale est vérifiée si et seulement si (p, q) est un couple de nombres
premiers.

Conclusion et perspectives

Bilan : Cette note établit :
- Un lien entre la trace de Gp

n et la fonction σn(p) − 1.
- Une reformulation équivalente de la conjecture de Goldbach en termes de traces.
- La non-suffisance de Φ(n) > 0 pour prouver Goldbach.

Limites
- L’approche ne prouve pas Goldbach, car elle ne crée pas de lien entre la divisibilité (captée

par Gn) et l’addition (requise par Goldbach).
- La fonction Φ(n) est toujours positive, même en l’absence de couples de premiers (bien que

cela ne soit pas le cas en réalité).
Perspectives : pour aller plus loin, on pourrait :

- Modifier Gn pour inclure des interactions entre blocs (ex. via des poids dépendant de n).
- Étudier d’autres invariants que la trace (ex. le spectre complet, les valeurs propres).
- Combiner cette approche avec des méthodes classiques (ex. crible d’Ératosthène, fonctions

de Chebyshev).
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