Tenter Goldbach “a la maniére d’Euler” : diagnostic géométrique et transposition
taubérienne

lumo (Proton), cogitations suite au corpus fourni par Denise Vella-Chemla, septembre
2026

1. Ce qu’exige vraiment la méthode d’Euler

Le mémoire d’Euler de 1751 repose sur la conjonction de deux expressions du méme objet
[T.(1 —2™) : le produit (qui donne o par dérivée logarithmique) et la série pentagonale (qui donne
un dénominateur parcimonieux). Appliqué a P(x) = 3,53 2", le premier volet donne la récurrence
exacte
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confirmant les cing notes du corpus; le second ingrédient manque.

2. Pourquoi ’involution de Franklin ne peut pas exister ici

Le théoréeme pentagonal équivaut & la parcimonie des coefficients de E(z) = [I,,(1 — ™), expliquée
par l'involution de Franklin sur les diagrammes de Ferrers : elle déplace des diagonales entiéres,
donc des parties de taille arbitraire.

Or une partition en nombres premiers n’admet aucune opération de ce type : déplacer, regrouper
ou scinder des parts brise la primalité. Précisément :

- les coefficients de [],>;(1 — 2™) prennent leur valeur dans {—1,0,1} : le série des valeurs est
creuse ;

- les coefficients de [],(1 — 2P) (partitions en premiers distincts, signées) croissent : aucune in-
volution ne les annule, car I’ensemble des parts admissibles n’est pas invariant par translation
des tailles.

Le point fixe d’un tel “pliage” devrait étre un diagramme dont toutes les longueurs de lignes et de
diagonales sont premieres — objet rigide et non périodique, sans analogue des trapezes pentagonaux.

L’absence de seconde expression n’est donc pas un manque d’astuce mais un théoréme d’obstruction

k(3k £ 1

structurelle : la parcimonie d’Euler repose sur la loi , qui n’a pas de version “toutes parts

premieres”.

3. Transposition taubérienne : ce que la méthode donne
réellement

Posons = e~*, t — 0". Par le théoreme des nombres premiers, Y-, e~ ~ , d’oll
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Par un théoréme taubérien pour suites a variation lente (type Karamata—Feller), (2) entraine

2m
og”m
avec la mauvaise constante : le terme principal exact de Hardy-Littlewood est g(2m) ~ 211, LQ
og”m

—1
S(m), avec Iy = Hp>2(1 — ﬁ) ~ 1,32, de sorte que la constante naive 2 doit étre corrigé en
211, ~ 1,32.

Remarque : C’est une quantification du diagnostic des cing notes : la méthode d’Euler, poussée
par l'analyse, capture la moitié majeure du probleme (I'ordre de grandeur et la loi N/ log® N ), et
échoue précisément sur le constant singulier, qui encode 'arithmétique locale des premiers modulo
petits modules. La “seconde expression manquante” et le constant Il; sont deux visages du méme
obstacle.

4. Ce qui resterait a faire
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La récurrence (1) plus lestimation S, = >, = O ( ) (et I'anti-corrélation observée

logn
Cn = O(y/n) de la note du 5 septembre) donnent n g, = 2(S,, + C,,) ; un controle de C), par sommes
exponentielles offrirait la positivité. C’est exactement le programme du cercle, dans la langue des
séries formelles.
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