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AVERTISSEMENT.

Les six premiers, des dix mémoires, que contient oe tome ont déji
été imprimés en 1829 & Florence, en um petit nombre d’exemplaires,
aux frais de Pauteur, uniquement pour étre distribués & quelques amis;
mais ils sont restés inconnus & la librairie et au public.

Comme cependant l'importance de ces mémoires, et des recher-
ches et des idées profondes quils contiennent, les rendent éminemment
digues d'étre offerts publiquement & la connaissance des savants, le sous-
signé, éditeur du ,, Journal fir die reine und angewandte Mathematik”
a demandé & leur auteur la permission de faire réimprimer et de publier
par la voie du journal ces excellents morceaux, en le suppliant de les
faire suivre de quelques autres.

Monsieur Libri a eu la complaisance non seulement de donner .
cette permission, mais d’ajouter quatre autres mémoires inédits jusqu’alors
aux six qui étaient déjd imprimés.

Ces dix mémoires, conformément i la permission bienveillante de
leur auteur, ont donc été imprimés successivement dans le dit journal,
dont ils forment maintenant un de plus beaux ornemens, et I'éditeur du
journal profite de l'occasion actuelle pour rendre grace publiquement i



Pauteur de la bonté avec laquelle il a bien voulu contribuer & enrichir le
journal par ses beaux ouvrages. ‘

Mais les dix mémoires se trouvant trés éparpillés dans le diffé-
rents tomes du journal, Péditeur a pensé qu'il serait utile et agréable aux
géomeétres, de les trouver réunis dans un seul volume. Ayant donc ob-
tenu de l'auteur la permission d’en former une collection, que celui-ci a
bien voulu donner encore avec une égale complaisance, I'éditeur-libraire
du journal, Mr. Reimer, a fait tirer des exemplaires a part de ces mé-
moires rangés & la suite 'un de Pautre et formant aiusi la présente col-
lection qu'on présente au public, avec la conviction quelle sera agréable
& tous les amateurs des mathématiques.

Berlin 1835.

A. L. Crelle,

&ditear du ,,Journal fir die reine wnd
angewandte Mathematik."”
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- SUR QUELQUES FORMULES GENERALES I'ANALYSE.

.

' l'NTRODUCTlON

L’ algébre présente un grand nombre de problemes, tels que le dévelop-
pement du polynome, la recherche des fonctions symétriques des racines
des équations algébriques, ¥éliminatfon, etc., dont la sohition dépend dans
chaque cas part:cuher des principes les plus élémendaires, mais qux offrent
de* grandes * dificultés quand il s'agit de les résoudre en général.’ Cepen-
dant le défaut de formules se fait sentir chaque fois que la solution d’un

.probléme exige, quelon connaisse le résultat général des opérations qu'on

sait effectuer seulement dans les cas particuliers;-et comme oette eircon-

stance se renouvelle souvent dans Yanalyse, il en résulte une imperfection
"qui plane sur toute P'étendue de la science. Cette imperfoction disparai-

trait si on savait, dans le développement d’un polynome quelconque, trou-

ver le terme général sans quil £it besoin de connaitre les termes précé-
dens, comme cela parait nécessaire au prem:er abord; car eette question
renferme toutes celles de la méme espéce que nous avons énonobes ci-
dessus, Les géométres allemands, qui ge sont beaucoup occupés de oés
recherches, ont tiché de tirer le développement du polynome de analyse

_combinatoire, dont Leibnitz avait donné la premiére idée; mdis Iburs

prooédés qui reposent presquentidrement sur la partition des nombres,

(opération qu'on ne sait par effectuer en général) ne peuvent fournir que

des régles didactiques, et point do formules gémérales. D’autres analystes

ont ramené ce probléme au caleul différentiel et aux intégrales définies:

ees méthodes qui sont plus directes, exigent cegendant que I'on connaisse
A
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les différenticlles suceessives de eertaines fowetions; et comme pour les
obtenir il' faut développer ces fonetions en séries, it est clair que le pro-
bléme revient en derniére amalyse d ee quil était d'abord, puisque il faut
calculer les termes précédens peur avoir celui que Fon eherche. Aiusi
jusqu'd présent, il n’y aveit aucune formule générale, eqqui offrit sous uue
forme concise tous les termes dont le développement d’une fonction poly-
nome se compose, sans qu'il fiit nécessaire de fhire aucune opération pré-
liminaire. Cependant il semble que dans I'état-actuel de l'analyse il faut
renoncer # tous les moyens pratiques, comme Fon a depuis Iong tems
abandonné les construetions graphiques pour la solution des problémesy et
que lon dolt chercher des formules générales, qui aient pour caractére
spécial de résoudre la questiort #ans sa plus grande étendue, sans quil soit
méoessaire, pour les appliquer aux cas. particuliers, d’effectuer d’autre opé-
ration que celle &y substituer les quantités cennues. Chaque fois qu’une
formule ne remplit pas ces conditions, elle est incompléte; parceque la va-
deur dune quantité qui en dépendrait, ne saurait étre substituée dans une
autre expression. ) ' )

Pour résoudre les questions qui mous oecupent, nous avons ramené
&abord le développement d’'un polynome & une équatien sux différences
d'ordre indefini, dont Fintégrale exprimée en série nous a donné le terme
général du développement cherché: puis nous avons partagé cette série en
autan® d'autres séries partielles quil y a de festeurs dans les termes qui
la composent; et nous avoms pu de cette maniére en ebtenir la somme
en termes finis. La fermule que l'on: trouve ainsi, est presquaussi simple
que celle qui exprime l'intégrale de I'équation linéaire aux différences du
premier ordre, et lui ressemble 4 quelques égards. On en déduit de suite
une expression des nombres de Bernoulli, plus compléte et moins diffi-
eile & ealculer que toutes celles que I'on conmaissait jusqu'a présent. Ceci
mous eonduit & exposer une fogmule assez simple, qui sert & développer
par les puissances ascendantes de la variable, Linéégrale finie d’'une fonc
tion quélconque.

La méthede dent nous avons fait usage pour développer le poly-
nome, sest encore & trouver la somme des puissances des racines d’une
équation algébrique queloenque: on obtient dans oe cas denx développe-
mens, qui en derniére analyse somt identiques, et om les semme de la
méme maniére que la séfie que Fon owait obtenue pour le polynome.
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Nous déduisons des formules qui représentent ces développemens, une ex-
pression générale de la somme des diviseurs d’'un nombre quelconque;
.somme que Pon n’avait jamais pu soumettre & aucune loi réguliére: et

nous montrerons dans la suite comment ces mémes formules peuvent ser-
" vir d trouver directement un nombre premier plus grand quune limite
quelconque. Lorsquon connait la somme des racines d’'une équatien, tou-
tgs les autres fonctions symétriques des mémes racines s’en déduisent:
mais nous n'avons pas cru nécessaire de nous arréter d exposer les for-
mules qui les reprégentent. Cependant nous avons pensé quil ne serait
pas tout & fait inutile de donner la formule géuérale d'élimination, entre
deux équations algébriques de degrés quelconques; et mous lavons expo-
sée en négligeant la démonstration qui est trés-facile a retrouver.

Les farmules que nous exposons dans ce mémoire, offrent Favan-
tage de pouvoir introduire dans le calcul, sous forme finie, le résultat
d’opérations qui dépendent de développemens trés-longs a effectuer. Nous
avons cru nécessaire de les plaser & la téte de ces recherches, & cause des
applications fréquentes que nous en fairons dang: la suite, & Panalyse numé-
rique ef & diverses questions de calcul intégral,

ANALYSE.

Etant proposé de développer suivant les puissances ascendantes de -
z, le polynome indéfini
(1+6,z+08,2. . a2 Fete) =1+y.34+ )
si I'on prend la différentielle logarithmique de ¢ s de
cette équation, et que I'on égale les cosfficiens ¢ s de
z, on aura la suite d'équations aux différences
y, = ma,;
2, = 2ma,+ (m—1)a,5.;
3y; =3may 4 Qm—1)a,y, +(m—2a,y.;

l. xy,=axm o, +((x-1)m—1)a, .y, + (®—2)m—2) 6, .y, + ete.
et en substituant dans la derniére, les valeurs de y,, 7., ys 4 etc., dédui-
tes des équations précédentes, on aura lintégrale de I'équation (1.) expri-
mée en série de cette maniére A2
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2. Y= a::ax + ((a:—l)m-- l) Tx (ma,) +«.‘D—2) M— 2) Ax-g (2ma2-|- (m—2-1 )a l(ma!))
RSO N1, T

et il sera facile de saisir la lai des termes, pmsque le coéfficint (3, , est égal &
la somme de tous les termes précédens dans lesquels on a changé x et 2.

’ A Taide des substitutions successives on peut toujours exprimer en
série lintégrale d'une équation aux différences; mais les formules que oy
obtient de cette maniére manquent de symétrie, et ne peuvent pas aisé-
ment se représenter A lesprit; pour les rendre utiles il faut les réduire a
une forme finie, et c’est ce que nous allons faire maintenant.

Si dans I'équation (2.) on réunit par groupes les termes composés
de deux, de trois, .... de u-1 facteurs, (en ne considérant comme
facteurs que les coéfficiens indéterminés @, , a,, ag,.... 8,, eto., du-poly=
nome) et si Yop désigne ces groupes pard,, Ayy ooeo Ay, ete., on aura

xXmax
@

+((@-1)m-1)= 21 (ma,) + ((@—2) m—2) 2==2 =2 0ma,) + (@-3)m—3)=2(may) e ...
............................+((a'—t)m—t)a""(ma,)+etc.

+((x-2)m-2) 2= f'x-e((_m_-lkﬂa_) +((@-3)m- 3)«x-s((2m-1>a, (ma.)+(m-2)a.(m«,)) + efe.

¢ttt e e s s e e @0 e e e e e e oo fetc
=”“;'c""’-|-.4,,+,43 oo eF A, +ete
Mainte ’ " rme général l'expression
TY)M—2x,) 8y,
dans & it les valeurs 1, 2, 3, ... #—1; l'on

| T—X)M—2,) 0y

en intégrant entre les limites x, =1, x, =x. Le groupe 4, a poar term
général

w"w 8., (x—x)m—2) 0, (T, —2)M—2) 0, _,

ot il faut donmer & z, toutes les valeurs 2, 3, 4, . ... x—1; et Taire succes-
sivement x,=1 2 3,.... 2,—1; on trouvera par conséquent

Ay= Z Z ax, ((x"—“'x) m—wx) Cx_x, ((x,—z,)m—w,)a, -2y 9
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en intégrant entre les limites - .
rn=2 r=x; r,=1, x,=ux,.
Et en général on aura Féquation
Ay = '

zzznn ;.—;:”"":m azu((x =X x)m"w :)ax—x, ((a“ 1=, n)m"xe).axf-x? “"((xw-x_xu)m'wu) ax“_,—xg ’

ou-il faut intégrer entre les limites

X=Uy X, = ; T=U—1, x;=2x,; T;=U-2y ;=5 eees 2, =1, =2, ,.

En exprimant les intégrales définigs aux différences par la notation de

M. Fourier, on aura '
00,0 Ty ,=%, ((x—x,)m—2x,)a e ((a—xy) m.,.xa)axt_ xpesee

-l‘u-{-;* 2 zotooz ki ax

[r 25/ R PR u ‘ . '
%,=8 %,u—1 %, =1 e e e * 00 0 a0 00 00 ((xu.g*w,‘)M—a‘u)axu_t_x“

»
b

mais comme 'ona - e=eh 0=, ,
| = log =
90,==% %09~y YT Xy =1 xRt
2 z eescoves z — ’

;=8 Xg==a—1 %0,=1 o

e btant 1a base des logarithmes hyperboliques, et que l'on a aussi par la
notation de Vandermonde )

((x"'”i)b":x t) Cxex; ((.1? x"‘)m"'xt)“ax:—«a" oee ((‘? N u)m—.f,‘) Ox, 1 —xy

w.a‘lunxu_;

; . = {:n_:__, ((‘”u-l-' “5 m;wu) a"v-;'.‘v]u

" {pourvu que l'on suppose x,=x) on trouvera

s=utt o=, ,

) ) =log =
=1 % =n—s+1
44,,4_‘ = e ’axu[’—::((xw—x—wu)m—w“)ax“—xu]
et puisque - u=x
: L ye=mo + XA,
on obtiendra enfin o m=
=nt1 x=m,,
Zlog =

== o mu—s+1

. =1 - %
S. Yx=m a4 P e ma,, [;1‘ «3':‘-1"3“) m -a"“) a"'u-x“"u]
—t U2

en faisant toujours x, =x %),

%) Nous aurions pous Spargner cette réduction, en écrivant x, aun lieu de «
dans tout ce qui précide; maiuéﬁou ne Pavons pas fait, A cause des difficultde typo-




On peut encore réduire cette expression 3 Ia forme suivante

s=atds w =,

L = — 4
1
a=zx 2: log“ﬁ'_z s+ Zolog = (@t )m—s.,) Ox iyt
ye=ma,FmZ e a,,e
w==1

en exprimant toujours per e la base des logarithmes hyperboliques, et
faisant x, = .
On sait qu'étant donnée la série
z __ 1

z z zl zx
1l ottt emtes
les nombres de Bernoulli seront exprimés par 1a relation
B, = 1.2. 3.....(x+l)yx+,.
Si & présent on fait dans la formule (3.)
1 1

—— 1+y,z+3f‘z'u..+yxzx+etc-§

aq — ——3 .
*u 10203.-,.(&‘“+l) Xyt2 ?
w1
: s u4y x==x,
= log = )
Byt t T o L [ 4l
- ) l[“"‘l‘!xj- u=3 . {=.4 :u]-‘.l. [xu_.—;:-:]:;‘fl]J

B 1334..1.(” 0~ 1.2.::...@(“ 1’15) _1.‘2.3...‘.(.1:—1)(— 1.';.3 “‘1‘2(’ 111))

S & L e ey ) el LY

En faisant dans eette expression succegsivement =1, 2, 3, ete.,. on ob-
tiendra les valeurs déjA connues .

By=—1; B,=2(—3+d=% B.=06(—s5+ 1+ 15— =0; ete.
Cette formule est assez simple, et le calcul numerique, pour chaque chs.
particulier, en est plus aisé que dans les expressions connues jusqu'd pré-
sent: d'ailleurs elle est générale, et fournit méme la valeur de B,= —1,
que d'autres formules (celle de La Place par exemple) ne donnent pas:
nous l'avons rapportée eomme une application trés -gimple du développs-
ment du polynome que nous venons de trouver.

— l 0203«003

graphiques, que nous anridns rencontrées dans Pimpression des formules exposées done
ce mémoire; difficultés que le manque des cam:leres nécessgires rend plus grandes en
Toscane qu’ailleurs.
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Les nombres de- Bernoulli ne sont au fond autre choge que les -
codlficiens des diverses puissances de la variable dans le développement de
=2", multipliés par des nombres connus: il s'agissait de développer la
fonction indéterminée = (z) par les puissances ascendantes de z, on au-
rait un résultat assez simple que nous allons faire commaitre.

Etant donnée Péquation
Py =e,Fez4 62 icc.f e, 2* Jetc,
elle se réduit & '

ax u? z%
e~ =14uz+ T.T""'Ffiu';%"' etc.y
lorsque @ (3) =e¢*°, et on aura dans ce cas
Si Pon fait & présent .
' 4. Z¢(z) = 0,24 a,2" ... . 4 0.2*  eto.,
S == bz b 2teens + bozt + ett,
a,. sera wne fonction linéaire des coéfficiens €,._,, €., €y, etc., e b,
sera une fonetion semablable des ocoéfficiens
Wt al wh
133..(z—1)" 123..2° 123..(af1)* ©i0s
et les diverses puissances de u, 4%, u’ etc., resteront indépendantes les
unes des autres, de méme que les coéfficiens e,, €,, €,y vove €, et il
ne pourra pas y avoir de réduction, de telle maniére que si Ion coanait
Ta valeur de 5., on trouvera celle de g, en substituant '

.10203 voe oxe” —3 dxd.gx(v)

(ot i faut faire 2= 0 aprés les différentiations) au Lieu de u*.

Maintenant Pon.a =" = g:—:‘ » et comme nous avons trouvé pré-

oédemment l¢ développement de ¢

T = sty trut et fetes

on aurs
S (T trcbrutrtoky o on) (s T + {5t g +ete)

R = b,,z-l-b,z'. roo+b,2’+ etcd,
et par suite

= i u” A akad
be = pa st a3 T Eoa T
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§i I'on substitue dans cette équation & 'p(”) au Ken de u*, on eura en -

général
1 (a2 da». a1, (v)
O W 1.23.....'»( dv"?'gv) Fn a‘zfv) +7r 7,,7?;-;—-1- etc.).

Ce ocoéfficient peut aussi s'exprimer em termes finis Je ectte matidro
_ (320 qo(v)) (B ;
développant on change (%:2¢ . ‘P(v)
pourvu quen développant on change en =%, comme on lo

fait pour d’autres formules de la méme" espéce. Alors en substituant dans
l’équatxon (4) les valeurs de a,, a,, a, s etc., exprimées de cette ma-
niére, on ura la formule

b =" 1.2. 3.' ;

d.g(v

2¢(z)=(z—'%ﬂ+1i;(m))n....+i2.? — """”))+etc.)(e _3) ,

_EEFICEY |

dans laquelle il faut changer (d ;v(")) en & dz,(”), aprés avoir développé,
et faire-v =0, aprés les différentiations. On pourra développer de la
méme meaniére =°@(z); et em général ="Q(2), AP (z), etc.
: .Etant donnée I'équation 4

F—0, " — 0,2 Feeee—a, = 0,
si Pon exprime par P, la somme des puissances m™* de ges racines, on &
toujours

5 P, =aP, ,4+a,P,  0c...+ ma, ,
et par suite P,.=a,. ,,,_,-l-a,P,,,,_,.....—l-(mp—i)a,,_,,
P._.=oqP,. F 0 Ppiereest (m—2) G s

e ee e e sessccesecscsesce €,
et si I'on substitue ces derniéres valeurs dans I'équation (5.} il en résul-
tera la formule
P, m=m am+ (m—i)a'm-t (al)+(m—2)am-a (as +0‘(0,)) "‘”+(m"t)am-t Bt + etc. ’
dans laquelle le coéfficient (3, se. forme en changeant m en ¢ dans tous
les termes précédens, et négligeant tous les cocfficiens numériques exter-
nes. Si lon avait commencé par substituer les valeurs de P,, P,, P, etc.,
dans Péquation (5.), on aurait obtenu I'expression

Po,=ma,+6n.() + G o(2410(2,)) + %-3(3031-03(";) +n,(a.+ 0;(0,))) + eto. ,
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qui ne différe de Ila précédente, que par la disposition des termes dont
elle se compose.

‘On doit observer que ces formules sont exactes seulement pour
des valeurs de m entiéres, positives, et plus grandes que zéro; et quiil
faut s’arréter lorsquon trouve des ‘coéfficiens & indices plus ‘petits que Pu-
nité. Lorsque m=0, on a P,=n, et si m a une valeur négative, on
divisera I'équation proposée par ¢,x", et en faisant -_;—:--.-_- ¥ on-" cherchera

~la somme des puissances — 777" des racines de la nouvelle équation en y
qui en résultera.

Si Fon décompose la série qui exprime la valeur de P,, en au-

tant de séries partielles quil peut y avoir de facteurs algébriques, on aura
. ma,,
+ (m—l) O (an) + (m-—-2) am-—n(as) + (m-3) O3 (as) + etc.
+ m-2an,(a) (a) + (m—3)a,_s(a.6, + 6.a,) 4 etc.
e s e e s e e e s s e s ep e s esecnes s et etc
et on trouvera aisément, comme on I'a fajt pour le polynome,

=41 m=m,

P, =

’

=2 log =
T=M =3 msRest Xx
P, mw = mna, + z e (m_ml) a"‘x [a"'.’t-l—"'x ] ’
%=1

en faisant toujours m, = m,

11 est clair que Yon pourra écrire ausei

=x+1 m=m,, =%
P log 2 = lOg am,-mm
=M == m,==x—341 z=0 .
P, = ma.+ Z e (ﬂbﬂ!,)a,,,x e »
o=1

et ces deux expressions seropt équivalentes. En ?ppﬁqgant cette formule
a Péquation

(x—1)" (" —1) (@' — 1) (@ *—1).eses (@ —1) (x—1) == 0,
et en indiquant parﬁn) la somme des diviseurs de 2z, on aura par la

notation de Vandermonde lexpression
' B
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ﬁn)—-n =

a (((sn-J[0]-{rsn ZO]-1ranS10].. +[n+n-,(32‘§"z‘3-1if‘3'f reto)}
n-3 3-n »3(32312) §(3:T12)4

Ha-){-([n+n-2][0]-{n+n-3][0]-[n+n-41[0].n. + [n4n-§(35£2)-2][ 0 oo et )} ((["][01-["-1][()]))

® 0 0 0 0 0 0 5 o @ & 0 06 © & ® 0 0 0 0 0 5 0O O 0 0 0 0 v 0o L]

+n-)f-([n+n-u-1] [0]-[r+n—ss-21[ O] . +[n+n-u-;('§§§§f)’-’i’]’[“(’)'ii’w€fe )};4,.

® © 0 ® 06 & ¢ © 0 © 0 O 0 O O 0 0 O P VS VO S T O O O S 90 00

dans laquelle la loi des termes est manifeste, puisque le coéfficient 4, se
forme en changeant en u la seconde » comprise entre les crochets des
factorielles, dans tous les termes qui le précédent, et en faisant n=1u
dans tous les exposans de ces mémes factorielles : pourvu que Fon égale
4 Funité tous les coéfficiens numériques extermes (tels que n, n—1,
r—2, etc.) des termes précédens Ainsi par exemple un terme de la

w-8 *U

forme + (n—c)[n+n—-c—-f] [0] » 8e changera en cehii-ci +[n4-u—s—1][0].
1l est clair que toutes ces séries s'arréteront lorsque dans un terme quel-

conque de la forme [n+.4——ﬁ [6j¢, A sera un mombre entier négatif.

Ainsi par exemple en faisant dans cette formule suecessivement
n=1t, n=2, n=23, etc., on aura

Jo=1— (@il O) =1—1+1=1,
Jo=2—2@31 101121 01110 + (21 (91111 10D 2] 0}-{1] 10D
=222 1) e—ne—H=2—04+1=3.
J3y=3—351 (0114 [0]=(3] {0])+2([4] [0][3] [0}—[2] (O] (13} [01-121 0}y
+ (31 (0121 [0]) (14] (0]~ 3] [0]—{2][0]- 13} [0} — [2] [O)")
=3—3(323_13_3) 4 o33 -3-1)3-1)+ 3-1) (3 -3-1-(3-1)7)
=3—3(10—6— 3)+2(6—4)2+2(6-4—4) 3-34-8-4=14

5 00 00 0600000 0 000 00 000 e e e etc’.
8'il vagissait de déterminer les cosfficiens de Péquation
PR N e R +4,=0,

dont les racines sont eonnues, en indiquant par P, la somme des puis-
sances z,"* de ses racines, on aurait
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x4 zE=x, .
— 2 log =
_ 1 1 0 =1 z =541 1 x «
=P 2 e L e e (S0
Etant proposé d'éliminer 5 entre les deux équations
ym+ e;ym'—"'l" e,y"‘". o»oo+em = 0;
. P F byt by eenet by =0
Féquation résultante aprés I'élimination sera celle-ci

(1
_ To p". A".ﬂyl
6 1_;:—§n+l < t1 tlwﬂ £=% ' i
) X3 ¢, :zx logt,wz | ilog (Z p""‘“‘ J’“"““‘-‘) ’
+ 2 e T I’fxdfx—l e
\  x= x

Dans cette formule 4, représente le coéfficient de z, dans le déve-

loppement de la fraction _

b4 2b,x+3bs ... nb, 2

1+ 5,24 0.5ecca.F 0,20 °
et P, exprime la somme des puissances — ¢™* des racines de F'équation

y"teay " teayte.iiot e = 0; '

et comme les valeurs de 4, et de P, peuvent se déduire des formules
que nous avons trouvées précédemment, on substituera ces valeurs dans
Iéquation (6.) et le probléme sera résolu complétement.

Nous avons trouvé depuis long-temps les formules démontrées dans ce mé-
moire: elles ont été exposées dans denx mémoires que nous avons présentés en 1823,
et en 1825, i PAcadémie Royale des Sciences de Paris.

B2
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MEMOIRE

SUR LA THEORIE DE LA CHALEUR.

INTRODUCTION.

Lorsque lillustre géométre, qui le premier a découvert les lois de la pro-
pagation de la chaleur, s’occupa de cette théorie, les physiciens’ admettaient
presque généralement, que le refroidissement des corps s’opére d’aprés la
différence qui passe entre leur température, et celle du milieu environnant.
Depuis cette époque MM. Dulong et Petit sont parvenus, pas des ex-
périences délicates et variées, & découvrir la véritable loi d’aprés laquelle
la chaleur se propage & la surface des corps. Cette loi remarquable, et
entiérement différente de celle que Newton avait énoncée, paraissait de-
voir exciter lattention des amalystes, et les engager & connaitre les modi-
fications qu'elle introduirait dans les résultats du caleul: mais on a di re-
marquer, que dans les recherches plus récentes qui ont été publides sur
la théorie de la chaleur, on partait toujours de la loi de Newton.
Lorsqu'il s'agit de températures peu élevées, on peut supposer sans
erreur sensible, que le refroidissement s'opére d'aprés la différence des
temperatures; mais il n’en est pas de méme dans le probléme général, et
quoiqu'on @it cru que lerreur ne devenait apréciable qu'a des températu-
res trés-élevées, déji i la chaleur de I'eau bouillante, on commet une
erreur de presque deux degrés du thermométre centesimal, dans I'équa-
tion différentielle qui exprime le mouvement de la chaleur; et cette errewr
qui affecte & la fois la valeur de Finconnue, et la forme sous laquelle elle
se trouve dans I'équation différentielle, doit devenir bien plus sensible dans
lintégrale. Il est vrai quen partant de la loi découverte par M. Dulong,
les équations que I'on obtient me peuvent plus étre intégrées en termes
finis avec les méthodes connues; mais il ne parait pas toujours permis
dans les problémes physiques de s'écarter de la nature, pour simplifier V'a-
nalyse qui sert 4 les résoudre: et d'ailleurs si une premidre approximation
est suffisante pour les inventeurs d'une théorie, il faut que des recherches
ultérieures rapprochent d’avantage le calcul de I'expérience. C'est ainsi que
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Newton ayant découvert le systéme du monde, il a fallu wn sidcle de
recherches pour construire I'édifice dont il avait posé les fondemens,
Dans le mémoire que nous publions & présent, mous nous som-
"mes proposés de déterminer le mouvement linéaire de la chaleur, en
partant de la loi du refroidissement découverte par M. Dulong. On
sait que cette loi se compose de deux parties, dont l'une exprime la
perte de la chaleur, éprouvée par l'effet du rayonnement, et lautre re-
présente laction du milieu. Or cette seconde partie est sujette & des
variations quil est trés-difficile de soumettre au calcul: pour y parvenir
il faudrait connaitre la théorie des mouvemens des fluides élastiques; mais
ce probléme considéré dans sa généralité surpasse les forces actuelles de
lanalyse. On a supposé, pour surmonter cette difficulté, que les corps
dont on voulait connaitre les changemens de température, étaient soumis
d laction d'un courant d’air de densité et de température constantes, qui
frappait tous les points de leur surface avec une vitesse uniforme; mais il
est aisé de voir l'impossibilité de verifier en nature cette hypothése, de
maniére quon ne peut tirer de la aucun résultat comparable & Fexpérience.
Pour rapprocher autant qu'il est possible la théorie de I'observation, nous
avons di considérer le mouvement linéaire de la chaleur, dans une armille
de petite épaisseur renfermée dans un espace vide, dont l'enceinte est
maintenue 3 une températare constante. Ce probléme conduit & une équa-
tion aux différentielles partielles qui n’est plus linéaire, et qui contient la
yariable principale sous la forme d’exponentielle. Il n’'est plus possible
dans ce cas dintégrer directement I'équation trouvée, et il faut recourir
aux méthodes d'approximation, On ne connmait pas de méthode pour in-
tégrer par approximation les équations anx différentielles partielles: on peut
A la verité exprimer leur intégrale en séries, et I'on parvient, & laide du
" théoréme de M. Fourier, 4 sommer ces séries lorsqu'elles dérivent d'équa-~
tions linéaires & coéfficiens constans; mais lorsque la série est trop com-
pliquée pour pouvoir en obtenir le terme général, il est impossible de ju-
ger de sa convergence, et le probléme reste sans solution. Nous savons
tiché dappliquer aux équations aux différentielles partielles, la méthode
dapproximation dont on se sert pour les équations différentielles ordinai-
res. Onm sait que pour intégrer les équations différenticlles qui expriment
les mouvemens des eorps odlestes, on fait usage de la méthode d'appro-
ximation successive, d laide de laquelle on les réduit 4 wn nombre indé-
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fini d'équations linéairess meis il arrive que chaque intégration introduit
des arcs de oercle qui détruisent leffet de l'approximation. Les plus grands
géométres ont thohé de vaincre cette difficulté, mais les méthodes quiils
ont inventées, quoique trés-ingénieuses, deviemnent souvent impraticables
i cause de la longueur excessive des calculs qu'elles demandent. Et daile
leurs # est trés-difficile de s'assurer, que parmi les termes quon néglige
il n'en existe aucun qui devienne sensible au bout d’'un tems trés-long:
de telle maniére que ces méthodes exigent presquiautant de sagacité pour
les appliquer, qu'il falait de génie pour les découvrir. Toutes ces dif-
ficultés paraissent devoir se retrouver dans les équations aux différen-
tielles partielles; eependant si au lieu d'intégrer complétement la premiére
des équations linéaires que nous avons obtenues, pour prendre des inté-
grales particulidres des autres, comme on le fait pour les équations diffé-
rentielles ordinaires, on commence par prendre des intégrales particulié-
res, des premiéres équations que Fon veut considérer, et que I'on n’in-
tégre complétement que celle & laquelle on veut arréter l'approximation,
on obtiendra le nombre de fonctions arbitraires qui est nécessaire pour
satisfaire & toutes les conditions du probléme, et on sera assuré, comme
on le démontre directement, de pouvoir éviter toujours les arcs de cercle,
Nous avons effectué le caleul que nous venons d'indiquer, sur les deux
premiéres équations linéaires que fournit le probléme, et nous avons trouvé
ume formule qui se compose de celle queM. Fourier avait déjd donnée,
et dun terme de correction multiplié par une petite quantité. Ea embras-
gant un plus grand nombre d'équations, om trouverait la mémeé expression,
plus des termes multipliés par les puissanaes ascendantes de la petite quan
tité par rapport & laquelle on a développé. La méthode que nous venons
d'exposer, peut s'appliquer & lintégration par approximation d'une classe
assez étendue d’équations aux différentielles partielles; mais ces recherches ne
sauraient trouver place ici, et elles formeront le sujet d'un mémoire partieulier.

Parmi les nombreux corollaires que M. Fourier a déduits de son
analyse, il en est un fort remarquable qui prouve, quaprés un tems con-
sidérable la demisomme des températures de deux points diamétralement
opposés dans Parmille, forme toujours une quantité constante, et égale &
la température moyenne. Ce résultat-a été eonfirmé avec assez de préci-
sion par lexpérience, et il était intéressant de voir comment on tirerait
la méme conséquence de la loi découverte par M. Dulong. En partant
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de Ia température doamée par notre fornrule nous obtenons le méme théo-
réme, et nous démontrons quil dérive également de l’hypothese de New-
ton, et de la Ioi ebservée.

En supposant le refroidissement proportionnel & la différence des
températures, on trouve qwen plongeant Pextrémité d’'une barre de petite
épaisseur dans “wne source constante de chaleur, lorsque I'équilibre des
températares se sera établi, la distribution de la chaleor dans la barre '
peurra étre exprimée par une eourbe logarithmique. 8i Fon part de la
loi observée, on obtient une équation différentielle qui n’est plus linéaire,
mais qui peut cependant s'intégrer, et dont I'intégrale fait voir que ee n'est
que pour des températures trés-peu élevées, que I'état permanent de la
barre peut se représenter par une courbe logarithmique: lorsque la cha-
leur augmente, cet état dépendra d'une transcendante elliptique, et en gé-
néral il sera donné par ume transcendante d’une ordre d'autant plus élevé,
que la température sera plus grande.

Liintégrale de I'équation différentieHe, qui exprime FPétat permanent
des températures dans une barre trés-minee, n’est propre qud donner les
températures d’'une partie de la barre comprise entre deux foyers succes-
sifs: cela est évident dans le cas du mouvement linéaire, et tient & ce que
Péquation différentiele que Fon a trouvée, ne se vérifie pas aux points
qui servent de foyers. Mais lorsqu'il s'agit d’un corps d’'une figure emel-
conque, qui a 6té échanflé primitivement par plusieurs foyers situés & sa
surface ou dans som intérieur, il devient difficile de séparer les diverses
parties du eorps, pour chacune desquelles Fintégrale qué la théorie four-
pit doit se vérifier, et de déterminer les limites au deld desquelles elle
donnerait une valeur fautive. Le corps se subdivize alors, par rapport a
son état calorifique, en dautres corps dont les surfaces de contaet jouis-
‘sent de la propriété du maximum, eu du minimum de température. La
détermination de ces surfaces-fimites eonduit & trouver un grand nombre
de propriétés importantes dans la théorie de la ehaleur, comme nous le
montrerons dans une autre oeeasion.

Lorsquon cherche d conmitre le mouvement de la chaleur dans
un oorps, on exprime la température d'un point donné en fonction de ses
cordonnées, et du tems éooulé; mais pendent que le ogrps s’échauffe ou
se refroidit, toutes ses molécules se déplacent d cause du ehangement de
volume produit par les variations de Ia température. On a négligé jusqu'a
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présent, dansla théorie mathématique defla chaleur, F'altération du volume
des corps; mais ce phénoméne, le plus remarquable et le plus constant
de tous ceux qui dépendent de la chaleur, ne nous parait pas de nature
a étre négligé. En considérant les dilatations linéaires, nous donnons la
formule de correction, qui doit servir & déterminer les coordonnées du
point dont on connait la température.

' Nous n’avons traité, dans ce mémoire, que les cas les plus simples
de la théorie de la ehaleur; mais nous mnous proposons de reprendre ®e
travail dans la suite, et d’appliquer notre analyse & des questions plus
compliquées.

~ v

ANALYSE.

Si I'on renferme une armille circulaire homogéne de petite épais-
seur, dans une sphére creuse, qui ne contienne ni air ni aucune autre
espéce de gaz, de maniére que le centre de larmille coincide avec le
centre de la sphére, et si le rayon de celle-ci est beaucoup plus grand
que le rayon de Iarmille, les parois de la sphére étant dailleurs entrete-
nues & une température constante quelconque, il résulte du principe de- la
communication de la chaleur, et de la loi du refroidissement découverte
par M. Dulong, que le mouvement de la chalewr dans I'armille sera ex-

pnmé d trés-peu prés, par P'équation

d ad?
d;} dm”_'_ (,’ '—’1) = 0’

dans laquelle v exprime l'excés de la température du point que fon con-
sidére, sur la température de I'enceinte; x représente la distance, comptée
sur Parmille méme, de ce point i I'origine des coordonnées; ¢ est le tems
écoulé depuis que larmille a abandonné Iétat initial des températures; et
p, a et c, sont des constantes dont la premiére a pour valeur ? (1, 165),
et les deux autres se déterminent par I'expérience dans chaque cas particulier.

En effet, l’équation que M. Fourier a trouvée, en supposant (ue
le refroidissement s'opére d'aprés la différence des températum est de

la forme
. D iov=nq,

et en y substituant au lieu de Cv, le terme ¢(p*~—1) qui exprime la loi
du refroidissement dans le vide, d’apres les expénenoes de MM. Dulong
et Petit, on aura I'équation
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dv__ ad '
| & G ter—n=0o,
que neus avions déjd indiquée.

Avant daller plus loin, il convient d’examiner un résultat que l'on '

a ebtenu en faisant v = e¢~“"u dans I'équation (7.); car par‘cette substitu-
tion elle se transforme dans la suivante '
du_ad'u
dt dx?
qui est la méme équation (7.) dans laquelle on a supposé quiil n’y avait
aucune déperdition de chaleur & la surface; d’ou il résulte que dans Fhy-
pothése de New ton, le refroidissement qui s’opére i la surface ne change
pas la loi de la distribution de la chaleur. Mais comme il n’est pas pos-
sible d’effectuer une réduction semblable sur I'équation (8.), qui dérive de

-

= 0,

la loi observée, il faudra admettre qu'en nature, méme dans le mouvement-

linéaire, la distribution de la chaleur est troublée par leffet de la déper-

dition qui a lieu & la surface. ,
Maintenant si Yon fait log p=2¢, P'équation (8.) prendra la forme
dv ad®v 9 —
E—W+c(e‘ —1) =0,
lexposant § = ;5log(32¢4) étant une trés-petite quantité; et si 'on dé-
veloppe en série I'exponentielle dans cette équation, on aura
2 52 2 3 4,8
| S tedvt +1c.52.03+°‘°'=0’
et par suite, en faisant ¢cd =25, on obtiendra
dv ad'v bdv: , bd%*
i der TVt 1z tigstee=0
Si 'on fait & présent '
: v=FV+48V, +8V.+ 83V, +ete., |
et que lon substitue cette valeur dans I'équation précédente, en ordon-
pant le résultat par les puissances ascendantes de d, on trouvera

AV ad'’V dV, ad*? , P

0. 0=L 2TV (-t rir+ 5y
a7, av, 1Y 4

+ & —d—f—%—,l+67.+b77‘+m)+etc.,

et en égalant & zéro séparément les coéfficiens de chaque puissance de J,
on aura les équations

av >V
G a T =0
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av, ad’7+‘r i
de +T——'o’

dv, ad'?,
T s 20V, 4+ V7, +123==0

e o o o o o o s s o o o o etc,
dont le nombre sera déterminé pur I'exposant de la plus grande puksance
de J, que Yon veut considérer.

En intégrant’la premiére de ces équations, on obtiendra la valeur
de 7 qui étant substituée dans la seconde équation, servira & déterminer
V, et ainsi de suite, en introduisant dans la derniére équation les valeurs
des inconnues déduites des équations précédentes, on déterminera une nou-
velle inconnue. Mais il faut observer, quau lieu de prendre Pintégrale
compléte de la premiére équation, pour la substituer dans la seonde, et
puis intégrer complétement celle-ci, pour substituer encore la valeur de
Finconnue dans la suivante, et ainsi de suite, on powrra exprimer

Vy Vis Vos Fsy o oo Vosy

par des intégrales particulicres, et ¢" étant la derniére puissance de &' que ‘

Pon veut considérer, il suffira d’intégrer complétement I'équation multipliée
par 3", qui comprendra les différentielles de 7, et les quantités connues
Vs Vis Vay o o o o Fuy; car lintégrale compléte de cette équation, con-
tiendra toutes les fonctions arbitraires, qui sont nécessaires & la résolution
générale du probléme.

Supposons par exemple que dans Péquation (9.) on veuille avoir
égard & la premiére puissance de &' seulement, et négliger toutes les au-
tres; on aura les deux équations

14 ad®V
G g TV =0
%P_'t_!_adrt-'_b’,_'____—o’
dans la premiére desquelles on prendra une valeur particuliére de 7, pour la
substituer dans la seconde équation, que l'on devra intégrer complétement.

Maintenant, on sait que Pon satisfait & I'équation

av __edV

dt ~ dx* T TV =0
en faisant 7 = (sinnx - cosnx)e~ O+, n étant une constante indéter-
minée. Si I'on substitue cette valeur de 7 dans I'équation

av, ad?,
s Y
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on aura
Tty +h b_(sinnar-oosnas) et
= d:; G‘;x, + 57, -I--1 2 (1 + sin2nx) e Mo+t — 0,

et en faisant V, =y e=*'YL Z (4 étant fonction de = seulement, et Z
fonction de x et de t), on obtiendra aprés avoir divisé par ettty
20 +an)y+S2 —by—5 5 (1Fsin2na)— 224 282 47

et si Ion égale & zéro séparement les termes qui contiennent Z, on aura,
aprés les réductlons s les deux équations

2 fan)y = o (1+ sin2n2),
dZ ad*Z

dont la premiére a pour intégrale .
(El ﬁx(1+ sin 2nx) 8in x ]/ —=+2n* )cosx}/(—--}-Qn‘)

+ (E m ﬁx(l + sin2nx) cosa:]/ + 2,,;)) sma']/ +2”")

et par suite on obtiendra

¢ = By (2 20 4 R (B 27) ke e
Si T'on intégre d présent I'équation en Z, on aura

Z = (apsinpx-l-b,,oospw)e"(""““"')’,
a,, b, et p, étant des quantités quelconques; et comme l'équation (10.)
est linéaire et ne contient pas de terme indépendant de Z, il sensuit
qu'elle sera satisfaite par une somme de termes semblables & la valeur de
Z que nous avons déji trouvée, pourvu que les constantes a,, 5,, p,
soient différentes. Et par conséquent l'intégrale compléte de I'équation (10.)
sera composé d'une suite infinie de valeurs semblables & celle que mous
avons déji obtenue, pourvu que I'on change convenablement les constantes
arbitraires.

Maintenant, puisque Z contient une infinité de constantes arbitrai-

res, on pourra dans la valeur de y supprimer les deux constantes E,, E,,

qui ne rendraient pas plus générale la valeur de 7,; alors en faisant
C2
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E, = E, =0, on aura une valeur de y qui ne contiendra plus les fonctions
wsxV( +2n') sinx[/(%+2n‘).

Soit r le rayon de larmille dans laquelle on suppose que la chaleur
se propage; sa circonférence sera égale A 2rm, et il est clair quen expris
mant par v la température d'un point dont la distance & lorigine est x,
la valeur de v ne devra pas changer lorsque dans la formule qui exprime
v on mettra x4 2r#, i la place de x: par conséquent il faudra, dans
les valeurs de 7, et de /,, faire n_—, et p= "; m et s étant deux
nombres entiers positifs quelconques: on aura donc, en négligeant les puis-
sances supérieures de J,

v = V4V, = V4 d(yettror y Z)
(sin’-'%_f'{-m—r—) -+ )-I—Z (a sin Z 43, cos—)b‘e (53¢

sQO:z,' ( ,)
bre 1 —s(645-)¢
—7 (b r )3"’- s

r*~42am? + br:*—2am?

am?

mais le premier terme (sin—;—— + cos -r—)e (++=) ‘ de cette formule pourra
étre compris sous le signe =, puisque la valeur de m devra se trouver

parmi les valeurs de s; et en faisant o, = 4,, et 36.—3 » on aura
5 (din22 4 Boon2)s (4 F)
11, v = - 2mzx
r

b 2 sin 22 am’
! 3( br2<-2am? + bri— 2am‘)e (

et cette formule exprimera le mouvement de la chaleur dans P'armille.
Pour déterminer la fonction arbitraire ou, ce qui revient au méme, la sé-
rie des termes -

A, Ay Ay o000 A, ete.,
B, B,y Byy ..... B,, etc,
on devra faire =0, et on aura v égal 4 la température initiale, que nous
exprimerons par la fonction f(x), et qui étant développée en série suivant
les sinus et cosinus des multiples de l'arc i:— servira pour déterminer les
cocfficiens.

Si dans la formule (11.) on fait =0, on obtiendra I'expression
que M. Fourier a'trouvée le premier en partant de I'hypothése de Ne w-
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ton. Pour déterminer m, on devra prendre le nombre entier le plus
petit qui ne satisfait pas & I'équation
brt+2am® = 0,

puisquon aura de cette maniére la valeur la plus approchée, et on sera
assuré de ne pgs regcontrer des arcs de cercle qui détruiraient Yeffet de
Fapproximation. Lorsque les conditions du probléme permettront de faire
m =0, le terme de correction, pour la premi¢re approximation, se ré-
duira 3 —:-%e"‘“; et on trouvera que ce terme est indépendant des coor-
donpées, et @il ne dépend que du tems.

_*  Qn a vu quen faisant E,=FE,=0, on obtenait

B cosz /(28 +2) fd (14 sin2z)sinz | (2rt- )
2a)/(2+2") |— sin x|/ (200 +2) [4z(14sin2nz)cos o} (204 2)

_ b 1 sin2nx

- —_f(b+2an"‘ +b—2an‘ ‘
de maniére que les fonctions cosx(%-[— Qnﬂ) , s;nxl/(_z. +2 ,,.), géva-
nouissaient d’elles-mémes dans le calcul: il était nécessaire que cette ré-
duction piit seffectuer, autrement la température v ne serait -pas restée la
méme en changeant x en x42r=, dans la formule qui la représente.
Cependant cette réduction, qui @ paru un résultat de calcul, aura toufours
lieu quel que soit le nombre des puissances de § que Fon considére; en
effet on a toujours I'équation

cosax [dxQ(x)sinaxr — sinawﬁx(p(w) cosax

2 '
= _géﬂ_%(maq/;isthaw—smaxﬁx%g—) oosax)

dx

= %%lp(cosaxﬁx%}(,ﬂ sinax—sinaxfdxd%ﬁcos ax)

_e@)  de@ de@ 4 P g (),

addax? a®d x* a’P daxPs ?

qui montre, que si entre Q(x), et f;_i;g;"(,_”fl on peut avoir une équation de

la forme Mtp(x):%%,f—“—'), M étant une quantité constante, on pourra’

toujours avoir . .
12. oosaxfdxtp(m)sina:p——sinaxfdxtp(x)eosaa.'

a®? p(x) ; da* p(x) ' —1)P . ¢ ()
= m)(_ a + a’z.:‘ *e '+(a°P"' da:’:’{'x

*
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et I'on voit que le second membre ne contiendra ni cosax, ni sinax. 1
est clair que si Q(x) =4 sinmax+- Boosma, on pourra établir I'équation

d’d?’ (:“) —m*Q(x), et par conséquent om obtiendra la valeur de l’mté-
grale (12.) délivrée de sinax, et de coscx; ls méme chose arrivera en
général lorsque Q(x) sera de la forme
A sinmxt A, sinmx ooo.0 A4, smm,w-l—- etc.,
=+ B,cosm,x -+ B,cosm, & » « « » « + B,cosm, x4 etc.,
et lorsquon aura
Q) =a+bdbx+4cx* +dw’.....+ew", o
et dans d’autres cas.
Maintenant , .puisque les valeurs particuliéres de 7, 7,, 7,, etc.,
peuvent toyjours s'exprimer par des fonctions de la forme
e_ug P sinnr4P,sinn,xr ..... +quinnqx§’
+ Q, cosn, x4+ Q,co87, 2 . . . . o 4 Q 0087,
on sera tOujours assuré que les sinus et cosinus des arcs irrationnels ne
se trouveront pas dans lintégrale compléte, quel que soit le nombre des
puissances de 0 que Fon voudra considérer.

1l faut observer que si I'on avait (—1)’M—a"?=0, le second
membre de I'équation (12.) aurait une valeur infinie: on rencontrerait
cette circonstance si Pun des nombres n,, 7,, 75y «o.. 2y, etc., compris
dans les valeurs de 7, 7, 7, etc., était égal & a; alors en reprenant le cal-
cul on trouverait, aprés les réductions, un terme de la forme N sinn, x,
qui oontiendrait I'arc de cercle x, et qui rendrait nul, dans le cas que
nous considérons, 'effet de Papproximation: mais il est clair que le nombre
m de la formule (11.) pourra toujours étre-déterminé de maniére que cela

_ warrive pas, et il suffira & cet effet que le dénominateur ne soit pas zéro,
" comme nous l'avons déjd indiqué.

La formule (12.) exige, pour étre appliquée facilement, que la fonc-
tion @(x) puisse se réduire & une suite finie de monomes composés d’'un
seul facteur: cependant en poussant fort loin 'approximation, et en calcu~

‘lant un grand nombre de termes de la serie 7 407, 4 8*7, + etc., on
aurait en général
Acosa, c08a, C08G; .... CO8a, .8inb,8ind, ....8inb,
@(x) = { + 4,cosc, c08¢,CO8C3 + 4 0. COSC, .sind,sind, .. .. 8ind, /;

............._....etc.
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pour opérer les réductions nécessaires dans cette formule on pourra faire
usage de I'équation

0083,C080,C0805 «+.0 COSQ,
2,_,(cosy+S .cos(g—2a,)4-5.5.co8(9—2a,—24,)....-} etc.),

dans’ laquelle les arcs a,, a,, ¢;, .... a,, sont indéterminés et tous diffé-
rens entre eux,. et donnent ¢, +4a,4a;.... 4+ a,=¢; en indiguant par
S.cos(9—2a,), la somme de tous les termes de la forme cos(g—2a,),
ou lon a fait successivement y =1, 2, 3, .... 2: en représentant par
S.S8.co8(9—2a,—2a,), la somme de tous les termes de la forme
cos(¢g—2a,—2a,), ou Fona fait d'abord successivement y=1,2,3,¢0047;
et ou l'on a donné & z toutes les valeurs 1, 2, 3, .. .. n (pourvu que
Fon néglige tous les termes dans lesquels on aurait y = z); et ainsi de
suite jusqu'au dernier terme: en observant toujours d’omettre tous les ter-
mes de cette formule, qui seraient égaux 4 l'un de ceux que lon a déji
trouvés. En différentiant cette équation par rapport & e,, @,, o5, etc., on
obtiendrait des expressions semblables, pour le produit d’'un nombre quel-
conque de sinus et de cosinus.

M. Fourier en adoptant la loi de Newton a trouvé, que la demi-
somme des températures de deux points de Tarmille situés aux extrémités
dun diamétre quelconque, forme toujours, au bout d’un temps trés-longy
une quantité constante, et égale & la température moyenne de l'armille.
Maintenant, puisque ce résultat & été confirmé par Pexpérience, il est clair
quil devra se déduire encore de la loi du refroidissement découverte par
MM. Dulong et Petit. En effet, en reprenant la valeur de v trouvée
précédemment (11.), et en y supposant ¢ trés-grand, on devra considé-
rer seulement deux espéces de termes: ceux dans lesquels on a s =0, et
ceux qui résultent de s=1: c'est-d-dire les termes multipliés par e~%,

et par e (), pqxsque tous les' autres qui contiennent quelques-uns des

facteurs e (4 e (b“”) etc.; sont tro tits ’ 8
.3 p petits (dans hypothése
de ¢ trés-grand) pour étre comparés & ceux-ci. Alors la valeur de v
se réduira a la forme S
v-—Be'“-l-A (+")"£+Be(b+")' r’

et il est clair que si dans cette équation on substitue x--rx, au lieu de x,
on aura la température v,, du point de l'armille diamétralement opposé a
celui dont la distance & l'origine est x, exprimée de oette maniére
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et partant

Si dans la formule (11.) on substitue pour 5 sa valeur c¢é, on trou-
vera, que V'expression de M. Fourier contient seulement la premigre puis-
sance de §, et que la pdtre renferme aussi §°. Avee notre méthode, on
pourra pousser lapproximation aussi loin que I'on voudra, sans crainte de
rencontrer jamais des arcs de cercle qui la rendraient nulle; et on pourra
toujours déterminer les constantes arbitraires (que I'on trouve en prenant -
des integrales particuliéres des premiéres équations différentielles, pour les
substituer dans celles qui suivent) de maniére que tous les termes aillent
toujours en décroissant, et qu'aucun dénominateur ne s'évanouisse; comme
nous l'avons fait dans l'analyse précédente.

On sait que P'équilibre des températures dans une armille, dont un
point est soumis & une température constente, est donné lorsqu'on adopte
la loi de Newton, par I'équation

d*v e

Tz- == nv;
dont Pintegrale est u=A € 4 4,e7™, 4 et A4, étant deux constantes ar-
" bitraires. En partant de la loi de M. Dulong on obtient, pour l’éqm.

libre des températures dans le vide, 'équation

j——f = a(e""— 1)

qui a pour intégrale
x _f'}(2a Ju_v +c—-2.3.“ + x)

C et C, étant deux nouvelles constantes arbitraires. Lorsque v est une
petite quantité, on peut supposer sans erreur sensible

x ""/}‘/'(0_{_“3”3)'*'0 = _Tt"g)log (v‘/(%) +‘/(l+aacv')+cs’
et en faisant C,y (ad) = logE, ad=1% et réduisant, on aura
enx nv V¥  2nye"* | n%e?
(

n®y?
E C)) =1+ == 'F“""EY(C) Cc

et par suite
. V(C) EV(C) __
2nE 2ne™

= de" + A4, ¢7*;
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en faisant A—--‘{—(%), A4, = EV'(C), et comme v est égal & la tempé-

rature ¢ du point que 'on considére, moins la température T de I'enceinte,
on obtiendra enfin I'équation

t=Ade*+ 4, e™+ T;
qui dans le cas de 7'=0, coincide avec celle que nous avions déjd trou-
vée, en supposant le refroidissement proportionnel & la différence des
températures.

Si I'on considére ume barre indéfinie trés-minoe, et que l'on sup-
pose un foyer de température constante placé sur cette barre & Vorigime
des coordonnées, lorsque I'équilibre des températures se sera établi, cet

H 3 d. 2
état sera représenté par I'équation ;ﬁ:n v, pourvu que la température

v soit asSez petite pour pouvoir négliger, dans le développement de e,
les puissances de dv supérieures & la premiére: maintenant on sait que
Pintégrale de I'équation précédente est v = Ce™+C,e™; mais comme
d’ailleurs I'état permanent de la barre est exprimé depuis x =—oc, jus-
qud =+, par I'équation

dgcosqx
ve=G —f 1+q
‘et que quelque valeur que Ton attribue aux oonstantes, ces deux expres-
sions de v ne peuvent jamais ooincider, il en résulterait que lintégrale de
6qnatxon ..-n’v, qui est lindaire, pourrait se former de la somme

des deux valeurs de v que mous venons de rapporter, et contiendrait trois
constantes arbitraires. Pour expliquer ce paradoxe il est nécessaire d’ob-

server que I

= n'v, n'exprime I'état permanent de la barre,

que dans les points qm permettent un flux de chaleur du point qui pré-
céde immédiatement oelui que l'on considére, & oelui-ci, et de celui-ei,
A Pautre qui le suit immédiatement; tandis que le foyer, ‘que nous avons
placé & lorigine des coordonnées, envoye un flux continuel de chalenr &
tous les points de la barre qui sont situés & sa droite et & sa gauche. Le
méme résultat se déduirait de la considération de la figure, qui exprime
les valeurs des températures pourohaquepomtdelabura, et dont I'é-
quation est
D



y = c_fdcosx

car pour x =0, au licu de donner 3,' = n*C,, ocomme cette courbe

dx
devrait faire si elle satisfaisait dans tous ses points & I'équation d;, =n'y,
on voit, par la construction, qu'elle donn y — ; puisque la courbe

dx*
dont nous parlons est formée de deux demi-logarithmiques égales, qui
se réunissent de maniére i avoir leur tangente commune au point de con-
" tact, perpendiculaire & I'axe des absoisses. Les mémes considérations s’ap-
pliquent & une barre dont plusieurs points sont entretenus & des tempé-
ratures oconstantes: elles sont trés-simples, mais nous avons cru devoir les
placer ici, comme étant propres & limiter I'étendue que lon serait temté
dattribuer aux équations différentielles du mouvement de la chaleur, ou
d leurs intégrales. 1l faudra surtout y avoir égard, lorsqu'on voudra con-
naitre I'état calorifique d’'un corps, dont un ou plusieurs points pris dans
son intérieur ou & sa surface, sont supposés des foyers de temperatures
invariables.

" Une autre observation que nous croyons ne pas devoir omettre,
cest que lorsque dans Parmille circulaire, que nous avons considérée, nous
sommes partis de la propriété connue, que la temperature du point x de-
vait étre égale & celle du point dont la distance & Vorigine est x4 2rm,
pour déterminer la forme des fonctions circulaires comprises dans Vinté-
grale, nous lavons fait en suivant Fexemple des illustres géométres qui
nous ont précédé. dans ce genre de recherches. Cependant il parait, qu'au
lieu de partir de cette considération auxiliaire, on auralt dii déterminer
les coéfficiens de l'arc x d’aprés I'équation qui exprime la figure de lar-
mille, et Pirradiation qui se fait intérieurement entre les diverses parties
de lanneau; irradiation qui est modifiée, comme l'on sait, d’aprés la cour-
bure intérieure de I'armille. Ceci deviendrait surtout évident, si Pon de-
vait déterminer le mouvement de la chaleur sur une surface oylindri-
‘que creuse.

Enfin il faut remarquer, que la théorie mathématique de la che-
feur a pour but de trouver & chaque instant la température d'un point
-quelconque, d’aprés les oonditions initiales du probléme et la figure du
corps que l'on considére. Cependant, dans la solution de ce probléme,
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on suppose toujours que les coordonnées du point en question n’ont point
changé, pendant que le corps s'est échauffé ou refroidi; quoiqu'il soit cer-
tain que ce point a changé de position, d'aprés I'augmentation ou la dimi-
nution de volume que le corps a soufferte par l'action de la chaleur. En
opérant de cette maniére on trouve la température d'une molécule maté-
rielle, exprimée en fonction des coordonnées du point quelle occupait

dans l'espace au commencement du phénoméne, et du tems écoulé depuis

la cessation de D'état initial: pour corriger les formules que Ion a obte-
nues, il faut connaitre la loi d’aprés laquelle les corps se dilatent par el
fet de la chaleur. Si l'on suppose les dilatations linéaires élémentaires,
proportionnelles aux aocroissemens de la température, ce qui peveit tou-
jours permis, du moins entre certaines limites de I'échelle thermométrique,

on trouvera que le point qui, lorsque la température du corps éteit zére,

avait x pour distance A lorigine des coordounées, sera éloigné de Iorir
gine de la quantité x, = f dx(14av); v étant donné en fonction de x

et de £; et le codfficient w étant donné dans chaque cas par I'expérience.

Mais ceci n’est qu'un apergu, que nous reprendrons dens upe autre cir-
constance.

Ce mémoire est le méme, 4 quelques changewens prés, qui a été u en 1823
4 PAcadémie Royale des Sciences de Paris.




MEMOIRE

SUR LES FONCTIONS DISCONTINUES.

INTRODUCTION.
La question de Ia discontinuité des fonctions arbitraires, qui compltent
les intégrales des équations aux différentielles partielles, agitée d'abord en-
tre Daniel Bernoulli, Euler et d’Alembert, et discutée depuis par
les plus grands géométres, parait avoir été résolue par M. Fourier qui
a montré le premier comment Ion pouvait déterminer, dans chaque ces
perticulier, les fonctions arbitraires de maniére & satisfaire aux conditions
initiales du probléme, méme lorsque celles -ci n’obéissent pas aux lois de
continuité, Les formules que cet illustre géométre a trouvées sont propres
& exprimer une fonction discontinue quelconque, dont les diverses parties,
comprises entre des limites données de la variable, suivent une marche
dissemblable, et sont représentées par des expressions différentes. Dans
ces formules, les valeurs que la fonction doit prendre dans chaque cas et
les conditions de discontinuité, sont combinées implicitement: cependant il
nous a paru, que Pon pouvait toujours concevoir une fonction discontinue,
comme étant égale & la somme d'un nombre donné de fonctions, chacune
desquelles a une valeur continue entre deux limites connues, et qui s'éva-
nouit hors de ces limites: dés-lors tout se réduit & trouver une fonction,
qui donne une valeur constante entre deux limites données de la variable,
et qui se' réduise & zéro pour toutes les autres valeurs de la méme varia-
ble; car en multipliant cette fonction, qui exprime la condition de discon-
tinuité, par la fonction connue qui donne les valeurs que la formule doit

prendre entre deux limites assignées, on aura l'expression cherchée entre

les mémes limites, et on parviendra d représenter, par une somme d'ex-
pressions semblables, la valeur de la fonction discontinue pour des valeurs
quelconques de la variable. Cependant on voit, que par cette méthode on
obtiendrait pour les limites, des valeurs qui seraient égales 4 la somme de
celles que I'on aurait, en considérant ces fimites comme appartenant suc-
ocessivement & chacune des fonctions qui viennent y aboutir.
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En discutant les diverses valeurs que prennent quelques intégrales
définies lorsqu'on fait varier les constantes qu'elles renferment, nous som-
'mes aisément parvenus i trouver des formules, qui ont une valeur con-
stante entre deux limites données et qui hors de ces limites s’évanouissent

toujours. Ces formules cependant ne donnent pour les limites, que la

moitié de la valeur constante quelles ont entre ces mémes limites; de ma-
niére que si la fonotion discontinue qu'il s'agit de représenter est un poly-
gone on obtiendra, pour Pordonnée de chaque sommet, la demi-somme
des ordonnées quauraient dans ce point les deux c0tés qui viennent s’y
couper, et on trouvera dans ce cas seulement une valeur exacte aux limi-
tes. Mais on peut obtenir d’autres expressions dont la valeur soit toujours
exacte aux limites, ou qui méme devienne égale & une quantité quelcon-
que; et nous montrons comment on peut les trouver.

Il résulte de li, que selon que pour exprimer les conditions de
discontinuité, on aura fait usage d’'une formule qui est exacte aux limites,
ou d'une qui ne l'est pas, on obtiendra, aprés avoir multiplié par la fonc-
tion qui doit donner les valeurs, une formule qui représentera exacte-
ment la valeur de la fonotion discontinue méme aux limites, dans le pre-
mier cas, et qui ne sera pas exacte daus le second. Cela nous a fait
soupgonner que comme, dans les formules que l'on avait trouvées en trai-
tant les différens cas de la discontinuité des fonctions, on avait toujours
réuni implicitement la fonction qui donne la valeur en général, & celle qui
exprime la condition de discontinuité, sans discuter la valeur de celle-ci
aux limites, et sans séparer en facteurs ces deux fonctions, il avait pu ar-
river dans quelques cas que l'on eut fait usage d’'une formule de disconti~
nuité qui ne fit pas exacte aux limites. En effet en cherchant & vérifier
notre supposition sur quelques exemples de fonctions discontinues, discu-
tées par les géoémtres qui se sont occupés de la théorie de la chaleur,
nous avons trouvé, pour quelques-unes de ces formules, la moitié de la
valeur qu'elles devaient avoir aux limites: d'autres expressions, qui repré-
sentaient deux portions de courbe qui se coupent aux limites, nous ont
donné pour ces points des valeurs exactes, comme cela devait arriver
d'aprés notre enalyse. Nous avons appliqué les mémes considérations &
quelques séries que I'on savait représenter des fonctions discontinues, et
dans quelques cas nous avons trouvé aux limites la moitié de la valeur
cherchée; mais dans d'autres exemples, ayant rencontré des valeurs qui
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n'étaient pas la demi-somme de oelles qu'avait la fonction trés-prés des
limites, nous avons reconnu par li, que sans avoir discuté dans chaque
formule la marche de la fonction qui exprime la condition de discontinuité,
il est impossible d'assigner @ priori d'une manidre générale les valeurs des
limites, et qu'il faut toujours les vérifier a posteriori.

Tout ce que nous venons de dire sur les valeurs que les fonctions
discontinues prennent aux limites, tient spécialement & Panalyse pure; ces
considérations seraient utiles dans les applications, si Fon pouvait supposer
que les lois physiques restent les mémes aux limites, lorsque les fonotions
qui expriment les conditions initiales du probléme changent brusquement
de nature; mais cette hypothése est peu vraisemblable, et n'est pas confir-
mée par les ohservations.

Toutes les formules que I'on avait trouvées jusqu'a présent, pour
exprimer les fonctions discontinues, contenaient des séries infinies ou des
intégrales définies, et 'on supposait quelles formaient ume classe partiou-
liére de tramsoendantes: cependant en considérant les diverses valeurs des
formules qui se présentent sous la forme &, on peut parvenir & représen-
ter les fonctions discontinues en général, par des expressions qui ne con-
tiennent que des fonctions logarithmiques et circulaires. Nous donnons
pour exemple une de ces formules, et en Pappliquant & quelques cas par-
ticuliers, nous en déduisons des conséquences assez singuliéres. Ces expres-
sions peuvent servir dans la détermination des valeurs des intégrales défi-
nies, et sont d'un grand usage dans la théorie des fonotions entiéres,
comme nous espérons le montrer dans la suite de ces mémoires. "

ANALYSE

. 2?

tant que x demeure positif et plus grand que zéro; et c'est dans ce sens
quil faut entendre l'expression des géométres, que la valeur de cette in-
tégrale est indépendante de x; .car lorsque x=0, on trouve A ==0;
et en faisant x négatif on obtient 4 =— 7. 11 résulte de 1A que Fia-

2
tégrale définie
B =f%lsigbyc?syx = %f%?sin(b+r)9+§f-?ﬁn(l?—é)9,

On sait' que lintégrale définie 4= j %‘l singxz a pour valeur
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T - o )
a pour valeur - lorsque x a une valeur quelconque comiprise entre x=—§,

et x=-5; que pour x =15, on tronvaB=%; et que depuis x =5,
jusqu'd & = oo, et depuis x =—2b, jusqu'd & =—oc, on obtient B= 0.
On voit par conséquent que la formule

Fdg
C = —g + f —,22 sin ¢ x,
a pour valeur zéro, depuis =0, jusqud x = —o0; que pour x=0, elle

~ donne C= -'21, et que pour toutes les valeurs positives de x, on a C= .
De méme la formule

D =[%sin6qcos(x—- a—1b)g,
fournira D=0, depuis x =a, jusqui x=-—o0, et depuis x=a- 20,
jusqué x==o0; pour x=a, et pour x =a 25, on obtiendra D=,%;
et D=-g-, depuis x =a, jusqu'd x=2a--25. Maintenant si I'on multi-
plie lintégrale D, par la fonction %(p(x), on aura l'expression
2 fdg . b b
E = -';‘-tp(w);/—qg sm-fcos(x—g—i)q,
qui aura pour valeur zéro, depuis x =g, jusqud r=—oc, et depuis

x=a+b, jusqud x =o0: et qui depuis x =g, jusqud x=a 45, ex-
primera exactement la fonction @ (x), excepté pour les deux limites x = a,

= a4 b, pour lesquelles on anra’E=£§'—), E=2(—a21b). En falsant les

mémes considérations sur la formule
2 dgq . ¢ c
f;¢x(‘”):‘f;1m—22m(‘”—a,’_b—'2_)7’
on trouvera des résultats semblables; et pourtant I'expression
2 dq . b b 2 dq .
F..-—-..;(p(wz"/e—qgsm—ig(w-a--z-)y+;(p,(x1 -qgsm?i!eos(x-a-b—g)y

deviendra nulle depuis « = g, jusqu'd x==—o00, et depuis r=a-4-b-4-c

illﬁql/l’ﬁ r=o00; et donnera F=Y-§—az, pour x=a, et F=2,S¢-§b+¢,\)

pour x=a-}b+c; et F=¢("+b)g"(“+b), pour x=a-b; et coin-

cidera avec la fonction Q(x) depuis x=a, jusqud x==a-}-5; et aveo la
fonction @,(x), depuis x==a-}-b, jusqud x=a4b4c.

Jo
RS AR T S
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Si les deux fonctions Q(x), @,(x), sont telles, quelles puissent re-
présenter deux portions de deux courbes qui se coupent lorsque x=a -1,
on aura pour le point d'intersection @(a¢-4-5)=@,(a5); et pourtant la
formule F sera exacte méme pour la valeur x =a-5, puisque dans ce
cas F=9’(a+b)+2'q" (“+b)=cp(a+b). L'on voit par li que les formus

les précédentes peuvent servir & représenter le contour d'un polygoune dont
les cotés sont des courbes quelconques: ce quon ne saurait faire si nos
expressions donnaient pour les limites une valeur quelconque autre que

¢(a+b)-|;% (“+b)’ puisque dans les polygones la loi de continuité venant

a se rompre & chaque sommet, les formules que nous avons trouvées don-
nent pour tous ces points la demi-somme des deux ordonnées que l'on
obtient en les considérant comme appartenant tantdt & l'un, tantdt & lau-
tre des deux cdtés qui viennent s’y couper.

Si I'on voulait exprimer une fonction discontinue de x, qui donnét

Punité pour toutes les valeurs de x comprises entre r=ga, x =a--5,"

sans excepter ces limites, et qui fiit constamment égale & zéro pour toutes
les autres valeurs réelles de x, on trouverait aisément la formule

2 [ S’ toos(s—a—3)s

+.n;4;(.’2‘_+j%1sin(w—-a)q)j-%%in%oos(x—ﬂ—%”
T s

2 fdq . b b 2 32 fdq . b b

o o2 [t om(o— = D))+ 22 [t o(e—a—3);.
On peut parvenir directement an méme résultat en observant que

si l'on indique par y lintégrale définie

: 2 fidg_. b b

;‘f'qﬁsm—ng(w—a——Q-)y,

le probléme que nous venons de.résoudre, se réduit i trouver une fonc-
tion de y telle que pour y =1, et pour y =3 elle donne @(y)=1, et
pour y =0 elle fournisse @(y)==0; puisque 1, ; et 0, sont les trois va-
leurs de y; d'ou Pon déduit
| 0() = —2y—Dy—hH +1.= —29" +3y.
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On peut trouver une infinité de formules propres & vérifier les con-
ditions précédentes; mais on voit qu'elles conduiront toutes & des expres-
sions du second degré, puisque il s'agit de trouver une équation qui ait
deux racines. En général si I'on avait une fonction discontinue quelcon-
que, qui eiit seulement un nombre fini » de valeurs différentes dans une
étendue finie ou infinie de la variable, il est clair que I'on pourrait, dans
le méme intervalle, la réduire & n’exprimer qu'une valeur constante donnée,
4 Paide d'une équation du degré » qui aurait pour racines les diverses va-
leurs de la fonction connue. On pourrait méme 4 laide de la théorie des
équations, transformer une fonction discontinue, qui n’aurait qu'un nombre
déterminé de valeurs, en une autre fonction discontinue de forme don-
née quelconque; ce qui du reste me saurait offrir aucune difficulté dans
'application.

‘ Maintenant il résulte des considérations précédentes, que lorsque par
les conditions d’un probléme on sera conduit & une formule qui contiendra
des fonctions discontinues, cette formule sera exacte aux limites, ou non,
selon que l'on y sera parvenu i laide des expressions précédentes qui
représentent exactement la fonction méme aux limites, ou de celles qui
ne donnent pour ces points, que la moitié des valeurs cherchées,

Pour appliquer oes réflexions & quelque cas particulier, nous consi-
dérerons le mouvement linéaire de la chaleur dans une barre infmie de
trés -petite épaisseur, en supposant que les températures initiales des points
de la barre situés entre x = —1, x =-}-1, aient pour valeur commune 1,
et que tous les autres points depuis x = —1, jusqu'a x=—oo, et depuis
x==1, jusqu'a x = oo, soient A la température zéro. Les géométres qui
ont traité cette question, ont trouvé quem indiquant par ¢ le tems écoulé
depuis le commencement de I'observation, par v la température du pofnt
que Ton considére, et par = sa distance d l'origine des coordonnées, om
avait I'équation , ‘

v = 2:;_“ %ze"*"" cos¢z sing;
maintenant si I'on fait =0, dans cette formule, on devrait retrouver les
températures initiales; mais par la discussion que nous avons faite précé-
demment de l'intégrale définie

2 fdq . ’
-;j.—q‘lnnyoosyx,




on trouve quelle satisfait aux oconditions initiales du probléme poui- toutes
les valeurs de x, excepté pour = +1; car pour ces valeurs elle donne
v=14§. Ainsi Péquation précédente n’exprime pas les conditions initiales,
telles que nous les avions demandées; et correspond & un état initial qui
donnerait v = 0, depuis x = — 1, jusqu’d x = —oo, et depuis x =1, jus-
qud x=oc; fournirait v=§ pour xr=+1; et v=1, depuis r=—1,
jusqud x=1.

Pour représenter I'état des températures permanentes dans une barre
, échauffée par un foyer dont la température est 1, on a la formule
qui exprime deux courbes logauthmlques se coupant lorsque x =0, & une
distance égale & l'unité au dessus de Faxe des abscisses: maintenant comme
au point d'intersection on a ¢°=1, on sera dans le cas d’un polygone, et
- Péquation sera exacte méme pour les limites de chaque fonction; ce qui
peut se vérifier aisément, puisqu’en faisant x =0, on a

v = _2_ dq — 2.7 = 1.
1442 m.2

C'est peut-8tre par des eonsndératnons semblables, que l'on parviendrait &
trouver & priori pourquoi la série '

l"“”") sinx 4 (1-—;“2“) sin2z 4 (1—;”3") sin3x + etc.

(dont la somme est - tant que I'on donne & x une valeur quelconque
comprise entre 0 et a, et qui se réduit & zéro pour une veleur quelconque
de x comprise entre a et %), a pour valeur 2 7 lorsqu'on fait x=0= ; 3
ce qui est aisé & vérifier, puisqu'elle se rédmt alors &

(l—oos ) 2+1(1 0032” i 32’5+—;-(1—cos32”)sln32....+etc.
=1—3+F—3+35 .0.. eto. =—',:—

Tout ce que nous avons dit jusqu'ici nous parait démontrer la né-
cessité de discuter dans chaque cas partioulier la valeur des limites dans
les fonctions discontinues, & moins que I'on ne connaisse par avance la na-
ture de la formule d’ou I'on a déduit les expressions quiil #'agit de vérifier :
car une formule qui exprime une fonction discontinue quelconque est le
produit de deux facteurs, dont l'un représente I'équation & laquelle cette
formule doit satisfaire entre deux limites données, et Fautre exprime la con-
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dition de la discontinuité: et on a vu que celle-ci peut éfre exacte ou nom
aux limites. Si ces deux facteurs étaient toujours en évidence, il serait
. gisé dans tous les cas de vérifier les valeurs des limites; mais dans les for-
mules auxquelles on parvient en résolvant les problémes qui comportent
la discontinuité des fonctions, ces facteurs sont renfermés dans une expres-
sion commune, et on ne saurait les séparer. Par conséquent il faut dans
chaque cas particulier discuter les valeurs des limites. '

Les formules que nous avons trouvées précédemment, et qui mettent
en évidence les facteurs dont nous venons de parler, sont utiles dans quel-
ques cas pour faire connaitre directement la marche de la fonction discon-
tinue: on trouve par exemple

2qucosgx et fer— qusinlx.
nd 14¢* T 2 +( 3 (’x)' qg

Vv = —

et on voit que ces expressions serviraient de méme a représenter l'état
permanent d'une barre, dans laquelle il y aurait un nombre quelconque
de foyers de température constante.

On pourrait aussi, par des formules semblables, exprimer des fono-
tion discontinues & deux ou & un plus grahd nombre de variables: pourva
que Pon modifidt convenablement les conditions des limites.

~ Quil nous soit permis de remarquer ici, que lon fairait disparaitre
quelques -unes des difficultés qui se rencontrent dans Pemploi des formules
de transformation, dont on se sert pour Pintégration des équations aux
différentielles partielles, et dans I'étendue qu'il faut attribuer aux fonctions
arbitraires discontinues, si I'on faisait usage de la formule

x 2 eu}/—\ 2 tv’—x
cp(t)=2_‘;/'{ Plate? ) | gl@te)

It @5 | 14(@—0) v nf It
que nous avons donnée dans les Mémoires de PAcadémie de Turin.
Parceque la quantité » qui est indéterminée, et qui doit s'évanouir delle-
~ méme, sert & détruire les erreurs que lon pourrait commettre en attri-
buant au développement de @(¢) une forme qui ne lui conviendrait point.
Du reste ces considérations, qui sont indispensables pour obtenir des zé-
sultats exacts, intéressent spécialement Fanalyse des équations aux diffé-
rentielles partielles qui expriment le mouvement de la chaleur, lorsquon
suppose que les températures initiales ne sont pas assujetties aux lois de
continuité: car en considérant la question sous le rapport physique, il pa-
rait peu probable quaux limites de ces fonctions discontinues, la communi-
' E 2
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cation de la chaleur de molécule & molécule se fasse d’aprés la différence
des températures.

Jusqu'd présent on n’a représenté les fonctions discontinues réelles,
que par des suites infinies ou par des intégrales définies; et Pon ne con-
nait aucune expression finie qui ne renferme que des quantités algébriques
et des fonctions exponentielles ou circulaires, mais qui puisse cependant re-
présenter une fonction discontinue. Toutefois en observant quen général,
lorsque une fonction cesse d’obéir & la loi de continuité, on peut toujours
supposer quelle passe par § au point ou elle change brusquement de na-
ture, on parvient & trouver des formules qui ne contiennent que les trans-
oendantes de l'algébre élémentaire, et qui peuvent exprimer une fonction
discontinue quelconque. Sans exposer les recherches qui nous ont conduit
a ce résultat, et qui exigeraient de trop longs développemens, nous nous
bornerons & vérifier a posteriori une de ces expressions, d’'ou I'on en pourra
déduire une infinité d’autres. '

Les géométres qui se sont ocoupés de la détermination des valeurs
particuliéres des coéfficiens différentiels, ont reconnu depuis long-tems
que la fonction x"logx, qui lorsque =0 prend la forme g, se réduit A
zéro pour cette valeur de x lorsque z est une quantité positive, et qu'elle
devient infinie lorsque 7 est négative: maintenant si Yon discute les diver-
ses valeurs de P'expression

£(oEy) 0By (x—%)
lorsque y = 0, ou ce qui revient au méme de I'expression

(Iog 0)(x—n)
(|
z = ellogo)e ,

on verra que lorsque x est une quantité positive quelconque plus grande
.que 7, on aura (x—n)log0=—o0c, et par conséquent

2= Mg = g "= o = ¢t
' mais comme on a, lorsque x=n,

0.log0 = 0,
on trouvera :
. eooso)‘o.logo g('°8°)¢°= e = 0 -
et enfin lorsque x est une quantité quelconque comprise entre » et Pinfini
négatxf on aura x —n=—p, et par conséquent
(¥—n)log0 = — p(—o0) = oo}

et partant




- — a7 =

e(logo)e(loso)(x.") = e—ae”.___ e®= 0,
Doi il résulte que la fonction
£liogo) (108 0) (x—n)

est égale & zéro depuis x =—oo, jusques et inclusivement & x=n, ét
que depuis x=n, jusqud x= oo, cette fonction a pour valeur l'unité.
Ainsi le produit _—

’
est nul pour toutes les valeurs de x comprises entre x =a et x =—o0;
et entre x=a+b et x =o0; et est égal & I'unité pour toutes les valeurs
de x comprises entre x=a et x==a+b; exoepté ces derniéres limites
pour lesquelles il se réduit & zéro. On peut observer que 'on a

(logo) (x — a) (x =a)
= 0

£(10g0) 1080) (x —a) &log0) c(1080) (a+

ellogo)e
Maintenant pour appliquer ces formules & un exemple nous chercherons,
comme nous 'avons déjd fait, la formule qui exprime Pétat permanent des
températures dans une barre trés-mince de longueur indéfinie, qui a un
foyer de chaleur placé & I'origine des coordonnées et dont la température
constante est égale d I'unité; et nous aurons
v=e.0" + e‘"‘.cos%O"
d'ou lon déduit Péquation
2 fdgcosqx - P WY
2 [ UM 07 o oon GO
qui donne la relation

—x x d __xn_ xx (P — B n =
‘e’.o’ +€" om_2'dl } ——e .(j’ +e 000820, [ )

-

_ On trouverait de la méme maniére I'expression d'un grand nombre
dintégrales définies dont on a cru jusquiici devoir former des classes distinc-
tes de transcendantes, et qui ne sont que des formules contenant des fonc-
tions logarithmiques et circulaires, dans lesquelles on a donné des valeurs
particuliéres aux constantes quelles renferment, Nous montrerons dans la
suite de ces recherches l'utilité de ces formules, dans la détermination des
valeurs des intégrales définies, et les applications nombreuses quon en
peut faire & la théorie des nombres, et en général & l'analyse des fonctions
entiéres.




MEMOIRE

SUR LA THEORIE DES NOMBRES.

: INTRODUCTION.
Lee géomeétres qui se sont occupés de l'analyse indéterminde, sount par-
venus par leurs recherches plutdt i résoudre des questions spéciales, qu'i
faire avancer lensemble de la science.  Leurs méthodes, toujours bornées
au probléme qu'ils voulaient traiter, cessaient d’étre utiles quand on ti-
chait de les appliquer & des questions plus étendues: bien plus, pour trai-
ter un probléme quelconque il fallait que les quantités connues fussent don-
nées en nombres; car sans cela, le manque absolu de formules générales
empéchait de résoudre une équation indéterminée d coéfficiens algébriques,
méme lorsqu’elle était du premier degré. De sorte que la théorie des nombres
presquimmobile au milieu des progrés des autres parties de 'analyse, quelle
avait vu naitre et s'élever successivement, g’en trouvait séparée et ne par-
tageait pas leur perfectionnement commun. Cet isolement, qui forme Ia
difficulté principale de la théorie des nombres, dépend de la méthode que
Ton a suivie jusquici pour mettre en équation les problémes d'amalyse
indéterminée; car en exprimant seulement les relations qui doivent exister
entre les valeurs des inconnues, on a toujours négligé de représenter par
des signes- algébriques les conditions auxquelles ces inconnues doivent satis-
-faire, afin qu'elles soient des nombres entiers ou rationnels. De sorte
que ces conditions étant seulement sous-entendues, on ne peut pas les
soumettre aux regles ordinaires de lalgébre, et il en résulte un nouvean
genre d'analyse, dont tout le succés dépend de la sagacité particulicre de
chacun des géométres qui le cultivent, sans que les travaux des uns soient
profitables aux recherches des autres. Il y a quelque tems que nous avons
tiché de faire disparaitre cette imperfection, et déjd nous avons mon-
tré ailleurs quen écrivant en analyse toutes les conditions du probléme,
les questions que l'on appelle indéterminées, deviennent toutes plus que
déterminées, puisque I'on obtient toujours un nombre d'équations qui sur-
passe de P'unité celui des inconnues. Nous reproduisons d'abord ici lee
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formules que nous avons données dans cette occasion, pour exprimer par
des séries convergentes le nombre ou la somme des racines d’'une équa-
tion indéterminée, et nous y ajoutons de nouvelles expressions. Puis nous
reprenons ce probléme d priori dans toute sa généralité, et nous mon-
trons comment, en partant des principes les plus élémentaires de Pamalyse,
on trouve pour chaque inconnue une équation algébrique dont le degré
est égal & la limite que on attribue & Iinconnue, et qui exprime la con-
dition que celle-ci doit étre un nombre entier: de sorte quayant de cette
maniére un nombre d'équations égal A celui des inconnues, en les com-
binant avec I'équation qui exprime les relations qui doivent exister entre
les valeurs des variables, on aura aprés I'élimination une équation de con-
dition qui ne contiendra que les coéfficiens de I'équation proposée, et
les limites quon aura attribuées aux inconnues. D’on il résulte que toute
équation indéterminée, est réellement plus que déterminée. Ce résultat
remarquable avait échappé & Euler qui croyait que les équations indé-
terminées devenaient plus que déterminées, seulement lorsque le nombre
des formes que devaient prendre des fonctions données des variables,
surpassait celui des inconnues. On explique par ld, la contradietion qui
se manifestait entre le nom d'équations indéterminées, et le fait qui mon-
trait que souvent elles n’admettaient pas de solutions: oce qui aurait di
faire soupconner quil existait une équation de condition laquelle n’étant
pas satisfaite, le probléme ne pouvait pas étre résolu, Et dailleurs en
partant de la forme des racines des équations déterminées, et en ob-
servant que le nombre des solutions dans une équation indéterminée n’était
pas donné par le degré de I'équation, on aurait pu prévoir que cette équa-
tion de ocondition était une fonction des coéfficiens de I'équation proposée,
et de la limite que l'on aftribuait aux variables.

Les principes que nous exposons dans ce mémoire sont suffisans
pour trouver, directement et sans tatonnement, toutes les solutions d’une
équation indéterminée, lorsque la limite que l'on attribue aux variables
n’est pas Pinfini: mais comme le degré de I'équation de condition augmente
avec les limites des inconnues; si I'on cherche toutes les solutions possibles
d'une équation indéterminée, on trouvera une série infinie dont il #'agira
d’avoir la somme pour résoudre la question proposée, GCette somme pourra
s'exprimer par des intégrales définies, mais leur valeur numérique sera
en général fort difficile d caleuler; pour en faciliter la recherche il fau-
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‘drait recourir & des principes que nous n'avons pas cru devoir exposer
dans ce mémoire, qui a pour but seulement de montrer en général Ies-
prit de notre méthode. Cependant pour qu'on me puisse pas croire que
notre théorie n’est pas susceptible d'étre appliquée aux problémes particuliers,
et pour montrer de quelle maniére nos formules peuvent se simplifier
dans le plus grand nombre des cas, nous considérons spécialement dams
ce mémoire les équations qui sont du premier degré par rapport i Fune
des inconnues, et que M. Gauls a appellées congruences.

En donnant d'abord la théorie générale des congruences nous trou-
vons, que les relations existentes entre les co¥fficiens des équations algé-
briques et leurs racines, s'étendent aux congruences dont toutes les raci-
nes sonf entiéres: nous démontrons de cette maniére les théorémes de
Fermat et de Wilson, et beaucoup d'autres propositions nouvelles,
Puis en appliquant aux congruences les principes qui renferment la théorie
générale des équations indéterminées, on trouve les congruences de con-
dition qui doivent étre satisfaites afin que le probléme soit résoluble: et
ces conditions se simplifient beaucoup, 3 laide du théoréme de Fermat,
lorsque le module est un nombre premier.

En effectuant Pélimination entre les congruences, de la méme ma-
niére que pour les équations, il deviént facile d’obtenir le résultat final;
et on trouve ainsi les relations qui doivent exister entre les coéfficiens
d'une congruence et le module, afin qn'elle soit résoluble. Ces relations,
qui sont des congruences de condition, renferment toutes les conditions
connues jusqu’d présent. Nous plagons ici une corte digression sur les con-
gruences & module variable, dans laquelle nous faisons voir qu'd l'aide de ces
congruences on peut résoudre une classe assez étendue d'équations indé-
terminées, dont les plus simples avaient été traitées par Lagrange.

Pour chercher les conditions qui doivent btre satisfaites afin qu'une
congruence s0it résoluble, au lien de faire I'limination A l'aide des coéf-
ficiens, on peut substituer les racines des congruences réduites & la forme
d’équations déterminées: de cette maniére on introduit les fonctions cir-
culsires dans la théorie des congruences, et on trouve des formules qui
la comprennent toute entidre. Mais ces expressions ne sont pas assez
simples pour quon puisse les appliquer avec facilité aux cas particuliers:
par conséquent mous avons dii reprendre ce sujet d'une autre maniére;
et en partant d'une propriété trés-simple de I'équation binome, nous avons
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trouvé des formules qui expriment le nombre et la somme des diviseurs
d'un nombre quelconque, et nous avons formé.deux intégrales aux diffé-
rences finies qui donnent le nombre et la somme des racines d’'une cone
gruence quelconque. Ces formules étant appliquées & la congruence du
premier degré, fournissent 'expression générale de ses racines, qui sont
une fonotion trigonométrique des coefficiens et du module: et comme cette
congruence équivaut & I'équation indéterminée du premier degré, on trouve
sinsi les racines de cette équation en fonction de ses coefficiens, ce qui
navait jamais été fait.

Nos formules géndrales étant appliquées au congruences du second
degré, dobnent tous les théorémes connus sur les résidus quadratiques:
on en déduit aussi la maniére de reconnaitre ¢ priori si un nombre quel-
conque est ou n'est pas résidu quadratique d’'un nombre premier donné;
et il en resulte une proposition générale qui renferme la théoréme fon-

. damental de M. Gauss.

La formule qui sert de base 4 notre théorie, et qui établit un rap-
port si singulier entre les solutions des congruences et les fonctions circu-
laires, fournit le moyen de résoudre directement les équations & deux ter-
mes. M. Gauss qui a découvert le premier cette résolution par une mé-
thode partiouliére, et Lagrange qui I'a ramenée ensuite A sa théorie gé-
nérale des équations, ont supposé la connaissance des racines primitives.
La théorie que nous exposons dans ce mémoire est indépendante de cette
recherche, et dailleurs elle est beaucoup plus simple que les méthodes
trouvées par ces deux grands géométres, qui exigent de tros-longs cal-
culs pour étre appliquées. On trouvera dans la suite de ces mémoires
une méthode générale et trés-simple pour traiter les équations de cette
classe, de mémes que celles d'ou dépend la division en parties égales de
larc de la Lemniscate, et beaucoup d’autres; et l'on verra alors pourquoi
la résolution de ces équations déterminées se réduit toujours 3 un pro-
bléme d’analyse indéterminde,

En appliquant notre principe général aux congruence du troisiéme
et du quatriéme degré, nous avons trouvé des rélations fort remarquables
“entre le nombre des solutions de certaines oongruences, et les racines de
quelques équations indéterminfes du second degré, Nous avons tiré de
13 des considérations générales sur les résidus cubiques et bicarrés, sur
lesquels on n’avait encore rien publié, en montrant comment I'on devait

‘ F
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modifier les formes des nombres premiers qui servent de module, afin
d’'avoir des théorémes généraux. On sait que pour avoir tous les théo-
rémes connus sur les résidus quadratiques d’un nombre premier, il suffit
que la forme linéaire de ce nombre soit donnée. Mais cela est insuffi-
sant pour les résidus cubiques et bicarrés, et il faut que le nombre qui
sert de module soit alors d’une forme quadratique donnée. Nous parve-
nons de cette maniére a trouver la forme cubique des nombres premiers
quon wavait jamais considérée jusqud présent. On pourrait pousser plus
loin lexamen des formes des degrés supérieurs, en observant que pour
chaque degré le nombre des innconnues doit égaler ou surpasser 'expo-
sant. Le méme chose arrive pour les congruences, et il est digne de
remarque que quand on a déterminé le nombre des solutions d'une cone
gruence, laquelle a autant d’inconnues quil y a d'unités dans I'exposamt
qui marque son degré, on aura tout de suite le nombre des solutions d’'une
autre congruence du méme degré qui aurait le méme module, mais qui
oontiendrait un plus grand nombre d'inconnues. C'est de cette considéra-
tion que nous déduisons un théoréme général sur les congruences de tous
les degrés, qui renferme comme cas particulier un théoréme de Lagrange
sur les congruences du second degré & deux inconnues.

L’analyse succinte que nous venons de donner de mnotre mémoire -
suffit pour montrer la possibilité de déduire d’un seul principe général
toute la théorie des nombres. Nous m’avons traité ici qu'une classe d’é-
quations indéterminées: mais nous montrerons dans la suite comment on
en peut résoudre un grand wombre d’autres, en appliquant le calcul d’ap-
proximation aux équations indéterminées, auxquelles il paraissait absolu-
ment inappliquable, mais qui cependant dans ce seul cas fournit des solu-
tions exactes. Et nous fairons voir dans un mémoire particulier, com-
ment l'on peut classer et discuter les trancendantes numériques, telles que
les nombres premiers, les diviseurs des nombres, etc. En liant la théorie des
nombres aux autres parties de P'analyse, il était certain que comme celles-ci
contribueraient & son perfectionnement, elles en recevraient des secours;
et c'est ce que nous montrerons dans la suite de ces recherches a I'egard
des intégrales définies et fonctions circulaires, dont plusieurs propriétés re-
marquables et inconnues jusqu’d présent, découlent de Panalyse indéterminée.
Enfin nous fairons voir comment la considération des différens ordres d'ir-
rationalité devient trés-utile dans la résolution des équations numériques.
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Analyse.

Nous avons montré pour la premiére fois, dans le 28° Volume des
Mémoires de PAcadémie Royale des Sciences de Turin, quétant pro-
posé de résoudre en nombres entiers I'équation

@(®yyyZye... ete) = O,
(que nous indiquerons pour abréger par @ =0) pour exprimer que z, y,
Zyseeo etc, doivent étre des nombres entiers, on a les équations
sin xx=0; sinyw=0; sinzw=0; .... etc.;
dont le nombre est égal & celui des inconnues, et qui doivent exister en
méme tems que Péquation proposée. Nous avons trouvé encore que le
nombre des solutions entiéres et positives, plus grandes que zéro, de I'é-
quation @ ==0, est exprimé, & trés-peu prés par la formule ‘

x=n y=o r=p
2 = =...., ¢ 0trbade)el,
x=1 ym z=

S'il s'agissait d’exprimer le nombre des solutions entitres de Péquation
¢ =0, en donnant & x,y,32,.... etc., toutes:les valeurs 1,2,3ye0002—1,

en aurait la formule
x=In y=n I1gn

130 2 z 2...0...0.0‘”’9(%‘ *m.),’=

Xzt y=1 =t

r yen 1-.-10(x+y+.~.,...+etc.)¢+ﬁ(x+y+z,..+eto.)=cp- cie.
S S =.... '

= ym y=1

eeteserenceraenes ii%;(x+y+z...+etc.)"¢‘,i eto.

On pourrait encore faire usage de la formule
Z 2 Z TF@0er Q0 o
et il serait facile de trouver plusieurs autres expressions semblables,.pro-
pres A représenter le mombre ou la somme des solutions de I'équation

proposde.

Le second membre de 'équation (13.) est une série qui finira tou=
jours par devemir convergente, et dont chaque terme pourra étre calculé
d Paide des formules de la page 9. Mais pour avoir une valeur appro-
chée du premier membre de I'équation (13.) il faut calculer, dans le se-
cond membre, un nombre de termes qui augmente avee la limite 7 de
Fintégration; de maniére que l'on obtient toujours une expression de de-
gré indéfini, qui estfonctxon des ooefficiens. de I'équation @ =0, et de la

F2
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limite 7. Il faut remarquer surtout que les coefficiens des variables x, ¥,
Ty «eso 6tC., dans le’développement en série de lintégrale qui forme le
premier membre de Yéquation (13.), sont tels qwen calculant un oertain
nombre de termes, il ne reste & peu prés que ce qu’il faut pour donner
le nombre des solutions de I'équation proposée. C'est de cette oonsidé-
ration, et de 'examen attentif de la nature de ces coefficiens (qui s'ex
priment aussi par des intégrales définies) que Pon pourrait déduire des con-
sidérations qui jetteraient beaucoup de lumiére sur la marche de la fono-
tion représentée par la formule (13.): mais ces recherches ne sauraient
trouver place ici, et nous les exposerons dans un travail particulier.

Cet apergu suffirait déjd pour montrer de quelle maniére on pour-
rait réduire la théorie des nombres & l'analyse ordinaire: mais nous allons
reprendre maintenant cette question dans toute sa généralité.

Etant proposée une équation 3 plusieurs inconnues & résoudres en
nombres rationnels, fractionnaires ou entiers, on pourra toujours la pré-
parer de maniére que tous les nombres cherchés doivent étre entiers et
positifs : puisqu'en général, si Féquation proposée est de la forme

P (@yyy %y 000 etc.) = 0,
et que l'on cherche pour =z, y, 2, .... etc., des valeurs fractionnaires,
en faisant

= I = 2 =32
—x‘, y—ya, z-—z’,.oooetco,

Xy Y 4 —
¢ T’ ;‘;, 'z—:‘, seee etc.)_o,
dans laquelle il ne faudra chercher pour
wl, xl’ ,Y:’ yc, z;’ zg, 00 ocoe etc.,

. que des valeurs entiéres: et dailleurs il y avait des solutions négatives

on les obtiendrait en changeant les signes des variables. Nous suppose-
rons par conséquent que ces réductions soient toujours effectuées dans les
équations dont nous chercherons la résolution.

Soit proposé de résoudre en nombres entiers et positifs I'équation

@ (9,2 sessete) =0

" que nous représenterons comme auparavant par §==0. Avec les métho-
des connues on s'arréte li, et on tiche de résoudre oette équation en
s'aidant de la forme particuliére de ses coefficiens, Mais I'équatiou 9=0,
exprime seulement les relations qui doivent exister entre les inconnues,
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et n'indique pas que ces inconnues ne doivent recevoir que des valeurs
entiéres et positives: pour exprimer cette derniére condition I'on suppo-
sera d’'abord que l'on veuille trouver toutes les solutions qui s’obtienneut
en donnant & = des valeurs moindres qu'une limite donnée a; & y des
valeurs plus petites que 5; & z des valeurs moindres que c; et ainsi de
suite: @, b, ¢, . oo €tc., étant des nombres entiers et positifs. 1l est olair
qu'd oet effet on devra donner & x, y, 2, .... etc., toutes les valeurs
comprises dans les séries
x=01,23 ccceeeea—1;
y=01,23 .c000..b0—1;
2=0,1,2 3 cc0000.0—1;
cecoeenrcscesvccece s e efCs ’
et faire toutes les combinaisons possibles dans I'équation @ = 0. On ob-
servera quo toutes ces valeurs de x se trouveront parmi les racines de
¢ ion '
! X=zx@=1)(*—2icees (x—(—1)) = 0;
et que de mémes les valeurs de y et de z seront comprises parmi les ra-
cines des équations
Y=y (y—1)(r—2.eees(y—G—1) = 0;
Z=2(z—1)(2—2Deeess(z—(c—1)) = 0;
ee e seesseeesecescvscscocse s €lC
Les équations précédentes expriment les conditions que x soit un
nombre entier positif moindre que @; que ¥ soit un nombre entier posi=
tif moindre que 4; et ainsi de suite. Ces équations dont le nombre est
égal & celui des inconnues, étant combinées avec I'équation @ =0, four-
nissent toutes les conditions du probléme; de maniére quayant un nombre
total d'équations qui surpasse de Punité le nombre des inconnues, le pro-
bléme sera plus que déterminé; en éliminant suocessivement toutes les
inconnues entre oes équations, on aura une autre équation de condition
F=0, qui comprendra les limites a, b, c,.... etc., assignes aux varia-
bles, et les coefficiens de I'équation proposée; et qui exprimera la rela-
tion qui doit exister entre ces quantités afin que le probléme soit réso-
luble. Lorsque Péquation de condition sera satisfaite, et que Fon sera
assuré que l'équation proposé peut étre résolue, on reprendra I'une des
équations & une seule inconnue que Fon a obtenues par I'élimination avant
de pervenir d Péquation F =0, Soit X, =0, cette équation en = seul;
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en cherchant le plus grand diviseur commun eatre X =0, et X, =0, on
aura une équation de la forme X,=0, qui ne contiendra que I'imconnue
x, et dont le degré sera égal au nombre des valeurs de = qui satisfont &
Péquation proposée; et en résolvant 'équation X,=0, on aura toutes les
valeurs de » qui satisfont & l'équation P==0. On pourrait trouver de
méme les valeurs des autres inoonnues, qui résolvent I'équation proposée;
et Pon voit que ce principe s’applique encore d la recherche directe des
racines rationnelles d’'une équation & une seule inoonnue; car ce probléme
aussi dépend de la théorie des nombres.

Avec la méthode que mous venons d'indiquer, on a seulement les
racines inégales; mais 8'il y a des racines égales, elles peuvent se trouver
avec facilité de la maniére suivante. Nous supposerons d’abord, pour sim-
plifier la question, quil s'agisse d'mme équation & deux inconnues seule-
ment; puisque la méthode est absolument la méme lorsque le nombre des
variables est plus grand.

Maintenant soit proposé de résoudre en nombres ratlonnels Péquation

9 (= y) = 0;
et supposons que 7 valeurs rationnelles de x==a, correspondent & une
seule valeur rationnelles de y = 5; (7 étant un nombre plus grand que
Punité) en différentiant I'équation proposée par rapport & x, et cherchant
le plus grand commun diviseur A, entre

ﬂ:%%-_,f) et Q(z,Y)

on aura A="F(x,y), et il y aura un reste R==/(¥) qui ne contiendra
plus x, et qui par supposition devra se réduire & zéro. Si I'on fait per
conséquent f(y) =0, on cherchera les racines rationnelles y =3, y = b, ,
y=by, .... etc., de cette équahon, lorsqu'il en existe, et en substituant
sueoessivement b, b,y byy .... eto., pour y dans lexpression de A on
aura les équations
F(x,b)=0; F(x,5,)=0; F(x,5,)=0;....etc
que Pon tiichera de réduire i la forme (x—a)**=0; et on trouvera de
cette maniére les valeurs multiples de = que I'on cherche.
Si Pon avait identiquement R=0, on trouverait I'équation
A =Fxy) = (@—yy) =0,

qui devrait exister en méme tems que l'équation @ (x,y) =0, et qui en
serait un facteur: I'on ne pourrait donc pas déterminer de oette maniére
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la valeur de y = b; mais en divisant le polynome @(xr,y)=0 par 4, le
quotient Q contiendrait un seule des n racines égales; et en cherchant le
plus grand commun diviseur entre A et Q, on aurait I'équation x—yAy)=0.
Nous avons supposé quil y avait seulement » valeurs de x==a, corres-
pondantes & une valeur de y=04: mais si outre celles-1a il y avait m
valeurs de x égales & ¢, et r valeurs égales & ¢, eto., il serait facile d'ap-
pliquer encore a ce cas la méthode que nous venons d’exposer.
Soit proposée par exemple I'équation
z*—2xy 4+ 2°—1 = 0,
dans laquelle on veuille savoir si parmi les valeurs rationnelles de y qui
Ia résolvent il y en a une égale & b, et telle quil lui corresponde n ve-
leurs de x=a; n étant un nombre plus grand que lunité. A cet effet
on différentiera I'équation proposée par rapport & x, et I'on aura x—y=0;
puis en cherchant le plus grand commun diviseur, entre ces deux équa-
tions, lon trouvera x—y pour ce diviseur et 2y°*—y*—1 =0 pour
reste, et comme cette derniére équation est satisfaite en faisant y =1, si
Pon substitue cette valeur dans I'équation proposée, on aura
P— 2w 1= (r—1)=1;
et par oconséquent Péquation
2—2xy +2y—1=0,
est telle que deux valeurs de x =1, correspondent 3 la racine y = 1.
On voit, par ce qui précéde, quelles opérations il faudrait faire
dans tous les cas; car si Péquation proposée contenait ~ inconnues, on la
réduxralt toujours & une autre qui en aurait »—1 seulement.
Maintenant il et clair que toute la théorie des nombres se raméne
au probléme de I'élimination; puisquil suffirait d’éliminer toutes les incon=
' nues entre les équations
Q®y ¥y %eeesete) =0 X=0, Y=0, Z=0,.... eto.,
que nous avons établies précédemment, pour trouver Péquation de condi-
tion F=0, qui renferme la resolution de P'équation proposée. L’élimis
nation générale entre ces équations ne saurait s’effectuer avec les méthodes
connues; il est vrai que I'on pourrait substituer directement les valeurs
des inconnues, mais il serait trés-difficile de résoudre la question par
cette voie, Pour la traiter aveo quelque sucoés il faut recourir aux inté-
grales définies, et specialement aux integrales dont la valeur est indépen-
dante des constantes quelles renferment, Mais nous nous réservons de
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donner oette théorie générale dans une autre oocasion, et nous nous bor-
nerons pour le moment & considérer les équations dans lesquelles Pune
des inconnues est élevée seulement aux premier degré, et que M. Gauss
a nommées congruences; et nous déduirons d'une seule formulé tout ce
que l'on savait sur ce gemre d'équations, et beaucoup d'sutres résultats
nouveaux. Cela nous fournira Foocasion de montrer un exemple des sim-
plifications remarquables dont notre méthode est susoeptible, lorsqu'on
l'applique aux cas particuliers, et des artifices d’analyse dont il faut faire
usage pour résoudre ce genre de questions,
Soit proposé de resoudre I'équation

14. Q(x,5, 2 ..0.0t0.) —pu == 0;
dans laquelle ¢ exprime une fonction rationnelle et entiére quelconque
des nombres entiers x, y, 2, .... etc., et u doit étre un nombre
entier. 11 est clair que il existe des valeurs de x, y, z,.... etc. plus
grandes que p, qui résolvent Péquation proposée, il y en aura aussi d'au-
tres qui seront comprises entre zéro et p; et ce seront ces derniéres que
nous considérerons toujours dans ce qui suit, 4 moins que nous n’indiquions
spécialement le contraire, A présent 'on sait que Péquation (14.) équi-
vaut, d’aprés la notation de M, Gauss, & la congruence
Q(x, 95 %y 0000 ete.) = 0 (mod. p).
En supposant » pour simplifier le probléme, que cette congruence se ré-
duise & la forme
X=a"t Ao +A,2™ it 4,z + 4, = 0 (mod. p),
(les ooefficiens 4,, 4,, ... . 4, étant toujours des nombres entiers et
p étant un nombre entier) si elle a une racine entiére x =a,, on pourra
toujours la mettre sous la forme (zx—a,) X,=0 (mod. p), X, étant un
polynome entier en x du degré m—1; il résulte de 13 que la congruence
X =0 (mod. p) ne peut avoir, tout au plus, qu'un nombre m de racines
entiéres moindres que p, m étant le pombre qui exprime le degré du po-
lynome X; et que si elle a les m racines entiéres
@iy Ggy G5y ¢ o0 2 Gy,
on pourra faire
= (r—a,) (x—a,) (.r-a.).. oo (®—0,) =0 (mod. p),
et on aura les congruences




¢.+atoiicveent 0, =—4 (modp),
{ .08 4064 ..0...F 0,0, }

+a.¢3 +B,04 ......+a,a,,.
coo.ooooo---ooooc"" etc.

15, { a,a,a,-}-c‘a,c......+a,a,a,,,}

+ 4, (mod. p),

+a’asa‘+a.agagno .--+al’03 cm = _'43 (mod.p),

....;..'........0+ etc.

G,8,83 ¢ 0o 6000 ¢00c00 O, Eidm(mod.p).

Dans oette dernidre congruence il faudra prendra le signe 4 si 7 est un
nombre pair, et le signe — si m est un nombre impair.

Pour trouver la somme des puissances r"*. des racines de la oon-
gruence X =0 (mod. p), on aura des formules semblables i celles que I'on
obtient pour les équations algébriques; car en appellant P,, P_,, P,_,,
etc., la somme des puissances r™*, (r—1)"", (r—2)", etc., de_oes ra-
cines on aura

P4+ AP_,+ 4P ,cc.04r 4, =0 (mod.p), -
On peut de la méme maniére transformer les congruences et obtenir leurs
fonctions symétriques. En général étant proposé de trouyver, une fonc-
tion symétrique donnée @, des racines de la congruence X = Q (mod. p),
qui 2 toutes ses racines entiéres, on cherchera la méme fonction symés
trique dans I'équation X =0, et en exprimant dans I'équation la valeur
de cette fonction par =S5, on sera assuré que pour la congruence
on aura @ = S (mod. p).
Soit maintenant proposé de résoudre la congruence
x*—x =0 (mod. p),
dans laquelle p est un nombre premier. Si 'on cherche une transformée
en y dont les racines surpassent de l'unité celles de la proposée, on aura
=x+1, et partant x=y—1; &ou l'on déduira
(y—1—(@—1) =0 (mod p)
et par suite, en négligeant les multiples de p,
Y —y =Q (mod. p).
Mais comme cette derniére congruence est identique avec la proposée, il
en pésulte que celle-ci ayant la racine x» — @, aura de méme la racine
x=a-1, et par eonséquent l'autre x = a +2: et quen général elle
) G



~ sera résolue par toutes les valeurs de x de la forme e 4 z; z étant wn
nombre entier positif quelconque: et puisque en faisant = 0, on satis-
fait & la oongruence proposée, elle aura pour racines tous les nombres
naturels, Par conséquent la congruence :

2P t—1 =0 (mod.p),
aura pour racines tous les nombres 1, 2, 3,.... p—1; 08 qui forme le
théoréme de Fermat.

La congruence 2—1=0 (mod.p),

dans laquelle p est un nombre premiet, étant corbparé & lautre
2 A g A Ay 2+ A, =0 (mod. p),
que nous avons déjd considérée, donne
A, =0 4, =0,..., A, , =0, 4, =—13
m=p—1; a, =1, ¢, =2,.... 6, = p—1;
et par conséquent, en substituant les valeurs des racines a,, a,, O
«ee @y, dans les congruences (13.), on aura
14+2+43.cceeec+ p—1 =0 (mod.p),
1.241.300004+1.(p—1)
{+2.3+2.4.....+2.(p—1) = 0 (mod. p),
L

o0 oo oo 0 ceecseeseseceoscseoscess ee 6lC

1.2.30000e(p—1)4+1 =0 (mod.p),

puisque p—1 est un nombre pair *). Cette derniére congruence équivaut
au théoréme de Wilson.

Si I'on voulait trouver un nombre z tel qu'en faisant le produit de tous les
nombres inférieurs & p (p étant un nombre premier) moins le facteur 2, on eiit

1.2.3....¢—Ng+1....(p—1)4 2z = 0 (mod. p),
on devrait chercher & déterminer les coefficiens de la congruence
2tz Lt oo+ 2= 0 (mod. p),
qui a pour racines tous les mombres entiers inférieurs & p, excepté le
nombre g: & cet effet on divisera la congruence
2 —1 =0 (mod.p)

par x— g, et le dernier terme du quotient sera le nombre z.

et enfin

%) Si le nombre premier p était égal & 2, p—1 ne serait plus ua nombre pair;

mais alors on aurait 1denuquement
+1 =0 (mod 2
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K En effectuant la divison I'on trouvera v
s T Ll Y o +6 e+ + 1= 0 (mod. ),
et puisque g7*—1=0 (mod. p), on obtiendra v

“:_j;‘ = g e d g2 47 = 0 (mod. p),
en partant
1.2.3000e(=1) g+ D.eec. (p—2) (p—1)+ 8™ = 0 (mod. p).
En faisant dans cette congruence & =1, on retrouve le théoréme de Wil
son qui est un cas particulier de celui-ci.

On pourrait déduire de 13 tous les théorémes que M. Gauss a jo-
sérés dans la troisiéme section de ses Recherches arithmétiques, et beau-
coup d’autres propositions nouvelles. Si Fon prend, par exemple, la somme
des puissances #™* des racines de la congruence

2" —1 = 0 (mod. p),
on trouve que, p étant un nombre premier, on aura toujours
14+2248.cceed(p—1) =0 (mod.p),
lorsque » n'est pas divisible par p—1; tandis que si 2 est un multiple de
p—1, on obtiendra
14243 cieeet(p—1) = —1 (mod. p).

M. Poinsot a démontré que les racines de la congruenes.

2"—1=0 (mod.np-+1),

. dans laquelle np-}-1 est un nombre premier, se déduisent des racines de

I'équation «”—1==10, en sjoutant des multiples de zp-}1 sous les radi-
caux compris dans expression de ces racines: mais cette proposition n’est
quun cas particulier d’'un théoréme plus général que nous allons démon-
trer. Ein effet la congruence

T+ A4 eiisst A 24+ A4, =0 (mod.p),

dans laquelle p est un nombre quelconque, équivaut & Péquation & dewx
inconnues )

Bt A, A2t (£—py) = O,

dont les racines sont exprimées par une formule de la forme
*=Q(4d,yAyyeeaesd,,, A,—py),

qui se réduit & expression des racines de Féquation
AT et A A, = 0O,

lorsqu'on y fait y =0. 8i donc vice-versé Fon ajoute des multiples de

p sous les radicaux compris dans Iexpression des racines de cette équa-

G 2

’
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_tion (en écrivaut partout 4,—py, au lieu d'4,), on aura les racines de
la congruence proposée.

En appliquant aux congruences ce que nous avons dit en général
des équations & plusieurs inconnues en nombres entiers, on trouve que
toutes les solutions inégales et moindres que p de la congruence

Q (X, YsZyeeascete) = ®=0 (mod. p),
sont comprises parmi les racines des congruences

X=ao@—1)(x—2).0ss.(x—(p—1)) = 0 (mod. p),

Y =yi—1)(—eeeee(y—(p—1) =0 (mod. p),

Z = 2z(z2—1)(z2—eeees(z—(p—1) = 0 (mod. p),

c e ccesse s s s s e s s e s esessesessesce s 103
ek quen éliminant toutes les variables entre les congruences
=0 (mod.p), X=0 (mod.p), ¥=0 (mod.p), Z=0 (mod.p), +... etc.,
on obtiendra une congruence de condition qui devra étre satisfaite afin
que la congruence proposée soit résoluble: de maniére qu'au lieu d’avoir
Péquation de condition C =0, comme pour les é§uations, on aura la con-
gruence de condition C =0 (mod. p), et Pexpression qui aurait dii se ré-
duire & zéro dans le premier cas, devra étre divisible par p dans le se-
cond. Lorsque p est un nombre premier, la question se simplifie beau-
ooup, ear par le théoréme de Fermat on aura

2(@x—1)(x—2.ieses (x—(p—1) = 2 —2x = 0 (mod.p),

Yo—0D—2.c... ¢—(p—1)) = y*—y = 0 (mod.p),

2(2—1) z—e.r.. (3—(p—1) = # — 3 = 0 (mod.p),
ot on devra éliminer les inconnues entre les congruences

® =0 (mod. p), 2>—xr=0 (mod.p), y*—y==0 (mod.p),

Z—2=0 (mod.p), ceaes OtCey
pour avoir la congruence de condition.
Si dans la congruence
® =0 (mod. p)

on cherchait seulement les racines différentes de zéro, on devrait élimi-
ner les inconnues entre cette congruence et les suivantes
£77—1=0 (mod.p), y*'—1=0 (mod.p.), 2*—1=0 (mod.p), ....etc.,
et comme les racines congrues & zéro peuvent se trouver séparément
avec facilité, nous supposerons, dans ve qui suit, que Fon cherche les ra-
cines différentes de zéro; ce qui simplifiera beaucoup nos recherches.
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1l est clair, d'aprés oe que nous avons démontré sur les fonotions
symétriques des congruences, quétant proposé d'éliminer les inconnues
entre les eongruences

Q= Q(x,¥s%eec00etc) =0 (mod.p),
D, = Q,(x, ¥y Zyeees. etc) = 0 (mod. p),
D, = Pu(x,Ys Zyesescetc) = 0 (mod. p),
ceesescscsesscscsceeceeblCy
on pourra effectuer élimination entre les équations ’
] =0, =0, O, =0,.....etc,
pourvu qu'au lieu de Péquation F = 0, qui résultera de cette élimination,

on écrive | F=0 (mod.p).
Pour faire quelques applications de ce principe, soit proposé de ré
" soudre Ia congruence
Ax+ B = 0 (mod.p);

il est &vident que si 4 et p ont un facteur commun, qui ne divise point B,
cette congruence ne pourra pas se résoudre; et comme lorsque ce facteur
commun existe et divise B, on peut toujours I'dter, on pourra supposer
que A et p sont premiers entre eux; et en faisant « = Bz, on aura

B(dz+1) = 0 (mod. p);
et il faudra resoudre la congruence
' Az4+1 =0 (mod.p). :
Maintenant si on décompose p dans tous ses facteurs premiers, égaux
ou inégeux, de maniére que l'on ait

p=adb.ce....n

on devra résoudre la congruence
Az+1 =0 (mdo acb.coooonn)’

qui se change dans la suivante
Ay—1=0 (mod.a.b.c.....n),
en faisant z = —Y.
En cossidérant la congruence
Ay —1 =0 (mod.a),
il faudra éliminer entre celle-ci et la suivante’ y**—1= 0 (mod. ¢), qui

équiveut & lautre
4= y*—1 =0 (mod.o);

puisque par supposition ¢ est un nombre premier qui ne divise point 4A:
alors em divisant 4> y**—1, par 4y —1, on obtiendra un guotient
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exact; dod Pon déduira que la congruence
Ay —1 =0 (mod.p),

y = A" = %,;
en indiquant par s un nombre entier quelconque: on trouvera de méme
que toutes les congruences ' ,
Ay—1=0 (mod. ), A4y—1=0 (mod.c), «. ... eto,
seront résolues en faisant successivement ' -
y=Ath_'=Y;; y=4"‘u°"‘=1’,; e e o oo OtC,
H résulte de 1d que la congruence
(LY, —1)(AY,— 1) (AY;—1) see0ee = 0 (mod.a.b.cecuo.n),
et par suite l'autre
Y= (AY,—1)? (LY, — 1) (4Y,—1)*eecec = 0 (mod. p),
seront toujours satisfaites: mais la valeur de ¥ étant composée d’un nom-
bre pair de facteurs, pourra se réduire & la forme
Az41 =0 (mod.p);
et puisque cette congruence est résoluble, Fautre
‘ Az+4 B = 0 (mod.p),
le sera de méme, et on aura

&= G (A P A S = D (U — 1) ),

pour une de ses racines; en observant que I'on peut prendre pour s, ¢, ...
«++v, des nombres entiers quelconques. En .général toutes les solutions
possibles de la congruence proposée seront domnées par la formule

= g((Aa-'-—i)(A?-‘—l)....(A""‘_l))ﬁ_%_*.pu’
dans laquelle 4 est un nombre entier quelconque.

est résolue en faisant

Soit proposé maintenant de résoudre la congruence du second deged
4 gxrt+r=0 (mod.2p+1),
2p+1 étant un nombre premier; il est clair que si elle a une racins
x= A, il y en aura une autre x=B=—¢—.4, et partant si elle est
résoluble il faudra qu'en divisant *® —1, par x*-}-gx -4 r, le reste soit
divisible par 2p+1. A prézent on doit remarquer que si-a et (3 sont
les deux racines de I'équation
atgx+r =0,

Stextr=@F—a)xz—p),

o aura




et par oonséquent
aP—1 a1 a1 -1
ST = G G—h = Pt e
En effectuant la division, on trouvera généralement
xP—1 x%P—1 %P —1
St F—ae—A T a—pHe—a
_ 1 —1 1 farr—1
_.z""‘-}-d,x"""-}-d,x"’"....+.4,P_.+ﬁ_a(ﬂ:_ﬂ)+a_ﬂ =D,
les coefficiens A,, 4,, .... etc. étant toujours des nombres entiers. Il
faudra, par conséquent, qu'en réduisant les deux derniers termes au méme

dénominateur, la quantité
g (r— ) (B —1) — (z— ) (& — 1))

" qui sera lo reste de ls division, soit divisible par 2p—1, et partant

(=) r—aB(CF=2) +5=L =0 (mod. 20+ 1)
d’ou Pon déduira les deux oongmenoes de condition
16. ﬂ’;::"’so (mod. 2p+1); ap(é”_%_—__f’:')_,_i;_o (mod. 2+ 1)

On voit ici quaprés avoir effectué la division par 3—a, les pre-
miers membres de ces deux congruences pourront toujours s'exprimer 3
Paide des quantités ¢ et r, puisquils ne renferment que des fonctions sy~
métriques des racines a et 3: et dailleurs il est clair que Yon pourra
toujours substituer au lieu de « et 3, les quantités
—«1+V2(1’—4r); —q—V;(q‘—‘ir).

Si dans la congruence

P4 gxr+4+r=0 (mod.2p+1), ‘
on fait 9=0, r==—s; on devra dans les congruences (16.) faire 23=0,
et partant « = —[3; mais l'on a aussi B = y'5, a =—ys5, L—a =2V,
Ba=—s; par coneéquent les deux comgruences (16.) se reduiront aux
suivantes

E-’-'V‘.L"-—o (mod.2p+1); —sy's (’-t:;f’:l)+1—0 (mod. 2p+1);

dont la premiére est toujours satisfaite, et la seconde se réduit 3 l'autre
17, &#—1=0 (mod.2p-1);
qui est la condition déji connue pour la résolution de la congruence -
Fr—e=0 (mod.Qp-l-l)
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Soit proposé, par exemple, de trouver la condition qui doit dtre
satisfaite afin que la congruence x*--1=0 (mod. 2p+}1), dans laquelle
2p+41 est un nombre premier, soit résoluble; on devra faire s=—1,
dans la congruence de condition (17.), et on aura ‘

(—1P—1 =0 (mod.2p+41);
ce qui montre que p doit étre un nombre pair.

En appliquant aux congruences du second degré les mémes princi-
pes dont nous avons fait usage pour résoudre celles du premier deged,
on pourrait trouver la résolution générale de la congruence

2+ gx-4r =0 (mod. p), )
dans laquelle p est un nombre quelconque, pourvu que lon connit tous
les facteurs premiers de p. '

En général étant proposée une congruence d'un degré quelronque

X=x4aoas"+tar " .cc.da, v+ a, =0 (mod p),
dans laquelle p est un nombre premier, on djvisera 2™+ —1 par X (en
faisant usage de la méme méthode dont nous nous sommes servis pour
les congruences du second degré) et on obtiendra un reste de la forme
X, =bao '+ b eest b2t by

Maintenant si la congruence proposée a 1 racines entiéres, on devra

avoir les n congruence de condition

b, =0 (mod.p), 6,=0 (mod.p), « « o ¢« o b,=0 (mod. p),
et on sera assuré que si elles sont satisfaites, la congruence X =0 (mod. p),
aura toutes ses racines entiéres; mais si cette congruence n’avait qu'un
nombre n—m de racines enticres, alors on devrait chercher de nouveau
le plus grand commun diviseur etre X et X,, et on trouverait enfin pour
reste une congruence de la forme

X, =™ e, ™ iie o = 0 (mod. p),

qui donnerait les congruences de condition

=0 mod.p), ¢,=0 (mod.p), « « .. « € =0 (mod. p),
dont le nombre sera toujours égal au nombre des racines enticres de la
congruence proposée. On voit par li que la résolution d’'une congruence
du degré n, qui n’a que 2 —m racines entiéres, se réduira i la résohu-
tion d'une congruence du degré n—m, en cherchant le plus grand com-
mun divisenr entre X et 2" —1,

Soit proposé, par exemple, de résoudre la congruence
x*—b =0 (mod.ap+1),



—_ 57 —

dans laquelle ap+1 est un nombre premler, on divisera x*—1 par
x*—b, et on trouvera un quotient /V et le reste 5P—1; d'ou il résulte
que si la congruence
18, #—1=0 (mod.ep-t1)

est résoluble, la congruence proposée aura toutes ses racines enticres.

Les deux congruences de ocondition (17.) et (18.) avaient été trou-
vées par Fermat, mais avec sa méthode on ne pouvait pas trouver les
oonditions qui devaient étre satisfaites, lorsque les congruences proposées
nétaient pas binomes: oe qu'on peut toujours effectuer par les principes
que nous venons d’exposer.

La congrueace de condition (18.) montre que la congruence

r—1=0 (mod.6p-41),
a toujours trois racines entiéres lorsque 6p -}-1 est un nombre premier;
mais comme il est évident quune de ces -racines est x =1, on pourra
diviseg par x—1, et on obtiendra la congruence du second degré
L4+xz+1=0 (mod6p-1),
qui aura ses deux racines entiéres; il faudra par conséquent que les deux
congruences (16.) soient satisfaites quand on substitue pour « et 3 les
deux racines de I'équation z°*4-x-1==0, et que 'on change 2p+41 en
6p-+41. Maintenant on a
=—i(1+v(=3); e=—1(1—v(-3);

et partant, la congruence g Z:;GPEO (mod. 6p-}-1) deviendra la suivante :

Frg (1Y (=P —U—V(=3)") =0 (mod. 6p+1),

qui donnera en développant :
146pv°(-3)— D) 5 SO D02) 3v(-3) 4 O 0OP20Ep) 5. o

1
VD)) _ 1160773 + ﬁplgp-l) 3 6}:(61;—1.)(36}"2). 3V (-3)— 6p(6p-1)(gp:2i(6p-3) 324 etc.

2 .

- - 3)(6p-
D | OO ) i

et par conséquent
1. op— OO 5 Gellpt )fﬁg‘?)gﬁf’g)(ﬁ"‘”. 3*—etc. = 0 (mod. 6p+1).

Si Fon substitue les valeurs de « et 2 dans la congruence

ap(.ﬂi"‘;:f”")+1 =0 (mod.6p+1),
H
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on aura, aprés avoir développé, la congruence
20. (6p-1)— - ‘)f”'§(6”°3).3+(6”' 1)(6’;'2.)?'%'2)(.6';‘4)(6”9’..3*— otc. .. —2P4=0(mod. 6p+1).
Les deux congruences (19.) et (20.), qite nous venons de trouver, et qui
doivent toujours étre satisfaites en méme tems, lorsque 6p-f1 est un
nombre premier, renferment un théoréme exclusif et assez curieux, sur
les nombres premiers de la forme 6p 1.
A présent si I'on effectue I'édlimination de 6p, entre la congruence

6p(6p-1)(6p-2 6p(6p-1)(6p-2)(6p-3)(6p-4
6p— it }; .)(3', )-3+ B p-2)(.};3 .)(ll’t-é(sp ).3’—etc.50 (mod. 6p41),

et lautre, qui est toujours résoluble:
6p+1=0 (mod.6p+41)
on trouvera, aprés les réductions,

1.2.3 1.2.3.4.5 ,, — 23t
—1+15533— 133453+ F3

=—1+4+3—3.. 73 =021 3% —1=0 (mod.6p 4 1).

Lorsque p=2n, cette derniére congruence deviendra
3"—1 =0 (mod.1224-1),

et celle-ci sera toujours résoluble d’aprés ce qui précéde: d’ou il résulte, par la
congruence de condition (17.), que la congruence x*—3 =0 (mod. 12n+4-1)
est toujours résoluble lorsque 127241 est un nombre premier. On pour-
rait appliquer les. mémes principes d des congruences de degrés plus éle-
vés, et on obtiendrait un grand nombre de théorémes nouveaux, du méme
genre que ceux que nous venons d’énoncer; mais ces recherches mous
écarteraient trop de notre but, et nous allons exposer de préférence quel-
ques applications de la théorie des congruences i la résolution d’une classe
d’équations indéterminées dont Lagrange a considéré les plus simples.

Soit proposé de résoudre en nombres entiers I'équation
ada,x4a,x*..... Fanxr X
y=e+e,x+e,x’ ..... Fenzm T X,
on voit facilement que ce probléme se réduit 4 la résolution de la congruence
X =0 (mod. X,); mais comme on a aussi identiquement X, = 0 (mod. X,),
on pourra éliminer x entre ces deux congruences et on trouvera, aprés
I'élimination, une congruence de condition D=0 (mod. X,), dans laquelle
D sera une fonction donnée des coefficiens

a,a,,a.,.....d,,j e,el,e‘,oooooemi
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et il faudra que X, divise le nombre D. Maintenant supposons que tous
les diviseurs, positifs ou négatifs, de D soient représentés par la série des
nombres
1) d;y d., ds, o o o 0 o d‘, D,'

on devra faire successivement :

X‘=1; Xizd;)' X;=d‘; o e 0o o -Xg=d‘,' X‘=D,'
et en cherchant les racines entiéres de ces équations, on aura toutes les
valeurs de x qui résolvent la congruence X =0 (mod. X,), et par suite
Péquation

__a-l-a,a:-l-a,a:“ ..... +axr X
y = ede, x4 ey ..., Fema™ ~ X,°

Etant donnée la méme fraction 5{{’ on peut trouver aussi tous les nom-

bres entiers qui, pour une méme valeur de x, divisent & la fois le numé-
rateur et le dénominateur. En effet si Ion représente en général par ¢
Pun de ces facteurs communs, on aura X =0 (mod. §); X, =0 (mod. J);
et en Sliminant x entre ces deux congruences (ou ce qui revient.au méme
entre les deux équations X =0, X, =0), on aura la congruence de con-
dition D=0 (mod.d), et le nombre 8 devra se trouver parmi les divi-
seurs de D. 11 est dlair que si X et X, avaient une racine commune
@, il faudrait commencer par diviser ces deux polynomes par x—a, au-
tremeut on aurait toujours D = 0.

Etant données les deux fonctions i deux inconnues @ (x, y); F(z,y);
si elles ont un facteur commun J, on aura toujours

@ (x,¥)=0 (mod.&); F(x,y)=0 (mod.?);
et en éliminant x ou y entre ces deux congruences, on aura deux autres
congruences de la forme
¥(z) =0 (mod. 3); ¥,(y)=0 (mod.?).
Soit proposé maintenant de résoudre en nombres entiers les deux équa-
tions simultanées
? (x, f) = F(x, y)-\l' (®, 5523 o (zy9)= 03
que nous exprimerons pour abréger par @ =F.J; ®=0; on pourra
les réduire aux congruences
@=0 (mod. F); ®=0 (mod.F), F= 0 (mod. F);

et en éliminant x et y entre ces trois congruences, on aura la congruence

de condition
D =0 (mod.F),
H2
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- d’ou Fon déduira toutes les valeurs possibles de F': Fon aura ainsi trois
équations et trois inconnues, et les deux équations proposées seront ré-
solues complétement. ,

Etant proposées les deux équations simultanées

O, =0 (= ). Fx,5,2); (% 2) =0z, 2).Fi(x,5,2);
que nous indiquerons, pour abréger, par
P=0Q.F; ®,=09.F,;
elles se transformeront dans les congruences
P=0 (mod. ®); P,=0 (mod.P); @ =0 (mod. P);
d’ot 'on déduira, par I'élimination, la congruence de condition D=0 (mod. @),
qui fournira toutes les valeurs possibles de @; et 'on aura résolu complé-
tement les deux équations proposées. On pourrait appliquer ces principes
d des équations contenant un plus grand nombre d'inconnues; mais nous
traiterons séparément cette matiére dans un mémoire particulier sur les
congruences & module variable.

En reprenant les congruences de condition, que nous avons don-
nées précédemment, il est clair que 'on pourra éliminer les inconnues entre
la congruence & plusieurs inconnues

Q (2,52 00 0.0tc.) = 0 (mod. p),

(dans laquelle p est un nombre premier) que nous indiquerons pour abré-
ger par @ =0 (mod. p), et les suivantes

—1=0 (mod. p); y*—'—1=0 (mod.p); #'—1=0(mod.p); ... etc.;
de la méme maniére que #'il s'agissait d’éliminer entre les équations

P=0; 27—1=0; y'—1=0; F'—1=0;.... eto;
et que le résultat sera de la méme forme: & présent pour éliminer les
inconnues entre oes équations, on peut substituer dans la premiére toutes
les valeurs de x, y, 2, « ¢+« .« €to.,, déduites des autres équations, et
comme l'on a
2x

x=1; s--oos-—i--l-f( —1) sin ——I‘ 3—-003‘_1""",( 1) sin — 1,
cecese 3—008-2%’:%)—2+f(—1)lm—%_—12—?:

y=1; y=oos 25 +y(—Dsin 25

oooooy=0°s

205y =oo 2% v (—1)sin 25;
2(P—2)“+f( 1)sin2(';:i)“:

p—1
[ ] * [ 3 e » [ ] [ ] L ] [ ] L ] [ ] * [ ] L J * L ] [ ] ® [ ] [ ] [ ] [ ] L ] eto.. -
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en substituant I'une aprés lautre toutes ces valeurs dans Péquation @ = 0,
et faisant le produit de toutes les fonctions semblables que I'on obtiendra
de cette maniére, on trouvera la congruence de condition

CEETREL loaqv(oot—i+t’(—l)-m—-p oos 1‘i't’(-!)-m "-'L,.. oo 20V (~Dein 22T, o e.)
x=0 y=o z=0
e =0 (mod.p).
Cette congruence parait assez singulidre 4 cause des fonctions circulaires
quelle renferme; cependant en observant le rapport qui existe entre la con-
gruence a=2a -} px (mod. p), et I'équation cos:,—” = co0s (—“%')—”, lorsque
a, p et x, sont des nombres entiers, on pourrait se rendre compte aisé-
ment de la forme de cette expression. On pourrait déduire de la plu-
sieurs théorémes connus sur les congruences; mais cette route serait lon-
gue et pénible, et nous préférons de particr d’'une autre équation fonda~
mentale qui servira & retrouver directement tout ce que lon savait sur la
théorie des congruences, et & découvrir beaucoup de propositions nouvel-
les. En observant que quoique par notre théorie on me trouve que les
racines inégales de la congruence @ = 0, on obtiendra cependant les ra-
cines égales par la méthode dont nous avons fait usage pour les équations
indéterminéez; et méme on les trouvera directement en éliminant entre
les congruences \ '
@=0 (mod. p); g——-o (mod. p); gEO (mod.p); . ... etc
Etant donnée Péquation & une seule inconnue

: " —1 = 0,

. i lon représente par P,y Py Prony oo.. etc., les sommes des puis-
sances n**, (n—m), (n—2m)™*, . . . . etc. de ses racines, on aura

P=P,_,=P _peee.=P,_,, =etc;

de sorte que si 7 est un multiple de 72, on obtient P,=m; et dans le
cas contraire on trouve P,=0. En exprimant les racines de I'équation
&™—1=0, en fonctions circulaires, on aura

(cos2Z 4 v(—1) sin 27" + (00822 + y (—1)sin22)"... ...
+(cos2Z + vi(—1)sin Z7) .. - (000 X2 4o y(—1) ain XEZ2EY',

Si I'on transforme le second mombre au moyen de la relation connue
(cosz+4 v (—1) sinz)* = cosnz -} y(—1)sinnz,

et quon néglige les imaginaires qui, dans le cas actuel, doivent nécessai-

P,=
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rement se détruire, on obtiendra

2(m—1
2. P, = 0089,';—"-1-0082%“-}-005%”....-}- coszi;:f....+ooh—-—-—("' — LL.

. n . BN
2 unsm sin 2 n—g;l)u-l-sxn—"-'-

s
—":°cos mo 2sin 22 ’
m

et la valeur de cette expression sera m ou zéro, suivant que le nombre 7';—
sera entier ou fractionunaire.

11 résulte de Id que si Pon prend successivement la somme des puis-
sances n™* des équations '

r—1=0’ .’l"-—1=0, .‘l"s—-1=0, oocooxn‘_l:—_—o,
on aura la somme des diviseurs de n, compris dans les nombres 1, 2,
3,.... m; et cette somme pourra étre représentée par la formule

. n . n7®

x==mpy y=x 2nynm xmmis 802 "3z ”+3m'}'
= = cos = = .
xz=t  y=0 x = 2sinf-’f

On trouverait de méme que le nombre des diviseurs de 7, compris
dans la série 1, 2, 3, . . . . m, est donné par I'expression
' 2nys x=m438in 2 n—i%)u-}-singf

cos = = .
=t y=o & x =1 2msin"_’f
x

x=mé1 y=x ¢

Si l'on voulait exprimer la somme et le nombre de tous les divi-
seurs de 7, en représentant par ﬁn) la premiére de ces fonctions, et par
d(n) la seconde, on aurait

x=ns1 i
[ == S oos 2227,
x=3 y=o0 x

8(’,) =x='-2n+l %x.l. oosz_mz

L d
=t y=o ¥ x

On sait que lorsque 2 est un nombre premier, on a: .
Jo =nt+1; ¥ =2
nous aurons donc, en changeant les limites des variables, les deux équations

ST s =1; T Loos?E =1,
x=1 y=o x ’ am y=o ¥ x !

qui renferment deux propriétés spéciales des nombres premiers.
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On a vu que, n et m étant deux nombres entiers, la formule
sin2 n-—,i)u-l-sin-’%‘

231:1-’-:;:-!
a pour valeur 7, si n est divisible par m, et 'quelle se réduit & zéro
lorsque cette condition n’est pas satisfaite. Nous avons démontré de plus,
que p étant un nombre premier, Pexpression
1.2.3.....(p—1) 41
p ;
ne peut devenir un nombre entier que lorsque p est un nombre premier ;
en faisant donc
m=p, et n=1.2.3.....(p—1) +1,
dans la formule (21.), elle se transformera en celle-ci:

“sin2(1.23... (p—1) 41— 223 ("“‘)"") e sin (123 (P"'H“)n

2m(123 é; 1)+1)
" qui devient p lorsque p est un nombre premier, et qui se réduit 3 zéro
dans le cas contraire. Ainsi cette formule représente exclusivement tous
les nombres premiers, Si Ion voulait exprimer ahalyﬁquement la somme
des nombres premiers compris dans la série

a, a+4+1, ¢4+2, ... a4b—1,
on aurait la formule

—— sin2(1.2.3....(a:—-—1) 11— 1.2.3....(.1:—-1)-]-1) fsin (1 2.3... 2(3;—1)+1

> .
—a 2 ain (123 2(:—1)4-1

On peut généraliser beaucoup ces expressions, et les appliquer aux
séries périodiques, aux fonctions discontinues et & d'autres recherches:
mais ce que nous en venons de dire suffit pour le moment.

Puiaque la formule

¢ {00822 +v(—1) sin22) - (cos 22 4y (—1)sin ).

m .......+(oos2‘—"‘—“i‘+.r( —1) sin 2 =22

a pour valeur l'unité ou zéro, suivant que — est un nombre entier ou

fractionnaire, il s'en suit que le nombre /V des racines indgales de la con-
gruence & plusieurs inconnues
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@@ yy200c.00to,) =0 (mod. m),
(que nous exprimerons pour abréger par @ =0 (mod.m)) dans laquelle
on oonsldere pour x, y, z, «+es €tc., les valeurs entiéres
r=a, a4+1, 6+2, cce.. b;
y=c¢, c+1, c+2, cee.. d;
z =e€, ‘+1, €+2 » o oo f)
sora donné par I'équation
syt | (008222 4vi(—1)8in 22%) 4 (00s22% 4 (—1)sin227).....
22. an—z ot Z;"’ 2upn . 2upn 2(m-1)pn . 2(m-1)psn
=er=s =t |4 (00s 222 4y (—1)sin222T).... 4 (008 XPE 4 (1) gin 20mLleR)

qui peut servir dans plusieurs cas & trouver la valeur de Iintégrale définie

x=b y=d =f: ‘
2 2 2 oeeoe cosaq)(x,}', z,.-aoetc)ﬂ,
Xx=a y=c z=e —

comme nous le montrerons dans la suite.

De méme la somme des racines de la congruence @ =0 (meod. m),
comprises entre les mémes limites que celles qui ont servi & déterminer
la formule (22.), sera donnée par lintégrale

s ,g byt eto) 14 (cos 227 4y (—)sin22).....
23. -— soes (T Zoeee C. hd
m d ooet (cos 2D L () gin 2DPT)

On pourrait trouver une infinité de formules du méme genre; mais
celles-ci suffisent déjii pour notre objet; et méme elles sont trop généra-
les, de maniére qu'il faut les particulariser pour les appliquer avec facilité
aux diverses questions que nous devrons résoudre. '

Nous observerons d'abord que, d’aprés ce que mous avons dit pré-
cédemment, il suffira d'intégrer entre les limites

D=F=y=2=.....6tc,

M= ==y ==2= ... 00,
pour savoir si la congruence proposée est ou w'est pas résoluble; et quensuite
les imaginaires devant se détruire entre eux, on pourra considérer l'intégrale

2. L5 3. (l+eos£%-”+cos 4:”....-}- cos2—':$f....+ cos&'%-)ﬂ‘) ,

M xen y=o0 zz0
au lieu de celle fournie par P'équation (22.), et l’intégrale
25. 1 % % 2 seee (x+y+z.,.,+ GtCo)(1+ cogl-l.cos ""+ "u+cos2(m-1»“)
m =0 y=o =

la place de la formule (23.).
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Soit proposé, par exemple, de trouver le nombre N des solutxom
entidres positives et moindres. que ¢, de la congruence
ax+b6 =0 (mod.c),

la formule (24.) se changera, dans ce cas, dans la suivante
26. %:é:(i + cosz(aa.'-l-b) ";' oo '+ 00!2” (0x+b) "':" (XX o+ 0032(0—1)(”"’6)% ?
qui exprimera le nombre IV cherché,

.

8i Pon considére le terme général de cette série, on aura I'équation

g x=¢ . sm2u(b+ac——2-)£—sm2u(b——) i
-;20 oosQu(ax,-leb)?— 2“m — ’

dans le second membre de laquelle le numérateur est toujours zéro, mais
dont le dénominateur ne peut se réduire & zéro, que lorsque @ et ¢ ont
un diviseur commun plus grand que l'unité, puisque u est toujours plus
petit que c. Il wésulte de 1d que si ¢ et ¢ sont premiers entre eux, tous
les termes de la série (26.) s’évanouissent, excepté le premier dont la va«
leur se réduit &
72 1= 7 = 1,

Mais si ¢ et ¢ ont un facteur commun g, on supposera a==mg;

c=ng; et en faisant ¥ = n, on obtiendra

si92n(b+a¢;—-%-) —:—t-—esin2n (b--;—) %

= z = cos2n(ax+8) %‘-

nas
201sin -

_ a2 (b-l-ang—-——)-—-—st(b——) 5

2n sm’—'f
-

Cette expression se réduit & 3, en vertu de I'hypothése a==mg. On
devra donc différentier le numérateur et le dénominateur par rapport & a,
pour avoir une valeur déterminée, et I'on trouvera aprés les réductions;

I
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in2 (pang—3) f:-"“"z("“,%){' = cos 22%.
2nglinag—n' ¢

Si au lieu de prendre u = 7, on fait en général ¥ =en, e étant un nom-
bre entier quelconque, on trouve

1°§° R 2ebn

-k cosen(ax+b);— = c08 ——;
et comme le nombre 2 est compris &£ —1 fois dans ¢—1, on pourra faire
successivement e =0, 1, 2, 3,.... g—1; et la valeur de lintégrale (26.)
sera exprimée (dans le cas actuel ou I'on suppose que a et ¢ ont un com-
mun diviseur &) par la série

1 +oos-2—:;'-'+oos%....+cosg-§5-——:1)—bf,

dont la somme

ain2(b—%)n+sin%§

2 sin bn

a pour valeur g, lorsque {7 est un nombre entier, et qui se réduit 4 zéro
dans le cas contraire.
De la résulte

1°.  Que la congruence ax--5=0 (mod.c), a toujours une solution
entiére et plus petite que c, lorsque ¢ et ¢ n'ont d'autres diviseurs com-
muns que Plunité,

2°. Que si a et ¢ ont yn commun diviseur g différent de l'unité, qui
ne divise point b, cette congruence n’admet aucune solution entiére.

3°. Qu'enfin si —:— est un nombre entier, on trouvera pour x un nom-
bre g de valeurs entiéres plus petites que ¢, qui satisfont & la congruence
proposée.
Maintenant si l'on fait @ =ax -5, et m =c, dans I'intégrale (25.)
on trouvera que la formule
27. I o(1+0082(ax+5) % e + 00828 (2 +8) % ours + 0082Ac—1)(ax+b) ),
x=0 c c c

exprimera la somme des valeurs de x, entiéres et moindres que ¢, qui
satisfont d la congruence ax +5=0 (mod. c), lorsqu'elle est résoluble,
et que Porsquelle ne l'est pas, cette intégrale se réduit a zéro.
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Nous avons démontré que si @ et ¢ ont i factenr commun diffé-
rent de lunité, et qui ne divise pas b, la congruence ax -+ =0 (mod. )
n’'admet aucune solution entiére; et comme, si ce facteur commun divise
aussi 5, on peut toujours le supprimer, il sera permis, dans ce cas, de
supposer que a et ¢ sont premiers entre eux; et alors on sera assuré
quil existe toujours une valeur entiére de x, comprise emntre zéro et c,
qui satisfait & la congruence proposée; mais comme il n’existe qu’une seule
de ces valeurs, comprise entre les limites que nous venons d’indiquer, la’
formule (27.), qui exprime la somme des racines de la congruence

ex+b =0 (mod.c),
aura pour valeur la plus petite de ces racines entidres et positives.
i Actuellement pour trouver cette valeur de x, on considérera le
terme général de lintégrale (27.), et on aura :

(e—1) sin2u (b-oa— 5 )= +sin2u (b—5) 2

c

. uam
2c¢ sin -

=

J'E'.z'cosQu(aa::-|-b)—'—‘- ==
x=0 c

o

cos2u(ca+b—-a %—cosQu(b-—a)-:—
. uam\?
c(2am - )

ot il faudra faire successivement ¥ =1, 2, 3,.... c—1; et ajouter au ré=
sultat le premier terme de la série (27.), qui est

<+

17 olo—1) _ p—1
ciw_ 2¢ = 2

Puisque @ et ¢ sont premiers entre eux, et que u est plus petit
que ¢, il s'en suit que le dénominateur 2¢ sini‘;"-’-'- ne pourra jamais s’évas
nouir; on obtiendra par conséquent, en faisant les réductions nécessaires:

(c—1)sin2u (ac-!-b— g—)g—- +sinu (b— —;—) -g— + cos2u (ac-l- b—a) .f:._ cos2u (b--a) —:-
2 sin X272 ' o(2ain 227)° -
sin2u (o - 3) 2
-

et partant:
I2
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28, -fr:gx(“ c082(azr+5) = sues + €082 (2 48) 2 v+ 0082 (c—1 (0 +5) =)

ooy 92035 mt(—3)F

p) + 2,&? + 2‘in2:u seceeessee
- in2u(b—3) = in2(c—1)(6—2)2
+- 2‘(““?,) veeert- (-3)

2sin(c—1) =2

. a\ 7

__ o—1 1u§cﬁm2u(b__§.)_5_

= +-§ﬂ=x —aom

sin
[

Cette formule trés-simple donne pour & la plus petite valeur de
qui satisfasse d la congruence ¢x-+54=0 (mod.c), en nombres entiers
et positifs: mais toutes les valeurs entiéres de « sont données par Féquation

29 _o—1, 1 u;."in2u(b__%)_:t_ ©
* xr = 2 + 9 ‘inua“ +cz’

u=3

[
dans laquelle z est un mombre entier quelconque,
11 faut observer ici que la congruence
ex+b =0 (mod.c),
équivaut & I'équation du premier degré & deux inconnues
axr-+t+b = cy;
et que la formule (29.) donnera toutes les valeurs de = qui résolvent cette
équation.
Soit proposé, par exemple, de résoudre en nombres entiers I'équa-
tion 3x+1=4y; en la comparant & I'équation générale ¢x--c=cy,
on aura a=3, =1, c=4; et par conséquent

3\ © usw
in2u{l——)— -y 8iD ——
g—1 , 1= ( 2)4 uzt 807
“—T+—u§; E

. Sum
8in y

cest & dire
T 2% il

3 T z T 3 4,14 4
“_-5-— .3“— .6“_ .9“_?—-5-+2—2=1’
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et toutes les valeurs de x, qui résolvent I'équation 3x+1=4y, seront
données par 'équation x =144z, comme on le sait d’ailleurs.

La valeur de « peut en général se calculer & Paide des tables
trigonométriques. Il est vrai que par ce moyen on nobtiendra, le plus
souvent, que des valeurs fractionnaires approchées, mais comme par sup-~
position & ne peut avoir que des valeurs entiéres, on en trouvera la vae
leur exacte en substituant & cette valeur approchée, le nombre entier le
plus voisin.

On peut observer que puisqu’on a

un(Qb—a)-"—’f sin 2bun cosaun_oos2bun sin 4%

— c c ¢’ c
. aum - . aQus
° ’ sin—2 '
o« 2bunm taun_oos2buu"
Zaillours ’ ’ )
et
que u=e 2bum
Z cos . = —1;
. us
on pourra écrire
l=¢
t:——1+ . Qbuu tw-l-—-— (c+ T m2buu ootﬂ‘i');
u= c

et cette expression servira, aussi bien que la précédente » & résoudre la
congruence proposée,

Il serait aisé d'appliquer ces principes aux conguences du premier
degré 3 plusieurs inconnues: mais nous allons passer de préférence aux
ocongruences du second degré: et & cet effet nous rappellerons quelques
propriétés élémentaires des résidus quadratiques, que nons pourrions dé-
duire de nos formules générales, mais dont nous omettons les démonstra~
tion & cause de leur simplicité.

1°. 8i 7 est un nombre premier, en 6levant suocessivement au carré
tous les nombres 1, 2, 3 .... n—1; et divisant chaque carré par 7, on

aura "_2'1 restes différens (que M. Gauss a nommés résidus quadratiques
de n) répétés chacun deux fois: et il restera, dans la série des nombres
inférieurs & 7, un nombre 2% de non-résidus quadratiques.

2°, 8i l'on fait 2=2p-}-1, et que Ion représente par

Gy By B39 eoee Buy ceese Gpy

les p résidus quadratiques de 7, et par
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b,’ b.’ bg’ eoo bu, oo bp’
les p non-résidus quadratiques, on aura les équations
=n u=p+1 x=n u=p41
Eoos2x‘“ m— 2 Eco’2au“’ z . 2£'n - 2 z ‘in2:..8;

x=1 n =1
' mza, b..n)= zm_L '@g( 2a.,u dn2bun)=7§'dngz_:_x.
=1 n n y=1 n
3°. En multxphant successwement un résxdu quadratique quelconque
a,, par tous les autres, on aura la série
arau aran 0,03, oeco arap’
qui fournira de nouveau, en divisant tous ses termes par 7z, p restes dif-

férens, qui seront tous les résidus quadratiques de 2 disposés dans un
ordre quelconque; d'ott Pon déduira

T 008227 — 2 F  con 2"'“" =2 ?co 2""
30. {= " =
T a2 g E gin 2t 2? sin2""'

4°. En multipliant le résidu quadrahque a,, suooesuvement par tous
les non-résidus quadratiques
biy byy byy cvon buy s0ee bpy
on aura de nouveau, aprés avoir divisé tous les produits par 7, p restes
différens, qui seront tous les non-résidus quadratiques de 2, et on trouvera

uzy ooszc'b L u=£|- 26"
3 Cute . 90y —
P Sin aroyu % - z . 2bu .
u=3 n u=1 n
5°. En multipliant le non-résida quadratique 5,, suocessivement par
tous les résidus quadratiques
Gry Gy B39 veee Oyy veve Gy
et divisant tous les produits par #, on aura pour restes tous les non-ré-

- gidus quadratiques; et par conséquent on obtiendra

'zf"" 2b.au!l "? cos21: x,

U=t U=
32. u=£+‘un2brau” f o 26,;”

u=s
6°. Enfin en multipliant sueoessuement un non-résidu quadratique
quelconque b,, par tous les non-résidus quadretiques

b,, b,, b;, XX E) 6.., XY X bp,




on aura pour restes, aprés avoir divisé chaque produit par 7, tous les ré-
sidus quadratiques, et partant on trouvera

“?" 2b,.b.,u —_ "‘E"cos2a,,n’

=13 u=
ll:i‘{»l . 2b bu” _'? ° 2“““

u=1 n
Maintenant si Pon représente par N le nombre des solutions en-
tiéres et moindres que 2, de la congruence .
&4 ¢ =0 (mod.n),
dans laquelle » est un nombre premier, on sait par ce'que mous avons
démontré précédemment, que IV ne peut quétre égale & zéro ou & 2, et
en partant de la formule (24.), on trouvera

nN= z(l+ws2(x2+0)%+ 008 4 (x*4-c) %.,.. + 0082 (n—1) (z*}-¢) %)

="§”§"oo32y(x2+c)£ =n +’}=:"oos2_7_“-’-‘ + I E oon2y(a'+0)5
=3 y=2

=n+Eoos2LEL'F

y=1 x=1 y=1

~ Si I'on substitue dans cette formule les valeurs de
2yx®n  2ycnm 2a, 2ca, 2b,x2*  2cb,
T 008 LT o 220 ="? (00 az? “008 c: n_l_m cos cn ﬂ),

a.'—ny_n N 8 R
(co'2yx am2ycn sm2y.;:: nm2yncn .

y=1 n n =1
,-n . 2 e %
zsin2yx'n8in2ycu= (sin‘.’aua: “sin2“" +‘m2b.,w nm2cb 3 ,
y=s n n. n n
on obtiendra 05 ot 908
)
0082%.1: “0002“"”+008 bux “008 cb,m)
nIV—n-l- zoosg-l"ﬂ-l-z F" n n n n L.
xX==1 u¥=} . 20[‘@’“ . 200]5“ . 2bum.“ ° 2obun
n n —sm n sin n

.ou bien, en séparant les intégrales,
n + z"cos2yca +""E" ( 2ca..n ’E" - 2auc‘n) + = ( 2buu _003217": n)
u=3 x=t

anN= . .
B e A (R
et cette équation, 4 Paide des équations (30.), (31.), (32.), se transformera
dans la suivante
n4 ;;w,%yn +2'?"( %aun“?"' 2a,,n)+ """’"""( 2cb,,u "E" 21::;;)

y=2

33. nN= —9 ?(. Qca,,!c"-f" 2au ( 2(:1;.‘!3‘“2+ 2b.,

n=1
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b,, bﬂ bs’ LN b“, Xy 6,,,
les p non-résidus quadratiques, on aura les équations

=n u=p+41 =n

‘ioos2xa“ — 2 z 00’201‘”; xilin2z. p—" 2 z ° 2’3“

x=1 wen x=3 n n '
ucs=p-+t 20,‘7’ bu =" ?__M. 1 ° 2“]4“ o 2bu o 2 %
E (224 000227 = Floos 227, "F (sn 22 +ainZ0e") = F sin 27,

3°. En multipliant successivement un résidu quadratique quelconque
a,, par tous les autres, on aura la série
a0,y 0,4,y G,05y ¢0e. G,0p,
qui fournira de nouveau, en divisant tous ses termes par 7, p restes dif-

férens, qui seront tous les résidus quadratiques de » disposés dans un
ordre quelconque; d'ott Yon déduira

F oos2°’m = m)E: 2""'" =2 ?coaQ""

30. (.
T ’m2a,a: n___z""i* sin 2a,a,, _2‘?" 'h2a.n
xX=3 u=3

4°. En multipliant le résidu quadrat:que G,y suooewvement par tous
les non-résidus quadratiques
byy bey byy eoes Buy oeee byy
on aura de nouveau, aprés avoir divis tous les produits par z, p restes
différens, qui seront tous les non-résidus quadratiques de 2, et on trouvera
"’E" 2a, 0.1 "=§" P 2bum

31 uca R uzs
* ) uepis uephr
z ° 2arbun — : sin2bu”.
u=3 u=1 L

5°.  En multipliant le non-résidn quadratique J,, suocessivement par
tous les résidus quadratiques
Gry Qg9 B3y s0e0 Oyg vevee ap,
et divisant tous les produits par #, on aura pour restes tous les non-ré-
sidus quadratiques; et par conséquent on obtiendra

"E" 2b.aus "? cosm’ uf,

32' u_.E(- 2br¢u” u_.£|- un2b"ﬂ

6°. Eofin en mult:phant mesmement un non-résidu guadratique
quelconque b,, par tous les non-résidus quadratiques
b,,, b., 63’ s0ee bu, LY X b”




on aura pour restes, aprés avoir divisé chaque produit par #, tous les ré-
sidus quadratiques, et partant on trouvera

u?" 2b’b"“ = ? cosh"”

©=3 u=s

2 3 l
%" ain2b'_b“” — }". . 2auﬂ.
u=1 n n

Maintenant si Fon représente par N le nombre des solutions en-
tiéres et moindres que z, de la congruence :
&4 c =0 (mod.nr),
dans laquelle » est un nombre premier, on sait par ce que mous avons
démontré préoédemment, que V ne peut quéitre égale & zéro ou & 2, et
en partant de la formule (24.), on trouvera

nN=Z(l+oos2(x’+c)-£-+oos4(x2+c) 2,,,,+m2(,,_1)(xz+c)g)

=“§'"§'oo52y(z=+c).’i=n+’>=:" 27“"‘+ = z E con2y (")

—sin 2yx‘u . chu
n

=n+ 20032.70"_'_’-"7"( 2yx 3 2ycn
y=1 x=1 y=2
Si I'on substitue dans cette formule les valeurs de

. 2yx*n  2ycm "=E' 2a,2*°% __ _2caun 2byx*m 20b.%
}:oosnoos,n= (oos"oosn+oosn008n)s

r:l
,-n (3 3 a
zsin2yx'u8in2ycu="=g‘ (sm‘zaua: ”sin2“"“+sm2b“w 7 i 200u % ,
y=3 n n n. n n
on obtiendra 05 ot 0 ‘
:
. e 00826.,::: “0002“"”-}-005 b,z ”008 chun)
nN= 7? 2ycn+z ?‘ n n n n (.
=n+ I oos n = . 2a,x38 . 2caum . 2b,2%% . 20bun(’
=t x=1 u=1 sin — sin sin
n n e n n

.ou bien, en séparant les intégrales,
n + z"mzym +"‘?" (co 2ca,n “E" 2a,x* n) +F ( 2buu x—‘m%uac’

.nN— _E:'(sm2c:u T, 2a,.a:n) ‘=E"( 2cb,. ms- 2bua-'ﬂ)

x=z

et oette équation, & l'aide des équations (30.), (31.), (32.), se transformera
dans la suivante

n +"§”m2cyn +2T‘( 2caun '?"'m 2¢u") +2'?‘(m.2_°b"_” ':E.co 2.7

33. nlv— _y:?"'( Qcau!l: 2a., ( ¢, 2bu

u=1
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b., b., b;, soo bu, X XN 6,,’
les p non-résidus quadratiques, on aura les équations

=n u=p+41 x=
Ecos2x‘“ — 2 z 00’2:un’ z o 23‘” - 2 z ° 2::”

2a:=‘+ os2buﬂ)_;m2ya ‘“f"( 2au!¢ sin 2bu ) Z _z_

r=1

3°. En multnphant successivement un résldu quadratxque queloonque
a,, par tous les autres, on aura la série
@4,y 8,4,y G,05y «oe. G,0p,
qui fournira de nouveau, en divisant tous ses termes par 7, p restes dif-
férens, qui seront tous les résidus quadratiques de 2 disposés dans un
ordre quelconque; d'ott 'on déduira

x=n 3 u=p43
z 00820,»:‘ ”—2 z 201'““” 2 ? 20,‘

T sinleTt ""£+ sin 2224 2? sinz':‘”.
xX=1 u=s k-3

4°. En multipliant le résidu quadrahque a,, suocessivement par tous
les non-résidus quadratiques

byy by bsy even byy soee bpy
on aura de nouveau, aprés avoir divisé tous les produits par z, p restes
différens, qui seront tous les non-résidus quadratiques de 2, et on trouvera
u:EM m2¢rbuﬂ _ u:gl mzb_““.
n 9

30.

3L u::: uma .
¥ sin2a,b,.n ={" sin2b"”

5°. En multipliant le non-résida quadratique J,, suocessivement par
tous les résidus quadratiques
Gy Gy B39 0000 Oyg veve a,,
et divisant tous les produits par 7, on aura pour restes tous les non-ré-
sidus quadratiques; et par conséquent on obtiendra

Fromheat _Fegythes,

=t u=e

82. (opt
z‘m2b,.aun “-}E*'mu,‘a

a—
6°. Enfin en multipliant sueoesswement un non-résidu quadratique
quelconque b,, par tous les non-résidus quadratiques
b;’ b., b;, LR bu, coonme b”
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on aura pour restes, aprés avoir divisé chaque produit par », tous les ré-
sidus quadratiques, et partant on trouvera

“?acoszb’b"” = ? eosz""“,

.:E-tsinﬂ",b““ ='=£+"in2a..u
u=t n u=1
Maintenant si Pon représente par IV le nombre des solutions en-
tiéres et moindres que z, de la congruence :
&4 c =0 (mod,n),
dans laquelle » est un nombre premier, on sait par ce'que mous avons
démontré précédemment, que IV ne peut qu'étre égale & zéro ou & 2, et
en partant de la formule (24.), on trouvera

nN="E (1+0082(@*} ) % + 0084 (z"+c) %o s+ 0082 (3—1) (2 +0) 2)

=’§"’§'oo.2y(x=+c)£ - n+’§'m?£’l‘ + E £ oos2y(a*+0)g
=3 y=t

y=n x—ny_n Sgp .
= n+ z(m:zym_'_ 2y.z~ am2ycn sin2ya: nm2ycn .
y=1 C o x= y-t n n n
Si Pon substitue dans cette formule les valeurs de

. -3 3
zoo 2yx % w08 2ycn "? (oos2a.,zzu°o'2ca,,u+m2bux nm2cbun),

= w=1 n n
y—n ’ J ‘ ) o 2 J uw
T sin2;ya: Bin2ycu= (sm‘.’au:c "gn2“" + sin 2b,x u'm2cb n
y= n n. n

on obtiendra

. .
. 2a.,:~'u 2c:,.u | '2bu: % 2c:un)
nN=n+ Zcos——'”-l-z £

x=1 u=1 . 20,4-’”’” - 2cau“_sin2bum.“sin2cbuﬂ
n ”n L n n

ou bien, en séparant les intégrales,
nt zcos2yca+'?"( 2caun"‘;:" . 2a,x* 9l)+ T ( 2b,.n _00321’":’“)
u=3 x=1

aN= . x=n
. g (81]120““ z o 20;3: ﬂ)_?( 20:1; xflsin2bu: ")
et cette équation, & laide des équations (30.), (31.), (32.), se transformera
dans la suivante

n4- zm%yﬂ +2'=£*( %auu'?*' 2aul!) +2 'f"( 2cbu "=;_* 2bua)

=

33. n’Y— _2?( 2cau!c"'f" 2au ( chn‘? 2b,,

u=1
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Mais comme les quantités

lE’}.‘woos 2’“ }'f+ os”"" |

-p+l +l
T an 2a..u £ . 2b,.

u=t

qui sont des intégrales définies, denennent mdépendantes de u et égales
d des constantes, on pourra les transporter en dehors de la premiére in-
tégration dans P'équation (33.), et on aura

n+’}?00320y”+2 E- 0032""’z ? 2“““ M.u?‘oos%:“”

_2?““ 2a,, ”=£" 2ca,,n —2 Z o« 2b,m ""f'" 2cbh,n

u=1 n = n
et cette équation devra emter en méme tems que les suivantes
u=p+
{.‘ cos2a" = cos === 2"" Z 2:" -‘cos2;"”
35. ":é‘;‘ . 2a o 2b T ™
( u® —u- =X sm—L =0,
F‘ n

A présent supposons c=_-l;1; n=4m--1; et chacune des con-
gruences

34, nN=

=—1’

x'+41=0 (mod.n); a*—1=0 (mod. n)
aura deux solutions: par conséquent IV sera égale & 2, et I'équation (34.)
se transformera dans la suivante

n—1+2('?"oos2"“") +2("£"oos2”"
+2('?’sin2"“ '—2("=£’ in 287

A =

d’olt Pon tirera
"1‘1— )2 oosza“")'l'(? ?":‘—’5.
(Faaten) 1 (Balf = o,
et puisque, par les équations (35.), lon s |
(‘T‘ 2b,,n)"= ( 2a..a+1)
(?’. 2aun) ('? . 2b.,:t)

U

on trouvera

nt1=e(E 2"“")+4"2M 208 4 o5

U3




et partant

' 2aum , L\2
= (2 F e0s 2% 1 1)}
d'oit Pon déduira les équations

nEh L 2aum 1,1,  =ph opgq 1 _1
gp, | =0T S TaEgVR ,5’, 8= =—g ¥ T VA
‘ ugt “=£"‘. 2bh. n

sin — =0,

u=1

Lorsque n est un nombre premier de la forme 4m4-3, si Fon
fait c=+1, la congruence x> —1=0 (mod. ») aura deux solutions, tan-
dis que Pautre &’} 1 =0 (mod. ») ne sera pas résoluble; alors on aura
les deux équations

A F et 42 (F

An = 2/3
" +2(“'z’ “sinz—-“'"“) +2( ?' sin‘_2b"")
n+‘>( E cos2"" +2‘ gcos”“
O — A=t

—2 BEH sing-d-," ) —2 u-ZHl an2—€:‘—)

=1 u=1

qui, étant combinées avec les équations (35.), donnent

u=p+1 2 1 w=pt "
) Ccos _.f‘_ﬂ .,i. = 21 — %;
37. (= -
=] u=p+41
u {H sin 2_!::4_ — 1 In; ,z b, - i

Ces intégrales définies ont été données peur la premiére fois par M. Gauss
dans ses Recherches Arithmétiques; et il les a trouvées en partant de sa
théorie de la division du cercle en parties égales. Cet illustre géométre
a répris le méme sujet dans un mémoire particulier, ot il les a démon-
trées de nouveau, Mais les deux démonstrations de M. Gauss, qui sont
les seules connues jusquici, quoique tres-ingénieuses, nous paraissent moins
directes que celle que nous venons d’exposer, qui se déduit tout simple-
ment de la formule fondamentale (24.), avee beaucoup dautres résultats.
Cependant comme les équations (36.) et (37.) sont la base de tout ce
qué Pon sait sur les congruences du second degré, nous’ allons reprendre
la démonstration que nous avons donnée, pour la rendre plus simple et
plus claire.
K
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On sait que lorsque 7==2p--1 est un nombre premier de la forme
. 4m<-1, les congruenoces
z*4+1=0 (mod.n), x*——1=0 (mod. ),
seront résolubles toutes deux, et auront chacune deux solutions: alors par
la formule (24.) on obtiendra l’équation
0 . *3
) (VD) (contE 4 v (—Dsin
n==

™= |4+ (0022 v (—1)sin 22 *‘....+( 2<"“)”+\r( —1)sin

et par conséquent l’autre

o2ﬂ

2(n—l)u)¥’i‘

(cosg—”+f(—1)sm 1) 0=
+(cos — if(—-i)sin-nj)z(oos

T I I I IR
(0022 v (—1)sin 2") E (cos 2“”‘+,,r(—1):sm =7)

. L] o L] L] [ L] [ . . . . ] ] . [ L] L

+ (oo &-')—" +/(=1)sin

Si lon effectue les multiplications indiquées dans cette équation, en
observant que les imaginaires doivent se détruire entre eux, on trouvera

2(n-1) \ *=» 2(n-l)x’n . 2(n-1)x®;
) E(or = +"(-1>8'"—-——n 7)-

O x—n S =n 8 2 - x=n 2 - 3
cos— X Oa"‘—”+ 2—“:}?. cosz-x—...+cos?—?. co 32& “...+oos2-——(" 1)n Z cos ———(" L
= 3 = .o 2 2: 2n g ( ;;) - D3¢ 1');
- ﬂ"_" 7 2n"_" *n =, Axnm . 2An-)m>=" . 2An-1)x®
+(sm—m sin— + — }: sm-;—...+sm-';-x§°sm ~ eeofsin = xism - ")
et partant
g X=n 2 g A=n 3 x=n - s
2n=n+cos— z cos2—a£—”...+ —'- }.'. 2& ”...+oosg"-—1)” z ooszf-"—-il‘?—f;
38 n x=o n x=0 n
* m ' - m od . .4
0—0+sm— T ainZ .4 m—z sin =% gin A F g 2

n x=0 n

11 faut observer ici que ¢ doit prendre successivement toutes les
valeurs 1, 2, 3, ... . 2—1, dont la moitié sont des résidus quadratiques
du nombre n et Pautre moitié des non-résidus quadratiques du méme
nombre: si Pon suppose donc ¢ égal a un résidu quadratique quelconque
@,, on aura
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2tn =0 2x*a; 2a,-u"“" 2a,-ae’u
n x=0 n
, T XN L . 2 . »
— 2a, 7 T 2x%m = o0 a (1+0? 2a, u)
n 220 n

et Pon trouvera de méme, lorsque ¢ est un n0n-res1du quadratique égal i b,,

2br " x=n 2brxz 7 2br u=p41 2bu
cosT Z co . = (1+2 X cos nn).

X=0

On voit pourtant que la valeur de

2tm *=n 2ta:' n

cos — X ¢o ’
n x=o0 n
ne saurait étre que l'une de celles-ci:
2a, 1 1 2aynm 267 2b..n .
00822 %(142"F 00s22%); oo 2Z(142"F oos )

selon que ¢ est un résidu quadratique ou un non-résidu quadratique de n;
et comme parmi les nombres 1, 2, 3, ., .. 2—1, représentés par ¢, il y
en a p qui sont résidus (uadratiques de », et autant qui ne le sont pas,
on pourra les réunir en deux groupes dans les équations (38.), et on aura
les équations

R [ Ry
2 e 2 (o0e 2 s - cos2227)
2(*5“3' 29:7) (sin 222 % . gin2%e%, |, 4-sin2%7)

+2(F in22”) (sin 20t % gin20e% | gin 2T,

uz=1

0=

Mais comme Fon a
. u=p+$1
cos2——a‘"+oos2°’"....+oos——£—2a" = Zoos2‘:"'-

n n us=t

0032’;‘“ _cosm;‘“....-l- ——B-—2b —-l:goos%";

smg%'-— éinQ‘;‘"....+snn£”—- ?smza" 5
u_p+1
sin——Qb‘"+sin2b‘”....+sin—P—26 T uin 27 5
n n n u=i n

les deux équations (39.) deviendront
K 2
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n= (l+2 }: cos—-") B oos 2“" (1+ oosg'i— E’mm’"";

0 = 2('?:: 2auﬂ>+ “-. 2buﬂ)

et puisque 'on a aussi

u=p$1 2a, u=p<1 2. u=ptr = Q u T 2bu
cos =22 1 F eos—C=—1; £ sin——- E' =0;
u=t / u=1 n u=g
on trouvera, en éliminant entre les quatre équatnons préoédentes.
x=pt1 a.7 1 1 u=p-1 b, 1 1
—_——% SV }: =——F—=yn;
g cos n = 2= v o8 n 2 + 2 vas
u=p-+1 u=;
Z sin 2 E'-

Si n était de la forme 4-m+3, on aurant a la place des équations (38.),
les deux autres

(1+2"=£+'cos2““”) .f,l 2"“ +(14+2 Ecosu"”)“_fheosgf:—,

- +2(E's 2"“”)+2(“="+'sin2”“")
(47 ) e (142 )
0= = u=1

—2 w—lg’sinm:‘ ”)2— 2 (“— :g:lsin 2 b: ”)z,

qui étant combinées avec les équations (35.) donneraient
w=ph 2aym "T‘ 2b,7 1
Z cos cos

>

uen R u=1
?‘0032—:‘— = +— fn, u?‘cosﬁ:— = +—{'n.

Ces derniéres équatnons coineident avec eelles que nous avions trou-
vées précédemment,

Il résulte de Fanalyse précédente, qu'étant proposée la congruence

4 c =0 (mod.n),

(dans laquelle 7 est un nombre premier égal & 2p--1), si I'on représente
par IV le nombra de ses solutions, on aura

n)"‘:E‘" 2caun (1+2"~£"cosﬂbuﬂ)"—£" 265-"'-‘
= —-2‘?" 2“"” 3 2“" u?lsin?—b“—’-’.u?'sinwiu :

= » u=3n
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Mais comme, lorsque 7 est de la forme 4in -1, on a

“Fsin 20“ u-fb 2'1— =0,
on trouvera, dans ce cas, ‘
N=t14(142 ¥ 032““”)'?:"@;2‘:"" —(1+2"=£r c0s ZT)F 0o 1%,
u=1 w= u-'l

et la valeur de IV restera la méme quand on changera ¢ en —c. Donc

si la econgruenee
x*+e¢ =0 (mod.n),

. (dans laqaelle n est un nombre premier de la forme 4m+1) ost résolu-

ble, celle-ci
y—e=0 (mod.n)

lo sera de méme; et si Pune delles n'est pas résoluble, l'autre ne le sera

pas mon plus.
Si n=2p+1, est un nombre premier de la forme 4m 43, on

1-;-23:N 2"" _1+2E" 2”""=o;

et le nombre 1V des solut:ons de la congruence
x*4¢ =0 (mod.n}
sera donné par Péquation

40. nN= n-—2u? sin

sura

2auu 2sau¢_ 2u=£hsm 25..9: "=£“s. 202,!!;
w=1

qui se réduira, lorsque ¢ est un réudu quadratu]ne de n, a lautre
vpH | 2a,m\? 1, 2bum\?__ n n__
=n—2( z‘ sin - )_2("2' ll-n—;—’-')r —-n——z-—--2- =0,
Si Yon change +-c en — ¢ dans I'équation (40.), on trouvera que
le nombre IV des solutions de la congruence

§¥—c =0 (mod.p),
sera exprimé, lorsque ¢ est un résidu quadrathue de n, par Péquation

nl\?-—n+2(u—ﬂ'I 2““”) +2( " sm——’:) =n+3 -|-—_.-2n

On déduit de 13, que lorsque = est un nombre premier de la forme
.4m+-3, 'une des deux eongruences
4 c=0 (mod.n); y*—c=0 (mod. 7)
sera tou)oura résoluble, mmis quon ue pourra jamais les résoudre toutes
deux 4 la fois.




En partant des équations (36.) et (37.), on trouve, qu'en indiquant
toujours par @, un résidu quadratique quelconque du nombre premier
n=2p-+41, et par 5, un non-résidu quadratique quelconque du méme
nombre, on aura, lorsque n est de la forme 4m--1,

E (00s 2 by (1)sin ) = 142 F o0sn 2y(—1) E sin e

) =14+2(—F5+5 fn)--+fn,

"E"( 2b,x? “+f(—1)sm2b »x® =142 z”"' -2—bﬂ+2f(-1) z”"’ . 2bu

= l+2(—~;—+§'\’”) = Fvn;

tandis que lorsque ~ est de la forme 4m -3, on trouvera
z( 2a,x n-l-\/'(—i)sm n)=1+2"?‘ 2au +2f(_1)"? 2aun

_ 1+o(__)+2.r(—1)(+lfn) = % y(—n); |
YR 2 Eeos2""“+2f(—l) {rmzb.,u

=1+2(—3)+ 2V‘(—1)(+;fn) = Ty (—n);
de sorte que I'on obtiendra en général les équations

x;_-_r.( 2a,x? n+f(_1)sm2ara: ﬂ) - i)/(n(—l)'f')

E (2 ) = 5 ot

Maintenant sont proposé de trouver le nombre NV des solutions en-
tiéres et moindres que 2, de la congruence

x4 ay’4b = 0 (mod.n),
dans laquelle 2 est un nombre premier, et a, b, sont des nombres entiers non
divisibles par n; il est clair que par la formule (24.) on obtiendra léquatlon
x24ay2+4bd ]
aN=E z 1+(con 2 -l-f(—l)sm 2T et (oon2n-1)2 +,r(—1)sm2(n-1)_) e *") -
2 }
i (con — +V(~1 ) m—) £ (o ( s -h/'(—i)sm——-) £ ( 2’7 Ay
4
+( osﬂ’—’-z-hf(—i)sm n) }'.'( -f-—”-l-f(—i)sm *ay )

+(cos2(n-1 o +f(-1)sm2(n-1)—”) x (oosz(n-i)— +y(-1)sin2(n-1 )_’.') £ (eosa(n-t)‘i_. /(-1 ),mq(,,-ﬂ“_f

x=0

"E"( 26, x3n

2b,a: T

+ y’(—1)nn

—1)sin




-_— T -

et la valeur de IV dépendra des nombres a et .

Supposons d'abord que @ et 5 soient tous les deux des résidus
quadratiques de 2, et nous aurons, en substituant dans l’équatlon préoé-
dente les valeurs déjd trouvées,

aN=dF (— it V(n(-l )) & V(n(—1 H)) (+ V (n(_.1 ))
+(— 178V =) 3V =1y V(o —1))

= e n(—i)T
Lorsque ¢ et b sont tous les deux none résndus quadratiques de », on
obtiendra
nlV = n’+n(—1) v

Loraque a est un résidu quadratique de 7, et b un non-résidu quadrahque
du méme nombre, on. aura .
, nN = n*—n(—1)".
Et enfin lorsque @ est un non-résidu quadratique de », et b un résidu
quadratique du méme nombre, on trouvera L

= n*4n(—1)"*.

11 résulte de 13, que la congruence
*4ay*+b =0 (mod. n),
dans laquelle » est un-nombre premier, aura toujours un nombre z +1
de solutions.
Lagrange a démontré pour la premicre fois que la congruence.
x4 ay*4 b =0 (mod.n),

était toujours résoluble, lorsque le nombre premier n ne divisait ni @ ni
b. Cet illustre géométre est parti de ce théoréme pour démontrer quun
nombre entier quelconque est toujours la somme de quatre carrés en nom-
bres entiers: mais sa méthode ne saurait servir & déterminer le nombre

des solutions de la congruence proposée, comme nous Favons fait en par-

tant de notre formule fondamentale (24.). Il est clair que I'on pourrait
appliquer les mémes principes aux congruences du second degré, qui ren-~
ferment un plus grand nombre d’inconnues. Mais nous allons nous occu-
per de préférence de la résolution des équations & deux termes.

On a vu que lorsque 2==2p 4 1 est un nombre premier de la
forme 4m 41, on trouve
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“E(con 2t 4 y(— a2 = g iyns

F (o222 4 vi—Ds2tT)" = —iFivn;

en indiquant toujours par o, un résidu quadratique quelconque de n, par
5, un non-résidu quadratique de =, et par ¢ un nombre enfier non divi-
sible par 7. Si Ion fait maintenant
cos2‘—-"+,/‘(_.1),i E‘__’_‘ =,
r exprimant la racine
| = cos™2 4 y(—1)sin 2"
an—

de I'équation

ﬂ

X=—=——=0,

8
b

on aura, par ce qui précéde:

41, X, = a2t 2. ..t 2P+ F1Vn=0;
et eette Squation, qui sera satisfaite par la valeur x =r, le sera aussi
par toutes les autres valeurs

z=r; z=r"....c =

dont le nombre se réduira & la moitié, puisque r*' = ", Mais comme
ces racincs résolvent I'dquation X =0, elles seront communes aux deux
équations X =0, X,==0. Les autres racines qui résolvent I'équation
X =0, sans résoudre I'équation X, =0, seront de la forme

— . b
z=r z=m;.,...2x2=r",

et ne pourront pas résoudre I'équation X,=10; car si l'une d'elles, r*: par

exemple, pouvait résoudre cette équation, comme on a toujours

(27
'“—._-'l‘h,

en substituant cette racine supposée x =r", dans l’equahon X,=0, elle
deviendrait de la forme
P e P T =0
mais cette équation est absurde, puisque l'on a
b'+r oooo+rbp+'%;;f’l=0,.
Donc les deux équations X =0, X, =0, auront les p racines communes
rc", r‘“’ :..,..ra”;
et en cherchant le plus grand commun diviseur A entre X et X,, on aura



— 8 -

l’équatm A— , qui sera du degrd = T’ et qui oontiendra toutes les ra-
cines de la forme z =171, -

Si 7= 2p 41 était de la forme 4m - 3, au kieu de req...t.o.,
(41.) on aurait trouvé Fautre

X ==.‘l' +x ccoq.’”P+'¢‘+’-f(—n)—o3
et en oherchant le plus grand dmseur cominun- entre

--l
on obtiendrait Péquation qm ap racines de ka forme
cx=r" == seccsx =17
et Péquation X.== O serait emcore déoomposée ed datx auntres du de-
ges 2
Il faut remapquer ici que lorsque » est un nombre premier de la
forme #m 1, les eoefficiens des diverses puissanwes de x dans I'équa-
tion A= 0, sont des fonctions de — 3+ y'® en général, tandis que

les coefficiens des puissances correspondantes dams I'équation %:A'=o,
sont des fonctions semblables de —ZF v 72.- En effet, sl I'an fait
A=aPt Ao eeest A, =0;
A= a:P+B & eveet B, =0;
les coefficiens 4,, 4, ««ooApy pourront s'exprimer éxclusivement par
la somme des puissances des racines de l’équatxon A==0, somme que
nous indiquerons en général par P,s et les coefliciens B,, Biyeooo B,
s'exprimeront de la méme maniéae par la somme des puissances des ra-
cines de Péquation A, =0, somme que nous indiquerons en général par
P, et oomme, lovsque r n'est pas un maltiple de %, on @ $oujours
r i1+ivae; P+P = —1; P=—~3Fiva
il 0’y aura d’autre différence entre P, et P,, que dans le sigue de §vz;
per couséquent si lon désigne par Y la somme de tous les termes de
Péquation A =0, qui ne contiennent pas ya, et par Zyn la somme de
toys ceux qm contiennent y'7, on aura
A= I‘+an, A == Y—Zf"o
et partant

X =——1-_. AA,_.. P—nZ*

L



Si n était de la forme 4m - 3, on trouverait
= P 4nZ*
et en général on obtiendra -
' X =T—nZ(-—1)"°,
n étant un mombre premier quelconque, et Y, Z, étant des fonctions
entiéres et rationnelles de «." On trouvera aisément, par la comparaison
des coefficiens dans D'équation

AA, = o —1

x 17

que les coefficiens numériques des diverses puissances de x dans les équa-
tions A = 0, A, = 0, ne peuvent admettre d’autre diviseur que le nombre
2; et Pon déduira de 1 que I'équation

2D = rinz

OO e

(dans laquelle ¥ et Z sont deux polynomes en x entiers et rationnels,
A coefficiens entiers) aura toujours lieu.

Pour donner une application de ce théoréme d la théorie des con-
gruences, nous observerons que puisque la congruence :
, x*—1=0 (mod. »), .
a toujours a solutions, lorsque » est un mombre premier de la forme
ar--1; et puisque, si ¢ est un nombre premier impair on a aussi
A1) = (e—1)(PEa2),
il g’ensuit que F a est résidu quadratique de @r--1, ou il faut prendre le
gigne 1, si ¢ est de la forme 4m 41, et le signe —, si a est de la forme
4m 3. On déduit aussi de ce qui précéde que lorsque ¢ est un nom-
bre premier, on peut toujours résoudre I'équation
(4a) = x*+ay*
en nombres entiers, quel que soit lexposant 7, pourva qu'il reste toujours
entier et positif, dans laquelle il faut prendre le signe 4, si a est de la
forme 4m 43, et le signe —, lorsque @ est de la forme 4/2+41. On
. trouve de méme que I'équation
*=a*tay*41
est toujours résoluble en nombres entiers, lorsque ¢ est un nombre pre-
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mier queloonque; et il serait facile de trouver un grand nombre de pro-
positions de la méme nature.

Dans I'équation

2x%n

A= 3 (cos =2 4 v(—DsinZ") = +V(a(—1)7),
trouvée précédemment, on n’a pas déterminé le signe du radical; cepen-
dant en observant que I'on a

= @v(—1))" sin2Z sin % sin ‘3".. oo fin2(—2) 2,

et en cherchant combien de sinus positifs et de sinus négatifs il y aura
dans le second membre de cette équation, on trouvera que, quelle que
soit la forme du nombre premier n, il faut toujours prendre le radical
avec le signe -}- dans la valeur de 4. Maintenant en faisant 7 =2p 41,
et en exprimant toujours par @, un résidu quadratique quelconque du nom-
bre premier 7, et par 5, un non-résidu quadratique du méme nombre
on aura les deux équations

P i
42, _
T a2t =)= =g

dans les seconds membres desquelles il faut prendre le signe -, lorsque
n=4m-1, et le signe —, lorsque n=4m - 3,
Dans I'équation
4(z"—1)
x—1
il y a plusieurs maniéres de trouver les coefficiens de x dans les poly-
nomes Y et Z; et ce maniéres sont tout & fait indépendantes, comme
Pon sait, de la considération des résidus quadratiques. Maintenant, parmi
les deux équations
Y+Zy(kn)=0; Y—Zy(n)=

que nous avons déjd trouvées, il y en a toujours une qui a toutes ses
racines’ de la forme

x = cos2a'” + v(—1) sm2°’

= Y+ nZ?

L 2
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en premmtl pour @, sucoessivement tous les résidus quadratiques de 75
tandis que lautre de ces deux équations aura ses racines de la- forme

= 0052—-—b "2 4 v(—1) sin gb—’—’,
en prenant successivement pour b, tous les non-résidus quadratiques de 7
1l résulte de 13 une méthode directe pour savoir si un nombre queloon-
que est résidu quadratique, ou non-résidu gpadratique d’'un nombre pre-
mier donné,

"En effet si Fon ordonume I'équation
$Y4+3Zyn=0,

par les puissances descendantes de x, on pourra, par les formules con-
nues, trouver la somme des puissances de ses racines; alors en appellant
P, la somme des puissances ¢™* des racines de cette équation, on aura
en général P, = P,, si ¢ est un résidu quadratique de. 7, et P,=1—D,
dans le cas contraire,

On doit remarquer ici que comme les coefficiens de x, dans fes
polynomes Y et Z, se déterminent d'aprés la forme de 7, et non d'aprés
sa valeur numérique, on pourra transporter i tous les nombres premiers
d'une forrao donnée, les théorémes quon eura trouvés par induction pour
des petits nombres, Cette proposition, qui est de la plus haute importance,
mériterait de longs développemens que nous réservons pour un travail par-
ticulier. On en peut déduire des conséquences fort singuliéres sur la ma-
niére de vérifier les résultats de robservation dans lanalyse pure, en
suivant la route trace par Euler dans cette branche de lalgéhre, route:
qui a été quittée trop tot par les géométres. On pourrait tirer aussi de
13 1a démonstration de la loi de réciprocité énoncée d'abord par M. Le-
gendre; mais comme M. Gaus a déjd donné cette démonstration, en
partant des €quations (42.), nous ne nous arréterons pas plus long temps
. sur ce sujet, puisque ce qui précéde renferme toute la théorie des con-

grueaces du second degré, déduite de la seule équation fondamentale (24.).
Mais en partant de cette méme équation nous allons- reprendre la réso-
lution pénérale des équations & deux termes: en commengant par énon-
cer quelques propositions sur les résidus de tous les degres s dont nous
omettons les démeonstrations qui sont trcs faciles & retrauver.’
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¥. Supposons que 7 == ap -1, soit-tn nomBre premior q'neloono ‘
que, ot que Pen éléve successivement & la puissance G tous les nombres
1, 2, 3y eeee ap; "
si Pon divise toutes cés puissances par 7, on obtiendra p résidus do llep'e
a, différens entre eux et plus petits que n, qui seront chacun tépétén p :
fois. En appelant
By By Byy cooe By aoe's ByF
des résidus trouvés de cette maniére, et en mulfipliant I'un queloontpx
de oes réeidus par la suite des puissances . _
12, 1%, 3% eo.. (pO)% :
en obtiendra de nouveau, aprés avoir divisé par 7, la série des nombteo
a,y 8,y 83, XXy 89 cove B3

disposés dans un ordre queloonque ef répétés chacun a fois; et pm‘ oonsé-r S

quent Fon aurs
=N
T cos2a,a.~¢n Y 2xtw 2«,,9:
x=0" n ., Xco0 .
— x=n . 2 e gp .
?sin2‘a,x°n = Z rl—azx mg%";.

© x=0- n x=0 ]

2% Si d présent I'on 8te les p nombres
- B9 8y B35 0000 8,y cove By
de la série des nombres:

1, 2’ 3, XX ap,

et que Pon prenne un nombre quelosnque b, parmi' les (a— 1’) P nome
bres qui restent, on aura; en multipliant b, successivement partoutes les.

1%, 2“‘ 3% ....(pa);

etdmsantohaquepnodnﬁtparn,unnombrepdemdnmentreeux
et plus petits que 7, répétés chacun a fois et qui seront tous différens:

des nombres.

<

8,9. 839 83) e-se0 By sooe 8pe

8i Pon appelle
b', bg, b;, eoee b,-, eeee bp"

oes nouveaux restes, en mulhpliant Pun quelconque: d'entre eux b,, suot.
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‘cessivement par toutes les puissances

e 1%, 2%y 3% eeee (pa)°,

on aura de nouveau les mombres

b;, b’, b3, X XX br, e0 00 bp’
disposés dans un ordre quelconque et répétés chacun a fois: de maniére
que Pon obtiendra

x=n ” b
}'.‘oosm’ i =14a 2 0032
xX=0

. r U= :o Qbu
Zstbma”=a?sm .
x=0 n uety

3%, On pourrait de méme obtenir les séries

) .c" 0., 0’, oo o0 0,-, e de OP;
d,, d,, d3, soce d,-, XXX dp;

Py Fay T3y ccee Pry caee Fp}
toutes composées de p termes différens, et qui jouissent de propriétés
analogues aux séries

8,9 89 839 0000 8;y 0000 8,3

‘b byy bsy eeve by eeee by
et le nombre de toutes ces séries serait égal & ¢; de maniére qu'en réu-
nissant les nombres qui les composent, on aurait de nouvesu tous les nombres

1, 2, 3, ceee Gp.

4. 11 sersit aisé de démontrer que parmi les a séries que nous
avons trouvées, il en existe un nombre & (qui est égal au nombre des
nombres entiers plus petits . que ¢, et qui n'ont pas de commm diviseur
avec ¢) de la forme

€,y €,y es, oeee O,9 voee ep;

fs’ f‘, f;, oo f, XY X fP;

e o o o o o o o etc.
qui jouissent de cette propriété, qu'en multipliant un terme queloonque e,
d'une de ces séries, par tous les autres termes de la méme suite, on aura
Pune des ¢ séries que nous avons trouvées précédemment; puis en multi-
pliant par e?, la méme série, on aura une autre de oes séries, et ainsi
de suite jusqu'd e?; mais cette proposition est tout & fait étrangére aux
recherches suivantes.

Maintenant, si Pon fait, pour abréger,
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14 a“ug'(cos 2% V(= 1)sin22") = 1 4 aa;

1+ a"jg-'(ooa 2% 4 ¥ (—1) sin 24%) — 1 4 aB;

e ® e o o O & @ O © o ¢ e o e © o o o

u=p+1
146 £ (00822 4 y(—1sin22%) = 1 +aR;
et que Pon oonsidére la congruence
_ z*41 =0 (mod, z),
on sait que le nombre N, de ses solutions entiéres, positives et moindres
que 7, est expmné par P'équation
aN, = z z (cos2y(x“+1)— +f(—1)sm2y(a."+1)—-)

qui se réduira d l’antro

nN =] n+A(1+aA)+B(1 +aB) (XX K] +R(1+¢R),
en distribuant les nombres 1, 2, 3, «... ap, en groupes, comme nous
Pavons indiqué préoédemment.

8i l'on chenghe & présent le nombre N, des solutions enticres, po-
sitives et moindres que », de la congruence & deux inconnues

z+u*+1=0 (mod. n),

“on aura i’équation
AN, =T E E (cos2y(x*+u*+1)—+v(—Dsin2y (=*+4*+1)=),

¥Y=0 X=0 U=0
qui se rédmra a lautre
nN =n+A(1+4aA)+B(1+aB)}.... +R(1 4 aR)
De méme en cherchant le nombre N; des solutions entiéres, posi-
tives et moindres que #, de la congruence & trois inconnues
A ut 4041 =0 (mod zn),
on aura une équation de la forme
aN; = n* 4+ A(1 4 aA? +B(1 +aB)®* .... +R(1 + aR);
et ainsi de suite jusqu'd la congruence (qui renferme ¢ —1 inconnues) .
At utt 12432 e +1 =0 (mod.n),
dont le nombre N,, des solutions comprises entre zéro et n, fournira
I'équation
aN, , = n** 4+ Al 4 aA™ +B(1 4 aBy .... +R(1+ aRy.
De cette maniére on obtiendra un nombre ¢ —1 d'équations, qui
étant combinées avec 1'équation connue
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1+A+B ee o +R ='0’
serviront & déterminer, par Y'élimination, les valeurs des & inconnues

A B [ N N}
en fonotion des nambres ’ %

n, a, N,, N, cece Nose

Au lieu d’eﬂ‘eotuar cette dlimination, il sera plus oommode de cher-

cher une équation
3. Z=2Sg2 g9,z ....+7¢.==0,
dont les @ racines soient les quantités
' A,B, .... R; : :
et les coefficiens  de eette équation se détermimeront avec la plus grande
facilité; puisqu'on déduit des équations gue nous avons ¢rouvées
A+4+B .oie+R=—1; °

AP .. R = 2t

A4 ... 4R =2

et ainel de suite pour les autres sommes des chverses pmssanoes des’ ra-
cines de V'équation (43.). Maintenant les quenfités
' A, 9 osve B,
sont les diverses racincs de I'équation (43.); et si Pon sappose que Pen a

réeolu complétement optte équatien, om aura une racine z == A; et par-
tant en fesant

r = oos 22 4y (—D)ein 2E,
on obtiendra
f'+l’.’. ...+I'.p =
et Péquation
X. == x"+x"....+z‘"—A = 0’

sura p racines communes avec lautre :

X = &t

x—1"

Donc en cherghant le plus grand commun diviseur entre X et X,, on
trouvera une équation du degré p qui aura pour racines les yyantités

".’, ".’ooapr.p;

ot qui sera de la forme
X.= ﬂ+sr‘+tw.‘..+l=0p
Pour trouver les autres facteurs de X = 0, Ion prendra la racine z=B,




-— 80 -

de I'équation (43.) et on fera
M. P =B
puis Ion cherchera une transformée de l'équation X =0, telle quo ses -
racines soient la somme de p—1 racines de X == 0, prises négativement
et augméntées de la quantité B; alors en appellant X;=0, cette transe
formée, il est clair qu'elle aura p racines communes avec I'équation X=0;
et en cherchant le plus grand ¢ommun diviseur entre X;=0, et X=0,
on aurs nne équation du degré p, qui aura pour racines
x = r"'; r = r"‘; ceeex == rPe
On voit comment I'on pourra treuver, par une procédé analoguea
celui dont nous venons de faire usege, les aptres facteurs de Péquation
X =0. On obtiendra de cette maniére a équations du degré p qui étant
multiplides entre elles, donmeront de nouveau I'équation X =0, On peut
encore observer quayant trouvé I'équation X, =0, les aufres facteurs dy
degré p, de l'équation X =0, se formeront en changeant A, en B, dans
tous les coefficiens de X;=0; et ainsi de suite, Partant, étant donnde
Véquation

X=2=1=0,

dans laquelle n=gap -} 1, est. un nombre premier quelconque, on pourra
toujours la décomposer en @ équations du degré p, au moyen d'une équas
tion du degré a.

Lorsque a et p, sont deux nombres premiers, l'analyse précédente
suffit pour trouver tous les facteurs de I'équation +"—1=0; mais si
e est un nombre premier, et p est un nombre composé, en supposant
p="becd....t (les nombres b, c, d, .... t, étant tous les facteurs pre-
miers de p, égaux ou inégaux entre eux) on trouvera d’abord les équations

1+A+4B....4+R=0;

nN, = n +A(1+aA) +Bd+aB)....4+R(1+aR);
nN, = n* 4+ A(14 eAp +B(1 4 aB)....+ R(1 + aR);
AN, .=r""4 A(1 +6A) 4 B(1 4By, ... + R(1 +aR)"
&oh I'on déduira, comme auparavant, l'autre équation
Z2=24+07"+t0ur ..+ 0 = 0;
qui fournira les yaleurs de
A, B’ e o000 R;
"M
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puiﬁ Pon cherchera les valeurs de
Ny Ny Nyyeeee Ny veee Ny
en exprimant en général par /V, le nombre des solutions entiéres, posi-
tives et moindres que 7, de la congruence & ¢ inconnues de la forme
2@z Fv?,...04+1 =0 (modn);
et 'on aura les équations
aN,=n+% E (0082;'(.1-“"-}—1)— + vV (—1)sin2y @+ 1)=);

y-x x=o0

xX=n I=n

nlN,=n*+ TEE cos 2y (x4 z%4-1) — +f(—l)sxn?y(x“”+z“”+1)—)

Y=t X=0 =0

nx=nr=nv=n

nNab —-Il“b"'l' z z z z [ X1) (cos?y(xab'l'zab-"ifb co+1)—+f(—l)sln?y(xub"'zab'l'vabnco+1\ i )

Y=1 X==0 T==0 V=0

En décomposant en plusieurs séries les nombres
1, 2, 3, ees. n—1,
et en classant les résidus et les non-résidus de Pordre ab, par rapport
au nombre 7, comme nous l'avons déji fait relativement aux résidus et
aux non-résidus de lordre @, on pourra donuner aux équations précédentes
la forme suivante
1+4,+ 4,004 4
+B,+B,....+B| _
- b

L[] L L [ ]

B Beent B,

nt A tabd) 4 A,(14abd)....d A(1+abdy)
i, = + B, (1+abB) + B(1+ab B).cuut By(1 +00By) }

+R,(1+abR,)+R,(1+abR,)....+R,,(1+abR,,)

n A (14abd) + 4,1 4abd)....4 A, (1 +abdy)
+ B,(14+abB,} + B,(1 +abB,)’....+B,,(1+abBb)’1
+1.% (i-l:al;R)’+R (1.+abR.)’..:.+R,,(1+abRb)'j
e A abAY A1 0 AN A0 )
+B,(14-a5B,)**"*+4B,(14-06B,)* oo By (14-ab By)=-

. L] . (] L] [ ) L] . [ ] L] o e [ ] L]

| "I‘l;;(l.+abR;)“b"+R,(l+abR,)""“....+R,,(1-|-ab1{6).“”-:
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H est clair qu' 'alde de ces équations I'an pourrait former 1'équation
Z, =25 5t e 8y =0,
de la méme maniére que nous avons deji formé Féquation Z = 0. Cette
équation Z, = 0, aura pour racines toutes les quantités
,4,, 44', .143, eeece Ab;
B,, B,y B;, .... By
R,, R, By, se0. Ry;
et il faut observer que l'on aura

At A+ Ao+ 4y = Ay
Bl+Bs+B3-.ooo+Bb = B;

R,+R +Ry....4+ R, =R; ,
les quantités A, B, .... R, étant les racines de I'équation Z =0,

Maintenant si Yon cherche une transformée de I'équation Z, =0,
telle quelle ait pour racines la somme de 6-—1 racines de I'équation
Z,=0, prises négativement et augmentées de la quantité A; et si lon
appelle Z, =0, cette transformée, il est clair quen cherchant le plus grand
commun diviseur entre Z, = 0, et Z,= 0, on aura une équation de la forme

= L4+ 4P+ = 0;
qui aura pour racines les quantités .
A';’ Ag, LX) ‘46!

Si lon fait & présent u = "_b

! y et que l'on exprime par
0,y Q9 B3y 0cee Gy
les u restes différens que l'on obtient en divisant par n successivement
toutes les puissances
1ab, 2¢b’ 3ab’ cees (h_l)ab;
il est clair qu'en fesant toujours

r = o0s2Z 4 y(—1)sin 25,
on obtiendra
r‘-l-r’....r“ = A‘o
D'od il résulte que Péquation

£l+x.oooo+xa'u—441 = O,

aura 4 racines communes avec I'équation X = ‘;—uE%—O, Mais comme

M2
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on peut former d’autres équations semblables en prenant une autre série
au lieu de la série a,, a4,y ....a,, en éorivant I'une des quantités A,,
Asy oooo A;y au lieu de A, et en cherchant une transformée de I'équa-
tion X = 0, comme nous l'avons fait précédemment, on aura enfin 5 équa=~
tions semblables, qai serviront & décomposer en facteurs I'équation X = 0.
Nous n’avons considéré que les deux facteurs ¢, 4, du nombre n—1;
mais on voit que pour les autres facteurs, il n’y aurait qu'd répéter les
mémes opérations; de maniére qu'étant donnée I'équation
. x"—1 = 0,

dans laquelle n=a™b"¢’...., on la résoudra complétement & l'aide de
m équations du degré a, de r équations du degré b, et ainsi de suite.

L’analysze précédente suffit pour montrer l'esprit de notre méthode;
on voit quelle est trés-générale, et que pour étre appliquée aux cas par-
ticuliers, elle n'exige pas la connaissance des racines primitives. D’ail-
lieurs il est clair que pour résoudre I'équation 2”—1 =0, il n'est pas
nécessaire de décomposer la série des nombres 1, 2, 3, .... n—1, en
plusieurs séries comme nous lavons fait, afin que Fon piit bien saisir le
principe de notre théorie. En effet pour décomposer I'équation " —1=0,
dans ses facteurs, il suffit de déterminer en nombres les valeurs de

Ny Ny eoee Ny 5

Wy Ny eoee Nogsj

e e o o o €tc;
ce que l'on pourra toujours faire & posteriori pour toute valeur numé-
rique de ». :
Lorsqu’il s'agit de résoudre les congruences des degrés supérieurs
au second, on rencontre beaucoup de difficulté; et F'on ne connait aucun
théoréme sur les résidus cubiques, ou bicarrés. Nous allons montrer
maintenant les premiers élémens de cette théorie, que nous traiterons
avec plus de détail dans une autre occasion.

On sait que Ia congruence
2241 =0 (mod.n),
dans laquelle n est un nombre premfer de la forme 6p 41, a toujours
trois solutions entiéres, positives et moindres que #, et partant on a par
Ia formule (24.)
D
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14 (cos2(@+1) 2 + v(—1) sin2 (= +1) 5)

L] ] o ] L] L] [ ] L] L] L] ] . [ ] L] L] [ o o ] ° .
x=0

+(cos2(z—1) (= + 1) Z 4 v(—1sin2(n—1) (x’ +1Z)
Maintenant si I'on décompose la série des nombres
1, 2,3, e000e n—1,

3n=X

dans les trois séries

G,y 0,y O3y 0c0ee Oy

by bey byy eeee bapy

Ci9g Cgy C39 ec0ee czp,
dont la premiére est la série des résidus cubiques de 7, tandis que la se-
conde se forme en prenant un nombre quelconque de la série

1, 2,3 ¢..0 n—1,
qui ne soit pas compris dans la série des résidus cubiques de 7, et aprés
avoir multiplié ce nombre successivement par tous les résidus cubiques de
n, en divisant chaque produit par #; car les restes de ces divisions four-
niront la série

b,y byy byy eoee byps
et la troisiéme série sera composée des 2 » nombres qui sont compris dans
la série des nombres

1, 2, 3y ee0e n—1,
sans étre compris ni dans la premiére, ni dans la seconde série. A pré-
sent 'équation que nous avoms trouvée précédemment, pourra se mettre
sous la forme

(E (oos 22 4vi-nain222)) (143 E E:u_+,f(_1)s
2n = +(E (cosm:' + v (~1)sin 26"“ )(1+3 FPZT‘ 2b“ +f(—l)sm

¢p+; 2 ”
+(Z (oo 222

) (145 E (o

et en posant, pour abréger, les trois ¢quations

u=§|-:(oo‘2aun +f(—'l)sin2auﬂ) = 4,

"’%"" Qbu 25., —_ B,
20., . 2c., _

008 » n”) - C’

2 cu
n

v (~1)siu

2a,

< (‘,,

)
=)

,.))

.
‘.nbt .
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on obtiendra .

2n = A(14+34)+B(143B)+ C(1+3C).
Mais si I'on exprime par N, le nombre des solutions entiéres, positives
et moindres que n, de la congruence .

@*4+y'+1 =0 (modn),
on trouvera

aN,= n*4+A(1 4347 +B(14+3B¢+4 C(143C);
et si 'on combine ces deux derniéres équations, avec I'équation connue
14+44+B+C=0,
on aura l'équation
Z = 242—(F)z— 5 (2 M43 — (2427 +97) = 0,
qui aura pour racines les trois quantités 4, B, C.

On sait que lorsque 7 est un nombre premier de la forme 6p+-1,
P'équation
, 4n = a*+ 270,
pourra toujours étre résolue en nombres entiers, mais n‘admettra qu'une
seule solution; de maniére que le nombre » étant donné, ¢ et b seront
déterminés, et I'équation Z =0, pourra recevoir l'autre forme

Z = 24 2— (2 s L (n—1r—n(r+12 ) = 0;

et partant en égalant les coefficiens de ces deux équations Z =0, on aura
I'équation

Ny=n+ta-—-2,
qui exprime un rapport fort singulier entre [V, et a.
Puisque )
N,=nta-—2,
et que la valeur de a est comprise entre zéro et y'(4n—27), le nombre
N, ne pourra jamais avoir une valeur moindre que
n—y@4n—27)—2;
et par conséquent le nombre JV, pourra augmenter indéfiniment avee la
valeur de n. Il résulte de li que passé une certaine limite, la congruence
4y 41 =0 (mod s),
sera toujours résoluble sans faire ni x ni y, divisible par 2.
Une autre conséquence assez importante que lon déduit de Fana-
lyse précédente, c’est que lorsqu'on aura déterminé le nombre [V, des so-
lutions entiéres, positives et moindres que 2,. de la’ congruence
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L4+y'+1=0 (modn),
on trouvera le nombre V; des solutions entiéres positives et moindres que
n, de la congruence ‘
2*+y4+u'4+1=0 (modn),
par les formules
nlN, = n*+ A(1+3 47 + B(1 +3B)* + C(1 43 C)*;
A+B+4+C=3S8; L+B}C=S3;
AdB+C=2S8; L+B+C=S,;
.s'.+s,_("_-3——')5,-;-2_‘,7((n+2)=—9n_n1v,_3)s, = 0;

les quantités S,, S,, S, ayant été déjd détermindes I'orsqu'on a formé
Péquation Z = 0. En général étant dooné le nombre XV,, on pourra dé-
terminer le nombre des solutions d’une congruence du troisiéme degré,
contenant un nombre quelconque d’inconnues et ayant des coefficiens quel-

oonques, pourvu qu'elle conserve le méme module 7. :
En fesant =7, on trouve a=1, N,=7—+—241=06; et la

congruence
24+y'4+1=0 (mod 7),
aura toujours six solutions; ce qu'il est aisé de vérifier.
Maintenant soit 2 un nombre premier de la forme 6p--1, et tel

e lon ait I'équation
q“, dn = o* 4 27x%,

dans laquelle @ est un nombre entier connu, et x un nombre entier in-
déterminé, mais tel qu'il satisfasse & la condition que z soit un nombre
premier de la forme 6p4 1; il est clair que le nombre des solutions de

la congruence

24+y4+1 =0 (mod.n),
sera toujours 2+ a—2, indépendemment de la valeur de x. Ainsi lors-
quil s'agit des congruences du troisiéme degré, il ne suffit plus, pour
trouver le nombre de leurs solutions, de connaitre la forme linéaire des
nombres premiers qui servent de module, mais il faut connaitre aussi Fun
des nombres de la forme quadratique & laquelle ces modules peuvent se
réduire; et Pon doit observer qua laide de la relation V,=nFa—2,
on pourra toujours assigner la valeur de ¢ de maniére que IV, ait une
valeur d’'une forme donnée; quoiqu’il y ait certaines valeurs que XV, ne
pourra jamais prendre: ainsi on ne pourra jamais avoir les équations

N, = n; N, = n—3; etc,
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Si l'on exprime toujours par 4, B, C, les trois racines de I'équation
Z =0, que nous avons trouvée préoédemment, on pourra déterminer trois
fonctions entiéres de x, que T'on expnmera par P» §» Ty telles que l'om ait
toujours

X =27(2=) =

= (p+A9+Br)(p+Bg+Cr)(p+Cg+ 4r) =0.

Maintenant si I'on effectue les multiplications, et que 'on opére les réduc-
tions nécessaires, on trouvera

P—r+n—Ee—10g—n+ 2)7r+<n-—1>f)
—L((r—1y—n(r+1+0)

Tn = +1_'(i’li2.)§£"_) +nb+(4—")("+1ia))

r*f(n42)(n—1) _ 4—n)(nt+1+a
+ I (EEDE =0 gy 4 G 120)

— = ((r—1p—n(n 411 0)

en supposant toujours 4n=a*-}275". Et cette équation offrira le pre-
mier exemple d'une forme cubique & trois inconnues 3 laquele on pourra
réduire un nombre premier quelconque 7, de la forme 6p41. On voit
que l'on pourrait faire

ta=N+2—n; b=}, h_(NZ’;"?—")’);

daus la formule précédente, et elle prendrait alors une ‘autre forme.

L'analyse que nous venons d’exposer fournit le théoréme suivant,
Lorsque n¢+4-1 est un nombre premier quelconque, et que 2 est un nom-
bre premier de la forme 6p-1, la congruence du troisiéme degré a
deux incoanues

=2 (utl)— g (fn—f)u'—(n-l-")u +n—1) —_ '-‘-"((n—l)-‘—n(n-i-l -l-a)) )

(n+"’)(n+1) (4—n)(n+1+a)
o+ (g 4 B )

n+2)(n —m) (npt+an /=9 (mod. nt+1)
+ (( +2)( “)"nb-j_“ )( +1+ ))> s

— 35 {n—1y -—n(n-]-l +a)))

sera toujours résoluble.
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On pourrait déduire de ce théoréme, de la relation Ny=n+a—2,
et de quelques autres propositions que nous omettons ici, un grand nombre
de propriétés nouvelles des résidus cubiques des nombres premiers qui ont
la forme 6p--1; mais nous ne pouvons pas les exposer dans ce mémoire.

Cependant nous ferons ohserver que puisque Ion a toujours a*<4n,
I'équation, que nous avons déji trouvée,

Z = z’+z’—(";1)z—-§17 (3_‘_".0)”—‘1) =0,

tombera dans le cas irréductible, et que par conséquent ses trois racines, .
que nous avons nommées 4, B, C, seront toujours réelles; d’oli il résulte
que lorsque ¢ est un nombre entier quelconque, est que » est un nombre
premier de la forme 6p-+1, on aura toujours I'équation

"E" . 2cxim

= 0,
x=0 n ’
On trouvera de méme en général
a'r}=2,'sin 20075 oo o,
x=0 n .

toutes les fois que m sera un nombre impair, et que n sera un nombre
premier; c¢ étant d'ailleurs un nombre entier quelconque.

Suppasons maintenant que » soit un nombre premier de la forme
8m+1; on sait que l'on pourra toujours résoudre I'équation
n = a* 4 165,

et quelle n’aura qu'une seule solution. Si 'on cherche le nombre des
solutions enticres, positives et moindres que 7, des congruences
&£'4+1=0 (mod.n), x*4-y*+1=0 (mod.n), x*+4y*+u'*+41=0 (mod.n),
on sait que la premiére de ces trois congruences aura quatre solytions,
que la seconde en aura un nombre JV,, et que la troisiéme en aura un
nombre Ny; NV, et IV, , étant deux nombres entiers inconnus, A pl{ésept
si Pon décompose la série des nombres

1,2,3,...,n—1,
en quatre séries, de la méme maniére que nous avons décomposé la guite

1,23 ....n—1,
en trois séries, quand il s'agissait des congruences du troisiéme degré, on
aura, aprés les réductions convenables, les équations

L4 A+BEOER =0
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4n =n 4+ A4(1444)+B(14+4B)+C(144C) + D(1+4D),

nN,=n'+ 4(1 + 447 + B(1+ 4B+ C(1 +4Cr+D(1 +4Dy,

nN, =’ A(1 444 +B(1+4 By + C(1+4CF + D(1 + 4Dy,
qui serviront & former l'autre équation

Z =24 2—3ms*4 Q(N)z + F(N,y N;) = 0,
qui aura pour racines les quatre quantités
4, B, C, D,
et dans laquelle le coefficient Q(XV,) exprime une fonction de N,, et le
coefficient F'(V,, N,) représente une fonction de IV; et N;; fonctions qu’il
sera trés facile de déterminer en effectuant le calcul. Mais .comme I'on
a aussi par Péquation
n = a* 4 16 5%,

Pautre équation '

= 22— 3mer (4me 2O ) pape g (m_tmdlde) o,
on trouvera d’abord, en égalant ces deux équations Z = 0, une équation
entre N, et @, et puis une autre équation entre NN, et @, ce qui donnera
une équation entre N, et NV;; d'ou il résulte que lorsquon connait le nom-
bre des solutions de la congruence & deux inconnues

x*4y'+1 =0 (mod.n),
on aura tout de suite le nombre des solutions de la congruence 4 trois inconnues
4+ y'dut41=0 (modn),
et par suite le nombre des solutions d’'une congruence du quatriéme degré,
contenant un nombre quelconque d'inconnues, pourvu que le module n
soit toujours un nombre premier de la forme 8m 1. On aurait pu
établir a priori le rapport qui existe entre N, et N;, en observant que
dans les quatre équations qui nous ont servi & déterminer les coefficiens
de I'équation
Z =z24+2—-3mz 4 Q(N)z 4+ F(V,, IV;) = O,

" on peut négliger la derniére équation qui contient ZV;, puisque la pre-

miére équation
1+ A4+B+4+C+D =
peut se décomposer dans les deux autres
A4+B = —jt+3iyn; C+D=—FFzvn
Une simplification semblable pourra s’effectucr chaque fois que le
degré de la congruence que l'on considére me sera pas un nombre pre-
mier; et I'on voit que dans le cas actuel I'équation Z = 0, pourra se dé-
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composer en denx {quations du second degré, dont les coefficiens me
contiendront d'autre radical que y'7.

En effectuant les calculs que nous n’avons fait qu'indiquer, on trou-
verait (par la comparaison des deux équations du quatriéme degré Z =0,
que nous avons trouvées précédemment) la relation

Ny=n+6a—3;

en indiquant toujours par IV, le nombre des solutions entiéres, positives
et moindres que 7, de la congruence
' 4 y4+1 =0 (mod. n);
et par ¢ le nombre entier qui est donné par I'équation n = a® - 16 5*,
Il résulte de ce qui précéde quau deld d’une certaine limite, XV, ira tou-
jours en croissant. Et en général on pourrait démontrer qu'étant donnée
la congruence & deux inconnues
2"+ y*4+1 =0 (mod.p),
dans laquelle p est un nombre premier quelconque, on pourra toujours
assigner une limite de p telle, que passé cette limite le nombre des solu-
tions de cette congruence ira toujours en augmentant. Ce théoréme n’est
pas sans importance pour parvenir & la dérnonstration de Timpossibilité
de résoudre I'équation
: U v = 2,
en nombres entiers. Car il prouve que l'on tenterait envain de démon-
trer cette impossibilité, en voulant établir que si cette équation était ré-
soluble, I'une des inconnues serait divisible par un nombre infini de nom-
bres premiers. Nous faisons cette observation, parceque nous avons mo=
tif de croire que plusieurs analystes on tenté ce genre de démonstration, et
puis parceque nous avons vu qu'up géométre distingué, n’a pu démontrer
dans aucun cas le théoréme que nous avons découvert, et dont nous avons
démontré par une méthode particuliére les deux premiers cas.

Ce que nous venons de dire sur les congruences du troisiéme et
du quatriéme degré, ne renferme que les premiers élémens d'une théorie
" trés-étendue sur les congruences de tous les degrés, théorie que nous
exposerons dans une autre occasion; et nous donnerons ici I'énoncé d'un
théoréme général sur les congruences de tous les degrés; ce théoréme
est le suivant. :

On peut toujours résoudre la congruence

" tay Her....+a =0 (modp),
"N 2




qui renferme » inconnues et qui est du degré z; le module p étant d'ail-
leurs un nombre premier quelconque, et les coefficiens

Uiy Ggy Gyy oo oo Gy,
étant des nombres entiers quelconques non divisibles par p.
. On voit que ce théoréme renferme. comme cas particuliers les deux
congruences

ax 4+ b =0 (mod.p),

*4-aey* 4+ b = 0 (mod. p),

qui peuvent toujours se résoudre, lorsque le nombre premier p ne divise
ni @ ni b. '

- On passerait des congruences aux ¢quations indéterminées, en ob-
servant qu'étant proposé de résoudre en nombres entiers 'équation 3 plu-
sieurs inconnues .

Q(xy 5y 2% - ... ete.) = 0,
elle pourra se réduire & la congruence
Q@ ¥y 2y o0.. ete.) = 0 (mod. ),

dans laquelle le module z est un nombre entier indéterminé,- ou méme
une fonction' quelconque des inconnues x, y, .... %, etc. On peut Té-
soudre par cette méthode plusieurs’ équations indéterminées, et méme om
peut trouver avec facilité les facteurs ratiounels d’une équation numé-
rique & ume seule inconnue, pourvu que Fon détermine convenablement
la forme de la fonction représentée par u. Mais oette méthode exige de
longs développemens qui ne sauraient trouver place dans ce mémoire.

Tous les résultats obtenus dans ce mémoire, se trouvent exposés dans deux mé-
moires présentés en 1823, et en 1825, & I’Académie Royale des sciences de Paris.
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MEMOIRE

SUR LA RESOLUTION DE QUELQUES £QUATIONS INDETERMINEES.

Introduction.

I existe un grand nombre d'équations indéterminées qui n’admettent quun
petit nombre de solutions entiéres: mais quoique dans ce cas le probléme
devienne beaucoup moins compliqué, que lorsque le nombre des solutions
est infini, les géométres n'ont pas cherché & résoudre par une méthode
spéciale le cas le plus simple, comme il paraissait naturel de le tenter,
En généralisant une méthode que nous avons publiée pour la premiére
fois en 1820, nous sommes parvenus d résoudre complétement un grand
nombre d'équations indéterminées, algébriques ou transcendantes, de tous
les degrés, contenant deux ou un plus grand nombre d'inconnues,

Lorsquon doit résoudre en nombres entiers ume équation & plue
sieurs inconnues, si I'en peut trouver des fonctions de ces inconnues, tel-
les que ces fonctions doivent toujours étre comprises entre deux limites
numériques données, quelle que soit la valeur que I'on attribue aux varia-
bles, il sera toujours possible de réduire I'équation proposée & une autre
équation, dans laquelle le nombre des inconnues sera égal au nombre des
inconnues de Féquation proposée, moins le nombre des fonctions dont on
-aura déterminé les limites, Ainsi lorsque le nombre de ces fonctions,
augmenté de l'unité, sera égal au nombre des inoonnues de I'équation pro-
posée, on aura résolu complétement le probléme.

Dans le mémoire publié en 1820, nous avons fraité aussi des for-
mes cubiques et de celles du quatriéme degré, qui se reproduisent lors-

gu'elles sont multiplies par des formes semblables. Maintenant nous re-

prenons la méme matiére en Paugmentant considérablement, et nous par-
venons & démontrer qu'un nombre quelconque rationnel positif, est toun-
jours la somme de quatre cubes positifs en nombres rationnels. Enfin nous
résolvons dans ce mémoire, une classe assez étendue d'équations indétermi-
ndes de tous les degrés, dont Lagrange avait considéré les plus simples.
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Analyse,

Soit proposé de résoudre en nombres entiers I'équation 4 deux
inconnucs

{A v 2 Ay + B (0, Y)+Fa(0 Y)eeoeF Fr (1, 5) e $ =0
ceeet+F, (0, N+ F 0+ T -
dans laquelle F,_ .. (v,y) représente en général un polynome homogéne
en v et y, du degré n—m, & coefficiens rationnels. On pourra d'abord
supposer que tous les coefficiens sont entiers, et que l'on cherche seule-
ment les solutions entiéres et positives; car tous les autres cas se rappor-
tent & celui-ci, en réduisant les fractions au méme dénominateur, et en
changeant les signes des variables lorsque cela est nécessaire. Puis on
mettra 'équation proposée sous la forme
AP+ Br= 4 a4 by) + v (@+by+ ey
: ceveset V(0T by Fcnyeeoceeetpny™™)
+49y +Gy—4+Hy™ .co+Sy+4+T=0
et en multipliant tous les termes de cette équation par ¢" 5", et en fesant

= 0;

9y =z, bv=1, on la transformera dans la suivante

Ab"q"w"-l—By"bx"“-l—b’.r""(aq"-]—bq""z)-l—b’x"""(a,9"+b, 7‘-‘z+c|7n-.5')
coneF 0 (A T D 7 Beae et P 0P 2 F AD 9" S Ggb T - Tg”b"s =0,
dans laquelle les coefficiens de x* et de y", seront égaux: si & présent I'on
suppose x >3, et que l'on fasse x =2z u, on aura, en développant,
4 gdb"‘q” (z4u)y12")+Byb (ztu)y '+ (ag"+bg2) (z+u)"'°$ —0
y ceeet Gob e+ Tg" b0 ="
Maintenant le premier terme de cette équation, est un polynome
homogéne du degré 2, en = et u, ayant tous ses coefficiens positifs; et
tous les autres termes sont tels, que les mémes puissances de z, qui dans
le premier terme sont multipliées par des puissances données de u, seront
multipliées dans les autres termes par des puissances moindres de u. De
sorte que l'on pourra toujours trouver une valeur entiére et positive de
u==L, telle quen fesant u =L 4§, (8 étant un nombre quelconque
positif) tous les coefficiens de z, dans I'équation (44.), restent toujours
positifs; et comme par supposition z ne peut avoir que des valeurs posi-
tives, I'équation (44.) dans laquelle on a fait u>> L, ne saurait subsister.
Par conséquent on devra faire
v=0, u=1, so=2, .... u=0L;
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et en substituant successivement ces valeurs dans I'équation (44.) on aura
une série de L -1 équations i une seule inconnue, dont les facteurs ra-
tionnels, #il en existe, fourniront toutes les valeurs positives de z qui
résolvent I'équation (44.).

Nous avons supposé x>>z, si l'on avait au contraire z>x, on
ferait 2 =x -4~ u,, et I'on obtiendrait la limite de u, de la méme maniére
que l'on a trouvé la limite de .

De cette maniére nous avons trouvé toutes les solutions entiéres
et positives de Péquation proposée; pour trouver les solutions entiéres
et négatives, 'on n’aurait qu'd changer les signes des variables, comme
nous l'avons déji indiqué.

Soit proposée I'équation 3 deux inconnues

Sy 3) « F(z, y) = F,(x 5)
on pourra toujours en avoir toutes les solutions entidres et positives, lors-
que les trois fonctions

f@ ), Flxy y)y Fy(x, ¥
étant rationnelles et enticres, les signes des termes qui contiennent les
plus grandes puissances de x et de y dans le polynome f(x,y) seront
tous égaux, et que les exposans de ces puissances ne seront pas moindres
que ceux des puissances les plus élevées contenues dans le polynome
F,(x,y); eton aura de méme toutes les solutions entiéres et négatives, lors-
quen changeant les signes des inconnues, les puissances les plus élevées
de x et de y, comprises dans le polynome f(x, y), seront toutes du
méme signe; ou du moins pourront se réduire, d Faide de quelque artifice
de calcul, 3 n’avoir que le méme signe. En effet, en fesant

z=ux+tu, y=n+t,
la fonction f(x, y), se réduira aisément d avoir tous ses termes du méme
signe, et Pon déterminera les limites de u et de ¢, qui deviendront de
cette maniére des -coefficiens numériques: alors on pourra trouver un
nombre entier et positif 4, tel que I'on ait toujours, pour des valeurs en-
tiéres et positives des inconnues, en prenant f(x,, y,) avec tous les termes

positifs, I'inégalité

(A+")f(2‘uf:)>F;(xuy-);
(r étant une quantité positive quelconque) et 'on pourra toujours déter-
miner un autre nombre entier B tel que I'on ait (pour des valeurs en-
ticres et'positivés des inconnues, et en prenant encore la fonction f(x,, y,) po=
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sitivement) Pinégalité .
(B""")f(-"ny.) <F1(3: ,y‘:)§
dou il résulte que F,(x,, y,), ne pourra avoir quun nombre limit¢ de
valeurs comprises entre B et 4; de manicre qu'en fesant successivement
F\(x, y.) = B, F,(x, yn)=B+1,.... F,(x, 5,) = 4,
on aura un nombre 4 —B -+ 1 d'équations qui, étant combinées avec
I'équation proposée, fourniront par I'élimipation un nombre égal d'équa-

tions & une seule inconnue, d’ou Pon tirera toutes les solutions de 1'équa-
tion proposée.

1l est facile d’appliquer ce principe aux équations contenant plus
Jde deux inconnues, de la forme
f(x, k2] Zz, uooetCQ)f;(x,y,z’ eses €1C, oooof (x,y, z, ....etc.)—F(;l:,y,..,,.. etc.),
pourvu que le nombre des facteurs qm composent le premier membre
soit égal eu moins au nombre des inconnues; et Ion yoit que la forme

des fonctions
S fis veeefos By
peut étre algébrique ou transcendante,

Soit proposé, par exemple, de trouver toutes les solqtlons entiéres
et posnt:ves de I'équation transcendante
o (' —y") = 27,
que Yon pourra réduire & la forme suivante

(x—-y‘)(l + ylogx + '1£2' (log x)* 4 1—’:&; (log =)* oo .. 4 eto.) = 2¢9°;
il est évident que les deux inégalitds
x>2, P—y>11,
ne pourront pas subsister ensemble, parceque si elles pouvaient exister en
méme tems, le premier membre de cette équation serait toujours plus
grand que le second, tant que les nombres x et y resteraient positifs, Alers
il faudra que lon ait Fune des équations
x=0, x=1, x=2; 2—y'=0, 22*—y'=1,
4'-"'—‘9"=2: xt—yt =3, -"'"""3":4, r—yt= 5, 2?*—y'= 6,
r—yrt=7, r—y'=8, £Lf—y'=9, P?—y'=10, FS—y'==11,
Mais les équations
Py =2, P—yt=6, £f—y'=10,

ne peuvent avoir aucune solution entiére; et parmi les 12 équatidns qui
restent, il 0’y a que les deux équations » =0, 2*—gy*=0, qui étant
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combinées avec I'équation proposée servent & la résoudre: on déduit de
1a que I'équation

o (P—y*) = 295, |
ne peut se résoudre en mombres entiers et positifs, qu'en fesant = =0,
y=0. On pourrait, de la méme maniére trouver les solutions entiéres
et négatives de I'équation proposée,

L’équation

A" A7y = F._ (2, y) + Fus(x, ) eee e + 7,
qui est semblable & celle que nous avons déji censidérée, peut se résoudre
assez facilement par la méthode que mous venons d'exposer; car cette
équation peut se réduire i la forme
S@ 9) F(zy y) = F(x, %),
en fesant
Fl,y) = Abx—9y); fl=,y) = o™+ 2™y ccsa -y
F.x, ) =Furs(@ )+ Fos(@, ) e 0o + 75
et on pourra de cette maniére trouver toutes les solutions entiéres et
positives de I'équation proposée. Si l'on voulait résoudre I'équation
Az + A7y = Fo (2, y) + Foa(®9) 0e-. + T
il faudrait multiplier tous ses termes par 4"x"—g¢"y", afin de rendre le
premier membre décomposable dans les deux facteurs
Abe—gy), " 'x" Bt gy L 4 g YN
le second desquels a tous ses termes positifs. De de cette maniére I'on
trouve toutes les golutions entiéres et positives; les solutions entiéres et
négatives, s’obtiennent en changeant les signes des variables,

En générel, étant proposé de résoudre en nombres entiers une
équation & 2 ineonnues, si I'on peut former, avec ces mémes inconnues,
m fonotions entiéres, chacune desquelles, pour des valeurs quelconques
des ineonnues, doive étre moindre que L -1, et plus grande que L,
(L et L, étant deux nombres entiers) en égalant luecesmement chacune
de oes fonctions aux nombres

L+1, Li+2.... L
en aura 72(L—L,) équations; et les solutions enticres de léquatlon pro-
posée, devrout se trouver parmi les racines entiéres de ces dernicres équa~
tions; et si la nature des fonctions que I'on a trouviées est telle, quen
eombinant les divers systémes d’'équations qui en résultent avec I'éqmtion
proposée on puisse éliminer /7 inconnues, on obtiendra une équation plus.
~ : 0o



simple qui ne contiendra que 7—m inconnues; et lovsque m ==n—1,
Péquation proposée sera résolue complétement.
Sdit proposé de résoudre en nombres entiers I'équation & coeffi-
ciens rationnels
45. a2+’ tcxt*tdxe =2
on pourra toujours supposer que les coefficiens de cette- équation sont
entiers, car #'ils ne I'taient pas, ils deviendraient tels en les réduisaut au
méme dénominateur, et en multipliant toute I'équation par le carré de ce
dénominateur. De plus on supposera que les incounues x et z, sont
positives; car si elles sont négatives, on pourra changer leurs signes et
les rendre positives; et I'on admettra que tous les coefficiens du premier
membre sont positifs ; car il y en avait de négatifs, on les rendrait tous
positifs en posant x =, 4 %, et en déterminaut 4 oconvenablement.
Maintenant si Fon multiplie par 4a* tous les termes de I'équation
(45.), et que I'on fasse 44°z* = (2a's*4- b x + v)’, on aura en développant:
{ 4atz* 4 4a*bx* + 4a*cx* 4+ 4a*dx + 4ate — 0
—4otx* —4atbxr — (dav + ) —2bvax—v) T ?
et partant
46. (4a*v4b*—4a*c)x* 4 bv—4a‘d)x 4 1*—4a*e = 0.
Dans cette derniére équation v peut étre positif ou négatif; si on le sup-
pose positif, il ne pourra jamais surpasser un nombre L qui, substitué
pour v dans D'équation (46.), rendrait tous ses termes positifs; alors on
devra faire successivement
v=0,1,23,.... L—1,
et on obtiendra par l'élimination toutes les solutions entiéres et positives
qui correspondent & bypothése de v positif. Soit v négatif et égal & —¢,
et soit £<x; en substituant cette valeur dans I'équation (46.), elle deviendra
47, (b*—4a*c—4a*t)x* - (—2bt—4a*d)x 4 (t*—4a%e) = 0:
maintenant si I'on suppose que s soit la plus petite des valeurs entiéres
de ¢ qui satisfont & Pinégalité
4a*(t 4 ) > b,
en substituant s 4~ w, pour ¢ dans l'équation (47.), (v étant un mombre
positif quelconque) on en déduira une autre équation de la forme
Adx* 4 Bx 4+ 4a*c = (s 4 w),
qui a tous ses coefficiens positifs, mais qui est absurde paroeque l'on a
par supposition
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#>0 = (s + o).

8'il existe donc une valeur de v, négative et moindre que x, qui satis~
fasse & P'équation proposée, elle devra se trouver parmi les nombres
—1, —2 —3,....—(s—1).

Si dans Péquation (46.), on a v= —u et u>x, en divisant u
par x, on trouvera le quotient n et le reste r< x, et en posant

o= (202} bx—nzx—rr=Q2ax" + (b—n)x—r),
on obtiendra .

‘rtt4arbx’ +4atcx*tAatdrF4ate '
{—4a‘x‘—4a’(b—n)r’+(4a°r—-(b—n)’).r’+2(b—n)r.r—r°} =
4o*nx*+ (da*r+4 40’ c—(b—n)) x*+ (2(b—n)r 4 4a*d) x4 4a*e—r*=0;
mais puisque 4g'z‘>4a‘x‘ » On aura toujours b'>n,. et par 'conséquenc

on fera suocessivement .

ne=1,23 .... b=1;
et en subitituant toutes ces valeurs dans I'équation précédente, on déters
minera, comme auparavant, la limite de r.

De cette maniére nous avons réduit I'équation proposée & dépendre
d'un nombre donné -d'équations & une seule inconnue, dout on sait trou-
ver tous les facteurs rationnels.

Soit proposé, par exmple, de résoudre en nombres entiers et
posltnfs l’équatlon ) deux inconnues
~ D421 = |
en fesant z = x* -} 2x -+ r, on aura, aprés les réductions,

G420+ 4re 4 rr—11 = 03
si r est un nombre positif, on voit quon ne saurait avoir r>>3; si r est
égal & yn nombre négatif —p et que Fon ait p<#, on obtiendra
: (4— 2p).r‘——4px+p'—ll = 0;
et ‘en fesant p=3, ou p>>3, on trouvera une équation de la forme
ax®*+ bx 411 = p°,
qui est abmrde parceque par supposition x*>>p%

Lorsque r est un nombre négatif, et que 'on a8 —r>uax, on fera
r=—(x41f); en supposant —t<Lx, et on obtiendrd

440+ 11 = (&* 4+ =1

2 4 t—N2* 4 x4 11 = 0
et puisque z*>>1", on ne pourrs pag avoir ¢>0.

et par suite

02
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Il serait absurde de supposer r = — (x4~ ¢), et 2>>1, parceque

Ion aurait alors I'équation

B = (@ — A<,
qui ne saurait jamais s'acoorder avec lautre
2 = o' 442 11>a"

Par conséquent Yon obtiendra le systéme suivant d'équations
z2=z'422+4+1, z2=2'42x+2, z2=2'42=x
z2=x'4+2x43, z2=24+22—1, z2=2'4 =,

qui étant combinées avec I'équation proposée doivent servir & déterminer

les valeurs des inconnues. Maintenant si I'on effectue les éliminations,

on ne trouve que les valeurs x = 1, 3 = 4, qui résolvent I'équation pro-

posée, et qui donnent 1 F A X111 = 4

L’équation que nous venons de traiter sert d résoudre Fautre
4. A5+ (By'+Cy+ D)z+Ey+Fy' +Gy+H=0,
lorsque B n'est point égal & zéro; en effet on trouve Pexpression

—(BJ"+C.Y+D)+V[(By’+CI+D)—4A(E}"+Fr +6y+H],

A

dans laquelle la quantité comprise sous le signe radical doit satisfaire &

une équation de la forme
- £ =aytby toyl +dyfe;

et lorsqu on aura obtenu toutes les solutions de cette équation, on aura

résolu complétement I'équation proposée.

Si dans I'équation (48.), l'on fait
=x+4t, H=a¢, G=e, F=f, E=yg,
D4g=b, F=¢, B+E=d, E4+2F=k,

on la transformera, aprés les substitutions, dans la suivante

0= at bzt ca' ' et fi4 g4 haot 4 (d+26) o8+ 2+ 8) 2,

qui est assez générale, et dont on pourra trouver toutes les solutions eatiéres.

Si au lieu de I'équation (48.) on avait considéré la suivante

A4 (B+4Cy oo o4-Dy*+Ey*+, . A Fy )zt Gy ™4 Hy™, ... $ =0,

on aurait pu la résoudre de la méme maniére, pourvu que tous les coef-

ficiens D, E, ..., F, ne s'évanouissent pas 4 la fois; et l'on en aurait
déduit de nouvelles transformées plus gépérales que celle que nous venons
de trouver; car la méthode dont nous avons fait usage pour résoudre

Péquation (45.), peut sappliquer également & Fautre plus géoérale

A3 T A ba™ o Ca™ e e et pur 4 g == AL

x ==
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On a déj vu que par F,(r,y), nous désignons wme fonotion ho-
mogéne, rationnelle et entidre, du degré n, entre x et ¥; en généralisant
cette notation, nous représenterons dans la suite par F,(z, 5, 2, ... etc.),
une fonction homogéne, rationnelle et entiére, du degré 7, entre les inconnues

Xy ¥y Ty o000 eto.
Maintenant, étant donnée I'équation
F(z, y) +F.(xy) +f=0,
si 'on peut trouver une solution rationnelle de celle-ci
F.(x,y) = ax’*+ bxy+cy’ =0,
la premiére sera résoluble aussi en nombres rationnels. En effet, si les
_ valeurs o =, y = n, satisfont & I'équation F, (x, y)=0, en fesant -
z=mp+yg, y=nptr,
et en substituant oes valeurs dans I'équation
Fi(z, y)+F (% y)+Sf = ax'+brytey*+dxt-ey4-f =0,
on aura
(@m*4bmr+-cn’)p’+(2Qamg+t-b(mr4-ng)42¢cnr4-dm--en)p
+eog'tbgrtert+dgtertf
et puisque par hypothése on a am'+4 bmn+ cn® = O, on obtiendra

Péquation
- ag*4-bgrd-cr* 4 dg Fer 4 f
p== 2amq+t-bng4-bmr42cnr4+dm-en?
dans laquelle les inconnues ¢, r, peuvent prendre des valeurs rationnelles
quelconques, et en substituant cette valeur de p, dans les valeurs de x et
de y, on obtiendra toutes les solutions rationnelles de I'équation proposée.
Il est clair que la méme chose arriverait si 'on avait I'équation
49, F.(xy ¥y % eecoete.) 4 F,(x, 5, 2¢0..6tc)4+f = 0;
qui renferme un nombre quelconque d'inconnues. KEt il faut obseryer
qu’étant donnée une solution x==/, y=m, z=n, ..., etc.; en nombres
rationnels, de I'équation
F.(C,y,z,coooQuX)=o, .
on peut trouver toutes les solutions rationnelles de I'équation (49.) en fesant
w==lp4g¢, y=mp+r, s=np4s ... etc,
(les quantités ¢, r, s, .. . < etc., étant des nombres rationnels quelconques)
et lon voit que ces solutions seront toujours en nombre infini.
Par exemple, on seit qu'un nombre entier queloonque £ est toujours
la somme de quatre eaerés en nombres entiers, on aura par conséquent

=0;

- - T
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A= a4 bt At dy o
mais &i I'on voulait connedtre toutes les solutions rationnelles de I'équation
A=z 4+ u4+y'+ 2, :

gt = (@ptgF Gp+ri 4 Cp o+ Ep N

et 'on aurait
- Pt
P 2(aq4t-br4cs4di)?

on feﬁit

et Ia formule

A= (L) +0+IV+(+2) + (@ +2),

" (dans laquelle on peut donner & ¢, r, &, ¢, des valeurs rationnelles (uel-

conques) exprimera toutes les maniéres de décomposer le nombre A en
quatre carrés rationnels.
Il faut observer qu'étant donnée I'équation

50, 2+ brytey’t+drsteyst-fitgxtbydiz4k=0,

si lequatxon

x’-!- bry+4cy’+dxz -|- eyz 4 f28 = O,
est satisfaite en fesant x=n, y =r, z=m; on substituera dans I'équa-
tion proposée les valeurs

=nptg, y=rp+s, z=mp+i¢,

- a?j'—{-bqs—l—cs'-’-‘dq!+est-|;fl’+gq+hs+it+k
P = =" 2(anqgF crstfmt) F b (sntgr)F d(ntt-gm) F e (riFsm)FgnF hr+im’

ou il faut observer que l'orsqu'on pourra résoudre en nombres eutiers

et on aura

*Féquation

(2an+4-br+dm)g + (2cr+4-bn-+-em)s + {2 fm+-dn+-er)t 4 gn - hr+ im=1,

qui contient les trois inconnues ¢, s, £, on pourra résoudre aussi léquahou
(50.) en nombres entiers, d'une infinité de maniéres.
Si I'équation -proposde se réduisait 4 la forme

e+ cy 42+ k=0,

pour ticher de la résoudre en nombres entiers il faudrait faire
angcre4fmt = +1,

Cependant il y a des cas dans lesquels Péquation proposée ne saurait étre

résolue en nombres entiers, quoiqu'elle puisse avoir une infinité de solu-

tions fractionnaires. -

- Lagrange a démontré que lorsqu'on muitiplie ensemble les deux

formules - B ‘ '
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r—ay* —b2 fabvt = F, -
X'—eY' = b2t ablU=
on aura toujours I'équation
FF, = A’—aB’—-bC’+abD’
dans laquelle les quantités 4, B, C, D, sont détermindes; maintenant si
Ton fait
. xi—ay; —az} 4 abu}
2(Ax,—aBy‘—bCz,+abDu,)
(les quantités x,, y,, z,, 4,, étant des nombres rationnels quelconques)

on aura \
FF, = (A+i;z) —a(B+4Z )—b(C+ )+ab(D+—)

et cette formule comprendra toutes les maniéres dont on peut rédmre Ie

produit FF, 4 la forme

p=—

n—ag*—brrd-abs’,
Notre analyse fournit beaucoup de nouvelles formules semblables, car en fesant
F = F,(x, 5, zy Uy .... etc.) 4 A,
F.=F(X, Y, 2,0, .... ete.) + A,
on trouvera aisément que I'on a toujours
FF, =K, (py9, 158, ....0tc.) + A4,
(les quantités p, ¢, r, 8, .... etc., étant des fonctions rationnelles des
quentités 4, x, X, y, ¥, 2, Z, . ... etc.) pourvu que l'on puisse résou-
dre Péquation ,
Fs(‘”:’ Yis Zay Usy e oo etc') = 0’
en nombres rationnels. Ainsi, par exemple, si 'on fait
Fe=o44y —1132 +att,
Fo= X4+ MY —1132" 4o T*,
on aura

(9(FF, 4+ 137" —p* —4{g* —as®) , _\?
“2"'( 2(19p F 164 g —3397) +P) ,

_ 4(FF, 41131 —p* —41 g* —as*) , \?
FF, = + 4 2(19p F 164 —3397) +7)

3(FF +“3r —p -—4lq _.as‘) 2
+“3( 2(19p F 164q—3397) +")

les quantités p, ¢, r, s, étant des nombres rationnels quelconques.
Ce que nous venons de dire par rapport aux formules du second
degré, peut s'appliquer aux équations indéterminées du tromeme degré, et si

I'équation & deux inconnues
F(xz,y) = 0,
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est résoluble en nombres rationnels, l'sutre
Fy(z,y) +F. (%, y) + F. (@ y) + k = 0,
sera résoluble aussi: en effet étant proposée I'équation
51. axr’+irytcxy’+dy’ +ex*+fxy+gy' +hediy4b=0,
si 'on peut trouver deux nombres entiers m, 2, tels que I'on ait
am®* 4 bm*n<4 cmn*4-dn* = 0,
on pourra faire x=mp<+g¢g, y=np-+4r, et en substifuant ces valeurs

dans lequahon (51.), on aura une équation de la forme

52, Ap+Bp*+4Cp+4D = O
A=am'+4im*n4 cmn* 4 dn* = 0;
et si l’on fait B=0, on pourra résoudre I'équation (52.) et lon apra
p=— , et en {liminant ¢ entre les équations

dans laquelle

B=0, p= —--%-,
on obtiendra une équation de la forme
p=—¥r),
(dans laquelle F(r) exprime une fonction rationnelle quelconque de r) qui
fournira une infinité de solutions de I'équation proposée lorsqu'on donnera
d r des valeurs rationnelles quelconques.

Il est clair que Fon parviendrait & un résultet semblable, si Péqua-
tion proposée contenait un plus grand nombre d'inconnues; car si I'dquation
Fi(x, 5,2 uy....etc.) = 0,

peut étre résolue en nombres rationnels, I'autre équation
Fy(x,y,2,uy....etc.) - Fo(x, y, 2,8, .... etc.) +F, (x, y,2,u,.... etc.) - =0,
aura un nombre infini de solutions retionnelles. Maimtemant si dansl’égnao
tion précédente on fait
f=—m, Fs(z,y, % Uy .... etc,) = :r’rl-y'—;’.—u’,’
F.(x, 5,8 u,....etc.) = F, (x,y, % u,.... etc.) = 0,
(m étant un nombre rationnel quelconque) puisque I'équation
Bty —2—u =,
peut se résoudre en fesant x =y = z = u; op pourra résondre suesi
I'équation
Sty —32—u e=m,
et Pon aura lidentité

s m = (R0) + (52t — () — G5
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dans laquelle ¢ est un nombre quelconque rationnel. De’ cette manicre
I'on a décomposé le nombre rationnel /72 en quatre cubes rationnels, dont
deux seront positifs et deux négatifs. Mais on peut, lorsque m est un
nombre positif, réduire le second nombre de cette équation & ne contenir
que des cubes positifs, et c’est ce que nous allons prouver d présent.
Supposons ¢ positif et tel que Fon ait 6¢><<m; il est clair qua-
Tors les deux premiers cubes du second nombre de I'équation (52.) seront
positifs, tandis que les deux autres seront négatifs. De plus dans lidentité
3I__9p3\3 3__p3\3
53, - @—b = 7 (-‘iq_%’;-) + & (i—:_;_—;,—-) ’
le second membre est la somme ‘de' deux cubes positifs lorsqu’on a a*>>25°,
ear d plus forte raison on aura 24> 6; si Pon fait donc
¢ = "'4.': b=

’ 69”

Péquation (53) se transformera dans la suivante:

o (e 3y
- = T X

dans laquelle les deux cubes qui composent le second membre seront po-

sitils Porsqu'on aura
(m + 6¢°) >2m°.
Supposons maintenant que cette inégalité soit satisfaite, et repre-

nous lidentité (53.) en y fesant

__ (m=+6q® (m-4-64¢?)° -2m' m
=\ ) (m+-6¢°)* + m* ) b=
il est olair que nous ayrans I'équaticn

s (he) CREE) -6 =

) ()

+ (g-;-,)'

dans hqnelle le premiee abo _ c oeuw

maniére
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("‘_’_l"_;ﬂ)' ("'-i-.ﬁi’)'-°2~l')' ((m-l-ﬁq')' ((m~+-64°) —2~')'—3~‘((m-|-5q')'+~')')'
6 (m+6g°)"+m? / \(m+6q’)* (m+6¢°)'—2m?)*+ m? (m+-69*)"+m*)*

, et afin que ce cube soit positif il suffira que P'inégalité

56. (m+6¢") (m+6¢) —2m)) >2m*(m+ 6¢%) +m),
soit satisfaite; et I'on voit que cette inégalité renferme l'autre
(m + 64> 2m,
(puisque les deux nombres 72 et ¢, sont positifs. par supposition) et que lors~
que inégalité (56.) sera satisfaite, le second cube du second membre de I'é-
quation (55.) sera positif aussi, puisque si l'inégalité (56.) est satisfaite lautre
2(m+ 6" (m+6¢") —2m)*> m* ((m + 69 + m*)’,
sera satisfaite aussi. Il suffira dono de satisfaire & 'inégalité (56.) powr que
les deux cubes du seoond membre de I'éguation (34.), et les deux cubes
du second membre de l'équation (55.) seient positifs.
Soit, pour abréger, 6¢° = z, l'inégalité (56.) deviendra, en extra-
yant la racine cubique, L
(- m) (4 m)' —2m) —m (4 m)* 4 m) 2>0, *

d'oti Fon déduira, en ordonnant le premier membre par les puissances de s,
57, 24m(—y P +m'(6—3 V' 2) 2 4-m*(2—3 V' Dz —m' (142 /2)>O0.

- On a supposé m>>0¢° ou bien m>>z; en fesant donc m = Az,
on aura 4>1, et en substituant cette valeur de m dans linégalité (57.),
on aura, aprés avoir divisé par 2*, P'autre inégalité

1A=y DA+ O6—3/ DL +2—37) L —(14+2/2)4>0,

et celle-ci, en y fesant 4 = 1, se transformera dans la suivante
58, 12-9y2+ (18—24y Nz +(6—24 v 2) z*—(2+11y )2~ (142 Da™>0,
dans laquelle il sera toujours possible de trouver pour x un nombre ra-

tionnel positif qui lui satisfasse; en effet puisque I'on & 126>>100y°2, on
sors pusst 12—9v2> i,

et x devra étre un nombre tel que la somme de tous les termes qu'il
nmultiplie dans V'inégalité (58.) soit .moindre que 3. On fera A ocet effet
100?2:: 126, car tous les termes qui sont multipliés per x dans Tiné-
gelité (58.) étaut négatifs, on ne devra craindre aucune erreur en prenant
pour ;" 2 un nombre un peu plus grand que la valeur exacte de ee ra-

dical. Par cette substitution l'inégalité (58.) se transformera dans la suivante
33 —622x — 1212 x* — 793 * — 226 x* > 0;
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d'od l'on déduira, en fesant :v=-;-,
Y Ny =Ry — Ry — "3 >0;
et comme — '3;* est le plus grand coefficient néuatsf de ocette iné, 'ahté
elle sera tou)ours satisfaite en fesant .
y=4%+4+1=49,
et i plus forte raison en fesant
= ‘L +u,

(v étant une quantité positive quel(onque) @0l il résulte que la valeur de

' ¥ = 15+11u’<-m’
satisfera & l’mégalité (58.). -

Maintenant I'on a " 426
- - — . L S P +11
m = Az = (1+2)z = (' +415+uu)" = 6(4’1_.5-1—11:)7"
et partant ‘
. (415-;-!1.,)
7y = 42604141/ 6 o}
mais comme par hypothése 7’< , il faudra trouver un nombre ratnonnel

positif ¢, tel que ¢* soit compm en(re
415m
-6— et. T96x6°
et il est clair quon pourra toujours trouver une infinité de valeurs. da ¢*
comprises entre ces limites, yvaleurs qui satisferont i toutes les inégalités
de¢ candition que mous venous de trouver,
Maintenaut puisque le binome

nE) — (&)

ee réduit & la somme de deux cubes posmfs d Paide de Fidentité (54.),
et que daprés l'analyse précédente on peut réduire 'autre binome
' (m+6q ) ((m-l-ﬁq')* 2m’) ( m )'
(m4-6g*)'+m? 6%/ ?
a la somme de dewx cubu positifs 3 Vaide de I'équation (55.), il est clair
que Vea pourra réduire le second membre de I’éqntﬁon

m = (5) + (5st) — (65 — ()

a la somme de quatre cubes posmfs, et pe
‘quun nombre quelconque rationnel positif |
d’'une infinité de maniéres, en quatre cubes p

1
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Lagrange en cherchant les formes cybigues qui se reproduisent,
lorsqu'elles sont mulitipliées entre elles, trouva la formule

59. gw’+ax’y+(a’-—26)x’z+bxy’+(ab—3c).ryz

N F@—2ac)xPtcy’Facyztbeyd 422
qui étant multipliée par une formule semblable donne un produit de la
méme forme. D’aprés les principes que nous venons d’exposer on peut
trouver un grand nombre d’expressions nouvelles, de la méme espéce que
la formule (59.), et qui ne sont pas comprises dans celle-ci. En effet
étant données les-deux équations, :
F =Fy(x, y) 2y Uy oc0.tc.) 4 4,
F, = F5 (@, 51y %15 Usy 0000 0h0a) 4 4,
on pourra toujours faire
FF,=Fy(r, s, t, Uy eoeeeosetc) 4,
(les quantités r, s, ¢, v, .... etc., étant des fonctions rationnelles des
quantités 4, x, x,, ¥, ¥15 % %, ... €tC.) pourvu que l’équat:on :
F,X,Y,Z,U,....etc.) = O,
puisse étre résolue en nombres rationuels. Ainsi par exemple en fesant
F=s4y+24¢, F,=X+T+2°407
on aura lidentité .
FF,4 (r4stt)'—rt—s?—1* FF, +(r4s41)'—rt—s?—t? s
Cotrrrmer =) + (e riorio 1)
' FF,4(rds4t)*—r*—s’—13\? FF, 4(r4s41)3—r3—s3—t8\*
+ (&‘3((ri£+.'t‘,’t-r3—s’- t?) ) (t‘- 3((r-[':s-l-|.t);'-+¢'—s‘—t')
dans laquelle r, s, ¢, sont des quantités indéterminées.

Euler a démontré pour la premidre fois, qu'un nombre quelodn-
que ratiounel positif est toujours égal 4 la somme de quatre carrés en
nombres rationnels; il a démontré aussi, que le produit d’'une samme do
quatre cerrés, par une somme de quatre carrés, est semblablement la
somme de quatre carrés: Vanalyse précédente montre que P'on peut gé-
néraliser ces deux théorémes, et les étendre avx troisiémes puissances.

La méthode que nous avons exposée n’est plus générele, lorsque
les formules que Fon considére pessent le troisiime degré ; et c'est d oo
degré qu’Euler et Lagrange se sont arrétés dans leurs recherches. Ce-
pendant on peut trouver des formules de tous les degrés qui se repro-
duisent Jorsqu'elles sont multipliées par des formules semblables, Ainsi,
par exemple, pour le quatriéme degré on a les deux formules

x4yt —2t—34% 30x* 4 ' —202'—1240,

FF, =
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qui représentent rationnellement tous les nombres rationnels, et chacune
desquelles se reproduit lorsqu’elle est multipliée par une formule semblable,

Lagrange en partant de la formule (59.) a trouvé une infinité
de solutions entiéres de I'équation
F,(x,y)_az"+b.r'y+cxy +dy* =2*;
et il a cru que cette équation offrirait beaucoup de dxfﬁcultés si on vou-
lait la résoudre autrememt que par sa méthode: nous allons.voir main-
tenant qu'elle est un cas particulier d’'une équation générale dont on peut
toujours avoir une infinité de solutions entiéres.
Soit propdsé de résoudre em nombres entiers l’équatfon o
60. gF w(Zrs ¥is Bryoeee©80) 4= Fop (204 ¥y Zayooes €tC.)
e o o o +F (2,7, z,,....ab.)
dans hquﬂo on oxprime tomours en général par -
Eo(®rs yrs Bry o0 o0ehe.),
un polynome homogéne, rationnel et entier, du degré p (p éhnt -
nombre entier positif) i ooefficiens eutiers entre les variables
Xy Yry Bry oeee 61C. 3
si 'un quelconque des exposans n, m, .... p, ¢, n'a de facteur commm
avec sucum des autres exposans, on pourra ‘toijours ‘résoudre’ d'une infia
nité de maniéres I'équation (60.). Eun effet, soit ¢ 'exposant qui n’a de
facteur commun aveo aucun des aufres expesansg &, m, ..., p; on mettra
& & la place des inconnues x,, y,, %,, ¢¢.. etc. dans le polynome
Fq(xo’ yo’\zo’ e etc')’
et en supposant que la somme des coefficiens du polynome

soit égale & 5, on aura q(:p” Yoy Zay oo 0o €l0.)
)

v(u’ u’ u’ oo e Otc.) ] 6“" ) ' ‘ ‘i
puis en fesant, pour abréger, le nombre égal au produit 72’ XX eeee X P,

on écrira dans l’équatnon (60.), (bX)" d la place de x, (bY)" a la
place de y, (6Z) a la place de z, . ... etc., puis on écrira (bY,)"'

& Is place de x,, (bY,)" 4 la place de y,, (bZ,r‘ d la place de z,, ... . etv.5
et ainsi de suite ;uqn’u dernier polynome du premiet membre daus lo-

q (3" ’ y‘ 9 3g 0000 etco)"

quel on écrira (bX,)P i la place de x,, (b Y, )" 3 la place de y,, (bZ,)" &\

la place de 2., +oe0 oto.; O il faut observer que les quantités

s 0 .
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x, Y, Zy ietn ete.,
x‘, .Y‘, z" vede “o.’

L 4 [ ) L[] LJ [ ] [ ] L]
. .

Xr’ Y’ Zr’ oo etc.’
expriment des mombres entiers quelconques. .
Maiutenant pour déterminer la valeur'de u, on fera

7 (U'X). BYFy GZFy oees m.)‘
+ Fa (X0, GTF, GZF, oo ete)!

?=m

\

[ L] L] L] e [ ] ] [ ] [ ] L] o .0 o i .
.

L [ ] -
+ 5 R (CXy, BXF, B2, ... eto)
et il est olair que 4 sera wa nombre entier. A présent si I'on multiplie tous
les termes de cette équation per u*', (¢ étamt I'vm des nombres enfiess et
positifs qui résolvent Péquatian A deux iuconsues ot 1 =gv) et que
dans ['équation (60.) Iom {pese '
x =} Yu’) y ¥y o= (bYu')" z == (6Zu’) FIREEE ete.,

’L—(bxu [} y‘_(byul)m z,:::(loZ u) y ea oy m’

.9000000000.0&014.‘"'.

2, =X P, y,=(@Y, u’)i’ v, = (62, u)P, caes Of€,,

ou swra résolu l'équation pmpoéo d'une infimité de mameres, ot lon ob-
tiendra. Videntité

( E(6XuF, BT, (qu')"'. ....etc.)
[HF(6X %, QR G207, ... eto)l

. [ * L] . L] L4 [ ] [ ] [) o .

. [} a .. .
L+ F (X0, GE0P, @Zu), ..., o)
' 11 serait facile de généraliser cotte méthode, et de Pappliquer-a beuq-
ooup d'autres équations composées de polynomes qui seraient ¢oujours ho-
mogénes, mais qui pourraieat’ &tte fractionnaires ét méme transcendans;
néeumoins comme ces recherches ne présentent aucane difeulsé, mows
sroyona ne pes devoir nousyurréterplulo-; teana.

Ce mémoire fesait partie d'un travail sur la théorie des nombres pﬂnnt‘ en
1823 4 I'Académia Royalp des Sciencas de Pasls. -

= Fq (“., u" “v’ L) m‘)o‘
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MEMOIRE

SUR LA RESOLUTION DES KQUATIONS INDETERMINEES
A L’AIDE DES SERIES.

Introduction.

Les formules qui serveat & résomdre en termes finis les problémes ana-
lytiques sout si peu nombreuses, qul »’y aurait que des questions trés-
simples que l'on pourrait traiter dans le ealoul desséries. Cepeadant jus-
Qu'a présent om n'avait jamels temté d'appliquer ce ocaloul aux équations
indétermindes, que I'on tichait de résoudre par des trensformations, en
saident des propriétés spéciales des nombres, que le géuie de quelgues
grends géométres avait pu déoouvrir; quoique dans le seul cas de lPana-
lyse indéterminée, les méthodes d’approximation fournissent des solutions
exactes. Car cemme, lorsquil 'agit d’équations indéterminées, lea incon-
nues doiveat avoir des valeurs entidres, il est clair qu'ayant trouvé deux
kmites entre lesquelles doit étre comprise la valeur d'une incomnue, ocette
valeur ne peut étre que I'un des nomhres entiers compris entre ces deux
limites. D’oil il résulte quen égalant successivement A teus oes mombren
entiers Vimoonnue dont il s'agit, on pourra, par l'élimination, dter oette in-.
connue de I'équation prepasée, qui se réduira de ocette maniére & un sy-
stéme d’équations dens lesquelles le membre des inconnues sera diminud
de l'unité. -

Dans ce mémoire mous appliquens le caleul des séries aux équations
inddterminées. Notre méthode est fondée sur ce théeréme trés-simple,
que lorsquon & une équation dest ehaque membre se compose de deux,
termses , I'un desquels est un nombre entier, et lautre est une fraction
moiadre que lunité, il fandra que les deux nombres eatiers soient égeux:
entre eux, de méme que les deux fractions. ]l résuite de ki que lorsque.
d'upe équetion indéterminés & deux imcosnues, om eura déduit la valeur
d'une fonotion donnée des inconnues développée em série econvergente, da,

maniéve qu'une partie de la série sqit une fonotion euntiére des inconnues,
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et l'autre partie soit une fonction fractionnaire telle qu'on puisse la rendre
plus petite que l'unité, en donnant aux inconnues une valeur plus grande
que des limites données, il faudra que ces inconnues sojent comprises entre
ces limites, ou bien on pourra égaler & zére la partie fractionnaire, et la
partie entiére de la série fournira de ocette maniére une nouvelle équation
4 deux inconnues qui devra exister en méme tems que I'équation propo-
sée, et qui servira i résoudre celle-ci complétement,

Nous appliquons d’abord ces principes & des équations indéterminées
trés-simples, en montrant comment, par le développement en séries, on
peut les décomposer en deux gutres équations, dont Fune en termes finis
ne renferme que des quantités entidres. Puis nous résolvons des équa-
tions iylus compliquées algébriques ou transocendantes. Nous montrons en-
suite comment I'on peut résoudre les équations dans lesquelles il faut ex-
traire les racines, d'un ordre quelconque, de certains polynomes donnés,
et nous fesoms voir que dans ce cas, afin que notre méthode soit appli-
cahle, il faut satisfaire A la eondition que Fon puisse extraire la racine de
Yordre dont il s'agit, du terme qui ocutient le plus grand exporant. Eafin
nous résolvons I'équation proposée par rapport A Fune des inconnues, loes-

‘que cette résolution est possible, en fesant observer que dans oe cas,

lorsque, en donpent aux inconnues ou i -Fune delles seulement des va-
Jeurs plue grandes qu'un nombre donné, les racines deviennent imaginai~
res, il faudra néoessairement prendre pour les inconnues des valears moin-
dres que ce nombre, et 'équation proposée sera résolue complétement.
Bo traitant de cette maniére les équations indéterminées qui sont
du’ second degré par rapport & 'uvue des incommmes, nous montrons quel-
les sont les conditions auxquelles om doit satislaive afin de powvoir résou-
dre complétemeht oes équations. Nous trouvons aussi les conditions aux-
quelles doivent satisfaire les équetions qui somt du troisiéme degré par
rapport & l'une des inconnwes, afin quwon puisse les résoudre compléte-
ment & laide des formules qui donnent les recines des éqmations da troi-
siéme degré. On pourrait faire les mdmes considérations sur les équa-

 tions, qui-sont du quatriéme degeé par rapport a I'une des inconaues, quoi-

que dans oe oas ces recherches se oompliquemt beaucoup., Mais comme
passé le quatriéme degré on n’a aucune méthode pour trouver les racimes
des équations algébriques, nous ne pourrions pas aller plus loin par des
formules flies, et nous avons dil recourir aux méthodes d'approximetion.
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8i lon cherche, par le théoréme de Lagrange, l'expression en
séries des racines d'une équation algébrique queloonque, on obtient plu-
sieurs développemens, parmi lesquels il faut choisir ceux qui deviennent
oconvergens lorsqu’on y substitue les valeurs des coefficiens. En général
ces développemens contiennent des radicaux, mais quelquefois ils en sont
délivrés, selon le degré de léquation proposée et le mombre des termes
quelle renferme. Maintenant, si 'on suppose quil s'agisse de résoudre
une équation indéterminée & deux inconnues, il est clair que 'on pourra
la résoudre, par le theoréme de Lagrange, par rapport & une des in-
ocommues, en oonsidérant les coefficiens comme des fonctions de Vautre
inconnue. Alors lorsque la série sera convergente, et que l'on pourra
faire disparaitre les irrationnels qu'elle contiendra, on obtiendra une équa-
tion composée d’'une partie entiére et d'une partie fractionnaire; et si 'on
rend celle-ci plus petite que l'unité (en donnant & linconnue qu'elle ren-
ferme une valeur plus grande qu'une limite donnée), on aura une nou-
velle équation qui devra subsister en méme tems que I'équation proposée,
ou bien il faudra donner & I'une des inconnues une valeur moindre que
la limite dont on vient de parler: et dans les deux cas Péquation pro-
posée sera résolue complétement,

En traitant de cette maniére les équations qui sont du second ou du

troisiéme degré par rapport d 'une des inconnues, nous retrouvons les con- |

ditions que nous avons déjd obtenues en considérant la forme des racines;
et méme nous trouvons de nouveaux cas de solution. Enfin nous mon-
trons de quelle maniére on peut résoudre les équations plus générales,
et nous exposons quelques artifices analytiques qui peuvent servir & la
résolution de plusieurs équations indéterminées, '

Lorsque la série dont on doit faire usage pour avoir la valeur de
la racine cherchée contient des quantités irrationnelles, notre méthode
exige pour étre applicable, que Fon puisse résoudre une nouvelle équation
indéterminée avant d’obtenir la résolution de I'équation proposée; mais
lorsque Pirrationnalité pe se montre pas, il suffira d’obtenir une série con-
vergente qui fournira la résolution compléte du probléme; et il faut re-
marquer que les conditions qui doivent étre satisfaites dans tous les cas,
afin de résoudre par cette méthode les équations indéterminées & deux
‘inconnues, ne regardent que les termes qui dans chaque coefficient de l'in-

0
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connue, par rapport & laquelle on a résolu Péquation, renferment les plus
grandes puissances de la variable.

En général au lieu de chercher le développement en séries d’'une
. racine de I'équation proposée, on pourra chercher une fonction quelconque
des inconnues, et si la suite que Fon obtient de cette maniére peut deve-
nir convergente, on aura résolu complétement I'équation proposée.

La méthode que nous exposons dans ce mémoire sert d trouver la
résolution d’un infinité d’équations indéterminées de tous les degrés, que
Ion ne saurait résoudre d’aucune maniére par les principes connus, On
peut aussi Pappliquer aux équations contenant un plus grand nombre d'in-
connues, en les résolvant successivement par rapport & toutes les incon-
nues P'une aprés lautre.

Analyse.

Etant donnée I'équation

6. 4+4a=B+p,
dans laquelle 4 et B sont deux nombres entiers, et a et 3 sont deux
quantités positives quelconques (en observant qu'on peut toujours les
rendre positives) plus petites que unité, il est clair que Fon aura

4= B, =07/

Il résulte de 13 que si d'une équation & deux inconnues @(x,y) =0, on
peut tirer, d’'une manicre quelconque, une équation de la forme (61.), on
pourra déterminer, par I'élimination entre les deux équations

P(x,y) =0, 4 =B,
les valeurs de x et de y. En général étant proposé de résoudre en nom=
bres entiers Péquation & 7 inconnues

@ (2, 55 2,) 00 0 s €tC.) = 0,
si Pon en peut déduire, par des opérations quelconques, les m- équations

Al+¢l = Bx+ﬁl’ ‘45 +“l =B¢+Bs’ sede Am+“n =B~+B-)
dans lesquelles les quantités
A, Ay ..e. 4, B, B, .... By,
sont des nombres entiers, et les quantités
By Fyy e0ve Oyy Bu Bn eceo ﬁm’

sont des fractions positives (ce quon peut tou)ours supposer), plus petites
que l'unité, on trouvera les équations
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A4,=B,, A,=8B,,.... 4,=B8B,,
qui étant combinées avec I'équation
Q2,95 %y eoeo eto,) = 0,
donneront, aprés I'dlimination, une équation qui me contiendra plus que
n—m inconnues,

Nous répéterons ici la remarque que nous avons déjd faite précéa
demment, que si par un procédé quelconque, on est parvemu & tirer de
Y'équation

Q(x, 45 %y e 000 €t0) = O,
une valeur approchée § de x telle, que I'on'sache seulement que Ia valeur
de & doit étre toujours comprise entre M et IV, on trouvera la valeur
exacte de » en I'égalant successivement 8 tous les nombres entiers come
pris entre M et 1V,

Majntenant soit proposé de résoudre en nombres entiers Féquation

= a+ta; xta,x?....4a, 2"
y= b-j-b,x-l-b,c' Foma™?

on fera d’abord
. a+a'x.ooo+anx'=xn, b+b,x....+b,,.x"'=x,”
et en général X, représentera un polynome en & du degré r 3 coefficiens

rationnels: par eonséquent il s'agira de résoudre en nembres entiers I'équation

X
y____

dans laquelle nous distinguerons trois cas différens, selon que I'on aura
m>n, ms=n, m<n.

Soit m>>n; on poura détermpiner facilement un nombre entier L

tel quen substituant pour « dans Ta fraction -;%'— 1a valeur L 4« (2 étant

une quantité quelconque wéelle et positive) on ait toujours (abstraction
faite des signes) X,,™>X,; on pourra de méme déterminer une seconde
limite inférieure L, telle que si Lon fait & 3= L, —a, on ait encore X >X,,,

et comme si I'équation proposée est résoluble # faudra que la fraobon x

soit un nombre entier, on ne pourra donper & x que les valeurs suivantes
.3=I{u x=L1+ Iyeoesr x=L;

de sorte qu'en éliminant x successivement entre l'équation proposée et

Pune des équations précédentes, on aura un nombre L 4 1—L, déque-

tions en y, dont les racines enticres, #'l en existe, fourniront toutes les

solutions de I'équation proposée.

02
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Loﬁque me=n, on divisera X, par X,, et on obtiendra un quo-
t;ent = plus un reste qui sera de la forme xx... » en indiquant toujours
par X,._.. un polynome en x du degré m—1 A ooefficiens rationnels.
Maintenant on aura, lorsque n=rm,

Xn —_ am Xin—1
Xu b- Xm ’

et partant
X..._.

buy = a,,-]-b,. ’
d'ou il résulte quen fesant b,..y—a,,.=z, on dem résoudre en nombres
entiers 'équation

dont nous savons déjd trouver toutes les solutions entiéres.
Lorsque n>>m, on fera n=m-}p, et en effectuant la division
on trouvera I'équation

X - X
y‘ —_ _; —] dw’-‘-d‘xp ‘....+AP+X—,»"’

dans laquelle les ooefficiens 4, 4,, .... 4,, sont des nombres rationnels,
et X, , est un polynome en x du degré m—1 & coefficiens rationnels.
A présent si Pon réduit tous les coefficiens de cette équation au dénomj-
nateur commun D, on aura

Dy=D(da?+ 4,6 ...+ 4) + 2322,

et par conséquent

Dy —D(da?+ 45" euee +4) =25,
et comme le premier membre de cette équation est un nombre entier, si
on Pégale 3 z, on devra résoudre I'équation
= =3
dont nous savons déjd trouver toutes les solutions entiéres.
A laide de Péquation
= ata,xda,xt i tan® X,
Y O izt beat o bma™ . Xm?
on peut résoudre Pautre plus générale

P@Y)=F>
en indiquant par @ (r, ¥) une fonction rationnelle et entiére des nombres
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entiers # et y; car puisque le premier membre de oette équation est un
nombre entier, on pourra trouver toutesles valeurs de x qui rendent en-
tier le second membre, et comme le nombre des valeurs entiéres que
peut prendre le second membre est toujours limité, si on les représente
per v,, v,y «... ¥,y on aura les équations

P(xyy) = v,y QX Y) == Vsy eeeee Q(m,y) = v,,
qui devront exister en méme tems que I'équation

Oz, y) = 3=,

et qui serviront, par I'élimination, i trouver toutes le solutions de celle-ci.

L’équation, que nous venons de traitcr en renferme un grand nom-
bre d’autres plus générales. Ainsi par exemple étant proposé de résoudre
en nombres entiers I'équation

F().F\(y) = f@-£.),

dans laquelle 7, F,, f, f,, expriment de fonctions entiéres et rationnelles,
on fera d’abord

Fx)=X,, f@)=X., F(y)=1, Lily) =T,
en exprimant toujours par X, et X, des polynomes en x, entiers et ra-
tionnels des degrés n et m, et par Y, et Y, des polynomes en y, entiers
et rationnels des degrés p et y, et l’on aura

F) _ X _ fi() . Yo,
f@ X,. — F(n Y’

dott Pon déduira une équation de la forme
Xm._; 1
xu—m X—m == Yq-p + —%’
et par comséquent on pourra trouver pour x et y, des limites telles, _.qu’en
prenant pour ces inconnues des valeurs hors de oes limites, on ait toujours,
aprés avoir réduit tous les coefficiens fractionnaires au méme dénomma-

teur D, I'équation
Squ DX, , = DY,_,

qui étant combinée avec I'équation proposée fourmra toutes les valeurs
des inconnues, qui ne sont pas comprises entre les limites dont on vient
de parler; et comme les valeurs comprises entre ces limites peuvent se
déterminer séparément aveo facilité, on aura toutes les solutions entidres
.de Péquation proposée. Dans l'analyse préoédente nous avons supposé
n>>m, meis si Fon aveit n=m, ou n<<m, on renverserait la fraction,
et 'on aurait
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X=
et en général il serait facile de résoudre oette Squation dans tous les cas.
Soient X,, X,,, X,, X,, des polynomes queloonques en x entiers,
des degrés n, m, r, p, et supposons que Fen ait p>>r, n>m; si I'on
doit trouver toutes les solutions entiéres de I'équation

62. y=3-(4+43% X'+4 (x) ....+A,_,(X')“‘+.4,(X)+etc.)

dans laquelle la valeur du rapport -ﬁL ne peut jamais surpasser une limite

L, on poussera la série jusquau terme t-4-1", (en prenant pour ¢ le plus
petit nombre entier qui satisfait 4 Iinégalité pt+m>rt+ n, laquelle sera
toujours possible puisque p>>r) et on aura, aprés avoir effectué Jes divi-
sions et aprés avoir multiplié par Je dénomipateur commun D, une équa-
tion de la forme

Dy=aw+aw....+am+;%%’

dans laquelle la fraction ff E ; représente une série oonvergente, dont la
valeur pourra se réduire ayssi petite que Fon voudra, en dopnant & x des
valeurs qui ne soient pas comprises entre deux limites 7, /,, que on dé-
terminera aisément. On voit par li que I'équatiop proposée sera résolue
complétement, par les principes que nous avons exposés préoédemment,
quelle que soit la nature de la fonction, algébrique op transcendante, gui
est exprimée par le second membre de I'équation (62.),
Soit proposé maintenant de résoudre en nombres entiers I'équation
63. AT +br Vet dade =A@yt 4b o™, dd,y e,
on pourra dabord multiplier tous ses termes par 4™, et en fesant ensuite
AbaP 7 veset-dat-e)==ry £ (by™ " eeee+ dy+e)=s,

on aura n »
r — m
Aa,.wp‘/(l + Ananxpn) = Ayy ‘/(1 +Anqiymn)’
et partant :
Aax”(1 + ndn:n'xpu —etco) = 497”'(1 + 7 A";"y"s'_'e'w‘)’
et cette équation étant traitée de da méme maniére que Iéquation (62.),
nous conduira nécessairement & la résolution de I'4quation propesée, puis-

que les séries qu'elles contient sont toujours convergentes, lorsqu’on donne
d x et y des valeurs plus grandes que des quantités donndes.




- 127 —

Si lon exprime en général (comme on l'a déji fait dans le mé-
moire préoédent) par F,(x, ¥), un polynome homogéne et entier en x et
vy, du degré r, on pourra résoudre aussi I'équation

"y = b2+ Fo () ¥) F Faca(@y ¥) eeue F e =2+ f(x, y);
car en extrayant la racine 2™, on aura

ay™ = be;/(i +-'ﬁ-w”)) = be(l+f('”’y) etc.),

" P o™ P
ou bien
baP = ac’“l/( -%ML)) = ay"_'(i—é%{,);—-etc.),

et il faudra faire usage de la premiére ou de la seconde série, selon que
Pon aura x>y, ou y>z; et dans les deux cas on pourra déterminer .
deux limites de « et ¥, telles qu'en prenant pour ces inconnues des nom-
bres entiers hors de oes limites, on ait I'équation
F(x,y) = F.(=, ),

qui devra exister en méme tems que Péquation proposée, dont on pourra,
de cette maniére, trouver toutes les solutions entiéres. '

On peut résoudre par les mémes principes 'équation.

= Xp
qui domner V@™ b vees - 0)
= Xp

ax™ 4 a; 2™ ...-|-a,.-|-a"'+'+ etc.
dod Fon déduira une 6quahon de la forme

qui servira & trouver toutes les solutions enheres de Péquation proposée.
L x
= 2
Via" 2™ 4 bam™ ...40)
peut se résoudre aussi en observant que I'on a
y-“ = (XP)’

arxmn L pgmni, .4 c?
et il est clair que Fon pourra résoudre de la mémo maniére les équations
de la forme x
—4 ~E— A A J A “ o
y = V'(X )( + + ( ) + 0):
pourvu que Fon ait s>>¢, et que le rappport de deux coefficiens oonsé-
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cutifs quelconques, de la série comprise dans le second membre, ne puisse

ais devenir infini,

L’équation (63.) renferme la suivante
ALz = a'y"+ by oot py+9,

qui sert 4 trouver la résolution compléte, en nombres entiers, de 'équation
64. 2(ay"+by™ " etey+d) t 2(ey tfy vt gy +h) +iym+by™ it 1=0,
lorsque 2r>n -4 m, et lorsque 2r étant moindre que n - m on peut
faire en nombres entiers —aiy™"=p'y*, En effet, en résolvant I'é~
quation (64.) par rapport & x, on trouve

2@y by eeet ey +d) b ey £ Sy e gy Fh=
V(€Y Iy et gy A —(ay* by Aoy Fd)iy ™ -y s D),
et puisque le premier membre de cette équation est un mombre entier,
le second devra l'étre aussi, et il fawdra résoudre en mombres entiers
Péquation
(ey Sy et £y FRP—2(ay by ™ eers ooy +d) (iy™ by s b ) = 2,
ce qu'on pourra toujours faire par notre méthode lorsque on aura 2r>>n-4-m,
et lorsque on aura 2r<n-m et —wf‘*"":py . 1l faut observer
ici que puisque de l'équation

As* 4 Bx+C = 0,

| 94z 4 B = + y(B'—4 4C),

la résolution (64.) dérive, dans le cas de 2r>n -+ m, de la forme des
racines des équations du second degré qui admettent sous le radical le
ooefficient B élevé au carré, sans quil soit nécessaire de satisfaire a au-
oune autre condition; tandis que dans I'autre cas il faut satisfaire en nom-
bres entiers aux équations — ia=p°, m+4-n = 2s. Lorsque 2r<n+m,
et que le prodmt ia est positif, on pourra tou)ours avoir toutes les solu-
tions positives de I'équation (64.); tandis qui si le produit 7a est négatif,
on pourra avoir toutes les solutions négatives de la méme équation. Mais
si l'on a 2r<ln+4m, m<4n=2s, et que le produit ai soit positif, on
pourra résoudre complétement I'équation (64.). Et lon voit que toutes,
les conditions préoédentes ne regardeat que les termes qui, dans les coef-
ficiens des diverses puissances de x comprises dans I'équation (64.), con-
tiennent les plus grandes puissances de y.

Soit proposé maintenant de résoudre en nombres entiers 'équation
du troisiéme degré a deux inconnues

on déduit
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65. Yo'+ Y.x+ Y, =0,
dans laguelle on a ’

VY_,. .-:ay“-l-a,y"".... -|-a,.,

Y, = by "+ by eeeet by

Y, =cy "4 cy™ eeectcpy ,
si on cherche les trois racines de lequahon (65 ), on aura par les for-
mules connues

= V(=22 V(5 ) +V (=32 - V(5 + 575),

==V(- 2Y,+l’ 5+ ) TV EENET,

= W22 G+ ST H (=3 V(A SENEESD),
et si 'on suppose que Pon ait (abstraction faite des signes)

(Y) < _(¥o)’
AT T

on pourta développer en série le radical
1/({¥=) (Yn)* s
V(4(Y,)’ + 27(Y,)') ’
par les pujssances ascendantes de 3YY" s et Pon obtiendra la série convergente

(Yn)* ) (2Y, .
+(2 27 (Y, )s) ) o0 0 + etc.,
qui, étant subshtuée dans la formule

\ V(g% + VIEE5 + 555,
onnerg

‘/(“'21"'"“?”" (Y). Y,.,)"""") V( (7fY); Y, "‘et")

et lon voit que si I'on _peut satisfaire & I'équation % = 4’ en nombres
rationnels, et & Péquation r—m = 3s en nombres entiers, on pourra ex-

traire la racine cubique de la quantité %:i; de méme si I'on substitue la
valeur du radical Ty o
Yom) f)
V(mr)' + a7y )’)
dans la formule

V(-7 V(I&"’;- + 57127))-

R
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on trouvera |
y Yu Y Y)Y\ (Y. TR /
l/(_ 2Y, 2V, \2/(Y.) (?;) - eto.) = l/(-—-y‘l"; —_ etc.) ’
et si 'on pourra faire
Yom .
v = 4Ly'+ By + eto.,
"il est clair que l'on pourra extraire la racine cubique de la quantité|

i/(— —g.’;"— + etc.) ’

et Fon voit que l'on trouvera les mémes conditions que nous avons déji
obtenues, c'est & dire Péquation % = % qui devra étre résoluble en nom-
bres rationnels, et I'équation »—m =3s que I'on devra résoudre en nom-
bres entiers.

Il résulte de l'analyse précédente, que lorsqu’en domnant & y des
valeurs qui ne sont pas comprises entre deux limites données L et L,,
on peut satisfaire (abstraction faite des signes) & linégalité

Y (Ym)? 4
- (Y)? >§7’

il sera toujours possible de trouver toutes les solutions entiéres de I'équa-
tion (65.), si on peut résoudre I'équation -:— =u°, en nombres rationnels,
et I'équation r—m =3 s, en nombres entiers. En effet les valeurs de y

qui ne se trouveront pas parmi les nombres entiers compris entre L et
L, , fourniront une équation de la forme

Dx = Ay* 4+ By™ ... -i-0+ %,
dans laquelle on pourra réduire la fraction -;?- (qui est une fonction de
y) aussi petite que I'on voudra, en prenant p‘our 4 des nombres entiers
qui ne se trouvent pas compris entre deux nouvelles limites 7, /,; et par=
tant il faudra donner d y des valeurs entiéres comprises entre ces limites
1, 1,, ou bien lon aura I'équation

Dx = Ay’ 4By ....+C,

qui devra exister en méme tems que I'équation (65.); et dans les deux
cas on pourra trouver toutes les solutions enticres de I'équation proposée,
par la méthode que nous avons exposée précédemment.

Si en donnant & y des valeurs non comprises entre deux limites
finies / et J,, on avait (abstraction faite des signes)
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Y, (Ym)'
(l(r' )') <27’

on tmuvera:t aisément (par une analyse semblable & celle dont nous ve-
nons de faire usage) que pour résoudre complétement dans ce cas par
notre méthode I'équation (65.), il faudrait pouvoir résoudre I'équation
b . . , . .
--=u', en nombres rationnels, et 'équation 7 —r = 25, en nombres entiers.

On pourrait appliquer les mémes principes aux équations qui sont
du quatriéme degré par rapport A 'une des inconnues; mais dans ce cas les
calculs qu'il faudrait effectuer deviendraient trés-longs, et d'ailleurs passé
le quatriéme degré l'on se trouverait arrété par Fimpossibilité de résoudre
les équations algébriques des degrés supérieurs. Nous allons reprendre
maintenant -cette théorie dans toute sa généralité, & Plaide du théoréme
de Lagrange qui sert 3 exprimer en séries les racines des équations
algébriques, et nous exposerons avec plus de détail ce que nous avons &
peine indiqué dans l'analyse précédente.

Etant proposée I'équation

66. a—bx +ca = 0,

ou sait, par le théoréme de Lagrange, que lorsquon a (abstractxon faite
des signes)

ca’*"‘ < (n— l)"“'

une des racines de cette équatnon sera expnméa par la série convergente
) a ca™ | 2nca®™? , 3n(3n—2)c? a3
T(i + %+t 2.3.6" +°t°°)’
et les autres 7—1 racines seront données par la série convergente

a na® (n—1)2na*
68. I’(l T a—Nor  2(n—1)'b*r* 2.3(n—1)'b%r3 etc')’

dans laquelle il faut substitier pour r sucoessivement les n—1 racines
de I'équation

"._. _— _:P = 0'
Lorsqu'on a (abstraction faite des signes)

ca** _ (n—1)"?
b n" k4 .
les n racines de léquation proposée seront exprimées par la série con-
vergente

3 —n)b2 2 4—n)(4—2n)b?3
60. (12 Bomiirt A=m(-—2mb's’ 1 )
R2
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dans laquelle il faudra substituer pour r successivement les 2 racines do
Iéquati
quation z" + ‘% = 0.

Il résulte de 13, que lorsque (abstraction faite des signes) I'on a
ca""‘ <(n—1)”-‘

’

Péquation (66.) aura autant de racines réelles quil y en a dans les deux

Squations bz—a =0, ¢z —b =0,
et que lorsque (abstraction faite des signes) on a
ca™ _(n—1)*
b nn ’
il y aura autant de racines réelles quil y en a dans Péquation
cz"t+a =0,
Maintenant si Pon suppose
¢a=—a, b=—0, c=1,
(2, P, v, étant trois quantités positives) et si Fon prend pour » un nom-
bre impair quelconque, on aura les deux équations
Y2+ B =0, y7—a =0,
dont la premiére aura toutes ses racines imaginaires, tandis que la seconde
n'aura qu'une seule racine réelle; et par conséquent I'équation
70. yx*"+Lxr—a =0,
(dans laquelle «, (3, v, sont trois quantités positives) aura toujours une
seule racine réelle, quelle que soit la valeur des coefficiens «, 3, y.
A présent sj dans I'équation (70.) on fait, par exemple,
@=py" g9 B=ry""+s y=¢t
(p, 1y t, étant trois quantités positives) on aura, aprés les substitutions,
L. py™ g = (ry™* + o)z + ta”
et par suite (abstraction faite des signes) la quantité
ca"? — (_a)ﬂ—l !(—py"‘"—q)”"‘
T (=8 T (—rym—s)y

(n—1) i)’*“
, selon le rapport de m & n.

plus grande ou plus petite que ———

Soit m>>2n, alors on pourra trouver deux limites L et L, de ¥

telles quien premant pour y des nombres entiers queloonques qui ne soient
pes compris entre ces limites, on ait toujours (abstraction faite des signes)

t(—pymr—gi™ (a1
7. (_. rywu-‘_ 8)" n* L4
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Lorsque cette inégalité est satisfaite, pour trouver toutes les valeurs
de x qui résolvent I'équation. (71.), il faudra faire usage des deux séries
(67.), (68.); et en substituant dans la premicre de ces séries les valeurs
6= —a=—py"—yg, b= —B = —ry™t—s, c=y =1,

on aura .
t(—py —q)")“ 2n2t’(—ry:‘—q)’"-'
mr 4 —rymn—t_s)* —rymn—3_q)
3. x= (H"‘_"-—':E-) 3(71(3:':“—2)!’ (——py'""-fq):"‘{“’ ’ *
23 (=1 eese - €tC.

Mais comme par hypothese on a mn>2n, ou bien m>2, et
que chaque terme de la série précédente peut se réduire aussi petit que
Yon voudra en donnant & y des valeurs entiéres qui ne soient pas compri-
ses entre denx limites L, L,, facilement assignables, on aura toujours
(lorsque y n’est pas compris entre ces limites) une équation de la forme

Ne = "4.7'+BJ'+C+5 ’
dans laquelle IV, 4, B, C, sont des nombres entiers, et 38— est une fraction

plus petite que Punité; d’'ot Fon déduira I'équation
Nx = Ay*+ By + C,

qui devra exister en méme tems que I'équation (71.), et qui servira i
trouver toutes les valeurs de y mon comprises entre les limites L, L,;
mais comme dailleurs les valeurs de y comprises entre ces limites peu-
vent se trouver séparément, I'équation (71.) sera résolue complétement
quant  la série (67.); et si on suppose que les coefficiens de Féquation
(71.) restent toujours positifs, quelle que soit la valeur de y, il est clair
que l'équation (71) ne fournira qu'une seule racine réelle pour x, qui sera
représentée par Péquation (73.); ainsi dans co cas I'équation (71.) sera
résolue complétement, pourvu que Tinégalité (72.) soit satisfaite.

Si les coefficiens de léquation (71.) ne somnt positifs, que pour
des valeurs de y comprises entre les limites L, L,, on pourra, par Pana-
lyse précédente, trouver toutes les solutions de cette équation qui cor-
respondent d des valeurs entiéres de y comprises entre L et L,.

' 1l est clair que si I'équation
Py™ g = (ry™+ )z + t2,
est résoluble par la méthode que nous venons d’exposer, on pourra résou=
dre aussi l’équatlon plus générale
4, pyp, Yt Py et 0y F 9 = (Y™ 4y Vv o,y  8)0 T,
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dans laquelle les coefficiens
" Pus Pas sese Gis @y Py Py enes Sy Sy Ly

sont des nombres rationnels quelconques. En effet 'on pourra toujours,
dans chaque coefficient de x, rendre le terme qui contient la puissance
la plus élevée de y plus grand que la somme de tous les autres, et alors
les conditions d'inégalité ne porteront que sur les termes qui contiennent
ces plus grandes puissances; et comme les autres conditions ne regardent
que ces termes, il en résulte que si 'équation (71.) est résoluble, I'équa-
tion (74.) sera résoluble aussi.

Si au lieu de Féquation (74.), on voulait résoudre en nombres en-
tiers P'équation plus générale
ay™ 4 by™ + cy™™ eee Fd = (ey™ P+ fy"™ P ..t Q)2 + A2,
dans laquelle les coefficiens ¢, %, sont positifs, il suffirait d'avoir m>p,
pour en obtenir toutes les solutions entiéres, ou du moins toutes les so-
lutions entiéres positives, par notre méthode.

En général étant proposée I'équation & coefficiens rationnels
ay "+ by ceieteydFdt (e + Sy 0o &)+ b2,
on pourra, par la méthode que nous avons exposée, trouver toutes ses
solutions entiéres pourvu que le produit e/ reste toujours positif et que
lon ait (abstraction faite des signes)
hlay*4-by* ... )™t _ (m—1)™
(yP+Sy7 et 8)™ mm
Ainsi par exemple on pourra toujours trouver toutes les solutions entiéres
de l'équation ,
ay +by4cf +dytey +fr+gr+h
= 2(iy’ + by + Iy + my + ny'+ py +9) + 1,

pourvu que le produit ir soit positif,

Lorsque dans I'équation (70.) le coefficient 3 est négatif, I'équation

v 4B = Og
aura deux racines réelles, et alors si la condition
gt _(n—1)"t
. ﬂn n*

est satisfaite (abstraction faite des signes) outre la série (67.), il faudra
considérer la série (68.), qui fournira deux. nouvelles racines réelles de
Péquation (70.), en y substituant les valeurs des coefficiens. Mais afin que
notre méthode puisse s’appliquer d la série (68.), il faudra que Fon ait -
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‘;ﬂ" = - (a""’y"‘"""‘-l- bf“_m.‘ seee + etco)’
car alors I'équation
6qua 0 - + g — 0,
donnera les deux valeurs réelles
2 = (ay™+by™* +eto),
et ces deux valeurs étant combinées avec Ia série (68.), fourniront toutes
les solutions entiéres de P'équation proposée.
Si I'on a, dans I'équation
g—bx+4cx* =0,
(abstraction faite des signes)
. ca™t (n—l)"""
or > n" H
on ne pourra plus faire usage des deux séries (67.) et (68.) pour obtenir
les valeurs de x, car dans ce cas ces deux séries deviendraient divergen=
tes: alors il faudra recourir & la série (69.), qui renferme le radical

(:.;f)u, et il est clair que I'équation proposée aura une ou deux racines
réelles selon que le nombre 2 sera impair ou pair; en observant cepen=
dant que lorsque 7 sera pair, et que la fraction - sera positive, I'équa-
tion a—bx+4cx" =0, n'aura aucune racine réelle, tant que l'inégalité
précédente sera satisfaite.

Maintenant si Fon suppose que les coefficiens a, b, ¢ soient des
fonctions de y, il faudra, pour appliquer les principes que nous avons ex=
posés précédemment, que l'on ait toujours

car—? (n—1)=—

o > n®

’
et ensuite
8 _d}'""'+¢}"'"‘“--~-+m'+g —_— mn mn—3
= - = g y™ 4 hy™ - ete.,

[/
car alors on trouvera

(_—c_a) =gyt ky" +Iy" . oo etc.
et en substituant cette valeur dans la série (69.), on parviendra aisément
a4 la résolution compléte en mombres entiers de I'équation proposée.
En général étant proposée I'équation & deux inconnues
7. @y by ceretcytd) (e + Sy eeeet by 4 Dz =0,
| —Ey Iy gy 4 9)
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on pourra toujours la résoudre complétement e nombres entiers dans les

" cas suivans.

1°. Lorsque n étant un nombre impair, et les deux termes ay™,
ey’, ayant le méme signe, on peut trouver deux limites finies L, L,, tel-
les, qu'en prenant pour y des valeurs entiéres qui ne soient pas compri-
ses entre ces limites, on ait toujours (abstraction faite des signes)

akn—* ym-l-pn—p (n_ 1)7:-—!
6. <

2°, L’équation (75.) sera résolue complétement lorsque (2 étant
un nombre entier quelconque, et Yinégalité (76.) étant satisfaite, mais les
deux termes ay™, ¢y’, mayant pas le méme signe) on powrra résoudre
I'équation -5- = ™", en nombres rationnels, et l’équation r—m=(n—1)z,

en nombres entiers.

3°. L’équation (75.) pourra &tre résolue completement en nom-
bres entiers, (quels que soient les signes des termes ay™, ey”,) lorsqu'il
sera possible de trouver deux limites finies L, L,, telles quen premant
pour y des valeurs entiéres non comprises entre ces limites, on ait toujours
et que Pon pourra résoudre Péquatwn -- =u", en nombres rationnels, et
Péquation p —m =nz, en nombres entlers.

4°. Lorsque FPinégalité (77.) étant toujours satisfaite, Pexposant n
sera un nombre pair, et les deux termes £y?, ay™, auront des signes

"différens, on’pourra trouver toutes les solutions entiéres de I'équation (75.).

Il faut observer ici que souvent les conditions précédentes ne sont
satisfaites, dans I'équation (75.), qu'entre des limites données des incon=-
nues; alors au lien de trouver toutes les solutions entiéres de I'équation
proposée, on aura seulement, par notre méthode, les solutions comprises
entre deux limites connues. Ainsi, par exemple, quelquefois on trouvera
toutes les solutions positives de I'équation (75.), sans que I'on pmsse ob-
tenir les solutions négatives.

Si dans I'équation (75.) on fait =2, et si I'on suppose que Vin-
égalité (76.), qui dans le cas actuel se réduit & celle ci

4aky™r < & y",
soit tou)ours satisfaite en donnant & y des valeurs non comprises entre
deux limites finies' L, L,, il est clair que Fon pourra résoudre compléte-
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ment Péquation proposée A Paide des deux séries (67.) et (68.), car la seconde
n’aura, dans le cas de n=2, qu'une seule valeur qui sera toujours rationnelle,
Lorsque l'on a, au contraire (abstraction faite des signes)
baky™r > et y™,
en donnant d y des valeurs quelconques non comprises entre deux limites
finies /, J,, il faudra faire usage de la série (69.), et afin qu’elle ne contienne
aucun terme irrationnel, on devra pouvoir résoudre I'équation % =2% en

nombres raetionnmels, et I'équation p—m = 2s, en nombres entiers. 1l est
clair que ces deux équations se réduisent aux deux suivantes ok = u*,
P+ m=2t, qui sont celles que nous avons déja obtenues,

Les deux équations précédentes doivent étre résolubles dans le cas
que le terme aky™*” soit positif, mais lorsquil est négatif, et que 'on a

daky™? > ey,

la série (69.) aura deux valeurs imaginaires; et partant les valeurs de x
qui correspondent & des valeurs de y non comprises entre des limites
finies L, L,, seront toujours imaginaires; majs comme les valeurs entié-
res de y comprises entre oes limites, se déterminent aisément, on aura
résolu complétement Féquation proposée, sans qu’il soit nécessaire de satis~
faire ayx deux conditions que nous avons trouvées précédemment,

Soit maintenant 2 ==3 dans I'équation (75.), et supposons que line
égalité (76.) soit satisfaite, dans le cas aotuel elle se réduira d Vautre

ak?,,m'&lp
P J,sr < 272

et il faudra faire usage des deux séries (67.) et (68.), pour obtenir les va-
leurs entiéres de = qui résolvent I'équationp proposée. A présent si dans la
série (67.), on substitue les valeurs des coefficiens de I'équation (75.), on
aura une série convergente qui fournira, & laide de notre méthode, tou-
tes les solutions entiéres de I'équation (75.) qui correspondent & I'une des
formes des racines. Pour obtenir toutes les autres solutions entiéres, il
faut considérer les valeurs de » fournies par la série (68.); et comme

celle-ci, lorsque » =2, contjent le radical (-:—) qui, pour I'équation (75.j,
se transforme dans l'autre '
ey +ff' :
| . ( ay” - by +d)
il faudra, pour y appliquer notre méthode, que lou ait I'équation — = = u?,
S
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en nombres rationuels, et 'équation r—m =2s, en nombres entiers, et
l'on voit que dans ce cas Péquation (75.) sera résolue complétement. Mais
si la quantité comprise entre les crochets dans le radical (78.) demeure
toujours négative, pour des valeurs quelconques de y non comprises entre
deux limites finies L, L,, il est clair que le radical (78.). deviendra ima-
ginaire dans les mémes circonstances; alors la série (68.) ne dounera que
des valeurs imaginaires de x, excepté pour des valeurs entiéres de y com-
prises entre les limites L, L,, valeurs que I'on considérera séparément.
Ainsi dans ce cas 'équation (75.) sera réeolue complétement i Faide de
la série (67.), pourvu que Vinégalité

2/aky™P 4y
soit satisfaite, et sans qu'il soit nécessaire de vérifier aucune autre condition.

8i I'on avait au contraire . .

' Wakty™v >4 y>,
il faudrait recourir i la série (69.), et comme oelle-ci contient le radicel

§ \
(%) qui, pour l'équation (75.), devient

_ kyP 197 ...+ s)*
. , y by~ t....Fd/?

on devra, afin que notre méthode soit applicable, pouvoir résoudre I'équation
-s_-:u’, en nombres rationnels, et I'équation p—m = 3s, en nombres
entiers; et si ces deux conditions sont satisfaites, I'équation (75.) sera ré-
solue complétement. -

‘L/analyse précédente montre querr appliquant la série de Lagrange
eux équations indéterminées qui sont du second ou du troisiéme degré par
repport & l'une des inconnues, on rencontre les mémes conditions que la
forme des racines nous avait fait découvrir, et que méme Fon trouve de
nouveaux cas de solution. En appliquant notre méthode aux équations
des degrés supérieurs, on trouve la résolution compléte d'un grand nom-
bre d’équations indéterminées, quon n’aurait pu traiter d’aucune’ maniére
per les méthodes connues.

8i au lieu de I'équation (66.) on avait lautre

a—ba" +cx™t" = 0,

. X
on sait que la série (67.) contiendrsit le radical ()", et alors si a, 5, ¢,
étaient des fonctions de y, la premidre série aussi fournirait deux équa~
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tions de condition de la forme
: k
-e-=u", p—r=ms,

dont la premidre devrait 4tre résoluble en nombres rationnels, et la se-
conde en nombres entiers; et il est clair que ces équations deviennent
identiques dans le cas de m =1,

En géuéral étant proposé de résoudre en nombres entiers I'équa-
tion & deux inconnues
' et brfcx’iesetdx” =0,
dans laquelle les coefficiens a, 5, ¢, ... d, sont des polynomes en y en-
tiers et rationnels, A coefficiens rationnels, on réduira d’abord tous oes
ooefficiens au dénominateur commun, et puis on les multipliera par ce dé-
nominateur pour les rendre tous entiers; ensuite on cherchera par le théo-
réme de Lagrange les diverses séries qui représentent les # valeurs de
x, et I'on trouvera toutes les conditions auxquelles doivent satisfaire les
termes qui dans les coefficiens g, , ¢, ,... d, contieonent les plus gran-
des puissances de y, afin que I'équation proposée soit résoluble par notre
méthode, en observant que lorsque ces conditions, qui regardent les ter-
mes contenant les plus grandes puissances de y, seront satisfaites dans
une équation donnée, on pourra changer d'une maniére quelconque les
autres termes, qui ne contiennent pas les plus grandes puissances de y,
et toutes les équations que I'on obtieudra de cette manicre seront toujours
résolubles.

Pour résoudre en nombres entiers 'équation

F(»,y) = 0,
(dans laquelle F (@, y) exprime une fonction quelconque entiére et ration-
nelles des inconnues x ot y, ) coefficiens rationnels) il peut étre utile de
considérer quelques puissances de l'une des inconnues comme des coef-
ficiens algébriques; de cette manidre on réduit 'équation proposée & une
autre plus simple, et lorsqu'en résolvant cette mouvelle équation par la
série de Lagrange, notre méthode est encore applicable, on obtiendra
la résolution compléte de Péquation proposée. On pourrait aussi daps
plusieurs cas résoudre complétement de la méme maniére des équations
contenant trois ou up plus grand nombre d'inconnues; mais ces recher-
ches exigeraient de trop -longs développemens, et ne sauraient trouver
place ici. |
S2
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En général au lieu de chercher par le théoréme de Lagrange
Pexpression en série des racines de I'équation proposée, ont peut cher-
cher le développement d’'une fonction quelconque des inconnues. Ainsi,
par exemple, étant proposé de résoudre en nombres entiers I'équation &
deux inconnues

Q(x,y) =0,
si Pon peut trouver une fonction entiére F(x, y) des mémes inconnues
telle, quétant développée par les puissances descendantes d'unc autre
fonotion entiére f(x, y) de cette maniére

F(x,y) = B+f(f:y) + (f(.f,'y))‘ ceest etc.,
le rapport de deux ooefficiens consécutifs demeure toujours positif, et ne
puisse jamais atteindre une limite entidre .4, on trouvera 2B pour la
limite de F(x, y), lorsqu'on donnera & la fonction f(x, y), une valeur
égale ou plus grande que 2.4; alors en éliminant une des inoconnues en-
tre I'équation
P (xy) =0,

et I'une quelconque des suivantes
F(x’y)=0’ F(x,y)=1, F(w’y)=2, e o o o F(x’y)=2B—1,
ou bien entre la méme équation
P =y) =0

et 'une des suivantes '
f@y)=0, flr,y)=1, f(®y)=2 ¢c.. flzy)=24—1,

on aura un nombre 2(4+ B) d’équations & une seule inconnue, dont les

racines entiéres exprimeront toutes les solutions entiéres de I'équation

' ¢ (xyy) = 0.

Nous avons supposé que tous les coefficiens B, B,, B,, .... etc.,
avaient le méme signe; mais #'ils avaient des signes alternatifs, en fesant
Sf(xyy) >24, on paurait plus F(x,y) << 2B. Cependant en fesant
S (x,y) > 4B, 1a valeur de F(x,y) serait toujours comprise entre B et
B—1, et I'on serait assuré quil faudrait avoir en méme tems
Fa,y)=B, @Q(r,y)=0,

P(xy) =0
devrait exister en méme tems que Pune des suivantes
f@,y)=0, f(z,y)=1, fl@,y)=2, « ... f(xy)=A4B,
et 'équation proposée serait résolue complétement.

ou bien l'équation
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. L’esprit de la méthode que nous avons exposée dans ee mémoire
cousiste en ceci, qu'étant proposé de résoudre en nombres entiers Péqua-
tion & deux incounues

F(xyy) = 0,
on devra chercher une fonction entiére des inconnues f(x, y), telle que
Ton ait I'équation

9. flxy) = f;(w,y)+;g.

dans laquelle f, (x,y) est aussi une fonction entiére de et ¥y et &, 0.,
sont deux fonctions des mémes inconnues, telles qu'en prenant en méme
tems (abstraction faite des signes) pour x des valeurs entiéres non com-
prises entre les deux limites finies -}-L et — L, et pour y des valeurs
entiéres non comprises entre les deux limites finies ~L et —L,, on

ait toujours (abstraction faite des signes) ;;1 <1

Maintenant il est clair qu'en prenant en méme tems pour x des
valeurs non comprises entre -}- L et — L, et pour y des valeurs non com-
prises entre L, et — L, , I'équation (79.) se réduira & lautre

80. f(xyy) = fi(= ),

qui devra exister en méme tems que I'équation F(x,y)=0, et qui don-
nera, par Pélimination, toutes les solutions de P'équation proposée, non
comprises en méme tems entre les limites trouvées précédemment. Mais
si les deux inconnues x et y, n’étaient pas comprises i la fois entre ces
limites, P'équation (80.) naurait plus lieu; cependant alors comme l'on
devrait avoir (abstraction faite des signes) x <<+ L, ou y<<*L,, on
poserait les équations

r=0, xa=%1, =12, ..o x=+%+(L—1),
ou bien les autres
. y=0, y=x1, y=%2, .... y=+(L,—1),
et ou pourrait éliminer une inconnue entre 'une quelconque de ces équa-
ti et I'équation

o “ _ F(x,y) = 0,

qui serait de cette maniére résolue complétement, puisqu'ayant trouvé d'a-
bord les valeurs entiéres de x non ocomprises entre les limites —L et
4 L, et les valeurs entiéres de y non comprises entre les limites — L,



et +L,, et puis les solutions comprises entre ces limites, on aura tou-
tes les solutions entiéres possibles de Féquation proposée.

Les méthodes que mous avons exposées dans le mémoire précé-
dent et dans ocelui-ci, contiennent les premiers élémens d'une théorie gé-
nérale sur la résolution compléte des équations indéterminées qui ont un
nombre fini de solutions entiéres. Cette théorie présente de grandes dif-
ficultés |orsqu’oi1 veut l'appliquer aux cas particuliers, et demande des re-
cherches fort laborieuses qui ne sauraient trouver place ici, mais que nous
esperons pouvoir exposer dans une autre circonstance.
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MEMOIRE

SUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS ALGEBRIQUES DONT LES

RACINES ONT ENTRE ELLES UN RAPPORT DONNE, ET SUR

L'INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

DONT LES INTEGRALES PARTICULIERES PEUVENT S’EXPRIMER
LES UNES PAR LES AUTRES.

Lo & PAcadémie Royale des sciences de Paris le 30, Septembre 1830,

Lorsque Mr. Gauss publia (en 1801) sa mémorable découverte de la
résolution des équations & deux termes, il annonga que sa méthode pouvait
servir aussi & la division en parties égales de Iarc de la Lemniscate. Ce
géoméire celébre p’ayant jamais fait connaitre son analyse, je pensai, il
y a quelques années, que la résolution de ce probléme pourrait offrir
' quelqu'intérét, et je m'y appliquai. Dans un mémoire présenté en 1825
a PAcadémie Royale des sciences de Paris, jexposai une méthode nou-
velle, fort simple, pour résoudre les équations & deux termes, et pour
trouver directement les éguations auxiliaires, J¥indiquai en méme tems
de quelle maniére on pouvait généraliser ma méthode et Iappliquer a
une classe d’équations algébriques qui comprennent celle d'on dépend la
multisection’ de la Lemnmiscate. Le mémoire dont nous venons de parler
est toujours resté dans les Archives de IInstitut, et doit paraitre dans fe
Recueil des Savans Etrangers*®),

#) La résolution des équations % deux termos que favais trouvée en 1825, a
paru dans un mémoire précédent sur la théorie des nombres. Quant a la multisection
de la Lemniscate, voici un passage que Mr. Arago a biem voulu extraire de mon
mémoire de 1825: passage qui prouve que 4 cette époque j'avais déja résolu la classe
d’équations dont je publie maintenant la résolation,

winstitut de France; Académie Royale des sciences.”

s Lo sécrétaire perpétuel de PAcadémie pour les sciences mathématiques, certifie
mque ce qui suit est extrait du mémoire que Mr. Guillaume Libri a présenté &
»’Académie le 13. Juin 1825 sur la théorie des nombres.”
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Liillustre Abel, dont les géométres regretteront toujours la perte
prématurée, publia en 1829 un travail trés-remarquable sur yne classe
d’équations résolubles algébriquement, mais il périt avant d’avoir pu appli-
quer son analyse aux belles formules quil avait déjd données pour la
multiplication des fonctions elliptiques. 11 est inutile de dire qu’'Abel ne
counaissait pas les recherches que javais faites préeédemment sur le méme
sujet. Son génie n’avait pas besoin de connaitre les idées des autres pour
faire des découvertes. Dailleurs la diversité de nos méthodes montre
assez que nous avons travaillé indépendamment I'un de Vautre,

A I'époque & laquelle jai entrepris premicrement ces recherches,
on ne eonnaissait pas encore les nouvelles formules d’Abel pour la trans-
formation des fonctions elliptiques. Je suis dono parti des équations, que
Fagnani avait trouvées le premier et dont Euler 8'était occupé sans pou-
voir les résoudre, et qui servent & la multisection de la Lemniscate, Jai
montré que par la nature méme de leur formation, ces équations sont
décomposables en plusieurs facteurs rationnels, chacun desquels sert & la
division de la Lemniscate en un nombre différent de parties; et j’ai prouvé
que dans chaque facteur les racines ont emtre elles un rapport donné.
La multisection de la Lemniscate m’ayant conduit A copsidérer des équa-
tions dont les racines avaient entre elles un rapport donné, jai généralisé
ensuite la question, et j'ai supposé que ce rapport était quelconque, A
Faide de Ia méthode par laquelle Lagrange avoit résolu, aprés Mr. Gauss,
les équations & deux termes, je suis parvenu 4 résoudre complétement les
équations dont toutes les racines peuvent s’exprimer rationnellement par
une seule d’entre elles. Si les racines ont des rapports donnés entre elles,
sans qu'on puisse cependant les ramener toutes A étre des fonctions d'une

»» Soit proposée I'équation x"—1 =0, et soit s une racine primitive du nombre
,,premx:r n; si Pon exprimepar r,, ry, o5 ¢ s oy, les n—1 racines de I"équation
,,";_”’:‘T.-_-o, il est clair qu'on aura

whh=ry, 1,=r, r,.=r, ec;

y» maintenant si 'on suppose que I'dquation x™+4-a, x™*....}am=0, a les m'ra-
y»Cines ryy 73, « e oo Tm, telles qu'en exprimant, par ¢ (y) une fonction rationnelle
sy quelconque de y, on ait toujours

wTs=0@r), r,=g@(,), r,=er,), et ’ :
»oODn pourra encore résoudre complétement Péquation a™ 4 a, 2™ ...+ am =0
» (lorsqu’elle n’a pas de facteurs rationnels) en employant la méme méthode dont




seule, alors en général le degré de I'équation proposée pourra étre abaissé.
On doit observer qu'il n'est pas nécessaire que le rapport existant entre
deux racines soit linéaire par rapport & une racine et rationnel par rap-
port d lautre, comme Abel lavait supposé. Ce rapport peut étre aussi
exprimé par une fonction irrationnelle des deux racines, et dans un grand
nombre de cas la résolution s'effectuera de la méme maniére. Cette géné-
ralisation n'est pas ume vaine spéculation; elle m’a été indiquée par la
question speciale qui m’avait oe¢cupée d’abord. Car dans I'équation de
Fagnani, les racines sont liées entre elles par une équation qui, quoi-
que trés simple, contient des radicaux. D'ailleurs de cette maniére on
parvient d résoudre une classe d'équations qui échappaient aux méthodes
oonnues,

Dans le probléme qui m’avait oceupé d'abord (la multisection de la
Lemniscate) c'est d'aprés les rapports existans entre les racines quon for-
mait Péquation; mais ordinairement c’est I'équation qui est donnée, sans
que l'on sache il existe des rapports entre les racines. Il était donc né-
cessaire de pouvoir reconnaitre & priori l'existence de ces rapports, d’a-
prés la forme et les valeurs des coefficiens de I'équation proposée. ¥ai
cherché, par conséquent, pour chaque degré, quelles étaient les équations
qui admettaient des rapports rationnels entre leurs racines: et jai déter-
miné les conditions auxquelles doivent satisfaire les coefficiens de ces équa~
tions afin quelles soient résolubles par les principes précédens. Ces eon-
ditions sont exprimées par des équations indéterminées quil s'agit de
résoudre en nombres entiers. On voit que la détermination de ces con-
ditions compléte la théorie qu’Abel a publiée: car il navoit fait qu'indi-
quer une propriété des racines qui rendait résolubles les équations dans

,Lagrange s'est servi (dans les notes de la II° édition de la Résolution des équa- .
,tions numériques) pour résoudre Péquation & deux termes.”

»» Certifié conforme
4o Poriginal déposé dans les archives.

J. Arago.”

On verra dans la suite de ce mémoire, que cest précisément par la méthode
de Lagrange, que je résous les équations dont je m’occupe ici.
Paris le 7. Aout 1832,
) Guillaume Libri.

T
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lesquelles elle se trouvait, mais (pour compléter la résolution de cette
question) il fallait déterminer vice versa, quelles étoient les équations
dont les racines jouissaient de cette propriété; et c'est ce que jai fait dans
ce mémoire.

Les racines des équations, dont les coefficiens sont des nombres
rationnels, doivent avoir de tels rapports entre elles, qu'en les élevant
toutes 4 une méme puissance quelconque, leur somme soit toujours une
_ quantité rationnelle. On peut satisfaire & oette coundition de différentes

maniéres: en les discutant successivement, je trouve la résolution d’'une
classe assez générale d’équations algébriques, et plusieurs théorémes nou-
veaux sur la comparaison des diverses puissances des racines irrationnelles
des équations. Puis jindique les conditions auxquelles les ooefficiens
d'une équation numérique doivent satisfaire, afin que ses racines puissent
étre déterminées i laide d’autres équations de degrés moins élevés. La
recherche de ces conditions conduit encore & des problémes d’analyse
indéterminée.

_ Dans la seconde partie de ce mémoire, je considére les intégrales
particuliéres des équations différentielles linéaires, comme des quantités
analogues aux racines des équations algébriques, et jen déduis une dé-
monstration fort simple du Theoréme de Lagrange. Je donne une for-
mule générale pour exprimer l'intégrale d’une équation différentielle linéaire
(dont le dernier terme est une fonction de «) en fonction de ce dernier
terme, et des intégrales particulires qu'aurait cette méme équation, si son
dernier terme était égal & zéro. Cette formule me parait utile pour ob-
tenir lintégrale cherchée sans effectuer les nombreuses éliminations suo-
cessives quexige la variation des constantes arbitraires. Je montre ensuite
comment on peut exprimer les coefficiens d’'une équation différentielle
linéaire en fonction de ses intégrales particuliéres, et je trouve des théo-
rémes analogues & ceux qui ont été donnés par Newton sur les rap-
ports qui existent entre les coefficiens et les racines d’'une équation algé-
brique. Enfin je fais voir comment on peut intégrer, ou réduire au moins
& des équations d'ordre moins élevé, les équations différentielles dont les
intégrales particuliéres ont éntre elles des rapports donnés. Ces considé-
rations trouvent une application importante dans Panalyse de Paction réci-
proque des corps semblables, soumis & des forces de la méme nature; et
spécialement dans Paction mutuelle des corps échauffés. :




Javais eu lintention d'sjouter ici une troisiéme partie, contenant
Papplication des mémes principes aux équations indéterminées; mais comme
ces recherches exigent de longs développemens, jo réserverai pour um
autre mémoire cette partie de mon travail.

Premier article.

Equations algébriques.

Etant donnée une Lemniscate, on sait *) que pour la diviser en cing
parties égales, on devra résoudre I'équation qui résultera de I'élimination
d'une des inconnues, entre les deux équations

1 z\{+(i - z ) z = 2u1;'-('£u u*)
En effeotuant l’éhmmatlon et chassant les radicaux, on trouvera I'équation
| Z = (34202 —262° 4202 4 1)+
16 (28— 1124 252" 4 372°—372" =252} 112*—1) = O,
qui peut se réduire au buitiéme degré, en fesant z* = v.

Si Fon voulait diviser Parc de la Lemniscate en un nombre 2" 4-1
de parties égales, on aurait & résoudre une équation en z, qui résulteralt
de I'dlimination des inconnues entre les équations

2z, V(1 —2z3) 2,V (1—z?) 22,V (1—z)
2. ~ —T$‘;’—J" ‘2 =—_!_1J_|_T, evee z,. 1+ e

On peut satisfaire aux deux équations (1.) en fesant z* = + u°, et
on tirera de cette supposition les deux facteurs

142—4(1—2)=0; 22—2245=0;
qui diviseront I'équation Z = 0, laquelle prendra la forme
= (5 — 22"+ 5) (& F 628 — 3) (5 + 5222 — 262" —122* 1) = 0.
Nous avons obtenu l'équation Z = 0, en éliminant » entre les deux équa-

#) Fagnani, produzioni matematiche. 1750. 2 ¥ol. in 4to. Tom. 1. p. 363.
T 2

T
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tions (1.), mais on aurait obtenu une équation de la méme forme en u
si lon avait éliminé z entre ces mémes équations (1.). 1l résulte de 1a
que les racines de l'équation en u devront étre égales aux racines de
Péquation en z, et que si I'équation Z ==0 a une racine z*=r*, elle en
devra avoir aussi une autre de la forme -1—6('1;(_;_%)’-}‘)—’. Lorsquon suppose
que oette seconde racine soit égale a la premicre, on a I'équation '
A 4r—16(1—r?,

qui donne les deux facteurs du huitiéme degré que nous avons déji trou-
vés. Mais si I'on suppose qu'elle est différente de la premiére, alors on

a le rapport o _ 1673 (1—rt)
R & v S

qui doit exister entre deux racines z=r,, z=r; du facteur
2045222 —2622—122* 1 = 0.
En général on voit comment on peut appliquer les mémes prin-
cipes aux équations (2.) qui donnent la division de la Lemniscate en 2"4-1
parties égales.
8i au lieu des équations
2uV(1—u*) u = 2V (1 —z*)

fE AR ¥ F T

on considére en général les deux équations simultanées
2= Q(x), x=0(2)
on aura en éliminant:
z=9(P(2), x=0(P=);
et il est clair que I'on pourra faire 2 = @ (), x = Q(x), et que l'on aura
P@()—z = (¢(z)—z)F,(z) =0,
P@x)—=x = (P(x)—=) Fy(x) = O.
Il faut observer ici que dans I'équation F,(z)=0, ou F;(x) =0,
il y a une racine z=r,, il y en aura toujours une autre z=r, de la
forme r,= Q(r Do
Etant données les deux’ équations
z=Q(x), x=DF(),
si Fon a en général @ (F(x)) = F'(P(x)), on aura d’abord les deux équa-
tions z==Q(x), 2= F(z), qui devront diviser I'équation = Q(F(2)), et
puis I'équation PEE)—z
(P(2)—2)(F(z) —2)

=0
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sera telle qu'étant domnée wme racine z=r,, il y en aura toujours une
autre dz=r, telle qu'on ait r,=@(r,), et une troisiéme z=r, qui don-
nera r, = F(r,). ‘

‘Si l'on avait les deux équations @(x, ¥)=0, @(y,x) =0, on en
déduirait deux équations de la forme y = Y/(x), x=1(y), et on serait
dans le cas que nous avons déjd considéré,

Il faut observer que tout oe que nous vemons de dire, est vrai
quelle que soit la forme des fonctions @ et F.

_ Maintenant nous allons voir comment on peut résoudre Péquation
Fy(x)=0.

Lagrange a démontré*), que si Pon représente par x,, =, ee0. 2,

les m racines de I'équation

X=a"+aac" ... +a, =0,
et par 1, @, @’y «ooo @™, les m racines de I'équation y™—1=0, on
pourra exprimer les racines de X = 0, de la maniére suivante.

D’abord on considérera la fonction

t=xtax,t &’x5 0000 F a™ xy,
qui est une fonction invariable des quantités
'L,y A%y BTy 00 @™ 2,;
et dans laquelle, par conséquent, le résultat des permutations des racines
Xyy Xy T3y e+ 00 €lo. entre elles, sera le méme que celui des puissances
de « entre elles. La quantité £ est ce que Lagrange appelle /a racine
de léquation résolvante, :

Il faut observer que at sera le résultat des permutations simulta-
nées de x, en x,, de x, en x3,.... et de x,, en x;, & cause de ™ =1,
De méme a*¢ sera le résultat des permutations simultanées de x, en x;,
de x, en x,, et ainsi de suite. Donc si ¢ est une racine de I'équation
résolvante, les produits a?, «’¢, a’t,..., ™ ¢, seront aussi des racines
de la méme équation. Par conséquent une équation de la forme

=t 4tF ceee +4,=0,
dont les racines fournissent les valeurs de #, ne devra pas changer en y
changeant ¢ en a?, ¢ en a’f, ¢ en a’f, et ainsi de suite. D’ou il est fa-

#) Mémoires de Berlin pour lannée 1770. Traité de la résolution des équations
numériques 2d¢ édition. Note 12.




cile de conclure qu'elle me devra contenir que des puissances de ¢ domt
les exposans soient multiples de m, A cause de a™=x1. Par conséquent
si dans I'équation F = 0, on fait 7 =0, on aura une équation en §, dont
les racines seront les différentes valeurs de § résultantes des permutations
des racines x;, T3y <.+ T,, entre elles. Maintenant & cause de a™ =
a™ ....=1, Pexpression de 0 sera de la forme

0 =%Fabit+cbeeeeta™
dans laquelle les quantités &), &, &, - ... eto., seront des fonotions in-
connues de Xy, Ty, L3y ++ .. tC. qui auront en général la propriété d'étre
invariables pour les permutations simultanées de x, en x,, de x, en x;,
et de x,, en x5 puis de x, en x;, de x; en x, et ainsi de suite.

Les quantités &,, &, £., etc. étant connues, on aurait tout de suite
les valeurs de x,, x,, x;, etc. Car puisque 6 =™, on a t=|70, et si
on dénote par 1, , 3, y, etc. les racines de Péquation y™—1 = 0, et que
Yon représente par 0,, 0,, 0,, etc. les valeurs de 6 qui répondent & la
substitution successive de 1, &, 3, 7, etc. i la place de « dans la valeur
de 0, on aura (d cause de z=ux4ax,,.... + a™'x,) les équations
suivantes ,,,
x4 X Xieooitx, = v,

m
1’1+¢.‘l'2+¢23'3.c-.+“m.15'm |/9|,

x, + B-‘l'z + Boxs ... .+ Em—lxm = ?02’

o [ ] L J L] L] [ L] L] L] L] L] L [ ] etc.

qui par addition donneront .
_ V0.4V 0,4V0,. ...+ VO,

m b

x,
et par suite on obtiendra les autres racines,
Maintenant soit proposé de résoudre I'équation
X, = m:j:;i =4+ ... +x+1 =0,
du degré m, en supposant que m -1 soit un nombre premier. Si I'on
représente par r Pune des racines de cette équation et par ¢ lPune des

racines primitives du nombre premier m+4-1, il est clair que toutes les
racines de I'équation X, = O seront exprimées par les quantités

me=i

9
I',I‘“,r“ oooo"a ;
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et si on compare I'équation X, =0, & Péquation X =0, que nous avons
considérée précédemment, on devra, dans la valeur de

t=x 4 axceceta™'x,,
substituer » au lieu de z,, r* au lieu de x,, r*° au lieu de 3, et ainsi de
suite, et 'on aura

=rtartar. . ot
« étant 'une des racines de I'équation y™—1=0.

A présent si Fon fait § =", et que dans le développement de
t™ on rabaisse les puissances de « et de r au dessous de «™ et de r™t!
par les équations ¢™ =1, r™* =1, en ordonnant § par les puissances
ascendantes de @, on aura l'équation

d="=Ltabi+a’beees +a™ 0,
dans laquelle les quantités &), &, &, etc. seront des fonctions rationnel-
les et entiéres de r telles quelles ne changeront pas Jpar la substltutnon
de r & la place de r, de 7 A la place de r*, de re’ i la place de r*°,
et ainsi de suite; ou bien (ce qui est la méme choae) d’abord par la sub-
stitution de r* & la place de r, et puis par celle de »* ‘dla place de ret
ainsi de suite.

~ Maintenant, toute fonction rationnelle et enticre de r dans laquelle
rmt =1, peut toujours se réduire & la forme

A4+Br4Crt ... + ™,
(les quantltés 4, B, C,.... N, étant des nombres donnés indépendans
de r); mais comme les puissances r, 7%, ., .. r'", peuvent étre représen=
tées, dans le cas actuel, par les puissances r, r, ', eto. (quoique dans
un autre ordre), il en résulte que toute fonction £, rationnelle et en-
tiére de r, pourra se réduire & la forme
§=A+Br4Cr.... +Nr" -

en prenant pour 4, B, C, .... IV, des coefficiens quelconques indépen~--
dans de r.

A présent si Pon suppose que la fonction f représente Pune quel-
conque des fonctions &,, §,, £,, etc. comprise dans la valeur de 6, on
sait quelle doit rester la méme en y substituant  d la place de r; et il
faudra que l'on ait (en opérant cette substitution):

§=A4+Br4Cr.... +Nr,
&ou on déduira
B=C, C=D, D=E, .... N=2B,
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et par suite . —
£=A+B(r+".+r° oooo+"“ )

E=A4+B(@r+r.... +1r™) = 44 Bs,
(en appelant s la somme des racines de Féquation 2™ +2""....
eees +x+1=0), ce qui donnera s=—1; et les quantités £,, &, %, eto.
qui entrent dans la valeur de § seront toutes de la forme 44 Bs = 4—B.
Les coefficiens 4 et B se déterminent par le développement ac-
tuel de la fonction 6 = ™, et puisque les quantités &, £, £, etc. com-
prises dans la fonction §, sont toutes de la forme 4—B, elles seront
toutes connues immédiatement sans dépendre d’aucune équation (exceptée
Iéquation y™—1=0, qui est semblable & I'équation proposée, mais de
degré inférieur). De sorte qu'en indiquant par 1, «, £, 7, etc. les ra-
cines de I'équation y™—1=0, et par 0,, 0,, 0., etc. les valeurs de §
qui répondent A la substitution de ces racines i la place de ¢, on obtiendra
ro VOV AV OtV O
Ayant trouvé la valeur de la racine r, on aura toutes les autres par les
puissances 7% 8y e r""H, et Péquation z™*'—1=0, sera résolue
complétement & Faide de I'équation y™—1=0.
En représentant par ry,ryy Iy, o oo, I'y, les m racines de 'équation
2"+ v + X Fr+1=0,

on a vu quelles pouvaient toutes se représenter par la série

t3 e
a
Fyg P, 1% 5 i a1,

dank laquelle @ est une racine primitive du nombre premier m-4-1, on
aura par conséquent
Py =SSPy Is==70y eoee N=Ty;
et on a montré comment I'on pouvait trouver toutes ces racines. A pré-
sent si en généralisant cette question, on suppose qu'étant proposée I'équation
Fry=X,=2"+ax"" .0es +0,= 0,
(qui w’a point de facteur rationnel) et quen indiquant ses racines par
Iyy yy eeee I'my elles soient lides entre elles par les équations
R=QM)y s =Q(r)yeee o P =Q(rua)y 11 =P(rn)s

dans lesquelles @(r,) exprime en général une fonction rationnelle et en-
ticre de r,, nous allons voir que par une méthode analogue d celle dont
Lagrange s'est servi pour résoudre I'équation x™ 4+ 2™ «e0e +x41=0,

et enfin
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et que nous venons d’exposer, on pourra trouvér toutes les racines de
Péquation F(z) = 0,

En effet si 'on répéte le rpisonnement dopt nous nous sommes
seryis pour la résolution de Féquation x™+4a™*,..,+x4+1=0, on
trouvera que la fonction

t=x1+“3'2r0ﬁo +G”-’.‘l‘,. .
deviendra (pour le cas de léquation X, = 0) de la forme suivante:

= r4+a@(r) +@P@FD e re s+ Q@ e e () ),
et si Pon fait pour abreger

O(r) = Qu(r)s (@ () = P;(r)y PP(P () = Ps(ry),
et ainsj de suite, on trouvers
=r+a@(r)+ & Q(r).... + ™ Qs (1),
a étant lune des racines de Péquation y™—1=0, qui est toujours réso-
luble d’aprés ce qui préoéde.

Maintensnt sj Yon fait 0 ==, et que dans le développement de ¢™
on rabaisse les puissances de « au dessous de «™, et les puissances de r,
au dessous de 7, 3 l'aide des deux équations «™ =1, F(r,) =0; on ayra,
en ordonngnt 0 par les puissances ascendantes de «, I'équation

D= tm= & t-adi+ 0¥hierrs + 8™,

dans laquelle les quantités &, £y &, « « .+ En, seront des fonctions ra-
tionnelles et entiéres de r, telles quelles ne changeront pas par la sub-
stitution de @,(r;) & la place de r,, de @,(r,) & la place de @,(r,), de
@;(ry) & la place @,(r,), et ainsi de suite; ou bien en général on pourra
dire que ces fonctions ne changeront pas par la substitution compléte de
P.(r) & la place de @r,, et quees ne changeront pas non plus en met-
tant @, (), ou @;(ry), & la place de r, et ainsi de suite.

A présent, & cause de Péquation F'(r,) =0, il est évident que d'une
fonction rationnelle et entiére de r, quelconque, on peut toujours éliminer
toutes les puissances de r, supéneures a rys et quelle pourra se réduire

ahfm A+BI‘1+C)' oooo+N"",
on aura pas copséquent les équations
fz=¢1("1)=An+Bgl',+Clr’....+w,r:"
fs=¢2("1)=42+le’n+cz"’oo..+]vg
. ;l=¢ﬂ(rl)=4-+B rl+c r’....-l-N r-.
U
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Mais comme toutes les racimes r,, r,, r;, etc., sont inégales, puisque par
hypothese Péquation X, =0, n'a point de facteur rationnel, on ne pourra
pas avoir deux de ces équations domt Ies coefficiens soient égaux. Alors
en considérant chacune des puissances ry, r}, ry, «... I, comme des
inconnues différentes, dans les équations précédentes, il est elair que par
Pélimination on ebtiendra °

ro =A+B,¢(r)+CP(r)eeee + Ni@Pulr)s

?’: = A2+Bz¢x("n)+czez("1) ceese + Nz@..(";),

et par eonséquent toute fonction & rationnelle et enmtiére de r; pourra
g’exprimer de cette maniére:

E=t41,Q,(r) + t;%("z) vooe "t tu@n(ry)e

Si au lieu de Ia fonction £ on prend une queleonque des fonctions

Fos Fseees "', qui doivent rester les mémes en changeant r, en <p,(r,),
on trouvera les deux équations

=114+ L@ (ry) + tz%("x) covot Ln@n(ry),

o =t+t,0:(r) + LP:5(rs) e o0 e F En Py (ra)y
d'ou il résulte ¢, =1¢,, t,=1,, etc. et par suite

L=t+ L@ )+ (). ... + Pu(r)) = t—tya,,
car (P(r) +@2(rs) e+ os + Pu(r) exprime la somme des racines de Ié-
quation X,=0, et par conséquent est égale & —a,. On trouvera de
méme pour £,, &, etc. des valeurs semblables; et Fon aura les valeurs
de t—t,a, par le développement actuel de la fonction § =", Mainte-
pant si Pen appelle 1, a, 3, ¥, etc. les racines de I'équation y"—1 =0,
et par 0,, 0,, 0,, etc., les valenrs de § qui répemdent & la substitution
de oes valeurs d la place de &, on aurra
_ VO,4V0,....4V 0,4

ry = ’
m .
et I'équation X, =0, sera complétement résolue, car toutes les autres ra-
cines se déduiront de celle-¢i & l'aide des équations r,= @,(ry), ry=
@.(ry), etc.

Nous avons supposé que toutes les racines de léquation X, =0
Staient liées entre elles par un méme équation = @(ry), ry=P(ry) etc.
Mais si oette condition n'était pas remplie, et que cette relation nexnstﬁt
quentre quelques unes de ces racines seulement, Féquation proposée aurait




- 155 ==

un factewr retionnel, qwon powrrait trouver aisément em dherchant une
transformée X; =0 telle que ses racines fussent des fonotions @ des ro-
“cines de I'équation X,=0, Car il est ohir quen cherchant le plus grand
commun diviseur A =0, entre X, = 0, et X;=0, Féquation A =0 ne
contiendrait que les racines.liées entre elles par le rapport r,=@(r),
r;=@(r), etc., et pourrait se résoudre compldtement par la méthode
précédente. En général si toutes les racines d'une équation algébrique
peuvent étre exprimdes rationnellement par I'une d'elle, de manmiére quon
ait, par exemple;
ra=Q(ry), r = Q(rr)eses
Fo=f(r)y =S (") eeen
re ==Y (), T 1= V(T )eees
| ° » . » » 2’ e ] ’
on pourra toujours décomposer I'équation proposée em autant de facteurs
rationnels qu’il y a de fonctions @, f, v, etc., & laide d’'une équation dont
le degré sera égal au moindre nombre de racines ‘;ul entre dans upe des
periodes ryp Ty, eto,
Psy Topry etc,
Tiy Tiy1y OLC,,
nous venons de trouver.
Soit X,=0, une équation du degré n=rmp, et soient
Ty 9T2 9735 5 eeeelmy
Tmtty Tma2s Tmass oo oo Tamy
P e p o o o o ,etc,
ses racines, de maniére que I'on ait
r,=0:0r1)y ry=Qy(r) = Q:(F)y eeoe T = Q1(F-r) =@ (1y)y Ny = P(Pm)y
"ng-z— @1(Pmt1)} Tmgs = P1(Fmga)s » o « » etos
(en exprimant toujours par ¢, une fonction rationelle et entiére) mais de
sorte quaucune équation semblable ne puisse exister entre les racines des
différens groupes. Alors on cherchera pne transformée X, =0, telle que
les racines soient égales & la somme des racines de X,=O0, prises m A
la fois. Et en méme tems on cherchera upe autre transformée X,=0,
telle que si I'on fait
Q)+ 0.0+ P () e oo o+ Puly) = F(¥)
les racines de X, = O soient une fonction F des racines de l'équation
X,=0. Les deux équations X,=0, X, =0, auront un facteur com-
U2
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mun D du degré p, et en fesant D =0, lecmnesdeD=0 fourni-
ront la résolution compléte de X,=0. Car & l'aide des racines de D =0,
on pourra décomposer I'équation X,=20, en p équations du degré m,
qui auront pour racines

riy Qu(r)y  Pa(re)y  eoee Puaa(ry)

Pty Pi(Tmss)y Pa(r »+1)s ceve Puci(Fmsr)s

ot ces équations pourront étre résolues de la méme maniére que I'équa-
tion X, =0 que nous avons considéré préoédemment.

8i dans I'équation que nous venons de résoudre, les périodes des
racines n’étaient pas toutes composées d’'un méme nombre de m termes,
Iéquation proposée aurait des facteurs rationnels qu'on pourrait trouver
séparément,

L’analyse précédente montre comment Pon peut résoudre les équa-
tions qui résultent de I'élimination des inconnues entre les deux équations
Q(x,1y) =0, P(y,x) =0, et on déduit de la méme analyse la résolution
ocompléte des équations (2.) (que nous avons considérées au commence-
ment de ce mémoire) desquelles dépend la division en parties égales de
Yarc de la Lemniscate.

Nous avons supposé dans tout ce qui préoéde, que la fonction
® ou Q, qui exprime le rapport entre deux racines, est une fonction
entiére; mais si elle était fractionnaire, on pourrait (pourvu qu'elle restit
rationnelle) la réduire foujours & une fonction entiére, en multipliant le
numérateur et le dénominateur par un polynome convenable *),

Nous avons vu que si x—r, et x—Q(r,) divisent I'équation

X, =x4+aqxz""....406,=0,
sa résolution se réduira & celle d'équations de degré moins élevé. Main-
tenant supposons que léquation X,==0, ayant une racine x=r,, ait
gussi un diviseur de la forme
z""-l-F,(rl)x"“’-l-F,(rl)a"'".... +F,,.(l'l) ] 0,

(les fonctions 7, , IV, , . . . . F,,, étant des fonctions rationnelles et entiéres de r,),
et supposons encore que l'on ait » =ma, et que I'on puisse diviser I'é-
quation X, =0 (du degré n), en a facteurs semblables de la forme

*) Lagrange, résolation des équations numériques, 24 édition p. 216,
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" Fi(r)a™ e ca - Fp(ry) = 0,
2+ Fy(r)@™ " oo vo + Fu(r) == 0,
2"+ Fy(r)a™ vees + Fo(r) = 0,
dans lesquels les quantités ry, r,, «e.. 7,, sont des racines de 'équation
X,==0: si 'on cherche une transformée X,=0, telle que ses racines
soient des fonctions F,, des racines de Péquation X,=0; et si en fesant
() =+ F ()t aoo o Fo(r)—F,(r),
on cherche une autre transformée X,==0, telle que ses racines soient '
des fonctions ¢ de deux racines quelconques de I'équation proposée, et
en cherchant le plus grand commun diviseur entre X, =0 et X,=0, on
auroit le facteur commun A ==0, dont les racines seraient successivement
Fm(rl)’ Fm(”z)’ ""Fm(ra)’
_ et qui serviraient & découvrir les valeurs de ry, 1y, «... 7, par lo moyen
d’équations de degré moindre que I'équation X,,=0. Car Féquation A =0,
. est de degré inférieur & I'équation. proposée, et la fonction F,,(r,) peut se
rédun-e toujours & ne contenir que des puissances de r, moindres que r”,
& laide de Péquation r}+4-a,r"*.... 4 a,=0,
Si Péquation X, = 0, n'était pas décomposable entidrement en fac-

teurs de la forme
2"+ Fy(r)a™t oo uo+ Fo(r),

on procéderait encore de la méme maniére, et I'équation A== 0, serait
toujours d'un degré égal au nombre des facteurs semblables par lesquels
elle pourrait étre divisée. Si F,,(r,) était une constante indépendante de
ryy on fera x=ax,+ a dans le facteur
' H+F ()2 eees + Fu(r) = 0, :
et on déterminera @ de maniére que le dernier terme contienne r,.
En résolvant I'équation
&+ F(r)a™  eeeet Fpy(r) =0
(dont nous appellerons les racines =35, 5, ¢c ¢+ 5»), On trouve em
général s,=f(r); et comme en général f est une fonction irrationnelle,
om voit quon peut résoudre aussi des équations dont deux racines ont ume
relation irrationelle entre elles.
Etant donnée une équation X,=0, du degré n, qui n’ait pas de
facteurs rationnels, on pourra toujours supposer que les coefficiens de
ocette équation soient des nombres entiers; car #'ils étaient fractionnaires ou




jrrationnels, on pourrait toujours les réduire entiers, Dans les problémes
elgébriques ce n'est que trds rarement que Fon connait les relations
qui doivent exister entre les racines; et méme len ne sait pas si ces re-
lations existent: mais I'on connait seulement les coefficiens et le degrd
de Péquation. Pour wassurer si les méthodes préoédentes peuvent s'ap-
pliquer & I'équation X,=/f(x) =0, que mons considérous, on supposera
que, ry et r; étant deux racines de cotte équation, P'on ait
@("1;"2)—%—1" +an-,-2" eesetardao =0,

les ooefficiens @, @y, » . . » 3,_;, étaut donnéa par des équations de I forme
) Gy = bo4 by p+b.t.-|""-l

G2 T CyFCilapecetCpy 1T,
Dans les équations précédentes les plus grandes puissances de r, et r, seront
r-t et 7% car ¢l y en avait de plus élevées, on les abaisserait & laide
des équations f(r) =0, f(r;)=0, qui résultent de l’équatmn f(.r) =0,

Les coefficiens
bﬂ’ bl’ opr {’nq-l’

€oy Cry rorr Cnayy
o o p e 5 o .
peuvent toujours &tre supposés des nombres rationnels: car #'ils Staient
irrationnels, on les rendrait rationnels par des élévations & puissance et par
d'autres moyens connus; et aprés avoir effectué les opérations nécessaires
on pourrait encore, dans Féquation @ (r,, r,) =0, réduire les plus grandes
puissances de r, et de r;, & 8tre moindres que 77 et r}, i laide des équa-
tions f (ry) = 0, f(r) = 0. D’ou il résulte enfin que l’équatnon O (riy r)=0,
ne peut contenir tout au plus que un nombre 7’ de termes.
Maiotenant si on £limine r, entre f(r,) =0, et Q(r,, r,)=0, on
trouvera une équation de la forme
V(r2y ayy a, erese Gy) =0,
qul , & laide de Péquation f(r,) =0, pourra se rédujre i la forme
fir) = Bu i + Bn_zrf' ceesd+Byir,4+ B, = 0,

et on cherchera pour Bo, B,, B,, .... B,_,, les valeurs rationnelles qui
permettent aux deux équations f,(r,)=0, f(r,)=0, dexister ensemble,
et d'avoir un facteur commun,

. Les valeurs rationnelles de B,, B,, .... B,_,, serviront & déter-
‘miner les valeurs également rationnelles d'a,, @, a,,, et par suite &
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trouver les valeurs également rationnelles de By, Byy » ees By} CopCypenne
oseeCay; otc. On voit que oette détermination dépendra d’'um probléme
d’analyse indéterminée, - :

Qutre les équetions dont nous venons de nous occuper, il y en a
beaucoup d’autres qui peuvent étre résolues, et que nous allons considérer
maintenant.

Soit X, =a"+ a2} 2™, ...+ a,= 0, une équation du
degré n 3 coefficiens rationnels; nommons ry, ryy . ... r, ses n racines
et soit ot

S =rn+reeetrn= =r,

Sg =r;+l‘:...o+r:= er:,

Soz= P e = ZEH'?'

On sait d’abord que toutes les quantités Sy, S,, «...Sn, sont rationnelles;
mais cela peut arriver de plusieurs maniéres. 8i parmi les racines r,,
P15 eeeeTsy il y en a de rationelles, on les trouvera séparément par des
méthodes connues; ainsi nous ne considérons pas ce cas. Mais en sup-
posant toutes les racines de Péquation X,=0, irrationnelles, la quantité
S, peut étre rationnelle de deux maniéres. D’abord on peut supposer que
parmi ces racines, il y en a un nombre p<n, tel que tandis qu'elles
sont toutes irrationnelles, leur somme soit une quantité rationnelle; et
puis on peut supposer que cela est imposible lorsque p<n.

"~ Dans le premier cas de p< 7, on fera ri+r;....r,=R, (R étant
une quantité rationnelle quelconque) et on cherchera une’ transformée
X, =0, de Vequation X, =0, telle que les racines de X, =0 soient la
somme des racines de X, = O, prises p & la fois; et il est clair que I'équa-
tion X, =0 aura au moins une racine rationnelle R, que 'on pourra troy-
ver directement. A présent on cherchera une seconde transformée X, = 0,
telle que ses racines soient égales & R moins la somme de p—1 des
racines de I'équation X, =0, et il est clair qu'en eherchant le plus grand
commun diviseur A entre X, =0, et X, =0, l'équation A == 0 sera du
degré p et aura peur racines les quantités 7y, ryy eeeo 7,0 Dotl il rée
sulte que dans ce premier cas, Iéquation proposée aura un facteur retien-
nel du degré p que l'on savait déja déterminer par les méthodes connues.



Si la somme 7,47, ... 7, st toujours une quantité irrationnelle
lorsque p<<7n, les méthodes connues ne sont plus d'aucune utilité; mais
il est clair que l'on pourra trouver encore la valeur de ri4-;cee. 41,
lorsque X, == 0, au lieu d'avoir une racine rationnelle, a un facteur ration-
nel du second degréd. Alors Iéquation X, =0 pourra étre décomposée
en deux &quations de degré moindre, & laide d’'une équation de second
degré. En général si le facteur rationnel de léquation X, =0, était du
degré ¢, on aurait décomposé I'équation X,==0, en ¢ facteurs, & l'aside
&une équation du degré ¢.

Cette théorie renferme la résolation des équations & deux termes \

de M. Gauls: elle repose sur ce principe que les racines irrationnelles
d'une équation a coefficiens rationnels peuvent, avec leur somme, douner
une quentité rationnelle de plusieurs maniéres.
I°. En formant une quantité rationnells par la somme de quelques unes
d’entre elles seulement.

I’. En formant, par la somme de quelques unes d'entre elles, une
quantité rationnelle d'un ordre donné; ou bien en formant une quan-
tité rationnelle qui soit racine d’'une équation & coefficiens rationnels,
d'un degré moins élevé que I'équation proposée.

. En formant toujours par leur somme des quantités irrationnelles
du méme ordre que I'équation proposée.

Dans les deux premiers cas, l'équation X,=0, pourra se réduire
& dautres équations de degrés moins élevés.

Si Péquation X, =0, n'a point de facteurs rationnels, on pourra
lui appliquer la méme méthode dont nous nous sommes servis pour rame-
ner léquation X,=0, & d'autres équations de degré moindre. Et de
méme au lieu de considérer la fonction S,, on aurait pii prendre §,, S;,
etc., et en général, une fonction queloonque des racines de I'équation
X,=0, pour ticher de déterminer la méme fonction d’'une partie seule-
ment des racines.

On peut déterminer @ priori quelles sont les équations & coefficiens
rationnels dont la résolution peut se ramener a celle d'une équation du
second degré, et de deux Squations de degré moitié de ocelui de I'équa-
tion proposée. La détermination des coefficiens de eette équation dépen~
dent de la résolution d’équations indéterminées.
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- Les principes précédens servent A résoudrd um grand pombre d'é-
quations qu'on ne pouvait pas traiter par les méthodes connues; oun Mt
facilement les généraliser, et nous ne croyons pas mécessaire d'y insister
d’avantage,

- V——

Second.article, ,

Equatlons différentielles linéaires,
Elant donnée l’équation différentielle linéaire de l’ordre n

. @(Y)—dw,.+anda,._v---+%r—0. ’
4 coefficiens- constans ou variables, si Pon désigne par y,, ¥,,....¥.,
les n intégrales particuliéres de Iéquation Q(y) =0, on aura en général
Y=0y4Cyr.0r.+ Cy,. Ces quantités y,, ¥,. ...y, sont incon-
nues; mais si l'on suppose que lune delles (y, par exemple) soit connue,
on fera y =y, [zdx, (z étant uneé nouvelle variable) et en substituant
cefte valeur de y dans l'équation Q(y)=0, on aura

d"- z dy, a2z dnyy "
(p({f"'d'”) =rgm Gt g [
a2 an—l
+a,y, ¢,,_Z ere +“l§—¢-‘-zz'f‘d” = 0.

» . ' » . [ F . ? [ o . . .. [ L ] ] » »

+ a..ynfzdx

Mals dans cette derniére. &quation la somme de tous les dermers termes

équivaut a Q(y,) f zdz, et comme y.5=1y,, satisfait & l’équatlon Q(y) =0,

il en résulte que tous les termes multipliés par / zdz ¥'évanouiront, et
on aura une équation en z, de l'ordre 2—1, de la forme

dyy d2
(P(ylb/zdx)_y,dw,_,+ di‘a—z,:i....-]-etc. v
n~—2 —— o
+aly!‘£d;;":; ooo+'t°. - ()-,
. L] . . . . . . . . [ ] . . . mo

en divisent par y;, et en exprimant par 4,, &,.... etc. les coefficiens de
d—?z d"3z '

d.r’"” dx._g, etco, on aum

X
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1 at ¥
) ?‘¢(y,fzda:) =dm~:+b‘dx-§""+b"" = 0;
d'ott il résulte que si l'on connait une intégrale particuliére de I'équation
différentielle linéaire de I'ordre 2, Q(y) =0, on pourra toujours la réduire
A une autre 6qunhon linéaire ;!-Q(y,fzdw)n::O, de Iordre n—1. Et
en répétant le méme raisonnement on prouvera que si dans I'équation linéaire
®(y) =0, de l'ordre n, on connait m intégrales particuliéres, on pourra
toujours réduire Péquation P(y)=0, d une autre équation linéaire de
lordre n—m.
&it I 4 l,é |' ilms l. ]m ]‘ s i
a - :
sz,,+a,m_%....+q.y= 0;
si lon fait y = 24, (z et u étant deux nouvelles variables) on aura

d'z dud'z
Yot T

a! i
+ e u ;Fz,+eto. - 09

- etc.
et comme I'équation 2% - au =0, peut toujours s’intégrer, il en résulte

qu'une équation différentielle qui est linéaire méme dans les deux premiers

termes seulement, peut se réduire & une autre équation du méme ordre

dont le coefficient du second terme sera zéro. En général étant donnée

une équation différentielle dont les premiets m--1 termes sont linéaires, on

. pourra toujours faire dispareitre le terme m -1 i laide d'un équation

linéaire de l'ordre 7 ; et si les m -1 premiers ooeffibiens de I'équation pro-

posée sont constans, on pourra toujours faire disparaitre le terme m 41,
Etant donnée Péquation linéaire

_ dn dn—.l
3. ‘-1%+a, Zeitoy =X,

da"-1°°
dans laquelle X est une fonction de x, si I'équation
) d*z d—lz S
dw~+aldzn_l....+a,z=0, ' I

a les n intégrales particuliéres z,, 3, .... z,, en ffsant =z,fy,d.r,
. dans l'équation (3.), on aura une équation de la forme )

dn—1 o x
4. dx£+b‘da;"‘,;l""+b”"y’=;:;

maintenant 1'équation
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dll—l
d.‘l:’;1+ bl d-‘t"“z +bu-lu = 0’

a les n—1 intégrgles parhcuheres
g (% d n
et en fesant dans l’équat:on %) y= ) f y:dx, on aura une équa-

tion de Ia forme
d"-’yz

da.,.-z'l' 1‘:,,..4"""“'»-&3'2—7—
3
2oz -)

En repélant suooeonvement des opérations semblables, on pamendmit
enfin & une équation de la forme

X

R )[8] -

d

zl
d'ou l'on dédulrmt Pexpression '

y==fi(®) /s —g‘? A ’“’i’ z )]

dl=%
%y

(dans laquelle les signes d'intégration f comprennent tous les I'aoteur; qui

les suivent) et cette derniére formule donge lintégrale générale de Pequa-

tion différentielle linéaire

d" d"—
Eﬁ+a,da‘,_ coeeFay=2X,

en fonction des # intégrales particuliéres de Féquation

d"z a1z -
aw T agga - taz=0

Pour appliquer cetto formule & un exemple, soit proposé l’équa.
tion ddférentnelle

d d
T .,) dx

d‘y !
d.‘l: y == .‘l‘,

r 6quat|on £ % _ z=0, ales deux intégrales parhoulneres z =%, fm=e;

.et partant en substituant ces valeurs dans l’exprewon ’
X2
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y =z dc,) ? Xdx

: )

= eferdzfredr = e’fe"‘dr(e‘"z—e”;[-cl)
= e(fCedr [ dz(z—1)) = =4 4 Cer—u,

et enfin (en fesant C=4, :Eg=.l,) on obtiendra y=4e"+dle"‘—-m,
qui est l'intégrale compléte de I'équation proposée.
1l faut observer ici que si ¥ =@ (x) est une intégrale particuliére

de I'équation . .
5. +d,dm._l.. +a,.y —X
et 8 Z;, %y ++ -« 2,y s0nt 2 intégrales particulicres de Péquation
d*z atz
dxn+ ldx'—;"."+alz—0’

l’mtégrale compléte de I'équation (5.) sera y=C,z,+ C; %,....4+ Cu 2.+ ¢(4,)
La valeur de y que nous avons trouvéeprécédemment

y = ”’C—:)fd[ (,,)] Ny —

1@ 2 a [4G)]
k(2.2 5 &)

renferme 7 intégrations successives; et quoiqu'on sache dailleurs (per la
méthode de la variation des constantes arbitraires) quon peut toujours

réduire y & ne contenir que des mtégrales simples, cependant on ne voit
pas, par l’analyse précédente, comment on parviendrait i ee résultat. Voici
maintenant comment on peut obtenir cette simplification. Soit, pour abréger,

, Z
d(%):,du,., d Z(i =dUpgye 000
2,

et ainsi de suite jusq'ud

[T VY I P
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Xdx

Z,

—

a (z,) d ] z,
‘tdx dx d e 0 o"

;’:- =ﬁu,' du,, fdu,, ...:fdu. d.ll.a 'd"afd"u

(en observant que chaque signe d'intégration renferme tous les termes qui
le suivent); et par suife, en intégrant par parties, on obtiendra

=/du,, du, , du,,_,....fdu. du,(u,u,-— u',du,)
_fdu,. du, , du,,_,2 fdu.(u,(u,u, fa,du,)—ﬁ,d(u,ul—ﬁ,dyn))

et enﬁn .
( (((u u,-—fdu,u,)u,——fd(u,u,—fdu uy)u, )u. )
—fd((u‘ u, —fdu,u,) u, —fad(u, u,-—fdu,u,}u ) )u. )
/;l((( (((u,u,—fdu,u,)u,-—fd(u,u,—fdu Uy)u, ) u, &
—fd((e,uy—fdu,u)u,—fd(u,u, — [du, u,)u,)u,) u, ....) Un)
Lorsqu’on connait toutes les intégrales particuliéres d'une équation
différentielle (qui n’a pas de terme indépendant de y) on pourra teujours
former les coefficiens de cette équation par des opérations analogues a
_celles qui servent & former les coefficiens des équations algébriques, en

fonctions symétriques des racines, En effet soit proposée I'équation linéaire
de 'ordre n

e o o 0

on aura

Y + al + any — 0’
_ et soient ¥,y 72y - y,, y 868 1 mtégrales particuliéres, dont ln somme
est égale & y} si Pon fait y=y,ﬁd.p, on aura

d—'z dy, d*?z d*y \
Y=pim+r s+ IR Srdx

dr-ly,
4 a ¥ dd,_f,.... +a,d¢“7fzd:v?___o’

» . . . L] [ . . [ o ] o L3 . .

L] .

+ ‘-9’1_/"‘1-‘”/
amhmdummmbhéw/}d:nrédmt a wéro,




en divisant par y, I'équation Y==0, on poiirra la mettre sous la forme

dr—t dn-ﬁ
Z=Stbiom e Toaz=0;

et on ‘ul’an +a]yl—61yl) et pal' 'mte QG =S == dd;+b1. Mﬁnte—
nant l’équahon Z =0, a pour intégrales partlculleres les 2—1 quantités

4 (7s , ’
dx ;‘) da: },l 9 00 d_x(,) et si lon répete sur léquahon Z=O’

la méme opération que nous avons faite sur I'équation ¥ =0, nous trou-

verons )
. ._(n—l)d%(ﬁ %)).H
1= o ’-'i) N
dx \Y 1

On trouverait des transformations semblables pour ¢,, d,, etc.: mais comme
les équations Y == 0, Z =0, etc. diminuent toujours d’'un terme, aprés n
transformations on parviendra & une équation dont le coefficient du second
terme sera gal d zéro. Alors la série des termes a,, b, c,, d,, etc.
s'arrétera & oe terme 11 et on sura, en substituant,

ndy, ( dx r’ _
a —— cmay ol
8. a= yid= ﬁ_h) A etc.
dzy, L -
i FECY
oy‘

Pour appliquer cette formule 4 un exemple, soit proposée I'équa-

tion ":—;l,;m’y=0, dans laquelle si Yon fait y =y, +y,, on aura y, =
Cie™, y,=C,e™. Dabord on @ n=2: et par suite, en subsfituant
dans la formule précédente (dans laquelle il faut considérer les deux pre-
miers termes seulement parceque fl n’y a que deux intégrales particuliéres)

2d3'. +da: (‘V:) — 2mC e"""+ da: (C ::‘)
.7: * da:( l) G )

=2m + ~5= 2m-'-2m =0,

et partant a,=0; oe qui résulte de Finspection de I'équation proponée.
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Dans la formule (6.) on peut permuter y, en y, et vice versa, car q,
est une fonction symétrique des intégrales particuliéres; en fesant toutes
.les permutations et ajoutant les résultats on obtiendra

na, =—n(‘f?w dy, .. 4+ dy,.)

y,dx y dx
d XYa =\
—(n—1) dx ddwy(y,))+ (dx(y,))_'_m']
ot da:( N dx y,)
— etc.

| ‘et par suite en intégrant
ﬁ,dx_—log(y. Yaee y.)-—(" 1) og(dd( ) *dx h) dz ))—etc.

On pourrait obtenir par une amalyse semblable tous les oooﬂicnens
@y @3y -+ . . G,y @0 fonction des intégrales particuliéres y,, yay « < « - ¥as
et en géuéral étant données n fonctions de x de la forme

Fy(x)y Fy(x)y o o o o Fo(x),
on peut déterminer les coefficiens de I'équation difféventielle linéaire: de
Fordre 7 qui aura pour intégrales particuliéres ces 7 fonctions; et il n’exi-
stera qu'une seule équation différentielle linéaire de Iordre 7 qui satisfasse
i cette condition, comme il n’y a qu'une équation algébrique d’un degré
determiné, qui ait # racines données, Cependant on peut determiner plus
facilement les valeurs de a,, a,, etc., de la maniére suivante, — 8i on
élimine suocessivement les quantités a,, a,, .... a, entre les n équations
ar"‘l"agz';nz‘ ....-l-a,.y, = 0’

Lo
r.‘l"andx..{. vty = 0’

d"7n+al d.r"{‘ ....+a,y,. =0,
considérant les différentielles d—xé , ——-Ld —Z:, eto. comme des coefficiens oon-
nus, on aura la valeur de g, telle que nous Pavoms déji donnde. Pour
dédniredoldlanleurdea,ilestohirqu’iloufﬁt(dusl’exprasionde

L 4 oty ; a : 'y
a,) de changer 7 —— en J==' et vice versd, de méme que 7 3,,_" en

Tr et vice versd; et ainsi pour les autres termes semblables en y;,

dx** H

i



Al

Yus o+ -+ Yas sans changer aucun des termes qul contiemment dautres dif-
férenticlles. On obtiandrait par des permutations analogues les valours
de a;, a,, etc.

Il faut observer que les intégrales particulidres y,, y,, . ... y. se-
ront comprises dans l'expression des coefficiens g, a,, .. .. a,, sous la
forme de ditférentielles logaritbmiques, comme dans la formule (6.), pour
faire disparsitre les constantes arbitraires qui se trouvemt comme facteurs-
dans les quentités y,, y;, .... y., et qui ne doivent pas se trouver dans
les coefficiens a,, a,, .... a,. .

' Les quantités y,, ¥z, «c.o Yry ¢+ 0 ¥n, formeat use espéoe particu~
lire de fonctions symétriques; car non seulement on peut permuter ces
quantités entre elles d'une manidre quelconque (comme les racines des
équations algébriques) dans la formation des coefficiens a,, a,, o, etc.;
mais en général on peut éorive au lien de y, la somme ou la différence
d'un nombre queleonque de ees intégrales particuliéres; et la valeur des
coefficiens a,, @, .... a, no sera pas altérée. Ainsi par exemple dans

équatlo

nous avons vu qu'en fesant y,= C ey = C, e""'-',

onobtawt
Y3
a, = f‘i’;+ z (y:; =0, |,
’ . dw Yz

Mais ai l'on. f&ﬂt Y= Cm"'”—e"", y2==C,67™, ok smndit enocere, en

effectuant le dalcul, o ‘
. ) d (_3

— 2dy da: \y:/

"= da'c - (s )

dx I

Ce nouveau genre de fonctions symetnques nous’ parait mériter lattention

des géométres. '

Etant proposée équation différentielle lmeaxre

Y = dny-l- ,dxh’:....+a.y.— 0,
si deux de ses mtégrales particuliéres (y; et y, par exemple) sont béea
entre elles de maniére que Von ait y, = @(y,), on substituera @(y) & la
place de y dans I'équation ¥ = 0, et I'équation ¥, = 0 qui résultera de
cette substitution, étant combinée avec I'équation ¥ =0, servira & I'élimi-

-—'——Oo




nation des différentielles successives de y de maniére d wavoir pour résul-
tat quune équation différentielle lindaire du premier ordre. Ainsi par
exemple si I'on savait d'une maniére quelconque que dans Péquation
g:;?;' =y, ses deux intégrales particuliéres y, et y, sont lies entre elles
par Péquatien y2=’—?;-, on ferait y=-§-, dans Féquation ¥==0, et on
obtiendrait » g

G te=0,

et en 6hminant — entre Y ==0 et
ay 24y
Fry ,d.,,.+y 0,

"‘—’ =fs
et par suite %=_~l;y, ce qui donne enfin y = Ce**, et les deux inté-

grales particuliéres seront y,=Ce*, y,==Ce™, comme on le savait
dailleurs.

En général "étant proposées deux équations différentielles lindaires
des ordres n et m que mous exprimerons par ¥,=0, ¥,=0, si t'on
suppose qu'elles ont p intégrales particuliéres communes, on éliminera les
différentielles successives entre ¥,—=0 et Y,,=0, et on obtiendra une
équation différentielle linéaire ¥,==0 de I'ordre p qui ne eontiendra que fes
p intégrales particulidres communes aux deux équations ¥,=0, ¥, =0,

Les rapports qui existent entre les intégrales particulidres peur-
raient aussi étre exprimés par des équations différentielles linéaires et on
pourrait encore réduire l'équation différentielle linéaire proposée & une
équation différentielle linéaire dordre inférieur.

Soient proposées les deux équations différentielles linéaires simultandes

d* d
Y = y+a,-£;+a,y=a,v,

on obtiendrait

d*v
V= d_,;o"" ‘da:+az” = &),
il est clair quen éliminant yv entre ces deux équations, onm aura uue
équation diﬁ‘érentiello linéaire du 4" ordre, qui sera de la forme

= St ATk +Az"”+4, L+ 4y = 0;

mais si l'on éhmine y entre ces deux mémes équat:ons, on aura précisément
X
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la méme 6qmtion en v,
a*
V=it AT+ 4554+ 450 4 4, =,
o il résulte que les quatre intégrales particuliéres dont la somme forme
la valeur compléte de y sont les mémes que celles qui forment la valeur

de v. Maintenant si on fait =y dans les deux équations / =a,y,
Y =a,v, on aura les deux équations

a d
L=gFtagi+@ay=0

Vv, = '::_‘;"l' a,:-—:-+ (e;.03)v =0,
qui serviront & connaitre deux des quatre intégrales particuliéres que nous
cherchons. Quand nous aurons trouvé les deux intégrales particuliéres
de I'équation ¥, = 0, nous nous en servirons pour réduire I'équation ¥, =0
au second ordre; et 'on voit que les deux intégrales particuliéres z,, 2.,
de cette équation réduite du second ordre, auront eutre elles un rapport
exprimé par I'équation
d’z, ++a Jz, + a2z, = a5z,

et ce rapport servira pour trouver directement z, et % d Paide d’'une équa-
tion linéaire du premier ordre.

On pourrait généraliser beaucoup ces considérations et les appli-
quer & un plus grand nombre d’équations simultanées: mais nous avons
- le projet de traiter beaucoup plus amplement ce sujet dans un autre Mé-
moire: dailleurs nous montrerons bientt l'application de ces principes
3 lintégration des équations différentielles qui expriment l'action réciproque
des corps échauffés,
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MEMOIRE

SUR LES FONCTIONS DISCONTINUES.
" Lu & IAcadémie Royale des scieaces de Paris, le 21, Mai 1882,

Introduction,

Il y & quelques années que dans un mémoire ou je discutais les valeums
des limites des fonctions discontinues, jexposai une maniére fort simple
de représenter ces fonctions par des exponentielles sans intégrales définies
. ni suites infinies. J'assurai 3 cette occasion, que mes formules pouvaient s’ap-
pliquer avee succés aux transcendantes mumériques, et spécialement i la
recherche directe d'un nombre premier plus grand qu'une limite donnée.

Les géomeétres qui tentdrent les premiers d’exprimer les fonotions
discontinues en analyse, rencontrérent de grands obstacles et de puissans
antagonistes. Cette question agitée d’abord entre Daniel Bernoulli,
Euler et D’Alembert, a occupé successivement les plus celébres géo-
métres, mais ce n'est que dans ces derniers tems qu'elle a re¢u une solu-
tion adoptée généralement par les analystes, Les travaux de Fourier
et les belles recherches de Mr, Poisson sur les limites des fonotions
discontinues, ont dii dissiper les doutes qui restaient encore sur la nature
de ces fonctions,

Dans ce mémoire jai tiché de réduire & lalgébre ordinaire et aux
fontions exponentielles, les fonctions discontinues qui paraissaient placdes
aux limites les plus recylées de la science. Non seulement cette manicre
élémentaire de traiter des.questions difficiles, sert & propager des counais-
sences qui Staient réservées & un petit nomhre de perspnnes, mais elle
conduit aussi & la résolution algébrique d’un grand nombre de problémes
qui paraissaient excéder les forces de lanalyse. Déjd dans ce mémoire
jepplique mes principes i la détermination directe et générale des divi-
seurs des mombres, et & la recherche des nombres premiers, Mais' ces
formules sont d’'yn usage beaueoup plus dtendu. Les géomdéires qui au-
ront bien saisi Iesprit de .ma méthode verront quelle peut e'appliquer. i
une multitude de questions diverses. Elle sert surtout d.la recherche dn

Y2
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terme général de certaines séries qui paraissaient m'obéir & aucune loi
analytique. .

Mes expressions s'éloiguent tellement des formes analytiques ordi-
* paires, elles paraitront, peut étre, si singuliéres au lecteur, que jai cru
devoir insister spécialement sur leur démonstration. On trouvera au com-
mencement de ce mémoire une discussion fort longue des valeurs de la
fonction 0*. Jaurais pu, peut étre, m'en rapporter & ce qui se trouvait
déjd dans dautres ouvrages, mais jai tdché de combattre d'avance les
diffieultés que oe genre d’expression auroit pu faire naitre dans Desprit’
du lecteur. ,

La fonction in_l_—i, dont je me sers dans ce mémoire, est beau-

ooup plus simple que celle dont je m’étais servi précédemment. Elle a
de plus lavantage de pouvoir s'appliquer &4 la théorie des nombres, de
maniére A éviter la valeur de 0°. Alors elle devient évidente par elle méme,
indépendamment de toute considération étrangére.

Ces formules ne renferment aucune notation nouvelle. Elles sont
_le résultat nécessaire des propriétés connues des fonctions exponentielles.
Les fonetions discontinues n’avaient été appliquées jusquici quaux problé-
mes de physique mathématique. A Favenir elles contribueront surtout
sux progrés de lanalyse algébrique et a lapplication de Lalgébre a la
géométrie.

Analyse

Dans nos recherches précédentes sur les fonotions discontinues nous
avons considéré la valeur de 0° comme étant toujours égale & lunité, en
coséquence de la valear de xlog0, qui était toujours égale & zéro, lorsque
o =0. Mais il faut observer qu'on sait seulement que le produit x logx
est égal & zéro lorsque x = 0; tandisque on ignore si dans x log0, le 0
du logO vient de logx, dans lequel on ait fait x =0, ou de toute autre
fonetion de x sous le signe logarithmique. Il résulte de 13 quelque incer-
titude dans la valeur de xlogO, lorsque =0, et par suite dans celle de
0°=1. Mais il est aisé de prouver directement par d’autres moyens que
Fexpression 0" a toujours pour valeur lumité,
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Mascheroni *) avait déjd observé que 0°=1. Il trouvait cette
valeur par I'équation
O = (a—a)" = %‘:’-3-,; = 1;
mais on peut y parvenir par d’autres voies.
On sait que lorsque = est un nombre entier, le développement du

binome
(1—u)* = 1—zxu+ 3(3—21)“’ _x(w—12).(.;—2)u! 4+ etc.,
s'arréte toujours et donne toujours ume valeur exacte quelleque soit la
valear de u; ce qui me tient pas 4 la convergence de la série du second
membre (car cette convergence exige que I'on ait ¥<C1), mais au facteur
x—ux, quon retrouve dans tous les termes aprés le terme x-1=°. Il
résulte de 1i que si 'on fait x = 0, tous les termes, excepté le premier,
se détruiront, et on aura toujours (1—u)’=1. On voit que cette valeur
est indépendante de la valeur de u, et quon pourra faire u =1, d’od il
résultera (1 —1)’==1==0°. On voit aussi que l'on parviendrait au méme
résultat, en fesant d’abord
(@—b* = ¢*—xa*"'b } a—”%——ga”"b’—m

et puis (par la supposition de x =0), (¢—5)’ =0a°=1: car puisque ce
dernier résultat est indépendant de o et de 5, on pourra faire a =5, et .
on aura encore

, (@6—a) = =1,

Il est clair que lorsque x est une quantité positive queloonque, la
fonction 0~ est toujours égale & zéro. Ceci n’a pas besoin d'étre démon-
tré; mais si on voulait voir, comment la quantité 0%, qui est égale & Junité
lorsque & =0, devient égale & zéro pour une valeur quelconque de x trés
peu différente de zéro, on n'aurait qu'a faire x infiniment petit dans
Péquation
A—1y =1 —gpt ZED_ e NED) 4 g,

oo qui donnerait, en negligeant les puissances supérieures de x:
(=1 = 1—a(ltF4+ 555 Feto)
=1—xlog(l—1) = 1—=xlog0.
Maiatenant on sait que lorsque & == 0, le produit x (14 %% 4 %....f etc.)

*) Euleri institutiones ealouli differentialis. Ticini 1787, 4°. pars II. p.813. 814.
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est égal A zéro, quoique le second facteur soit une quantité imfinie; il ré-
sulte de 13 que si on fait  égal & une quantité trés-petite (mais plus
grande que zéro) la valeur de ce produirt sera égale & Punité, et alors on aura
Q=1 =1—z1+3+i+5...Fete)=1—1=0.
11 résulte de 14 qu'en général la fonction O aura pour valeur zéro,

runité, ou linfini, selon que x aura une valeur positive, zéro ou
négative.

Puisque la fonction 0* ne sauroit avoir que I'une de ces trois valeurs
0, 1, s,
il est clair que la fonction 0°" ne peut prendre que l'une des trois valeurs

suivantes: .
o, 04 0%,
 qui donnent
™ =1, 0'==0, 0" =0.

11 résulte de 13 que la fonction 0° est égale i zéro pour la valeur x =0,
et pour une valeur négative quelconque de #; et que 0°" =1, poar toutes
les valeurs positives de x.
Maintenant la fonction
=0 0,
@ pour valeur I'unité pour toutes les valeurs de x comprises entre x» =0,
et x=a; cette fonction se réduit & zéro pour toutes les autres valeurs

de x. Car le premier facteur 0" est égal & zéro depuis x=0 jusqu'd
x = —00, et donne toujours 0" = 1, pour toute valeur positive de x, Le
second factear 0°" est égal & zéro depuis x = @ jusqud x = eo, et donne

X

0 =1, pour toutes les valeurs de # comprises entre x=a, r = — oo,
Partant, puisque pour toutes les valeurs de o, comprises entre x =a,
x==o0; et entre x=0, x=-—00, Fun des deux facteurs de z est égal
a zéro; et que entre x =0, x =g, ils sont tous les deux dgaux & l'unité;

il en résulte enfin que le produit 00" a pour valeur l'unité entre
x=0, x=a, et que hors de ces limites on a toujours 0*" 0" =0,
En observant que pour x = 0, et x ==a, on oura toujours 00" =o0.

11 faut remarquer ici, qu'étant donnée une fonction discontinue quel-

conque, on pourra toujours la considérer comme étant égale & la somme
d’'un nombre donné de fonctions, qui resteromt coatinuwes entre des limites
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domnndes. Ces limites seront déterminds par les points ou il y a solution
de contimuité dans la fometion discontinue donnée. Maintenant, chacune
des fonctiens eontinues partielles, dent la fonction discontinue totale se
compose, pourra étre representée par le produit de deux facteurs, doat
Pun exprimera la valeur de la fonetion discontinue entre deux limites de
discontinuité, et l'autre exprimera la loi de discontinuité: pourvu que Fon
ait toujours égard & la valeur de ces fonctions aux limites et & d'autres
circonstances qui tiennent aux valeurs infinies des fonctions dont on ne
considére qu'une partie.

La fonction 0" devient zéro pour chaque valeur de @(x)=0, de
maniére que si on voulait exprimer de cette maniére le contour d’un

polygone, il est clair qu'en employant des facteurs de la forme 0’0" (4xtB)
pour représenter chaque coté, on aura pour chaque sommet une valeur de
Pordonnée égal 3 zéro, ce qui serait inexact, Mais il est facile dans chaque
.eas de corriger eette erreur. Pour fixer les idées nous allons prendre un
exemple. Supposons quon doive trouver Péquation de la ligne abed....
(Fig. 1.) telle que ac soit une ligne droite, et cd.... une parabole. Soit
h e Paxe des ordonnées et e g Paxe des abscisses, soit ef = n, et exprimons en
général par y = 4x+B, I'équation de la droite abc, et par y =y (Cx+-D)
Péquation de la parabole cd. Il s’agit de trouver une fonction de x telle
que depuis x = — oo, jusqu'd x =17, elle devienne 4x B, et que depuis
Z=n jusqu'd x=oco, elle devienne y'(Cx-D). 1l est clair quen ap-
pellant f(x) cette fonction inconnue, on pourra faire f(x) = F(x) 4 ¥ (2),
pourvu que F(x) soit égale & 4x -} B depuis x = —oo jusqua = =n, -
et s’'évanouisse depuis x==n jusqu'd xr=oo; et pourvu que ¥ (x) soit
égale 3 v (Cx 4 D) depuis x=n jusqu'd x =00, et s'évanouisse depuis
x=n jusqud x=—oco. Maintenant les fonctions F(x) et { (x) restent
continues entre les limites x = — o0, x=n; r=n, £ = oc: done il fau-
dra les décomposer en deux facteurs dont Fun exprime la condition de
discontinuité, et lautre la valeur numérique de la fonction. On voit que
si on multiplie 4=+ B par une fonction Q(x) telle qu'elle soit égale
& Punité depuis x = — o jusqud x=n, et quelle devienne zéro depuis
&==n jusqu'd x == oo, on aura d’abord la droite abc, et puis une valeur
y=0 pour toutes les autres valeurs de x: de méme si on multiplie
V' (Cx -+ D) par ume fonction @,(x) telle qu'elle soit égale & I'umité de-
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puis x==n jusqud # = co, et quelle sévanouisse depuis x=n jusqu'a
x=—co, On aura la parabole cd et puis wno valeur de y =0 pour
toutes les autres valeurs de x, Et comme oes valeurs de y =0 n'sjoutent
rien & la valeur des ordonnées, en aura enfin

@ =F@+¥v@=0=(4z4B)+ ¢V (Cx+D).
Mais on a vu qwon pouvait faire ,
| Q) =03 O@)=0"",
d'od il résulte enfin, que la fonction cherchée f(x) est donnée par I'équation
f@)=0"""(4=+B)+0"" v (Cx+D).
1l faut observer cependant que pour la valeur & =n, au licu dobtenir,

comme on le devrait, f(n) =4 n+ B, on trouve f(7) =0, parceque -

‘et " sont toutes deux égales & zéro I'orsqu'on fait x=n: cependant

on aura une valeur exacte méme pour cefte limite x==n, en prenant

pour @(x) la valeur 1—0" -"; car cette fonction donnera alors @ (x) =1,
pour toutes les valeurs comprises entre x==n, g= —op (en y compre.
nent la valeur x = 7), et se réduira & zéro pour toutes les valeurs come
prises entre x = a, ¥ == . Ainsi on aura

f@) = (1~0") 4z +B) + O y(Cx+D);
et I'équation o —
y = (1—0 ) (4z+B)+ 0" y(Cx+ D)

‘sera P'équation de la courbe abcd.... qui est composée de la ligne drofte

abc et de larc de parabole cd....

Toute la question copsiste & trouver upe fopction F(z) telle quelle
ait la valeur 1 entre Jes limites x =0, x = g, et s’évanouisse entre z =0,
xr=-—op, et entre r=a, x=0p: Car en multipliant F'(x) par la fonc-
tion Y (x) qui exprime la valeur de la fonction discontinue eptre les deux
limites x = a, x = 0, op aura F(x) Y(x), qui représentera une partie de
la fonction discontinue entre les deux limites £ =0, =g, guon peut
supposer étre deux points of la fonction fotale cesse d'étre représentée
par la fonction /(x); ou en d'aytres termes, étre deux points successifs
de discontinuité. On peut trouver plusieurs valeurs de la fonction F(x),
et ces valeurs différent aux limites: ainsi Ja fonction

F(zx) =00 0"
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donne F(x)==0, pour # =0, et pour r=o0. La fonction
Fi) = (1—0") (1—0")
donne F(x)=1, pour les limites x =0, x=2a; la valeur
Fla)= (1—0") 0"
donne F(x)=1, pour x=0, et F(x) =0, pour x=a. Enfin la valeor

1
F("t)=(0*+l)(0"""+l) donne F(x) =},
pour x=0 et pour x=2a; en observant toujours que toutes ces va-
leurs de F(x) donnent F(x)=10 depuis £ =0 jusqud x=— v, et de-
puis x = a jusqud xr=o0: et quon a F(x) =1 entre les limites =0,
#=a: indépendamment des valeurs des limites que nous avens déji dé-
termindes. :

Au reste ces diverses expressions peuvent &tre considérées comme
étant les limites d’autres fonctions dans lesquelles le zéro est remplacé
per une quantité trés petite. 8i on exprime par d une quantité trés
petite, 1a fontion 0* sera la limite de la fonetion d*; et celle-ci aura
une valeur trés petite ou trés grande selon que x est positif ou néga-
tf. Lorsque * =0, on aura d*=1. On voit de méme que la fonction

O est la limite de d*", et que g est la limite de la fonction

en supposant toujours que d est une quantité trés petite.

~ Les fonctions que nous venons de considérer jouissent de plusieurs

propriétés remarquables. Elles servent & transformer en fonctions expo-

nentielles un grand nombre d'intégrales définies quon croyait irréductibles.
Ainsi l'on a

2 fPdgcosqx __ g = Y

) T =0T e (1—0T) =

@ou Fon déduit ce rapport assez singulier: .

x W= —\\" _ e~ e

(.07 + (1 =07 == + 5

N )

L
a1’

ld P ided
=FitoeFr

enx e—x
=i T o F1°
On voit par ia formule préoédente, que nos expressions s'appliquent -
& la theorie mathématique: de la ehalewr et qu'elles simplifient beaucoup
lexpression de oertaines fonctions, qu'on ne savait représenter que par
Z
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des intégrales définies. Les formules quon obtient de cette maniére sont
trés simples, et rentrent dans Palgébre ordinaire. Nous pensons méme
qui si au lieu d’exprimer les fonctions discontinues par des séries infinies
ou par des intégrales définies, on les avait représentées d’abord par des
fonctions du genre de celles que nous venons d’exposer, on aurait évité
beaucoup de disputes et de malentendus sur les fonctions discontinues
dont la marche et les propriétés ne sont, en derniére analyse pas moins
évidentes que celles des fonctions les plus simples. Mais nos expressions
trouveront surtout une application utile dans la théorie des nombres. Car
elles donnent, soas formes finies et par des exponenticlles seulement, la
valeur en nombres de transcendantes numériques, - dont on oconnaissait
3 peine quelques propriétés, et dont on me pouvait avoir aucune expres-
sion générale. Diailleurs pour simplifier la question, nous éviterons les
valeurs de 0" que nous avons considérées au commencement de ce mé-
moire: ce qui rendra tout & fait élémentaires les recherches suivantes.

Il est évident que y"0 = Ot = 0; maintenant la fonction OF* (dans
laquelle x doit toujours étre un nombre entier) sera égale & zéro tant
que x restera positif, et deviendra infinie lorsque 2 sera négatif. 1l ré-

sulte de 13 que la fonction .

o 1? ‘
sera égale & l'unité tant que x restera entier et positif, et deviendra égale
3 2zéro lorsque x sera un nombre entier négatif.

On sait que la somme des puissances m™* des racines de I'é-
quation x"—1=0, sera égale & » ou & zéro, selon que le nombre
= sera un nombre entier ou une fraction. Maintenant si on divise I'é
quation proposée par x—1, on aura '

X=o 4zt e+ x4+1=0,
et il est clair quen exprimant par P, la somme des puissances m™" des
racines de I'équation X = 0, on aura 14} P,, = n, lorsque -:—'- est un nombre
entier, et 14 P,,=0, dans lo cas contraire. Il s'agit maintenant d’ex-
primer P, généralement en fonctions des coefficiens de I'équation X — Q,
Nous avons démontré ailleurs *) qu'étant donnée I'équation
X =2"—a,2"—ex" s —a,=0,

&) . Mémoires de mathématiques et de pbysique, tome 1. p. 11.
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si on exprime par S, la somme des puissances 7 de ses racines, on aura
(4) Sp=mopt(m—1)p\(0)+(M—Dou (@ta@)+

(m—3) 0 s[04 0,0, 40,8y + 8, ()] c oo+ (M — ) s A, oher
dans laquelle la loi de la formation des termes est manifeste, car le coeffi-
cient 4, se forme en changeant 72 en ¢ dans tous les termes qui précédent
(m—2t)a,_.4,, et en égalant & Funité (dans tous ces mémes termes) les
coefficiens numériques m, m—1, m—2, etc.

Pour appliquer cette formule avec succés dans les cas particuliers,
il faut que les coefficiens a,, g,, a;, etc. soient donnés en fonction des
exposans des puissances de x quils multiplient dans I'équation X, =0,
Cela est nécessaire surtout pour savoir @ priori quels sont les termes de
cette expression qui doivent s’évanouir, lorsque 72 étant plus grand que 7,
on aurait des termes de la forme a,, a,_,, etc. qui manquent tous dans
Péquation X, ==0. Ainsi par exemple dans I'équation X = 0, il est clair
que pour avoir la valeur de P,, il faut exprimer la condition que les
coefficiens de X =0 sont tous égaux & Funité, mais quil n’y en a que
n: cested-dire (si on compare les deux équations X = (0, X, ==0), que

@ I=C=0;==,.,, =0, =—1;

et que -
an-;=an*¢=an+aoo-r=0p
Maintenant si Yon fait en général

1
% = T iy o
on voit que ocette nleur satisfera aux oonditions énoncés -précédemment,

©gr on aurg .
ap == ---i-:l_—o-;r_; = *.-1,
(tant que n>>p, ou méme lorsque 2 =p) et

1
8 = —ixons = O
lorsque 2 <p. :
Il résulte de 12 que
——i
(B.) 1+ -.;-1 M.W (m 1) 1+0n+i_npj-| 1+0~H—’)

—(m=2). 1+0"+H*(1+0~+H 1+on+l—= (1+0a+t—-)) oo

1
ooou""“co )
' Z2
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et Je second membre de oette équation sera égat & zéro od d n, selom
que = sera une fraction irréductible, ou un nombre entier.

Ce second membre est évidemment une fonction de m et de n; si
on le représente, pour abréger, par f(m, n), il est clair que la somme
des diviseurs de m compris dans la série des nombres

a, a+1, a+2, Ty a+b,
sera donnée par la suite
F(m,a)+ F(m,a4-1)+ F(mya 4t Devesb Flmpad) = 2 F(m, 2
Cette suite contient 51 séries semblables entre elles et peut gécrire de

oette maniére :
1 1

1— — Mo — (m—1). 1+0¢W (l+0°+i— — etc.

1
+ 1 —m e — (m—1). 1+0.+m...+. (1+0°+1¥f—*) — efc.
1 1 — ete.

+1— ""W-ﬂﬁ—m (m—1). 1+oa+b+t—ur(1+o-ﬂ+t~t
en substituant les valeurs de ¥(m,a), F(m,a-}1).... etc. en nombres,
Cette derniére formule qui, quant & la forme, a quelque rapport aveo
Pexpression de Laplace pour les nombres de Bernoulli, sert & exprie
mer en nombres et en termes finis, la somme des diviseurs d’'un nombre
quelconque qui sont oompm entre deux limites données; transcendante
numérique qu'on n'aveit pu, jusquw'd présent, représemter d’'aucune maniére
en termes finis, Il est clair que si au lieu de la somme, on cherche lo
nombre des diviseurs de /2 compris dans la suite

g, at1y eeee a-}b,

on aura l'expression
L Fmya) b F(mad 1) eeee +——Fimatt) =" 3 LF(m, )
a a1 ’ m ) — = ' )y
qu'on pourra réduire en nombres en substituant les valeurs de F(m, a),
F(m, a-1) ete., que nous avons déji trouvées.

Pour obtenir la somme des diviseurs du nombre entier m, qui ne
surpassent pas r, on fera a =0, b = r, dans la formule (B.): maintenant
si on appelle /,(m) cette somme des diviseurs de 7 qui ne surpassent pas
r, on sait que le probléme de la partition des nombres peut se ramener
a la détermination de /,(m). Car si Ion désigne ea géuéral par M,(y)
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le nombre de fois que le nombre entier ¥ peut résulter de la somme de
$ ta-mes de la série des nombres naturels
1, 2, 3, 4, etc.
et si l'on fait, pour abréger, y— = u, on aura:
8 8 -1 14 1 I - ri r 1 P 1 f
(C.) M'(y)_:ff"‘) +f(“u )f£ ) +f(““ 2)(/‘(2)"'./;( Ye( )) +0tco;

et comme [, (z) peut toujours s’exprimer en nombres en termes finis, en
fesant 6 =0, b=2s dans la formule (C.); le second membre de I'équa-
tion précédente sera tout connu, et on aura, par conséquent, Iexpression
générale de M,(y): ce qui résout généralement le probléme de la parti-
tion des nombres, quon ne savait résoudre jusqu'd présent que dans les
cas particuliers, lorsque y et s étaient donnés en mombres.
On sait, par le théoréme de Wilson, que le produit
1.2.3 4euec(e—1)+1=F(2),
sera divisible par x lorsque = est nombre premier; et que cette division
ne pourra pas s'éifectuer dane le cas contraire. Il résulte de li que si
Yon fait m=f (x) s 7=z, dans la formule (B.), on aura

...f(.-p) —W.H_T (f(-”) 1). 1_|_()m-|-i-ft=v)-t'l (1 )
—(/(x)—=2). 1+0x+i-ﬂr_(1+0*‘ﬂ~' i+0"“‘ (‘ ))-etc.,

et cette expression aura pour valeur x, ou z¢ro, selon que '%—) est un

nombre entier ou fractionnaire; ou bien (ce qui est la méme chose) se-
lon que x est un nombre premier, ou un mombre composé. Il résulte de
K, que la somme des nombres premiers contenus dans la svite de nombres
e, a+1, a2 cove atb
sera donnde par la formule:
1

1—-f@). Fergm —U@-—1. i:,mir-ﬂr (
+1 —f (a+1)- __'m- (j(a"‘i)—i)' 1+0a+1+1§9{¢+:)+: (l+oa-(w+i—;) — etc. ( D.)

o [ L] L L] L] L] [ 4 L] [ ] [ L L J L4 L] L] o, o o [ ] . L] [ d L] [ ] ° .

+1—flo+b). e — U@4+HD)—0): mrrrsgers (gpomns) — ote-
qui est composée d'un nombre fini de termes; car chaque série partielle
garrdte néoessairement aprds um oertain nombre de termes: puisque dens
la formule (4.) on varréte dés qu'on trouve um coefficient extéricur égal

) — etc.
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4 zére. Au resto it serait aisé de trouver une fonotion discontinue telle,
quelle exprimit la somme des nombres premiers, cempris dans la suite
e, a41, a42, .00 a4,
sans qu’il fiit nécessaire d'y ajouter aucune condition: om n’aurait, pour

cela, qu'd faire

1 1 :
@ = —(1+0~+Fi) (1+om)’
au lieu de . .
_ 1
% = T igom

dans la formule (4.).

8i on voulait seulement le nombre des mombres premiers compris
‘dans la série

a, a+1, 0+2, eoee a+b,’

on obtiendrait ce nombre em divisant par a la premiére ligne de la for-

mule (D.); par a+1 la seconde, par ¢+ 2 la troisiéme: et enfin par
a+b la derniére.

Si I'on exprime par R, la somme des puissances m** des racines
de I'équation .
r—y =0,
il est clair quon aura R.=ny", ou R, =0, selon que — est un nom-
bre entier ou une fraction irréductible. Il résulte de 1a que si l'on fait
le produit
(ﬁ'—y) (’m' ""y) (x"'"—y) poes (z' '—y) (.‘t—y) -— X. == O'
et quon appelle 7., la somme des puissances 7™ des racines de I'équa-
tion X, =0, on aura ’
To=y"+3r+3r+7y +..., +my,
et les nombres z, 3, 7,....etc., seront tous les diviseurs de m,
‘ Maintenant si on veut trouver un nombre premier plus grand que
le nombre p, on fera (dans la valeur précédente de 7)) m =1.2,3...
ceop$1; et il est évident que le moindre des nombres , 3, y..., etc
(autre que l'unité) sera un mombre premier plus grand que p |
Eo effectuant le produit, on trouve (on posant "——?(";"H = )
xl - — (.‘l.‘"'-—-y) (x.'-‘_y) eece o(x _y)
= o'—ya =y~ (y —y )= (y —y )2~ (y — 25")* — ete.
= &'—0,x"'—¢ 2"*'—a,x"* — g, x"'—a,9"* — etc. = 0;
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et si on représente, comme nous Pavons déji fait, par M, (y) le nombre
de fois que le nombre ¢ peut étre formé par l'addition de ¢ termes diffé-
rens pris dans la série
1,23 ¢6.0 ¢,
on aura en général:
e, = yM,(I')—fM,(I‘) +J'3M3(r) ecee if'Mr(r);

et en substituant successivement les valeurs de o,, a,, @,, etc. dans I'ex«
pression (4.), on trouvera généralement la valeur de 7,,, et par suite on
aura le plus petit des exposans «, 3, 9, .... etc., qui sera un nombre
entier plus grand que p.

Si l'on fait y =1, dans la valeur de X, =0, on obtiendra (comme
Euler Fa démontré):

(@T—=y) @ —y)eeee(x —y) = (x—1)(x*—1)(*—1) e oo . (a™—1)

3s2+s

= r'—a'— a2tz 2 ....0tc. = 0,
et partant:
M) —M_ (r—1)+M _(r—2....+M,(r)=+1, ou bien =0,
3ritr

selon que r est ou n'est pas de la forme 7 On voit dont que le

probléme de la partition des nombres peut se réduire assez simplement
4 une suite récurrente.

La méthode que nous venons d'exposer, conduit nécessairement a
trouver un nombre preniier plus grand qu’une limite donnée; mais cepen-
dant elle nindique pas a priori, quel est le plus petit des diviseurs «, (3,
v, etc.; et elle n'est pas, par conséquent, une formule générale. Car il
faut réduire la valeur de 7, en nombres pour connaitre quel est le plus
petit des nombres «, @, v, etc.; et par suite le nombre premier cherché,
plus grand que p. Cependant, on peut trouver une formule générale de
cette espéce, car si on fait, pour abréger, 1.2.3....p4+1=m, et quon
exprime en général par e,, la série

1 1
1—m. o= —(m—1). 1+o~+s—-+»(1+o~+ﬁ)
—1
—(m—2). 1+o~:a—-+- (1+o«+T- 1+o'-+t—- (1+o~¥))"' ete.
(que nous avons déji démontré étre égale & n ou & séro selon que —
estonnestpasunnombre entier), il est clair que

€13 €4y €39 o 0 i o €y
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upnmeront tous les dnviseurs de m. Partant si l'on suppooe que e, est
e plus petit de ces diviseurs, il 0’y aura que ce mombre li qui rendea
positives toutes les différences

€€y E—&) G—&, ... Cp—e;
car si ¢, n'était pas le plus petit des nombres ¢,, ¢,, €, .... €., dans
la suite des différemces préeédentes, il y aurait au moias une valeur né-

gative. 1l résulte de 1A que la fraction
1

Obtea podtaa gt oAt 00l
se réduira dens le dénominateur 3 l'umité lorsque e, est plus petit que
tous les autres termes ¢,, ¢, etc.s mais quelle aura au démeminateur an
moins une valeur infinie dans le cas contraire; ce qui fera évanouir la
fraction. Le terme 0~} a été introduit pour &viter les valeurs de ¢, =1,
e,= 0; car oe terme deyient infini dans ces deux cas, et fait évanouir
Ia fraction.

Si lon fait maintenant toutes les combinaisons possibles, on trou-
vera la formule: :

€,
ot poitara, [ obte—y o= 1

e!
T .+0s+‘-"+o«.-t—s+ 1
[ ) L] L) [ 4 e, P [ [ [ L [ [ ] [ ] [  J [

A M N
+ 6{“" —‘n+0*+‘a-‘n’ .o .+0§+“n-l“";| ..]:0%;—!-—;}+1
qui aura toujours pour valeur numérique e,, en supposant que e, est le
plus petit des diviseurs de . (autres que lunité): e, sera toujours un
nombre premier plus grand que p.

La formule que nous venons de trouver peut toujours se réduire
généralement en nombres en termes finis; elle pe contient que les valeurs
de p et des nombres inférieurs & p; les quantités e,, ¢,, €5, .... €.,
sont connues et peuvent s’exprimer en nombress nous les avons introdui-
tes dans notre formule pour en abréger et simplifier I'écriture.
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SUR LES INTEGRALES DEFINIES AUX DIFFERENCES FINIES.
Lu i PAcadémie Royale des sciences de Paris, le 8. Jnillet 1833,

Introduction.

La théorie des intégrales définies a occupé dans ces derniers tems les
_géomeétres les plus célébres. C’est surtout en cultivant cette branche du
calcul intégral que les analystes sont arrivés 3 ces belles formules de trans-
formation qui ont tant perfectionné lanalyse des équations aux differen~
tielles partielles, et qui par suite ont contribué puissamment aux progrés
de la physique mathématique. Mais en s’occupant presqu’exclusivement
des intégrales définies aux différentielles, on a négligé beaucoup trop la
théorie des intégrales définies aux differences. Il est vrai que par le
théoréme de Mr. Fourier on peut toujours passer de Pun & lautre de
oces genres d'intégrales: mais les formules quon obtient de cette maniére,
sont trés difficiles & calculer et ne conduisent presque jamais & des ré-
sultats finis. Quant aux séries infinies dont on connait la somme, elles
ne sont autre chose que des intégrales aux différences finies; mais ces
intégrales ont toujours pour limites zéro et linfini, et on en cherche les
valeurs par des méthodes toutes particuliéres.

" Maintenant, il m’a semblé que dans Pétat actuel de P'analyse, il
était nécessaire de considérer généralement la théorie des intégrales défi-
nies aux différences finies, quels que fussent les limites de Pintégration.
Le sujet est neuf et fécond; mais dans ce mémoire je me bornerai & ex-
poser les recherches que jai faites sur les intégrales aux diffférences des
fonctions circulaires; et je reserverai pour une autre occasion les résultats
plus compliqués, et les applications de mes formules.

On sait que les fonctions circulaires qui servent a la division du
oercle en parties égales, jouissent de la propriété remarquable de pou-
voir étre exprimées par les racines d’une équation algébrique, dont tous les

coefficiens sont rationnels. Il résulte de I3, que les sommes des puissances
Aa
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entiéres et positives des racines de ces équations, formant toujours des
quantités rationnelles, et que toutes ces racines étant des fonctions circu-
laires qui varient d’dprés une loi commue, leur somme sera une intégrale
aux differences finies, qui aura pour limites de lintégration, zéro, et le
degré de Péquation ou le nombre des parties dans lesquelles on veut di-
viser la circonférence. On déduit de 13 les intégrales définies aux diffé-
rences d’une puissance positive quelconque du sinus, du cosious, de la
tangente et de la cotangente: seules fonctions circulaires quon sut faire
dépendre, jusqu'd présent, de la résolution d’équations algébriques & coef-
ficiens rationnels. Il wétait pas difficile de deduire de li les intégrales
de ces mémes fonctions élevées d des puissances négatives; et jai com-
menoé par ld mon travail. Puis jai montré quil existait une infinité
d’autres fonctions circulaires qui se réduisaient & dépendre d’équations al-
gébriques & coefficiens rationnels; mais que ces coefficiens, par une sin-
gularité dont lanalyse p’avait offert jusqu'ici aucun exemple, ne pouvaient
étre déterminés qu'en résolvant des équations indéterminées du premier
degré. Les points de contact entre l'aualyse algébrique et la théorie
des nombres sont si rares, que jai cru pouvoir signaler ce rapprochement
& lattention des géométres.

Les équations & deux termes qui servent i la division du cercle,
peuvent se décomposer en d’autres équations, chacune desquelles & pour
racines les sinus et cosinus de certains arcs, qui varient en général comme
les puissances des nombre naturels. JYai déduit de cette décomposition
les valeurs de plusieurs intégrales définies aux différences, dont la déter-
mipation paraissait difficile. Pour obtenir ces valeurs, il fallait connaitre
les coefficiens des équations auxilisires qui naissent de la résolution des
équations & deux termes. Mr. Gauss et Mr. Legendre se sont occupés
d plusieurs reprises de cette détermination; mais ils ne I'ont effectuée que
pour les trois premiers degrés: maintenant je donne dans ce mémoire
une méthode générale pour trouver A Faide de certaines congruences, les
équations auxiliaires de tous les degrés, et jen déduis les valeurs d’'un
grand nombre d'intégrales définies aux differences, qui n’étaient pas con-
nues jusqu'a présent.

La théorie des intégrales définies aux differentielles renferme deux
propositions fondamentales (le théoréme de Mr. Fourier et celui de Mr.
Puarceval) dont lutilité est bien connue de tous les géométres. Jai
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pensé quil fallait chercher pour les intégrales définies aux différences
finies des théorémes analogues & ceux que je viens de citer; et je suis
parvenu & exprimer (par des intégrales aux différences seulement) la
somme des séries et la transformation générale des fonctions, lorsque
oes séries et ces fonctions ne contiennent qu'un nombre fini de termes:
si le nombre des termes devient infini, alors les intégrales aux differences
se changent en intégrales aux différentielles, et, par un prooédé analogue
3 celui dont s'est servi Mr. Poisson pour passer du théoréme de Mr.
Lagrange & celui de Mr. Fourier, on retombe sar les théorémes dont
yai parlé plus haut.

Ces expressions auxquelles j’ai ajouté d’autres formules nouvelles,
forment la derniére partie de ce mémoire. Elles peuvent s’appliquer &
un grand nombre de questions analytiques; elles sont utiles soutout dans
Fintégration des équations linéaires aux différences; intégration qu'on fai-
sait dépendre des intégrales définies aux différentielles, et qui désormais
se déduira bien plus naturellement des intégrales définies aux diffé-
rences finies.

Analyse.
On a vu par la formule (22.) de mon Mémoire sur la théorie
des nombres que si 'on réprésente par @ une fonction queloonque de
plusieurs variables @(x, y, 2, .... etc.) la série

1+ (c0s22% 4 1 5in 227)  (00s 222 4 —14in227) .
(cos2(%1)<pw+f—1sm2(—m—)(pqr)

aura pour valeur 72 ou zéro, selon que % sera un nombre entier ou une

fraction. Il résulte de li que Pintégrale
: =b y=d :=f
-1—x2 yg 32 . {l+(cos2qm+\f lsmzqm)

x=a yI&c 3=8
oo {cos2 (”'"):pw +v—1sin2(2=) Jos]}
a pour valeur le nombre de solutions de la congruence @ =0 (mod.m),

comprises entre les limites x =¢a, x=b; y=e y=d; z=e, z="fete.
On voit par I3 que lintégrale

Aa 2
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lo ':Tagby;d§f000c+F($,y,Zoonet00){1+(0032¢”+f 1sin 2¢ﬂ P

x=a y=c

[ 2("' 1)¢w+f—1sm2("' <pw]}

ve=g f=p
a pour valeur 2 2 2 F(auy Pyy Vs o0. eto.) 'en indiquant par a,, a, ... .

o=1 v=1 s=1

veso Gzy les & valeurs entiéres de x (comprises entre @ et b) qui résol-
vent les congruences Q=0 (mod. ), et en exprimant par 3,, 3, .... B¢,
les ¢ valeurs entiéres de y (comprises entre ¢ et d) qui résolvent la méme
congruence et ainsi de suite.

Si l'on fait ¢ = ¢ = e = eto. = 0; b =d=f....=m; lintégrale

(l ) se simplifiera beaucoup; elle aura pour valeur

u=k v=¢ f=p
2. z 2 2 [ XN N} F(ru’ eu’ .’ eto.)’

us=l v=1 s=1

.en indiquant par r,, ¢,, R, en général l'une quelconque des £ valeurs de
x, des ¢ valeurs de y, des p valeurs de z etc., qui résolvent la con-
gruence =0 (mod. 72); en supposant toujours qu'on ne considére que
les racines enticres positives et moindres que /7.

La formule (28.) du Mémoire que nous venons de citer, prouve
que si lon appelle a la plus petite des racines positives de la congruence
ax 4 5=0 (mod. c¢), on aura

w0 sin2u(b—-%)%

=1 ?:x{i +o0s2(az+8) % ...+ cos2(c—1)(ax+5) 2}

Maintenant si dans la formule (1.) on fait F(z, y,2....ete.) = F(x)
et qu'on intégre seulement par rapport & la variable x entre les limites
x=0, x=—c; comme la congruence ¢x--5=0 (mod. ¢) n’a plus qu'une
seule racine x =a, (entre les limites * =0, £ =c¢), il est clair que la
formule (2.) donnera

i:?zr(x) {1+ o020 +8) 2 ... 4 0082(c—1) 0+ 5) L} = F(a)

1 K=C

=r{l's x(1+oos2(az+b)—.. -+ 00s2(c—1)(az+5)Z)}.
On peut simplifier beaucoup ce probléme en observant que




140082 (ax+8) 2 ... +00s2(c—1)(az+5) =
sin(20—1) (aw+8) = +sin(cx+-8) T

—
?

2sin (az+5) =

dou il résulte que
{in@o—1)@z+8) Z 4 sin(az42) 2}
2sin(az+-8) =

[“'—l.l. 1 ,gesm2x(b——)

sx=c
= F(x)
x=0

= ¢ F(a).

. AXT
sin
(4

. Cette équation, qui subsiste toujours quelle que soit la forme (algé-
brique ou transcendante) de la fonction F(x), est remarquable en oce
quelle transporte & la détermination d'une seule intégrale, et par suite
i la résolution d’une équation indéterminée du premier degré, la détermi-
nation de lintégrale comprise dans le premier membre.

Avant d’aller plus loin, il est bon d’observer que puisque la formule

g a=c sm2u(b——)1

°-1 += 2 Z exprime la plus petite valeur entiére

. Uam
sin ——
(4

et positive o, de x, qui satisfait & Péquation ax-+bd=cy, on aura la
plus petite valeur entiére et positive 3, de y, qui satisfait & Péquation
¢cy—b=qaux, en faisant
a1 1 ._—_.sm2u(b+ )
== _—31 sin XS2%
a

et comme si 5<a la moindre valeur entiére et positive de y, correspond
3 la moindre valeur entiére et positive de x, et quon peut toujours rée
duire Péquation sx+b =g, & une autre équation dans laquelle 6<a;
on aura alors \
._,.mzu(b-_)" oty oemstio2u(t2)Z

= °( 2 )""‘ =

sin 2% 2.31 ain 49"
¢ a

a4

c—l




— 1w -
et par suite
,,-_-,,sin?u(b—%)-% . .=¢sin2u(b+%)-:‘—'- b o
,31 sin 227 _—;-21 L L = 27+( a )

Cette relation a lieu entre deux intégrales définies dont on ne sait pas
* trouver la valeur

Pour appliquer les formules préoédentes & quelques exemples, sup-
posons quon veuille déterminer les coefficiens d’'mne équation algébrique
de Forde 7 —1 qui a pour racines successivement les 7 —1 quantités

sin2(p — -;-)%—V‘—l @2(5—%) z

?

sina-’?
sin4(b——§-)—f—-1"—leosl(b-—%)%
sinm ?

. . - o . - . °

sin2(n—1) (3= 5) =~V —teon2 (n—1) (s—2) 2

ain2(u—1)-’ul

Pour y parvenir nous chercherons les valeurs des sommee des
puissances successives de ces racines, et puis nous en déduirons les ve-
leurs des coefficiens de I'équation cherchée. Nous avons vu que la somme
de toutes ces quantités est égale & 20} 1—n, o étant la plus petite ra-
cine entiére et positive de la congruence ax<-5=0, (mod. ). Mainte-
nant pour avoir la somme des carrés de ces racines (c'est-3-dire la somme
des carrés des fonctions circulaires que nous venons d'écrire) mous cher-
cherons la somme de tous les produits de la forme aB3: o et 2 étant
deux des valeurs (entiéres et positives et moindres que ) qui résolvent
la congruence a (x+4y)4-26=0, (mod. n). En effet si I'on appelle XV,
la somme de tous ces produits, elle sera donnée par la formule




- 191 —

1 . )+2b
N, = 7m§0y§°$y{l+(m2£+f-18ln27n).‘m eese
ceeet (ooe("“”" + v —1sin2 L)t
n‘(n—l)z

+(@ (oos—+f—-1 sin 7)™ "")(Fn (o022 + v —16a22)™)
+(2xoos——-+f-—1 ) )(2 y(cos— -+ v —1sin 4")'Mb)
........... + ete.

'et par suite on aura

e (el D2y
( . 4 b—--‘a— _"__V'_l a(r—2 Fa
+ sin ( 2) nzainm‘ncoo ( .2) A o
\ n

et comme la valeur de /V, peut s'obtenir directement en résolvant la con-
gruence o(r+y)+26=0, (mod. n), on aura 4N,—n(n—1)= 2,
(S, étant la somme des carrés des racines de P'équation cherchée). Si
Pon considerait une congruence d trois inconnues de la forme
a(x+y+2)4 36 =0 (mod. n),
on trouverait la somme des cubes des racines, et ainsi de suite, de mae
niére que I'équation
T4 e + 4, =0,
qui a pour racines les »—1 quantités
in2(p— o) 2 —V'—teos2(p— 5) = ﬁn4(b—§)-;i—r—1m4(b—§)§
’ . 2an 4
o

. afn
sin —
n

sin2(n—1) (b—-2) Z—V'—t cos2(n—1) (5 —5) =
...... — ,
wn2(n—1)2"
aura tous ces coefficiens 4,, 4,, .... 4,_,, rationnels, qui seront déter-
minés par la résolution des équations indéterminées
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ax+b=ny; a(z+y)+2=nz; elx+y+2+3b=nuetc....
dont on sait trouver toutes les racines par les méthodes conuues,

On pourrait généraliser cette analyse, et chercher les coefficiens de 1'6-
quation dout les racines sont successivement ¢(1), @(2)y <+« @(4) .... P(n—1)
en indiquant généralement par @(x) une intégrale définie de la forme

= n . n
= F(2)(0s2n(az+8) 2 4y —1sin2n(ax+5)Z),
=0 n n
car les coefficiens de cette équation seraient donnés par les racines des
congruences ax b =0 (mod. n); a(x-y)+256=0 (mod. n); etec.....
Cest par des considérations de oette nature qu'on peut déterminer
les coefficiens de P'équation qui a pour racines les quantités
2bn 4bn bn
8 — cos2(n —I)T

€08 cO!

(e o

probléme que nous avions proposé & la page 203. du premier voluine
des Mémoires de Mathématiques et de Physique.
En effet on a

= w’[oosQu(a.r+b)-;':- + v —1sin2u(ax -} b) l]
=0 n
(sin2b—:‘?§—4"—l eos2b:n]
=n - T
4(smaun)

n
2anm\*? *°*°° . am\e?
~ ) (sm(n—l)—n-

et par suite, en considérant des séries de la forme

N, = %Zﬁ{t+(m%§+¢_1ﬁn2—;’)"’“....
coeet Joos2 () wbv—tsin2 (P=1) 2 ]},

= %zz:r’y’{l+(oosg§+f—1ﬁng§ N
X (00822 4y —14in 22)"" | ete}

ces o ee e o blC
dont les valeurs seront données par les racines des congruences
ex+5=0 (mod.n); a(x+y)426=0 (mod. n), etc.;
on aura une équation de degré n—1 dont tous les coefficiens seront ra-
tionnels, et qui aura pour racines les quantités
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,m?_bf _V'_l eo;gb—- sin ﬂ—-'f—l 034—61
n n e eto.
’ o000
4(sin —) 4 81!12—aiz
n n

d'ou Fon pourrait déduire par des transformations connues, les coefficiens
des équations qui ont pour racines des quantités exprimées généralement par

2bn 2
sin —— cos ——
n n

afnt 3 . aft 3
sin ~— sin —
n n

On vait qu'on pourrait multiplier beaucoup ces formules en diffé-
* renciant par rapport & @. On aurait alors des fonctions circulaires qui
contiendraient un sinus, ou un cosinus au pumérateur; et une puissance
quelconque de sinus ou de cosinus au dénominateur.

On sait qine l’équation

—3 1 —4(n—
X=x ——nx._2+16 (n )W—an(" 2).(;'—5)3.-6.‘00
1

ooooiyﬁnx—i ] o’
a pour racines les quantités
mo—,:'" mg;’i’ mﬂ!, oo 0032(’1—1)—:';

n
d'ou il résulte

20032—"5—0
== n

comme on le savait déjd. On pourra déduire de li aisément en général

1
.=§|- (0092““ d Paide des coefficiens de I'équation X = 0.

s=0
Si lon fait xr== ‘;, l,équaﬁon y,'? ‘5,,?1"'- etc. 0000—1 =0 aura

pour racines les quantités
1

1 1 1
_', 9 9 o000 e —— S ——
1 cos 4—“- cos i’-‘ cos2(n—1) f—-’
n n n
a==n t n
dou on tirera = —— =t 5; et il sera facile de déduire de 1i les
a=0 cos

as=n 1 .‘5’. 1 N
——— —— elc
m9 .
u==0 (cos 2 :”\ u=1 {sin gﬁ’—‘

Bb
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Au reste on voit que si a et 7 n'ont pas de commun diviseur plus
grand que Vunité, on aura

s=n 1 =n 1
= A A A T
=0 coo2(au+b);-) u=x0 ( cos ~

Eu oonsidérant I'équation 4 (:"T'_:) =y'+n2'=0, qui se déoom-
pose dans les deux autres y-4-z2y (+7)=0, y—zy(+2)=0, (dont

2x*n

l'une a toujours pour racines des quantités de la forme x = ocos
+v -—1sin2‘”'”) {on trouve la valeur de Pintégrale définie

mgll 23- n ) = f(n(—l)_”;;l)

et on en dédunt de suite les valeurs de
’§“cos-2ﬁ.1, ?s’ 228
»=0 B x=0
Si on déoomposait I'équation y+zv(+n) = 0 en deux autres,
dont Pune contient la partie réelle, et l'autre la partie imaginaire des ra-

cines; on en déduirait par la division

2 gz 2 Tagn
x=1 cos n=1 un-—n—» ‘

et ces deux fonctions qu'on pourra déterminer, seront encore des fonc-
tions rationnelles de y 7.

Nous avons déjd prouvé (dans le mémoire sur la théorie des nom-

bres déja cité) qu'on avoit toujours 2 sin2m 2=0, ¢ étant un nombre

entier quelconque; et n étant un nombre premier de la forme 6 r+1.
Maintenant comme si 2 n’est pas de la forme 6p 41, on aura

”;"sin2ca:’n — ";“'in2cxn;
x=0 n «=0 "
il en résulte que lorsque n est un nombre premier quelconque, et ¢ un

nombre entier, on a toujours ’zoainzc:'i'=0. On déduirait de 1\ la

= 2'm . :
valeur de 3003 —— en fonction de ¢ (le nombre a étant donné per




- 195 —

Féquation indéterminée 472 = a’4-275"). Au reste on aura toujours

20.1: n

en général 'S sin

=0, lorsque m est un nombre impair, ¢ un
=0

nombre entier queloonque s et n est un nombre premier. On pourrait
généraliser beaucoup ces résultats et en déduire les valeurs de

. 22z ' 2xn . 2xn
m=n sin n K=n cos n x—n 10 -
s = =

’ — ,
“—01“2“““2}—“4"" ”=01-2¢°°52:n+0' @1—2ac0322”+a’

etc. etc.
mais il suffira davoir indiqué la methode d employer dans tous les cas.
On a vu dans le Mémoire sur la théorie des nombres que la dé-

227n +v-—1 sm ) dépend en général de la

résolution d’équations dont les ooeﬁ'imens sont donnés en fonction du
nombre des solutions qui ont les ‘congruences x™-1=0 (mod. n),
z™ 4y™+1=0 (mod. 2) etc. Ces nombres que nous avons appelés v,,
N,, N, etc. servent & la recherche des éguations auxziliaires & Vaide des-
quelles on peut résoudre les équations & deux termes. Lorsque 7 =3,
. et m=4, on peut toujours trouver IV, et IV; & laide des équations
4n=a*4270*; n==a’+4 6. Dans les autres cas il faut résoudre effec-
tivement les congruences que nous venons d’indiquer.  Maintenant nous
allons exposer une rélation qui réduit les nombres V,, XV, etc. & étre
congrus i des quantités doonées. Nous commencerons par demontrer par
notre méthode deux théorémes déjd connus, et nous généraliserons en-
suite notre analyse.

Dans le seconde volume du Journal de Mathématiques de Mr.
Crelle, Mr. Jacobi a énoncé sans démonstration le théoréme suivant.

ssSoit # un nombre premier de la forme 6p--1, on sait que I'é-
sy quation 4n==a*+ 275 aura une seule solution en nombres entiers po-
ysitifs. Maintenant je dis qu'on aura toujours

_ 4p(dp—U....2p—1) .,
o= 1.2.3....2p (m °d‘6p+1)

Pour démontrer ce théoréme nous rappelerons que nous avons dé-
montré dans le Mémoire sur la théorie des nombres, que si Pon exprime
par N, le nombre des solutions entiéres, positives et moindres que n de
la congruence x*+y*41=0 (mod. n), on aura toujours N, =n+a—2

. Bb 2

' x=n
termination de = (oos
=0
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(ot il faut prendre le signe + ou le signe — selon que & est de la forme
3¢g+1oudela forme 3¢ —1). Maintenant si on exprime toujours (comme
nous Pavons fait dans le Mémoire Gité) par @, Gy O3y ceee Guy oo s Onp
les 2p résidus cubiques de 7 et par byy bay vove byyovee baps €19 €2y ovee
€y o+ ~s Crpy les deux séries qui camprenuent les non ~résidus oubiques de
n, et si lon represente successivement par M,, M,, M, le nombre des
solutions des congruences x"-+1=a, (mod.7); y"41=5, (mod.n);
2+1=rc, (mod.n); il est clair d’abord qu'on pourra ohanger respective-
ment a,, b,, et ¢,, en —@ay, —b,, —¢,, sans que M,, M,, M;, chan-
gent de valeur, et si on conserve aux lettres 4, B, C, les valeurs que
nous leur avons déji attribuées, on aura

nM, = n*4 4> (14+34)+ B (1+3B)+ € (1+3C):

nM, = n*+4AB(1+34)+BC(1+3B)+CA(1430);

nM, = n*+4C(1+34)+BA(1+43B)+ CB(1430).
A présent il est clair que si v =r est une racine de la congruence du se-
y—1__

sond degré —— = 0 (mod. n), on aura toujours
(a)r=1 (mod.n); (b)P=r (mod.n); (c.)? =r* (mod. n);.
et par suite
T = 1 @ = Mk Mt P, (ol o).

Mais nous avons démontré dans le méme Mémoire que s étant un

nombre premier, on a ”g (z') = —1 (mod.s); (lorsque =0 (mod. s—1))

=9 -
tandis que 2‘ (') =0 (mod. s), lorsque la congruence £=0 (mod. s—1),

'est pas resoluble. Et comme en développant (x*+41), on ne trouve
que trois exposans (12p, 6p, et 0) qui soient divisibles par »—1, on
20(.1.-’+1)‘P= 14 Ei(x’-l-i)"’

4p(4p—1)....(2 1
— M, r My 1 My = —2— 2B ';_2'1;"_.;;’"‘ ) (mod. n).

Si on élimine les quantités 4, B, C et r alaide de la congruence r—1=0
(mod. n), et des équations connues
1+A+B+C=0; 2r=A(1434)+B(14+3B)+C(1+30);
uN,=n*+ A(1+ 3 47+ B(1+3B)*+ C(1+3C)%;
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on trouvera o . 0 .
Ny42== f’ﬁ{’af:::épﬁ ) (mod. 6p+1)
et par suite othoi "y )
ta = =2PLET BPED (mod. 65+ 1),

" on il faudra prendre le signe 4 lorsque a=3¢-}1, et le signe — lors~
que a=3¢—1. On peut appliquer les mémes principes & la démonstra-
tion du théoréme suivant dii & M. Gauss:

ssLiorsque n==8m 41 est un nombre premier, I'équation a>416 b*=n
»D'a qu'ne seule solution entiére et positive. Maintenent je dis qu'on aura

sy toujours fom hmt) 0 .
Ol BntD) (mod, 8m 1)

En effet en conservant les notations du mémoire plusieurs fois cité,
et si Yon appele respectivement M,, M,, M;, M,, le nombre des solu-
tions entiéres, positives et moindres que 2 des congruences '

*41=aq, (mod. n); y*'+41=4, (mod.n); 2z*+41=c, (mod.r);
r*4-1 =d, (mod. n);
v —1
y—1

+2a =

et par r une racine de la oongruence =0 (mod. n), on aura

"§:(x‘+1)*-' = 1+“§:(x4+1)- = M,+rMy—M,—r M, (mod. n).

Mais les quantités M,, M,, M,, M,, peuvent s’exprimer en fonction de
4, B, C, D, r comme nous venons de le voir, pour le troisiéme degré.
Et comme les quantités 4, B, C, D, r, peuvent étre éliminées & l'aide de
la congruence r*—1=0 (mod. ) et des équations
A+B=—{t3vn; C+D=—}F §v/n;
4n=n+A4(1+44)+B(1+4B)+C(1+40C)+D(1+4D);

aN, = '+ A(1+4 AP B(1+ 4B+ C(1+ 4 Gy D(1+ 4Dy
et que Fon &
14 = (M)t =0t MMM, (mod. )
on obtiendra enfin aprés Pélimination,

Ny—n43__ o _ dm(dm—1)....2m41
__3’1=i2“= = r.z.a)....z(mm+) (mod. 7).

On peut appliquer les mémes principes aux congruences des degrés
supérieurs. En effet, si 'on exprime respeetivement par M,, M,, ....M,,
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le nombre des solutions (entiéres, positives et moindres que ») des con-

ces

z*+1=a, (mod. ap+1); y°+1=0>0 (mod.ap+1); «ccecs

" eees V*1=h, (mod.cp41);

(dans lesquelles »=ap -1 est un nombre premier) et si l’on sépare la
partie réelle de la partie imaginaire dans les valeurs de 4, B, C, etc. en
posant

A=p+qvy—1; B=p,+pv—1; C=p;4gy—1 etc,
on aura’

nM, = n*+ (pt0 V=) (pr—.V —1)(1+e(pt9v—1))
+ (Pt 9V —1)(ps—9: V" —1) (1+-a(p,+9./—1)) + eto.

...'......'.....etc.

Maintenant pour les congruences du degré a, outre lintégrale

s=ap+1 s=ap+1 .

= (=°41)*, on devra aussi considérer les intégrales 2 (z*F-1)'r;
u=0

2 (z’+2)", et ainsi de suite. Ou bien les mtégrales

et T TR ety
x=0 u=0 y=0

=Y 1); et
zZ = ( +y*+2+1); etc.
et comme toutes ces intégrales se réduisent, d’'un odté A étre congrues
(selon le module 7) & des coéfficiens du développement du polynome, et
que d'un autre cdté on peut les rendre congrues (selon le méme module 7)
& des expressions de cette forme F (M‘, M,, M,+r) (en indiquant par

r une racine de la congruence g — =0 (mod. n), on exprimera toutes

ces intégrales de deux maniéres par v,, pyy 915 P2y 925 P3s 955 €tc., ot
par les coefficiens du développement du polynome. Mais si I'on élimine
toutes ces quantités i l'aide de la congruence r*—1 =0 (mod. 7) et des

équations
14+ 44B.....4+R = 0,
aN, =n+4+A(14aA)+B(1+aB)....4+R(14-aR),
alN, = n’4A(14-a A4 B(1+aeB)... + R(14aR),
ce e eses e e e s e €O,

qui se décomposent chacune en deux & Faide des équations
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Ad=p+gvV—1; B = pdqay—1; C= p+t¢v—1, eto.
on aura alors autant d’équations qu’il en faut pour éliminer toutes oces
quantités, et il ne restera que les quantités V,, V;, etc. qui seront tou-
tes données par des congruences de la forme
N,=B (mod. n); N,=y (mod.n); N;=P (mod. n),
et ainsi de suite,

Les quentités B, v, P, etc. étant toutes connues, on déterminera
par la V,, IV,, IV, ete. & FPaide de ces congruences, et les coefficiens
des ‘équations auxiliaires s’en déduiront sans difficulté.

Quoique ce Mémoire ne soit destiné qu’a la recherche de Ia valeur
de quelques intégrales définies aux différences, qui dépendent d’équations
déterminées ou indéterminées, et que nous ayons lintention de reprendre
ce sujet plus généralement dans une autre occasion, cependant nous ne
terminerons pas ce Mémoire sans indiquer quelques formules assez géné-
rales propres & déterminer les valeurs des intégrales définies aux diffé-
rences, et nous reserverons les détails et les développemens pour un tra-
vail spécial.

On sait que tant que w<%, on a

ix = sinx—sin2x+4 sin3x —§sindx 4 ete.
et par suite
| X% — sings — §sin 32T 4 2ain 32T — 24in 22" 4 oto,
et cette équation sera vraie en donnant & u toutes les valeurs 1, 2, 3, ¢4+
Y n—1.
D'od Fon déduira

um us 2u *=" . 3Bun =" . dun
gn—zsm——gz SIIIT-'-%’E)BID-—"-—%‘E’M-—”
| 15" . pusm
e ¢ 06 ¢ & o 0 0 0 08 0 0 oi—p‘“zlsln 2'. -I-QtO.
Maintenant il faut remarquer d’abord que lorsque p=2sn, on
aura toujours .ZosinQ;““—O, puis on aura toujours
! pu pR
: iu;nsmm _ -!-‘ --*(!03(—2—".—--x )ﬂ-l-eos _ A'
Puo 27 P 2snn(£-)
. n
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Et comme le dénominateur de 4 ne devient zéro que lorsque p=2su; et
.que dans ce cas 4=0, on fera abstraction de ce eas.

A présent p=4m, donne A=0; p=4m+42, donne A=
1 t"—, pe=4m+1 donneA——ooth —1—;p=4m—1, donne
P

2

A= 2—€-'-oot'"'-|--2 >t d’ou enfin on tire "

"'2&1:?' = _?(4 1+2) (4p;|-2) "'P:;z(‘i 1+ﬁ oot B
+’°°°W+ = T P P=T‘2—(4:-+33
=—2 (4p1+2)°°‘(4p4t2)"+ 2(2;-1-1) Cetl.

N Wb )

La théoréme de Parseval peut se réduire aux intégrales définies
aux différences chaquefois que les deux séries sur lesquelles on opére sont
ocomposées d'un nombre fini de termes. En effet soient données les
deux series ‘

e+t oaxtax.... a0 = @(x),
bt + 22+ = Fgé),

On sait que 4 =E(oo32°:“+ vV—1 ainm;’;”) = 0, tant que
cep; et que lorsque c=0 on a 4=p; si Pon substitue donc
cos 2Z ”+|/‘ lsm pour x dans les produits ¢(.z-)F(—) on aura
des termes de la formo a(,b(,-l-a,bl «oe. == etc. puis des termes de la forme
a(cos”“-[—f 1 sin 22" , et enfin des termes de la forme:

~ 2% . 2ym\*
e(oowphw—m—,,ﬂ) ;
et si 'on fait p=n-+m--1 il est clair que ¢ sera toujours moindre que

m--n-1; et parsuvite en prenant lintégrale finie dans les deux mem-
bres depuis y = 0, jusqua y = n<m -1, on aura
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by + a, b, + a, 8, etc.
_ 1 y=nim+t 2y % . 2ym
=g 2, Pty -ty
2yn 2ym
XF(mn-i-m-l-I V— lsmn+m-i-l)
On pourrait donner & ce théoréme la méme forme quau théoréme de
Parceval en écrivent :
aybo+a,b, 4 a, 6,4 etc,
1 y=n+m+1 {(P(

— —_ 2ym
= 2(nfmt1)

n+m+1+f 18lnn+ m--1
xF(""'m"‘f-““'im+1)‘
+‘P(°°',.+,,..Fi—f 1‘“‘,.4. +1) F( -|-m-|-1 + v —1sin TF‘)}
Il résulte de 13 ce théoréme (qui est vrai méme lorsque les fono-

tions Q(x) et F(—}) sont composées d’'un nombre infiai de termes) ,,que
s lon a toujours, quelle que soit la valeur de n,

w2, 0(o0n 227 + v —1sin22). F (oon 2% —y —15i02L7)
= z'p(oos-%g—f—-hin—{—“).lf(oosg—':f-l-{'—l sin 227) »
1l est clair que dans lanalyse préoédente on pourreit arriver 3 la
Limite par rapport & z et 7 et quen passant des différences aux diﬁ'é-
rentielles on obtiendra le théoréme de Parseval. En effet faisant r
=E; n+m+1—-——, ye=u; y=— les limites y=0, y=n-}-m--1

denennent -;—0, =nt+m+t1= —, et passant des différences aux
différentielles on aura ¢ =du, et partant

aobo+a,b,+b,b,+eto.=;;/:h [@(cosu-y"—1sinu). F{cosu —y —1sinu)
+ @ (cosus —y —1sinu).F(cosu -4y —1sinu)]d u.

On pourreit de méme par ces formules trouver des expressions

analogues au théoréme de Fourier, exprimées seulement en intégrales

aux différences. En effet étant données les deux séries
Ce



—_— 202 -

O+y) = Q)+ i 4 RLED 4 oo,

it
1— 1 F
'—E, = 1+;.t'+;,—.+ eto.
Ty

que Pon suppose toutes deux ocomposées d’un nombre » fini de termes,
on aura par la formule que nous avons trouvée précédemment

2yn \*H
1 y=g..|.11-t"""(oos2 _':i—V' 1sin 5~ ’:'_'

¢(¢+t)"'—_‘:i
2 r=0 1—t(cos2 Fi —_V = 1"022}-':1

X @+ 008 225 + v —16ing L

ot pnl' suite (en faisant »=0)

=2y(x41)
1 r=2+1 [1—1&1, -zn+|l "'/"] 2yny/ =1

O=m 5 | LEE Jol )
—te 221

Si dans cette expression on fait 7 =oc et que l'on passe des dif-
férences aux différentielles, on trouvera la formule

_ 1 fre@-)du
P@) = 5;/: 2—7—1_“,‘ ary
que nous avions déjd donnée dans le Tome XXVIIL. des Meémoires de
- T Académie de Turin.
Enfin il est clair qu'on aura aussi l’équation

o=y T Tl S P (B,

qui se pretera facilement aux applications.
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MEMOIRE

SUR L’INTEGI}ATION DES EQUATIONS LINEAIRES AUX
DIFFERENCES DE TOUS LES ORDRES.
Lo & I'Académie Royale des sciences de Paris le 28. Oetobre 1833.

Introduction.

I existe en analyse plusieurs questions qu’on sait résoudre seulement dans
les cas particuliers, mais dont on ne connait pas la résolution générale.

Je me propose de prouver, dans une autre oocasion, que 'on posséde tous

les élémens néoessaires pour écrire en analyse les opérations particuliéres

quon sait effectuer, et pour en déduire dans tous les cas la formule gé-.
nérale cherchée. Mais dans le mémoire que jai 'honneur de présenmter

eujourd’hui & FAcadémie, je m’occupe seulement d’'une question spéciale

du genre de celles que je viens d'indiquer: c'est-d-dire de Pintégration

des équations linéaires aux différences de tous les ordres.

On sait que dans toute équation aux différences, si lon donne une
valeur déterminée & la variable, on pourra toujours trouver l'expression
de Vinconnue & Plaide d'éliminations sucoessives. Integrer Péquation pro-
posée n’est autre chose que trouver le résultat d'un nombre indéfini d’éli-
minations. Non seulement ce probléme mw’a pas été résolu daus toute sa
généralité, mais méme dans les équations quwon appelle linaires, on ne
sait résoudre complétement que celle du premier ordre, dont Fintégrale a
été donnée par Lagrange. L'intégration des équations linéaires aux
différences est une question d’autant plus importante, qu'elle se présente
lorsquon cherche I'expression en série de I'intégrale des équations diffé-
rentielles linéaires, équations qui se rencontrent sans cesse dans les appli-
_ cations de lanalyse au caloul des phenoménes naturels.

En 1827 jai publié un mémoire sur quelques formules générales
d’analyse, dans lequel je suis parvenu d exprimer le terme général du dé-
veloppement du polynome, sans passer par les termes précédens, comme
on Favait fait jusqu'alors. Pour arriver a cette formule jai di intégrer une
équation linépire aux différences d'ordre indéfini. Maintenant pour trou-
ver lintégrale d’'une équation linaire aux différences d’un ordre déterminé

Cc 2
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quelconque, jai taohé de la réduire i une autre équation d’ordre indéfini -

du genre de celles que j'avais intégrées dans le mémoire cité. A oet effet

jai supposé que I'équation proposée était d’ordre indéfini, et puis yai mul- -

plié chacun de ses termes par une fonotion discontinue telle qu'elle devint
zéro pour tous les termes ajoutés & Péquation proposée, et quelle fut
égale & I'umité pour tous les termes compris dans cette équation. De cette
maniére ayant ramené léquation proposée d une autre équation que ja-
vais déji intégrée, je mai eu qud effectuer les substitutions pour avoir
lintégrale cherchée. Dans ce mémoire je donne Vintégrale de I'équation

lindaire aux différences du second ordre & coefficiens variables. Par une

analyse absolument semblable, on intégrerait toutes les équations linéaires
aux différences des ordres supérieurs.

‘ Les fonotions discontinues que j’ai choisies pour facteurs, sont d'une
grande simplicité. Je les ai employées pour la premiére fois dans un mé-
moire qui a paru récemment dans le Journal de Math. de Mr. Crelle.
On pourrait se servir également des autres fonctions disoontinues déji con=
nues, et on résoudrait également le probléme,

Analyse
Etant proposée I'équation aux différences d'ordre indéfini
Vo = Pro( @) Yot Prgs (£) 1 Py (T0) 7y Prces (€)Y s F Bt () g 0 <«
cor et G (@) yx—at P, (1) Vx5
si Pon y substitue successivement les valeurs de y», ys, ¥4, etc., déduites
des mémes équations, on aura la série
Yxo = 'pxo' (wo) Yo + Pxg— (.‘L‘o)y 1
+ @2 (x,) {9, Dy, + 9. (D7}
+ Px—3(2) {25 3) 7, + 2. 3)7, + 9,3) [, D)7+ 9. (D1.]}
+ (w)g¢4(4)yo+'r ®7,+ 2.8 {9, 7,+¢, ()7}
Pt - 9, (@) {7, 37, + 9,37, 3 [0 7.+ 9.@)7 ]}
P5(5)7,+ 9. (5) 7, + 95 (5) (9. @7+, (2)7,)
+ 2,(5) {95 3)7,9.3)7, + 9. 3) [#, D)y, + 9, (D) 7,1}
+ox <€) 10,6 [2:® 7+ 9@y, + 2. D (2. D7, +9. ()
+9,® {2,3) 7+ 2.3)7,+9.3) [?.(2)r,+¢,(2)r.]}]
e o o o 0 o o o o o FPeu(T)Au o ¢ o o o oo ..
+ @ (22;) {Pro—a (x,— 2)yo+¢x.,-a (x,~2)y,+ etc}
+ 9. (20) {Pros (@—1) Yo F Prga (2g—1)7, - ete.}
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dans laquelle la loi des termes est manifeste, ocar le terme 4, se forme
en changeant x, en u dams tous les termes préoédens.

- A présent si on partage cette série en autant de séries particlles
quil y a de facteurs, ou, ce qui revient au méme, si Fon groupe suo-
cessivement tous les termes composés d’un seul, ou de deux, ou de trois
facteurs, et ainsi de suite (en ne considérant généralement @, () y,+ @, (u)y,
que comme un seul facteur) on aura I'équation .

( Bl r @x° (1‘.,)}’ o+ Px—r (xo)y 1
4B, |+ 9xa (x) (9,27, 9, D)7.) F 9x—3(2,) (2, 3)y,+9,(3)7,)
g R ZECATCRCOTA TN 0T R
‘ ceeet o, (x) (Pxo—2(€,—2) 7+ Px—3 (2, ~2)y, )
¥xo =3B =1 03 (=) {0,(3) (2. (27,4 9, (2)7)}
+ x4 @) {9, (9. 27, 9.2)7.)+ 2. B (9: B) 7+ 2. B)7,)} -
by (®) : Pxa(,—2) (9,27, + 9.(2)7,) *
s + pxs (3'0"2) (‘P: ®)r.+ 9.(3) x) sseot-etc.

l+ etc. L+ etc,
dans laquelle on a indiqué par B,, B,, B, etc. les séries composées d'un
seul, de deux, de trois facteurs eto.

Maintenant la série B, a pour terme général
o P, (T) (P, (%) Yo F 92,1 (2,)7,)
(pourvu que I'on domne sucoessivement d x, toutes les valeurs 2, 3, 4, ...
«vs £,—1) et partant on aura

B. — ”lgw.lpxo—ar; (a"o) (?*; (-'”;)J' o+ Px;— (w;)y 1)0

%, =3
De méme la série B; a pour terme général
Py () Py~ (2,) (P (7)Y F P () ,)
ou Pon doit faire successivement
z=345....0,—1, ]
n=2%34%4.... 2, =1
d’ou 'on déduira :
=0 q=—1 =00,

Bi== 2 2 Pxx (%) @ximxg () (92 (2) 7, 0 () 7,)e

x,e==3 wy=2
Il est évident quen oontinuant de la méme maniére on obtiendra en

général
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B, =g X3=0; . ' ”“,lau_l
= z 2 LRCIE R 2 ¢x°-—x, (xo) ¢8‘-8" ("“';) ¢.¥‘—x. (33) LI Y
0, =8 X,TE—1 L Y | '

' e oo (Prun @D Yot Pxy = ( o
Et si Ion fait pour abréger, ( 7)

=s oo, =, .
X, =%, X=X x, =% = log =
1 0 *3 13 U-3 U8 =1 o -_—._‘...;
2 2 c o0 e 2 — ¢
%,=58 00, =u=—1 o, =3
on aura aussi
== % =%52
Slog =
B, = e =i Py, (%) Prmry (&) 001 ((ZONC RN AL TN C AN A |
=n 00,==%, | .
Zlog 2
=" FoTu—it1 (Pxus (®x=1) Yot Py s (Tum)y ) [Prug=run (""'H)]Hc
Et enfin

Yxo = B,+B,+B,.... -I-B,;_,
Px, ('ro)yo+q’;"o-' (xo) b

m=u i PR
= a==x, = log =
+ e =1 x,=u—s+1 (q;x‘“ (zu-)y, o+ Pxyr-1 (Tu-1)y, x) [q’xu-r"u-l (‘r"' ')]H’

u=3
L'analyse précédente n’est qu'une répétition de celle qui nous avait
. déj& servi & trouver le développement du polynome (Mémoires de math.
et de phys. Tom. I, pag. 3—6). Nous allons voir maintenant comment
elle peut s'appliquer & lintégration de Féquation linéaire aux différences
du second ordre.

Soit proposée I'équation linéaire du second ordre

Yo =Y. tb.yut G,

dans laquelle a., b, c., sont des fonctions de z. On sait quon peut
.toujours la réduire & ume autre équation linéaire aussi et du second orre,
qui ne contiendra de terme en z seulement. Supposons q ue cettnou-
velle équation soit de la forme

Y. z, = -/;('to) Y. Xg=1 +f! (xo)y cots)
si lon fait en général
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on aura toujours
ot .

Q.(x,) = 0, (lorsque u>2)

Pu(x;) = 1, (lorsque u <3)
On aura donc identiquement
Yxo =fz(wo)7 To—3 +j; (xo)y Xo—2 '

X PXCATA T PRNCALR S PP CALARIIL T NCALCIST TACALAPR
et comme oette équation, d’aprés ce que nous. avons déjd vu, a pour
intégrale

ey == g (2)7, F Pxm1 (%),

=3 %5250,y
=, Zlog =
Z e = ”‘=.-‘+ ' (¢"'u-z (-Tu—l)}' o + Pxyy—1 (-Tu-x)y 1) [%"u-r\‘ u-3 (IM)]H

on aura enfin, en substituant en général la valeur de

_fp(x,)
@ (x) =
p (%) 1+0’__P

— j;'o (wo)yo fxo—3 (xo)yx
Xo — ] 1 .
14027 % 14077

== 0,7=%,.4
=1 =
"=X0 = ogw.sn—c-l-l fx,,,. (-‘l'u—x)}'o fx,,,, (:c,,..,)y‘) [fxu,.-xu,. (i) T

+ Ze : :
1407 %1 44 0F ua™
et oette formule donnera lintégrale de I'équation linéaire du second ordre
= f (xo))'x.—l + 1. (xo)yxo—l’
en obcervant que la séne des fonctions
L@y fi(@)y oo oo fi(x), ete

est tout & fait arbitraire, pourva que f, et f, correspondent aux valeurs
qui se déduisent de P'équation proposée et que parmi les autres fonctions
f3(20)y fa(%o)s oto. il 0’y en ait aucune qui devienne infinie.

Pour transformer l'équation du second ordre, en une équation

, mais on

t4 0* X g FXyy

d’ordre indéfini, nous avons multiplié par le facteur n
14027

pourra se servir de toute autre fonction discontinue (u) telle qu'on ait

Y(u) =0, lorsque u>2, et Y (u)=1, loraque <2 (s étant un nom-

hre entier positif quelconque).

[ ]
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Il est clair que par la méme méthode on parviendrait & intégrer
toutes les équations linbaires aux différences des degrés supérieurs. Seu-
lement si Ion voulait, par exemple, intégrer I'équation du troisiéme ordre

Yxo = FACH Yxo—m +fs (%) ¥ xo—a +f (=) Yxo=3»
aprés lavoir transformée comme ci-dessus dans 'équation d’ordre indéfini
Y xo =¢x.(""o))'o + Pror (%) ¥, +¢xo-4(‘” )Yt Pues (%) Ys- o + Pu(xo) Yxo—

il ne faudra commenocer la substitution que par y;; en laissant y., ., ¥.,
qui seront les trois constantes arbitraires de Pintégrale.
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géottres . . . . . .

“dg .
ﬁ - tingw, . . .

pourtant . . . . . .
e(atd)e,(a+d)
2

pourtant . . . . . .

lset 19 . . . . . L3 . L]

-2 L.,

théoréme exclusif et assez curieux
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(m 469y Fm? / °

.
g,
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(58.) soit moindre que §3 . . . . .
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JS(ry); et comme en général £ est

nait. . . . ..
réduire . . . .
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éliminant yo . . . . . .
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Corrections.
.appréciables
1a
Nous avons
+cdde

iZ_sdz
T +02Z) e o g,

-E; cosos ]/(7 +2 u’)

e

gbéométres

S s

partout
p@+b)+o:(atd)
2

partout
dans ces d il faut ch
( eontO;: e:ux’ }i)gnu changer par-
+ 2002
théoréme assez curienx
n +643%)> —2m?))\3
(m +64¢%)° +-m?)
(wdz'e?;:ce l;;.sngnec‘ changés) soit moin-

—176x*>0;

178
33
o (-:2)
= ay (l - i% + etc;)
‘ﬂﬁ y
F. Arago
est
16 r¢ (L—rH?
e
faire z=m, et par conséquent z = ¢ (2),

E=rg

. proposée; en cherchaat
est .

II(ry); et comme IT exprime généralement
n'a

rendre

o(r, S3dx)

éliminant v

Parseval
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