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14.

Mémoire sur la théorie des nombres.
(Suite du mémoire No. 3. dans le cabier précédent.)
(Par Mr. G. Libri de Florence.)

Soit proposé, par exemple, de trouver le nombre IV des solutions entié-
res posntwes et moindres que ¢, de la eongruence

ex-+ b =0 (modec),
la formule (24.) se changera, dans ce cas, dans la suivante

26, %§2(1+0052(ax+b)—25....+ c0s2u (r+5) % o0 o c082(c—1 )0 +5) Z)

qui exprimera le nombre IV cherché.
Si I'on considére le terme général de cette série, on aura Péquation
" sin2u(b+ac-——;—)i:--—sin2u(b—-g-,~)i:-
os?u(ax-{-b)—o—: . ’

1 %
c . uaf
2csin

ElMu

dans le second membre de laquelle le numérateur est toujours zéro, mais
dont le dénominateur ne peut se réduire & zéro, que lorsque a et ¢ ont
un diviseur commun plus grand que l'unité, puisque # est toujours plus
petit que ¢. 1l résulte de 1& que si @ et ¢ sont premiers entre eux, tous
les termes de la série (26.) s’évanouissent, excepté le premier dont la va~
leur se réduit a :
oo = c
€ x—p c
Mais si o et ¢ ont un facteur commun g, on supposera e= mg;
c=ng; et en fansant u=n, on obtiendra :

o - _aym _a\=m
—,g cosQn(aw+b)_ _ s 2n(b+ae ) sm2n(b )

namw
208]!1-*5-" )

sin2 (b+ang-—--§—)? "‘5102(17_.__) 5

so—
— (8] it
va

" 2ngsin g_a_ 3 .

Cette ' exjire¥sion ' sé réduit’ &' ¢, -en 'vertu -de Phypothéae az=mg. On

devra donc différenties le numérateur et 18- dénotiinateur pae rapport 4 «,

pour avoir-iine valeur déterminée, et Yon trouvera aprds-les rédctions:
Crelle's Journal d. M. B IX. Hft. 2. 22
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sm2(b+ang——-—')-——-—sm2(b~—-—-) 28
=2

amn
2ngsin 2>
§ &

Si au lieu de prendre u == 7, on fait en général u =en, e étant un nom-

bre entier quelconque on trouve

2ebnm
5

—Z cosen(a.r+b)—— == cos

xX=0
et comme le nombre 2 est compris g2—1 fois dans ¢—1, on pourra faire
successivement e =0, 1, 2, 3,.... g—1; et la valeur de Pintégrale (26.)
sera exprimée (dans le cas actuel ou I'en suppose que @ et ¢ ont un com-

mun diviseur g) par la série
4bn 20—1)bn b n

1+cos——+c -—-....+OOS z —

dont la somme
, . b\ . bn

51]12(1)-—‘;2—-—)%-'—5"1? -

i 251n1—7£
g

a pour valeur g, lorsque —g— est un nombre entier, et qui se réduit & zéro
dans le cas contraire.
De Id résulte
Que la congruence e¢x b= 0 (mod. ¢), a toujours une solution
entiére et plus petite que ¢, lorsque ¢ et ¢ n'ont d’autres diviseurs com-

muns que lunité.
2°. Que si a et ¢ ont un commun diviseur g différent de l'unité, qui
ne divise point 5, cette congruence n’admet aucune solution entiére,

3°. Qu'enfin si —:— est un nombre entier, on trouvera pour x un nom-
bre g de valeurs entiéres plus petites que ¢, qui satisfont i la congruence
proposée. ‘ : ‘ :
Maintenant si l'on fait ¢ =ax 4 b, et 71 =¢, dans l’mtevrale (25.)
on trouvera que la formule

27, Zx(l-l-cos?(aw-}-b)——....+cosQu(ax-!-b)——....-I-cos?(c—-l)(ax-l-b) ),

satisﬁmtv x) Ia congruence,p‘q:-i-,b:vg. (mod.;,q), lorgqu elle, “estw .ré,soluble,
et que lorsquelle ne lest pas, cette intégrale se réduit & zéro. ; :
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Nous avons démontré que si a et ¢ ont un factear commun diffé~
rent de l'unité, et qui ne divise pas 4, la congruence ax -5 =0 (mod. c)
n'admet aucune solution entiére; et comme, si ce facteur commun divise
aussi 4, on peut toujours le supprimer, il sera permis, dans ce cas, de
supposer que @ et ¢ sont premiers entre eux; et alors on sera assuré
quil existe toujours une valeur entiére de x, comprise entre zéro et c,
qui satisfait & la congruence proposée; mais comme il n'existe qu'une seule
de ces valeurs, comprise entre les limites que nous venons d'indiquer, la
formule (27.), qui exprime la somme des racines de la congruence

ex-+b =0 (mod.c), .

aura pour valeur la plus petite de ces racines entiéres et positives.

Actuellement pour trouver cette valeur de x, on consnderera le
terme général de l'intégrale (27.), et on aura

{ (c—1) sin 2u (b+ca_. _.) +sin2u ( _5) "?l

2¢ sin—

13
c

ﬁMn

cos2u(ax+b)l =
¢ < cosQu(oa+b——a %—cos2u(b—a)i:-

. uam\?
c(2sm )
c \

on il faudra faire successivement  =1,2, 3,..., ¢—1; et ajouter au ré-
sultat le premier terme de la série (27.), qui est

+

-

15, —cle—1) __ c—1
?,cz:o 2¢ T 27

Puisque a et ¢ sont premiers entre eux, et que u est plus petit
[ L4 . . n * 13
que ¢, il s'en suit que le dénominateur 2¢ sm—'%— ne pourra jamais s'éva=

nouir; on obtiendra par ‘conséquent, en fajsant les réductions nécessaires:
(c—1)sin2u (ac+b-—-: ,E_) z + sinu (bA— —9—) i:- cos2u (ac + b—a) l:— — 03 2u(b—a) %

2
“:ﬂ’ - + Vc(Qsin u:y'z)"‘

2c¢sin

sin2u(b—-%)-££.

uamn

——

2 sin
et partant:

22 %
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1 xr=c

8 Iz (14 c0s2(a8) = wess + 0082 (ar42) Z vuvs + 0082 (e=1) (0 ) 2

sin2 (b —2) 2 sing( -z

c—1 2
+ + < XEEEEEREXE
2 2sin££ 2sin2an ) )
= v c
sin2u(b———'21)f— sin2(c—-1)(b—--%)~§-
. c
+ 2Sinuan ."'.+

2sin(e—1) 22

. a P
J— c—1 +1u§c51n2u(b——.§)?
2 2

U=3

. uam ¢

sin
c

Cette formule trés-simple donne pour « la plus petite valeur de x
qui satisfasse a la congruence ax -5 =0 (mod.c), en nombres entiers
et positifs: mais toutes les valeurs entiéres de x sont données par I'équation

_.sin2u(6—2) 2
et g emetin2u(6—F) 2
2. s= iy IE 2o,

sin

dans laquelle z est un nombre entier quelconque.

Il faut observer ici que la congruence
ax -+ b =0 (modc),
équivaut & I'équation du premier degré & deux inconnues
' ex-kb=cy;
et que la formule (29.) donnera toutes les valeurs de x qui résolvent cette
équation. )
Soit proposé, par exemple, de résoudre en nombres entiers P'équa-
tion 3x41=4y; en la comparant & D'équation générale ¢x-c=cy,
on aura a=3, b=1, c=4; et par conséquent

C . 3\ # .
4—1 1u§4sm2u(l-—-2—)—4- 3 g u=s snn%—’E
) +'2‘,‘=l s'n3Z” —?""m,sinsun’
c'est a dire ¥
sin—- singf sin-s—’-t “
LB TE T Y s 1.1 1
) 3n . 6m o9z — 2 2 2~?—1'

2sin—4—- 2sm—4— 2sin—4—-
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et toutes les valeurs de x, qui résolvent I'équation 3x+4-1=4y, seront
données par l'équation x =1-43z, comme on le sait d’ailleurs.

La valeur de « peut en général se calculer & laide des tables
trigonométriques. Il est vrai que par ce moyen on n'obtiendra, le plus
souvent, que des valeurs fractionnaires approchées, mais comme par sup-
position x ne peut avoir que des valeurs entiéres, on en trouvera la va-
leur exacte en substituant & cette valeur approchée, le nombre entier le
plus voisin.

On peut observer que puisqu’on a

. um . 2bun aumn ~2bunm . aum
sin (26—-a) sin——— €08 — — cos—— sin
« aAUT = - « QAU
sin — sin
c : )
o« 2bun aumn Qbur
= sin t——-—co 3

et que dailleurs

w=¢ 2bun
Z cos
u=t

= —1;
on pourra écrire

=1 = +3 "E sin 26:? cot‘i%-’f+,—;- (c+:§f sin%“” c tw),
et cette expresslon servira, aussi bien que la précédente, i résoudre la
congruence proposée,

1l serait ais¢ d’appliquer ces principes aux conguences du premier
degré & plusicurs inconnues: mais nous allons passer de préférence aux
congruences du second degré: et & cet effet nous rappellerons quelques
proprxetés élémentaires des résidus quadratiques, que nons pourrions dé-
duire de nos formules générales, mais dont nous omettons les démonstra-
tion & cause de leur simplicité.

1°. Si 2 est un nombre premxer, en élevant successivement au carré
tous les nombres 1,2, 3 .... n—1; et divisant chaque carré par 7, on

aura - ! restes différens (que M. Gauss a nommés résidus quadratiques

de 7) répetes chacum deux foxs. et il restera, dams la série des nombres

inférieurs a 7, un nombre > -—2—- de none-résidus quadratiques.

2°, Si lon fait n==2p--1, et que l'on représente par
0‘, a,, as’ ¢ce 00 au, ¢cor e Op,

les p résidus quadratiques de n, et par
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b" bg, bg, seee bu, soee b

P>
les p non-résidus quadratiques, on aura les équations

xZr o 22%n wgh 2mm Z. 22%m Lt . 2a,7
Z cos =2 ¥ cos=2T; ¥ sin = 2 sin ——;
x=1 n u= =3 u=1 n

u=pt Rayn = 2a,7 o« 20,70 = . 29,

X (cos——'-« bu )—- ¥ cos 2L 7 (m i sm———'i——)-_- T sin=?%,
w=1 n u=1 n

y=1
3°. En mult:phaut successlvement un résidu quadratique quelconque

@,, par tous les autres, on aura la série
a,0,, @,0, 0,05y cc0e G,0,,
qui fournira de nouveau, en divisant tous ses termes par 2, p restes dif-
férens, qui seront tous les résidus quadratiques de 2 disposés dans un

ordre quelconque; d'ou Pon déduira
q q

x==n 3 u=p+1 9 u=p4t 2
z cos&'L =2 X cos-2%T—9 ¥ cos=Z
30 x=3 n u=1 n u=1t
’ x=n D) uz=ptr P u=ptr | 9, x
L a2 T 2= "F ainl%%t 9"y sm—i’:——.

X=3 u=3 u=1
4°, En multipliant le résidu quadratique @,, successivement par tous
les non-résidus quadratiques
bl, bg’ ba, L ] bu, ssse bp’
on aura de nouveau, aprés avoir divisé tous les produits par n, p restes
différens, qui seront tous les non-résidus quadratiques de 7, et on trouvera
u=P+l b
E- co8 2ar bu ' z cos 2 ﬂ;
31 U=y :u:: n
tojumtt . 24,bm _ YV . 2b,n
z sm-—-—--2a’ o= X sin—*-,
u=s Lu=g’
5°, En multipliant le non-résidu quadrahque b,, successivement par
tous les résidus quadratiques
, Qyg Aoy U39 cass Cuy nerne Opy
et divisant tous les produits par n, on aura pour restes tous les non-ré-
sidus quadratiques; et par conséquent on obtiendra
“"’g‘ b, aum "’{‘H‘ “92b, n

€O§ ——— = cos ;
32 u=s n u=1 oon
3 u‘-:'-p'i"l 2 b a u=p+l . - 2 b 4
T sin=2r % =% sin=2Z,
u=j n =3 n

6. Enfin en multipliant successivement un non~résidu quadratique
quelconque &,, par tous les non - résidus quadratiques
bl, bg’ b;, Coou’bu, L bP’
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on aura pour restes, aprés avoir divisé chaque produit par 7, tous les ré-

sidus quadratiques, et pariant on trouvera
vph  9p, bu + 2g,
T ="% cos ';”

2z oS ————

u=1 uzz

u=p41 b, u=p+1 . »
= n2——-——-—b"”— Z s 20,7

u=1 u=t
Maintenant si I'on représente par IV le nombre des solutions en-
tiéres et moindres que 2, de la congruence
' c =0 (mod.n),
dans laquelle » est un nombre pre'mier‘, on sait par ce que nous avons
démontré précédemment, que IV ne peut quétre égale & zéro ou & 2, et
en partant de la formule (24.), on trouvera

x=n

nlN= x (1+0082(x’+6)-—+cos4(x’+c)—-....+c052(n—1)(x’+c) )

ri_‘" 2:3 0032y (@) = 'E F oos LT 4T T cos2y (o' 4) 2

xX=31 y=1

x=n y=n . 2 . 2
= n+ Zcoszycn—]- Xz X (cos 27’“’ ”cos2ym sm2ym T sin ym).
y=3 x=1 y=1 n n n n

Si I'on substitue dans cette formule les valeurs de

y=n 2 x*m  2ycm  Y=pdr x*n_ 2caum b, 2cbum
Toos= LT Zeos X2 =5 (cosza" cos =T | cos —“—cos—*-),
y=1 n n — n n n

Z sin sin
y=s n
on obtiendra

Y i . w=phy . . 2bux*m . b
2yxim 2yon E ( 2a,x? “Slnzc:“ +sm2 u:' nsm20nun),

2aux’nc0820aun+cos2bux'n 2cb,n)

€O Ccos
2ycn xon v n n n n .
nN=n 2 cos X 5
+ y=1 +x=x u=1 — .n2a,,w=n in2cau _sin2bum3 T sin2cbuﬂ

ou bien, en séparant les intégrales,

u=p+1 x=n . “"”"' ! 2b, 2, x%n
n+4- Zcoszm-I- ( cha“ﬂ E cos 22T ”) (c s—-—’-‘ E cos - )
u=: u=: xX=3
nlV=
u=p+l x=n — . b, =, 22
_ ( 2cau7£ Zsinz"““’ i » (sm2c ¥ gin22u )
u=1 x=1 n n n

et cette équation, & I'aide des équations (30.), (31.), (32,), se transformera
dans la suivante

n-4- chosQCy 242 Eh(coszca““ T cosQa“”) -1-21":2’,2-{.l cos —— 26""” '? 2”“’

y=s u=t u=z

33, nlV= _2?(. Zoan EHy, 20 :+(i 2cb,,nu-§._+'. 21;7:)

U=t U=t
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Mals comme les quanﬁtéé’

u=p+1 2 a u=p41 2%
cos =22 E cos Il ’

u=1 n u=1 n
v=ph n a,n  *wWph, 2b,.m
¥ sin—r=, £ s,

. u=t u=1 ‘

qui sont des intégrales définies, deviennent indépendantes de u et égales
a des constantes, on pourra les transporter en dehors de ia premicre in-
tégration dans I'équation (33.), et on aura

y=n =p-1 uz=pt1 us=p-41 w=p+3
n+Zcochyn+2 = 0032"“ . X cos 2°a" +2 S cos2b“n T co QCb"

34. n]v= , u=1 u=z u=z u=1
T 2a,m m2o0aB " oMPH. 2bm ML 200
—2 % sin=2Z ""-——2 Z'. sin = 2u 2 sm~—-’-‘f,
n=1 u=t n us=1 .

et cette équation devra exister en méme tems que les suivantes
u=p+1 “ ' u y=n y=n 2
z (c 32“ +oosﬂ; )— % cos 22% =% cos 'cnyn=-—l,'
753 S

35 o s
’ u‘-?.TJ+l . 2au - 2bun y:’l . 2””—
z (Sl —,— Tsin— Z - sin== =0, ‘
A present supposons ¢ = +1; n=4m+1 et chaeune des cone
gruences

a4 1=0 (mod.n); a*—1=0 (mod. n)
aura deux solutions: par conséquent IV sera égale & 2, et Péquation (34.)
se transformera dans la suivante ,
u==p-f1 u=p41
n—1-42 Z cosga“n +2( £ cos%“ )

2n = “=

u:ap-}l u=p-+1 . 2
F2{ £ sm2"“”) +2( smg—lﬁ‘—-)
=i

u= n

d'ott Fon tirera

n41 __ ("’ﬁ"" 2a,n )+(“=7’+‘ 21::91)‘

2 - o8 -

EH L 2a,n .21:,,"___ ,

(F 2y + (5 =) =0
et pmsqne, par les équat:ons 35.), ton a -

(Foney = (F 2 4 1)

N u=3

u=1 u=z ‘
_gﬂ o 20,7 ""”"" . 2b ST
sin ] .
(En2ef) = (Flps);
on trouvera
Uz=p-41
n 1= (et 4 E 2 4
u=1 u=1 , e
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et partant

(2u— " cos 2“" + 1)

dod Pon déduira les equatlons

u=p41 Qau u._p-}-x 2b P 1 — 1
36 f-_ cos — —-———2—-:!: 3 fn, z —5+3 f
* y=p:ti v u=pHr :
sinzz‘”:O;‘ z sin2b“ =0,
u==t u=1 .

Lorsque » est un nombre premier de la forme 4m+3, si l'on
fait c =+ 1, la congruence x*—1=0 (mod. ) aura deux solutions, tan-

dis que lautre x*-- 1 =0 (mod. n) ne sera pas résoluble; alors on aura
les deux équations -

n-42 (u—g ‘cosza" ) 2 (mf.ﬂ cosm:‘ n)2
n -2

7= §

+2(E 2 2(F a2y
(

2n =

‘ 9
0 = ;
Ju=p4t u=p+t+1 \ 2
l —2( £ sin 31’;2—)—2 X sin)

U= u=1

u=t ¥=1

uzfp.'ﬂ cos2 o ) +2 ("‘E’" eés -2_1;—2) N

U=l U=t

(ui, étant combindes avec les équations (35.), donnent

u=p+1 2a, 1 u=p-+t1
¥ cos=2Z _---—; P cos2b“ = — i
37 u=1 n u=1 ) 2‘
to)wmt ., 24,7 u=ptt . 2, m

. 1
r sin——=4+ fn, Zsm—n-—== zflz.

u= U=z

Ces mteﬂrales définies ont été données pour la premiére fois par M. Gauss
dans ses Recherches Amthmetnques, et il les a trouvées en partant de sa
théorie de la division du cercle en parties égales. Cet illustre géométre

a repris:le méme sujet dans un mémoire particulier, ot il les a démon-
" trées de nouveau. Mais les deux démonstrations de M. Gauss, qui sont
les ‘seules connues jysqu'ici, qlioique' tres - ingénieuses, nous paraissent moins
directes que celle que nous venons d’exposer, qui se déduit tout simple-
ment de la fortgld" fondamentale (24.), aveéc beaucoup d’autres resultats.
Cependant comme les equatlons (36.) et’ (37) sont ‘la base- de tout ce
que Ton sait sur les congruences du second degré, nous allons reprendre
la démonstration que nous avons donnée, pour 1a rendre plus slmple ot
plus claire.

Crelle’s Journal d. M. Bd.TX. Hf. 2. 23
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On sait que lorsque #=2p-}-1 est un nombre premier de la forme
4m-1, les congruences
+4+1=0 (mod.n), «*—1=0 (mod.n),
seront résolubles toutes deux, et auront chacune deux solutions: alors par
la formule (24.) on obtiendra P'équation

T (c0s 2 4 vi(—1)8in 22) ™ - (c0s2% + y(—1)sin
™= |+ (008 v (—1)sin ) ﬂ....-{-(cosQ—(Z:’;-Q’—t-}-f(—l)sin
et par conséquent l'autre
(cosf’_’f +y (—1)sin 2" ”)g(coso”” % 4 v(—1)sin 2ZT)
{008 ZZ £/ (—1)ain ) E (008-2 "+ v (—)sin=2")

+(008?7:fif(—’1)8ing.{z)z( 2tx? n+‘/,(__1)sm2tm n)

. [ 4 L ] . . L 4 * L] .

. 2n"i‘

2("‘—_&! xli,S ;
n

M =

[} L] [ ] L]

+( 2(n 1)n+f( —1)sin 2(n i)n)x-o( 2(n-l)x n+‘r( 1)sin

Si I'on effectue les multiplications mdtquées dans cette équation, en
observant que les imaginaires doivent se détruire entre eux, on trouvera

2'(n 1) xtm )

Om>x=n £ x=n x=n 2 W n-1)mg x=r 2n-1)x3n
cos— Zcosox ”"-f-cos-"':f I cos = ...+ o:s?-'-z-z coszm “...-}- os-gi-—l'E cos nt)atn
!” n x=0 n xX=0 n
- On>zr ., Ox’n . 2n7=n 2.z-’fz 217:”“" . AUx*m 2(n-1)ﬂ""' . An-Dxn
+( —_ }: T+ mn;—xfosm-n—...-i- m—n— X sin eve}-8in ——— 2m)m = )
et partant
g X= 20 xxn 2( 2 -1 ) Xx=n —{)xt
?n—-—n-{—cos—-— Xcosz—af--...+ %(f Z = ”...-l-cosz(n i cos%' o ”;
38 n n x=0 n
‘ =n x=n 2 P . -)gx=n ~{) 3
0=0-} mz—” p sm-z—m—-...-[-s ?l—n Z m ...+s,m2—(-";—)f z sxng-("-'-—,—’)-:ﬁ-iz .
x=0

Il faut observer ici que ¢ doit prendre successivement toutes les
valeurs 1, 2, 3, ..., n—1, dont Ia moitié sont des résidus quadratiques
du nombre 7~ et lautre moitié des non-résidus quadratiques du méme
nombre: si I'on suppose donc ¢ égal & un résidu quadratique quelconque
@,, on aura



-
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2tm =" 22txiom 2a, 7t *=n 2a,a:’n
Z cos = cos X cos
n  x=o n ‘ n  x= )
L L X=N 2 xt . + .
= cos2a ”F cos—= = = 2“ n(1+2'? 2a n);
n xz=o n u=1
et l'on trouvera de méme, lorsque £ est un non-résidu quadratique égal & 4,,
2b, %= 2b,x* 2%, U P+‘ 2b.
cos—"" ¥ cos —" = = cos ”(1+2 oos—--n).
. n x=0 n :

On voit pourtant que la valeur de

2tn =0 2tx’n .
n x=° n

ne saurait étre que l'une de celles-ci:‘

22142 F 22T, o142 E w2,

u=1

selon que ¢ est un résndu quadratique ou un non-résidu quadratlgue den;
et comme parmi les nombres 1, 2, 3, .... 2—1, représentés par ¢, il y
en a p qui sont résidus uadratiques de n, et autant qui ne le sont pas,

on pourra les réunir en deux groupes dans les équations (38.), et on aura
les équations

(1+2u?lcos%“”)(cosgf—‘f+c032:‘”....+oos?—:ﬂ)
T oo 2 (con 2o a2 con 2T

(":E"’stauﬂ)( 20, s 2(:: vesotsi 2¢:fﬂ)
2 ) a2 g a2 pia ).

U=t

Mais comme Ton a
u=p+41.
cos2an‘n+ms2:3ﬂ..‘.+ Q = z 2““”

.

;7
n

’
+00 ’%—oop-'l" ‘2"—2""' gcos2b;:”;

u=s

Ccos

. 2b,m . Ra,m .« Rapm ' P . 2aum
sin -——‘-- sin—2 ....+sm—-3—- ==uf*sm n“ 3

. . 2b, :u—p+x T
sin Qb’ st‘n‘ﬂ....-j-sxn-——P—-__ z 21:71

’
u=1

les deux équatxons (39.) deviendront
23 *
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u=p+41 2 b u=p-1 b7
(1+2 )'.' cos—n— z cos2 7;

u=3 n

u=p+41 2 au uz=p+1 2 a,m

n= (142 X cos Z cos

u=1 u=2

| o=2(= ‘s;n?.fu”)+2(“'£* 20, ")

u=3

‘et puisque I'on a aussi L

u=pt1 2a x| vph 2b,m u=ph 2a n | u=ph . 2b,m
 cos— cost=—1; ¥ sn—2Z 4 F sin—"C=0;
u=t n T u=t n u=1 n - u=1 n

on trouvera, en éliminant entre les quatre équations précédentes:
usph Qaunm 1 =t 9pm 4 1

cos =——x% n Z cos = e——F—yn;

u=1 n 2-2f’ u=1 2+2f,

u=pt | 2a,m "=£+’ 2 b,, T

sin = sin = 0.
u=t n u=1 n

Si n était de la forme 4m+3 on aurait a la place des équations (38.),
les deux autres

y (1+ 2“:%:- €08 2 )u—}?‘ 08 2“" + (H— 2"'5‘-100526“ )ujglcos .Ql;f
o .
a4 2 (Ey
(1+ Qu;-}zpjlcosza“ u?glcos%“ + (1-[— 2 £+ 2b. ﬂ) ujglco‘g 2bux
0= s T et =
| —Q(ugsinzi:n)—2( gsin2b: ),

qui étant combindes avec les équations (35.) donneraient
u:p+1' Qa, u:zp+1 20,

0 = co = L,
§ .= = =

Cu=1 n u=t
. u=ptr Q4.7 1 u=ptr  2b, 7 —
‘ T cos—it = + — SV Z cos—— = F—y 1
u=1 n u=1 n ' 2

Ces derniéres equatlons coincident avec celles que nous avions trou-
vées précédemment.
Il résulte de l’analyse précédente, qu'étant proposée la congruence
» x*4+c¢c =0 (mod. n),
(dans laquelle n est un nombre premier égal & 2p+4-1), si I'on représente
par IV le nombre de ses solutions, on aura

u=p41 2a, u=p-1 2 " u=p+t1 20, m\ =pth 2¢cb,
n+(1+2? cos ") " cos " 4 (142 £ c0s=27) L cog=2T
’ u=1 u=1 u=1 n
nN: Uz, 2 uﬂ U= 2 u=p-ri 2bu + 2cb,m
E sin —<" “F sin=%"% _ 9 sin—"", “E sin 22> .
u=1 n u= n u=1 n
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Mais comme,. lorsque n est de laforme 4m 41, ona .
u= u=pte, e
w7 E’ sin2%‘ﬂ z l ‘ 2bun —_— O’

u=t umt, B

on trouvera, dans ce cas,

V=14 2(142 F cos 227 “§+ ' 2“".‘._; —(1+2 T o0s 2 )"‘5" 2cbu 7

d=1 u=t u=3

et la valeur de IV’ restera la meme quand on .changera ¢ en —c. Donc

si la congruence
: w+c_.0(n;odn),‘,
(dans laquelle n est un nombre premler de la forme 4m 4 1) est résolu-

ble, celle-ci » !
. y—-c——-O (mod n)

leé sera de méme; et‘si-Fune d'elles n'est pas tésoluble,'l’aim*e ne le sera

pas non plus, _
Si n= 2p+1 ‘est un nombre premxer de la forme 4m 43, on

aura . ' o o
e 7847 “=pt bu
142 }5,_ 2T =142 £ cos—= = 0;
u=1
et le nombre /V des solutions de la congruence
- de=0 (mod.n)
sera donné par Iéquation " _ .
u=p+ A e s " uz=pi1 | u u=pts | "
40, nN=n—2 X sin2a s sm20a —2 X lmz—f—’-t Z sin 2 n§
u=1 n * y—t n u=1 n u=1 n

qui se réduira, lorsque ¢ est un résidu quadratique de 7, & lautre

nN_._n——2(u-£+l' 2‘:‘”)—-— (_Ehsin-—;-‘— 2—7)_—%—-—}:0.

u=1

Si 'on change +-c¢ en —c dans 'équation (40.), on trouvera que

le nombre /V des solutions de la congruence .
Y—e=0 (mod. p),

sera expnme, lorsque ¢ est 'un résidu quadratique de 7, par l’équatmn ‘

=n'+2(u2pi+sinag’f— +2 (Ehsm—-—e—f) =n+ +—-—-2n

‘On déduit' de 13; que lorsque 7 est un hombre premier de'la forme
4m~-3, lune des deux congruences . .
2 c=0 (mod.2); ' y*~c=0 (mod. n)
sera tou)ours résoluble, mais qu'on ne powrra jamais les résoudre toutes '
deux & la fois, A L :
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En partant des équations (36.) et (37.), on trouve, quen indiquant
toujours par g, un résidu quadratique quelconque du nombre premier
n=2p+41, et par b, un non-résidu quadratique quelconque du méme
nombre, on aura, lorsque 2 est de la forme 4m -1,

x}'_-_"(c ‘:’:".’f..f.'-{-f(_q)s. 2aim gy £+ 2au Fov(~1) E-sm2a,,n
'_1+2( 2—2f”)—if'l:
E (002 v (- )sin ) £ 142°F 008227 42y (-1) F win 2

= 2 b dvn) = 5 vm
tandis que lorsque 7 est de la forme 4m -3, on trouvera ..

T (c 2ozt “+f(-1)sm2“"‘ D)=142F os3‘1L+2f(-1) X £ w222

= 142 D) 420 (e Lvn) = £ v
E (0022 -0 in 25T = 142 F o0s 222 2y (1) E in 2

=t1+2(—3)+ 2y(—1) (+3{n) = F v (—n)
de sorte que I'on obtiendra en général les équations

x=n 2a,x%7

E (o
z (c sz,a: n+f(_1) n2bra: n) +l/(n(—1)n—‘)

Mamtenant sont proposé de trouver le nombre IV des solutions en-
tiéres et moindres que 2, de la congruence
- dey'+b =0 (mod.n), .
dans laquelle 2 est un nombre pi-emler, et a, b, sont des nombres entiers non
divisibles par 7 ; jl est clair que par la formule (24.) on obtiendra I'équation
nlN= T E 1+(cos—-+f (-—1)sm--) perad ...+(cos‘)(n-1)— v (—-I)san(n-l)—)x e +b) ==

x=0 y=o0

T

- v=1) sm2 M — 4V a(=1)7);

bos +s’(—1)sin—4'5) E (cos = AW )E (o hz._,u,,(_i,,m?ay ")
dbn 4z m\7=" 4,,_,, n i
08— +v (~1)sin— ”) ( s-—--—+{(...1)5 _‘.)y‘fo( ’ +v(—1)sin )

An-1 )'-’5-' +f(-1)sin2(n-1)—§) (cos?(n-l)——- +v(~1 )sm?(n-n—f) b (cos?(n-l )_. +,r(.1)s,,,g{ n-1 )_~)
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et la valeur de JV dépendra des nombres a et b.

Supposons d’'abord que @ et & soient tous les deux des résidus
quadratiques de 7, et nous aurons, en substituant dans l’équatlon précé-
dente les valeurs déji trouvées,

PN T earsy) (+ V(=) (£ ¥V (a—1y®))
+— w0 7) &V (n<—1 ) (FV(o—157))

= n’—n(—-i) ’
Loraque ¢ et b sont tous les deux non-résndus quadratiques de 7, on
obtiendra '

nlN=

er._.n’-[-n(—-i)’ ‘
Lorsque a est un résidu quadratique de 7, et & un non-résidu quadrahque
du méme nombre, on aura

nN = n*—n(— 1)
Et enfin lorsque @ est un non-résidu quadratxque de n, et b un résidu
quadratique du méme nombre, on trouvera

AN = n*+4n(—1)°.
~ 11 résulte de 13, que la congruence
4oy’ 56=0 (mod.n),
dans laquelle .z est un nombre premier, aura toujours un nombre n +1
de solutions.
Lagrange a démontré pour la premlere fois que la congruence
x4 ay* b =0 (mod.n),
était toujours résoluble, lorsque le nombre premier # ne divisait ni a ni
b. Cet illustre géométre est parti de ce théoréme pour démontrer qu'un
nombre entier quelconque est tou)om-s la somme de quatre carrés en nom-
bres entiers: mais sa méthode ne saurait servir & déterminer le nombre
des solutions de la congruence proposée, comme nous l'avons fait en par-
tant de notre formule fondamenﬁle (24.), - I est clair que Fon pourrait
appliquer les mémes principes aux ‘congruetives du second degré, qui ren-
ferment un plus grand nombie’ d'inconrues. . Miis nous allons nous occu-
per de préférence de la résolution des' équations & deux. termes. . _
On & vu que lorsque rz-.—Qp 41 est un nombre premier de la
forme 4m -}~ 1, on trouve g

(SN .‘“ 3 . ¥ i .
T oo [EDUEE ZEWUEE CHRR
EEEACERS ] FE 1Y : A T T
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"=P+‘( 2t*n

tivn;

z | s——il?f(—-i)s- 21t ,,)= 1
":%:(c s2_tl+f(—1)8in2_”f.i') ' = ""i¢v}fn,

en indiquant toujours par. ¢, un résidu. quadratx‘que quelconque de 7, parv
0, un non= - résidu quadrahque de hy et par ¢ un nombre entier non divi-
sible par 7. 81 T'on falt malntenaPt

—— A\

2 _
‘”+f<-1>s' 201 _ e,

tew v e

r exprimant la racme
= cos’2 " 4 (= 1)sin %ii
de l'équation S e e e

on aura, par ce qui précéde:

41, X, = a 4z° oo tar + TV =05
et -cette ' équation, qui sera sahsfante i)ar la valeur x =r, le sera aussi
par toutes les autres valeurs —

X = r“"; P P T
dont le nombre se réduira & la mditié; puisque: r** ='r*, Mais comme
ces racincs résolvent l’éqdation X =0, elles seront communes aux deux
équations X =0, X,==0. Les autres, racines .qui. résolvent I'équation
X .__O, sans resoudre l’equatxon X, _.0, seront de la forme

g7 b
w—"‘b" .’t"‘"r ....x-“:‘-f‘p

et ne pourront pas resoudre l’équation X,=20; car si l'une delles, r*s par
ev&mple, pouvant resoudre cette équatxon, comme on a toujours '

P 2 1 7 T T b L 4

baa, bt T
: r = ,

en’ substituant cette racine supposée. qv ] r_ dangil’cquatlon X =0, elle
devxendrmt;dﬂ la forme. ...\

GUBERIFRRO R FTEARES STAN T I G TS WY

: SRS PRk i ci+1’< b F ER=05140) B
niais cette Squation est -abaurde,, puisque lon.a: .
AV AL A5 R Vh“‘t’“’rh PRPRRA s"-""'p"“ln-ﬁ“ fﬂ#Ot % Avi
Donp les dmm"bquaﬁons Kkt Oy aX!,li:'O,g auront Ms.p rwnea qumupg,
R AR SRR & I I Rt

et en cherchant le plus grand commun diviseur'4' entre X. bt X,y ‘on. auwra

a [\ |
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I'équation A = 0, qui sera du degré 5—5—1, et qui contiendra toutes les ra-
cines de la forme x = r". ;
Si 7 = 2p 1 était de la forme 4m - 3, au lieu de Péquation
(41.) on aurait trouvé Pautre
X, ="+ 0. x?+ 1T}V (—n)=0;
et en cherchant le plus grand diviseur commun entre

xt—1
X = _-i— et X2=0,

on obtiendrait I'équation qu1 a p racines de la forme
x=r Yo o= ,....x—r"

et Péquation X = O serait encore décomposée en deux autres du de-
—1
gl‘é :L—"2—"0
Il faut remarquer ici que lorsque » est un nombre premier de Ila
forme 4m -1, les coefficiens des diverses puissances de x dans I'équa=
tion A =0, sont des fonctions de —+ v 72 en général, tandis que

les coefficiens des puissances correspondantes dans l’équation)—é = A, =0,

sont des fonctions semblables de — ¥ 7y 7. En effet, si I'on fait
' A= Pt dxr....} 4,=0; ‘
A= P+ B xreiu.d B, =0;
les coefficiens 4,, 4,, ..., 4,, pourront s'exprimer exclusivement par
la somme des puissances des racines de I'équation A=0, somme que
nous indiquerons en général par ,5 et les coefficiens B,, B,,....B,
s'exprimeront de la méme maniére par la somme des puissances des rae
cines de I'équation A, =0, somme que nous indiquerons en genéral par
P,; et comme, lorsque r n’est pas un multiple de 2z, on a toujours
Pr = —%i'}‘/—n’. Pr+Pr = ""1; Pr = —;‘:F‘; f”’

il @’y aura d’autre différence entre P, et P,, que dans le signe de $yn;
par conséquent si Pon désigne par ¥ la somme de tous les termes de
Péquation A=0, qui ne contiennent pas vz, et par Zy z la somme de
tous ceux qui contiennent y'2, on aura ‘

A= Y+2Zyns & =T—Zyn;

et partant

X =2 _1==AA = Y—nZ?
Crelle's Journal & M. Bd. IX. Hft. 2, 24
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Si n était de la forme 4m 4 3, on trouverait
‘ X p—g Y2 +nZZ; '
et en général on obtiendra
X =TY—nZ(1)",
n étant un nombre premier quelconque, et ¥, Z, étant des fonctions
entidres et rationnelles de x. On trouvera aisément, par la comparaison
des coefficiens dans I'équation

AA = =1

x —1?
que les coefficiens numériques des diverses puissances de x dans les équa-
tions A = 0, A, =0, pe peuvent admettre d’autre diviseur que le nombre
2; et on déduira de i que I'équation
eoh) sz
(dans laquelle ¥ et Z sont deux polynomes en x entiers et rationnels,

A coefficiens entiers) aura toujours lieu.

Pour donner une application de ce 'théoréme & la théorie des con-
gruences, nous observerons que puisque la congruence
x*—1=0 (mod. n),
a toujours @ solutions, lorsque 7~ est un nombre premier de la forme
ar -4 1; et puisque, si ¢ est un nombre premier impair on a aussi
4" —1) = (@—1)(V1a 2,
il s'ensuit que F @ est résidu quadratique de er--1, ou il faut prendre le
signe +, si a est de la forme 4m 41, et le signe —, sic est de la forme
4m 3. On déduit aussi de ce qui précéde que lorsque ¢ est un noms
bre premier, on peut toujours résoudre I'équation
4a) = x*+ ay*
en nombres entiers, quel que soit 'exposant 7, pourvu qu’il reste toujours
entier et positif, dans laquelle il faut prendre le signe -}, si ¢ est de la
forme 4m 43, et le signe —, lorsque a est de la forme 4m-1. On
trouve de méme que l'équation
5*=ax'+ay*}1
est toujours résoluble en nombres entiers, lorsque @ est un nombre pre=
mier quelconque; et il serait facile de trouver un grand nombre de pro-
positions de la méme nature,

Dans Péquation
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a= T (e T 4 y(—)sin=2T) = £ e V=17,

trouvée précédemment, on n'a pas determnne le signe du radical; ‘cepen=
dant en observant que l'on a
= .2z . 6x . 10m
A= (2{(-——1)} * sin—-sin——sin—. ... sm2(n-2)-—

et en cherchant combxen'de sinus positifs et de sinus négatxfs il y aura
dans le second membre de cette équation, on trouvera que, quelle que
soit la forme du nombre premier 7z, il faut toujours prendre le radical
avec le signe - dans la valeur de 4. Maintenant en faisant » =2p 4-1,
et en exprimant toujours par @, un résidu quadratique quelconque du nom=
bre premier 2, et par b, un non-résidu quadratique du méme nombre,
on aura les deux équations

B (oos 227 4 an22T) = — L4 ey
2bu +f(—1) ) — ___—f(+n),

dans les seconds membres desquelles il faut prendre le signe -, lorsque
n=4m-1, et le signe —, lorsque n=4m 4 3.

ay,m

42, 2b n

u_—.
Zco

u=1

Dans I'équation

=) _ g
il y a plusieurs manicres de trouver les coefficiens de x dans les poly-
nomes Y et Z; et ce maniéres sont tout & fait indépendantes, comme
Pon sait, de la considération des résidus quadratiques. Maintenant, parmi
les deux équations

Y4 Zy(tn)=0; Y—Zy(tn) =0,

que nous avons déjd trouvées, il y en a toujours une qui a toutes ses
racines de la forme

= eos2ar + y(—1) sin 2ar

en prenant pour @, successivement tous les resldus quadraﬁques de n;
tandis que lautre de ces deux équations aura ses racines de la forme

xr = cos———-—--}-;/(——-l)s' 26, ”

en prenant successivement pour b, tous les non-résxdus quadratiques de 7.
24 *
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Il résulte de 1d une méthode directe pour savoir si un nombre quelcon-

que est résidu quadratique, ou non-résidu quadratique d'un nombre pre-
mier donné. «

En effet si on ordonne I'équation
1Y4(Zyn =0,
par les puissances descendantes de x, on pourra, par les formules con-
nues, trouver la somme des puissances de ses racines; alors en appellant
P, la somme des puissances o"* des racines de cette équation, on aura
en général P, = P,, si ¢ est un résidu quadrathue de n, et P,=1—P,
dans le cas contraire.

On doit remarquer ici que comme les coefficiens de x, dans les
polynomes Y et Z, se déterminent daprés la forme de 7, et non d’apreés
sa valeur numdrique, on pourra transporter i tous les nombres premiers
d'une forme donnée, les théorémes quon aura trouvés par induction pour
des petits nombres. Cette proposition, qui est de la plus haute importance,
mériterait de longs développemens que nous réservons pour un travail par-
ticulier. On en peut déduire des conséquences fort singuliéres sur la ma-
nicre de vérifier les résultats de lobservation dans lanalyse pure, en
suivant la route tracée par Euler dans cette branche de lalgébre, route
qui a été quittée trop tot par les géométres. On pourrait tirer aussi de
13 la démonstration de la loi de réciprocité énoncée d’abord par M. Le-
gendre; mais comme M. Gaus a déjd donné cette démonstration, en
partant des équations (42.), nous ne nous arréterons pas plus long temps
sur ce sujet, puisque ce qui précéde renferme toute la théorie des con-
gruences du second degré, déduite de la seule équation fondamentale (24.).
Mais en partant de cette méme équation nous allons reprendre la réso-
lution générale des équations & deux termes: en commencant par énon-
cer quelques propositions sur les résidus de tous les degrés, dont nous

omettons les démonstrations qui sont trés faciles & retrouver,
(La suite dans le cahier prochain.)
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