
Incompréhension (Denise Vella-Chemla, 10 juin 2023)

Je trouve un produit nul qui ne devrait pas l’être, selon un énoncé dans ce texte que j’ai traduit
: http://denise.vella.chemla.free.fr/trad-sommes-quad-Gauss-fr.pdf, dans la représentation de la
somme quadratique sous la forme d’un produit.

On note χ(k) =

(
k

p

)
et ζ une racine primitive1 modulo p, un nombre premier. Je préfère travailler

dans les corps premiers modulaires plutôt que dans les complexes (du coup, je ne vois pas ζ comme

étant égale à e
2iπ
p mais plutôt comme un entier classe de congruence dans Z/pZ).

Dans l’article on trouve une expression de la somme quadratique de Gauss, qu’on note sg(χ) dans
la suite, comme une somme (définition en bas de la page 2), et une autre expression de sg(χ) comme
un produit (voir (1) page 6).

On doit avoir

sg(χ) =

p−1∑
k=1

(
k

p

)
ζk

et (sg(χ))2 = (−1)
p−1
2 p

avec sg(χ) déterminée au signe près et à la fin de l’article, l’auteur réussit à lever l’indétermination
sur le signe en fonction de la classe de p modulo 4 (proposition 6.4.4).

Tandis que l’expression par le produit est (oublions le ε puisqu’il va être éliminé par la suite suivant
les cas) (voir (1) p. 6) :

sg(χ) =

p−1
2∏

k=1

(ζ2k−1 − ζ−(2k−1))

On trouve la table des racines primitives des nombres, extraite de l’OEIS dans l’article wikipedia
Racine primitive.

Prenons le nombre premier 7. La table des carrés, dans laquelle on entoure les résidus quadratiques,
s’écrit (les résidus quadratiques sont “en quinconce” dans la table,et au nombre de p−1

2
) :

6 5 4○
1○ 2○ 3
1 4 2

On arrive bien à trouver ce qu’il faut côté somme :

+e
2iπ
7 + e

4iπ
7 − e

6iπ
7 + e

8iπ
7 − e

10iπ
7 − e

12iπ
7

1voir annexe.
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qui est un peu comme si on faisait 1 + 2− 3 + 4− 5− 6 = −7 dans le corps Z/7Z (on met le signe
+ au résidus quadratiques et le signe - aux non résidus).

Mais du côté du produit, si on prend comme racine primitive de 7 la plus petite d’entre elles qui
est 3, on note les puissances successives de cette racine primitive :

ζ1 = 3 ζ−1 = 5
ζ2 = 2 ζ−2 = 4
ζ3 = 6 ζ−3 = 6
ζ4 = 4 ζ−4 = 2
ζ5 = 5 ζ−5 = 3
ζ6 = 1 ζ−6 = 1

Et le produit contient les facteurs (ζ1− ζ−1)(ζ3− ζ−3)(ζ5− ζ−5) = (3− 5)(6− 6)(5− 3) et est donc
nul par son second facteur.

Pour un nombre premier 4k + 1, tel que 13, la table des carrés est (les résidus quadratiques sont
en face, au nombre de p−1

2
) :

12○ 11 10○ 9○ 8 7
1○ 2 3○ 4○ 5 6
1 4 9 3 12 10

La somme alternée par les résidus quadratiques donne

1− 2 + 3 + 4− 5− 6− 7− 8 + 9 + 10− 11 + 12 = 39− 39 = 0.

Comme Gauss nous l’a appris, ce qui est vrai pour un nombre premier de la forme 4k + 1 est vrai
pour n’importe quel nombre premierde la forme 4k + 1 en termes de résidus quadratiques, et idem
pour les 4k + 3.

Annexe : table des racines primitives des premiers nombres, source Wikipedia

2


